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Resumo

Em 2005, Székely e Rizzo propuseram um teste de ajustamento baseado numa distancia estatistica
entre distribuicdes de vetores aleatérios a que chamam de distancia de energia. Nesta dissertagdao
estudamos este teste focando a nossa atencdo no caso univariado. Comegamos por fazer uma breve
introdugdo ao conceito de distancia de energia e estudar as suas principais propriedades, seguindo-
-se a respetiva demonstragdo. Posteriormente, obtemos um estimador da distincia de energia entre
duas varidveis aleatdrias reais, o qual ird admitir duas representacdes alternativas, tendo em conta as
propriedades da distancia de energia, o que nos permite desenvolver o estudo do teste de ajustamento
baseado na distancia de energia. Como ponto de partida, analisamos o caso particular do teste de
ajustamento a uma distribuicfo fixa, generalizando de seguida a uma familia de distribui¢ées de localizag¢do
e escala. Tanto nos casos em que a hipdtese nula € simples como composta, definimos a estatistica de teste
envolvente, com base no estimador da distdncia de energia anteriormente determinado, e estabelecemos a
sua distribuicao assintética sob a hipétese nula. Além disso, estudamos o nivel de significancia do teste
bem como a convergéncia do mesmo. Para finalizar, a poténcia empirica do teste em estudo serd avaliada
através de um estudo de simulag@o tanto no caso do teste de ajustamento a uma distribuicdo fixa a partida
como no teste de ajustamento a uma familia de distribuicdes de localizagdo e escala.
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Capitulo 1

Introducao

Os testes de ajustamento s@o procedimentos estatisticos que nos permitem averiguar, com base na
observacao de realizagdes de varidveis Xi,...,X,, que supomos serem copias independentes de uma
varidvel aleatéria real (v.a.r.) X com fung¢do de distribui¢do desconhecida F, se a distribuicdo F pertence
a uma familia de fungdes de distribuigdo fixa a partida. Mais precisamente, denotando por .%( uma tal

familia de funcdes de distribui¢do, pretendemos testar a hipétese
Hy : F e 3‘\0,

contra a hipétese alternativa
Ha : F ¢ yg.

Para diferentes familias de distribui¢des .% sdo vérios os testes de ajustamento existentes na literatura,
sendo os mais conhecidos o teste classico do qui-quadrado proposto por Karl Pearson em 1900 (Moore,
1986) e os testes de Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises e Anderson-Darling, estes dltimos baseados
na func¢ao de distribuicdo empirica associada a X1, ..., X, (Stephens, 1986).

Com o intuito inicial de testar o ajustamento a uma distribui¢do normal multivariada Székely e Rizzo
(2005) propdem um novo teste de ajustamento baseado numa distancia estatistica entre distribuicdes de
vetores aleatorios a que chamam distincia de energia pela sua relacdo com a no¢do de energia potencial de
Newton (Székely e Rizzo, 2013, p. 1267). Apesar de estarem principalmente interessados no teste duma
hipétese univariada ou multivariada de normalidade, que continuam a estudar em Mori et al. (2021), estes
autores referem que testes de ajustamento baseados na distincia de energia podem ser desenvolvidos para
familias de distribui¢des .%( ndo necessariamente normais, sendo esta a motivagao inicial para o presente
trabalho. Nesta dissertacdo centramos a nossa aten¢ao no caso das observagdes univariadas, em que
abordamos as situagdes em que Hy é uma hipétese simples, onde estudamos o teste de ajustamento a uma
distribuicdo fixa a partida, e em que Hy € uma hipdtese composta, onde estudamos o teste de ajustamento
a uma familia de distribuicdes de localizacdo e escala.

Uma vez que a estatistica de teste é baseada na distancia de energia, no Capitulo 2 faremos uma
breve introdugdo a este conceito, bem como a apresentacio e respetiva demonstracdo de algumas das suas
propriedades. Além disso, deduzimos um estimador da distancia de energia entre duas varidveis aleatdrias
reais, onde, atendendo as propriedades enunciadas, concluimos que este admite duas representacdes



2 Introducio

alternativas: uma baseada na distancia de energia e outra baseada no desvio quadratico entre a fungdo de
distribuicdo empirica associada a amostra Xp, ..., X, ¢ a funcio de distribui¢do comum a estas variaveis.

Apesar do teste proposto baseado na distincia de energia ter sido introduzido para um problema de
ajustamento a uma familia de distribui¢des, achamos oportuno estudar, também, a situacdo em que a
hipétese nula é simples, isto é, .7y = {F}, onde Fj é uma fung¢do de distribuigdo fixa a partida. Assim, no
Capitulo 3 estamos interessados no teste das hipdteses

H() . F:F() vSs. Ha . F#F(). (1.1)

Neste capitulo determinamos, em primeiro lugar, a distribuicio assintética do estimador da distincia de
energia entre duas v.a.r., onde, com este resultado, definimos a estatistica a utilizar no teste de energia
(Teorema 3.1.1). De seguida, estudamos o nivel de significancia do teste (Teorema 3.2.1) e estabelecemos
a convergéncia do mesmo (Teorema 3.3.1). Terminamos este capitulo apresentando um breve estudo
de simulacdo com o objetivo de avaliar a poténcia empirica do teste de ajustamento em causa a uma
distribui¢do normal standard. Tomaremos o teste de Anderson-Darling como referéncia, podendo assim
comparar os resultados de poténcia deste teste com o teste de energia em andlise.

O Capitulo 4 é o mais importante desta dissertacdo, onde nos debru¢camos sobre o teste de ajustamento
as familias de distribui¢des da forma

Fo={G(-:61,6,):6,cRe 6, cR"},

com

G(x;61,6,) = Fy <x ;291 ) )

onde Fy é uma fungiio de distribui¢do conhecida e (0,60,) € R x RT é o vetor dos pardmetros de
localizagdo e escala da familia .%,. Tal como no Capitulo 3, comecamos por estudar a distribui¢do
assintdtica da estatistica de teste sob a hip6tese nula. Uma vez que os parametros 0; e 8, sdo desconhecidos,
anecessidade de os estimar conduz a uma distribuicao assintética diferente da obtida sob a hip6tese simples
(Teorema 4.3.1). Sob condicdes adicionais sobre os estimadores considerados de 0; e 6,, estabelecemos a
invaridncia da estatistica de teste sob a hipdtese nula, o que permite concluir que as distribui¢des exata
e assintdtica da estatistica de teste nao dependem da distribuicdo F tomada em .%; (Teorema 4.4.1). A
propriedade de invaridncia € importante na implementagdo do procedimento de teste, uma vez que os
quantis da estatistica de teste sdo calculados simulando valores da estatistica de teste sob a hipdtese nula
que € agora uma hip6tese composta. Terminamos este capitulo estudando o nivel de significancia do teste
(Teorema 4.5.1) e estabelecendo a convergéncia do mesmo (Teorema 4.6.1).

O quinto e ultimo capitulo é dedicado a apresentacdo de um estudo de simula¢do que tem como
objetivo principal analisar a poténcia empirica do teste apresentado no quarto capitulo, comparando-
-a, mais uma vez, com a do teste de Anderson-Darling. Para tal, vamos concentrar-nos nos testes de
ajustamento as familias de distribui¢des normais e exponenciais. Este estudo, bem como o realizado no
final do Capitulo 3, foi desenvolvido usando cédigo escrito em linguagem R (R Core Team, 2021).

No decurso desta dissertacdo, o conceito de integrabilidade deve ser entendido no sentido de Lebesgue.
Adotamos ainda as seguintes notacdes: i), Lie S representam as convergéncias em distribui¢do, em
probabilidade e quase certa, respetivamente, quando n — +oo; indicamos X ~ Y quando X e Y possuem
a mesma distribuicdo e X ~ F quando X tem fungdo de distribui¢do F; representamos por X’ uma v.a.r.



independente de X com X ~ X’; finalmente, denotaremos por op(1) uma sucessdo de varidveis aleatdrias
reais que converge para zero em probabilidade e por Op(1) uma sucessao de varidveis aleatérias reais
limitada em probabilidade (sobre as propriedades destes simbolos estocdsticos seguimos van der Vaart,
2000, p. 12).






Capitulo 2

Distancia de energia

Este capitulo serd dedicado a exposi¢do do conceito de distincia de energia e a demonstracao de
propriedades a esta associada. Além disso, é deduzido um estimador da distincia de energia entre duas
varidveis aleatdrias reais.

2.1 Definicao e propriedades

Sendo X uma varidvel aleatéria real (v.a.r.), denotamos por X’ uma v.a.r. com a mesma distribui¢do de
X, isto é, X ~ X', e independente de X.

Definicao 2.1.1. Sendo X e Y v.a.r. independentes e integrdveis, chamamos distdncia de energia entre X
eYa
E(X,Y)=2E|X-Y|-E|X-X'|-ElY —-Y/|.

A propriedade seguinte relaciona a distincia de energia & (X,Y) com a norma L, da diferenga entre as
funcdes de distribuicdo de X e Y. Além disso, a distdncia de energia sob a forma integral vai ter particular
importancia no Capitulo 4.

Proposicao 2.1.1. Se X e Y sdo v.a.r. independentes e integrdveis com funcoes de distribuicdo F e G,

respetivamente, entdo
—+oo

EX,Y)=2[ {F(t)—G()}* dr.

Demonstracdo. Atendendo a que F e G sdo as fungdes de distribuicdo de X e Y, respetivamente, e que
estas varidveis sdo independentes, para ¢t € R temos (Székely e Rizzo, 2005)

{F(r)-G(n)}?

= F(1)* = 2F(t)G(1) + G(1)*

= F(1) = F(1)G(1)+G(t) = F(t)G(1) — F(t) + F(1)* = G(1) + G(1)? 2.1
=F()(1-G(1))+G(t)(1=F (1)) =F(t) (1 =F(1)) = G(1) (1= G(1))

=PX<t)P(Y >1)+PY <t)P(X >1t)—P(X <t)P(X' >1)—P(Y <t)P(Y' > 1)
=PX<t<Y)+PY <t<X)-PX<t<X)-PY<t<Y).

Uma vez que
PX<t<Y)=E (ﬂ{xgz<Y}) ,

5
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pelo Teorema de Fubini temos

—+oco

Joo Y
]]_{th<y} dt) =F </X dt ]]-{X<Y}> =F ((Y—X)l{x<y}) .

PX<tr<Y) dt:E(/

— oo —

Procedendo da mesma forma com as restantes parcelas de (2.1) temos

o0
{F(t) = G(1)}? dr

=E(Y =X)Lixer}) +E((X =Y)Lyexy) —E (X' =X)Lixexy) —E (Y =Y) Ly <yn)
=EX—Y|-E((X'=X)lixex) —E((Y' =Y)1yyyn)

1 no 1 /
=EX-Y|-JE|X -X'| - SE|Y =Y’

1
= E@@(XvY),
pois
EX-X'|=E((X —X') Lixrex) + (X' = X) Lxx1})
= E((X =X') Lpraxy) +E (X' = X) Lixexry)
=2E ((X' = X) Lixaxy)
uma vez que X ~ X’ e X e X’ sdo independentes. O

Decorre diretamente da definicdo de & (X,Y) que esta é simétrica, isto é, &(X,Y) = &(Y,X) . Prova-
mos a seguir que, além de nao negativa, a distancia de energia entre duas varidveis com distribuicdes
distintas é sempre estritamente positiva.

Corolario 2.1.1. Nas condi¢oes da Proposicdo 2.1.1, 8(X,Y) >0, e
EX,Y)=0  sse X~Y.

Demonstragdo. Da Proposigdo 2.1.1 vem &(X,Y) > 0ese X ~ Y, entdo F = G e, portanto, &' (X,Y) =0.
Suponhamos agora que &(X,Y) = 0, o que implica que [*=° (F(t) — G(t))* dt = 0. Decorre desta
igualdade que se ¢ é um ponto de continuidade de F — G entéo F(t) = G(¢). Uma vez que o conjunto
dos pontos de continuidade de F' — G € denso em R e F — G € continua a direita, podemos concluir que

F(t) =G(t) paratodo ot € R, ou seja, X ~ Y.
[

Apesar de chamarmos distincia a &'(X,Y), a aplica¢do & ndo verifica a desigualdade triangular. Como
provamos a seguir, tal propriedade ¢é satisfeita por £'/2. Uma vez que &'/2 é simétrica e também satisfaz
a propriedade expressa no Coroldrio 2.1.1, &'/? é efetivamente uma distancia definida no conjunto das

v.a.r. independentes e integraveis.

Corolario 2.1.2. Se X, Y e Z sdo v.a.r. independentes e integrdveis entdo

&EV2(x,2) < &V2(X,Y)+ &V (Y, Z).
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Demonstragdo. Sendo F, G e H as funcdes de distribuicdo de X, Y e Z, respetivamente, pela desigualdade
de Minkowski temos

EV2(x,2) =2

2.2 Estimacao da distancia de energia

Sendo Xy uma v.a.r. independente de X, com fun¢do de distribui¢do Fp, isto €, Xo ~ Fp, € X e Xp
integréaveis, decorre do Coroldrio 2.1.1 que o problema de teste (1.1) é equivalente ao problema do teste
das hipéteses

Hy: &(X,Xo)=0 vs. H,:&(X,Xo)#0.

Pretendendo desenvolver um procedimento estatistico para testar as hipdteses anteriores, serd natural
basear tal procedimento num estimador da distincia de energia &' (X, Xp). Atendendo a que

£(X, Xo) = 2E|X — Xo| — E|X —X'| - E[Xo — X{,

seguindo a abordagem de Mdri et al. (2021), vamos estimar &' (X, Xp) através da estatistica &, (X, ..., X,),

onde
2 ¢ 1 & ,
En(X1, ..o Xn) = - Y Elxi—Xo| — ) Y b —xj| = ElXo — X, (22)
i=1 ij=1
para xi,...,x, € R.
Reparemos que &, (X1, ...,X,) tem a estrutura de uma V-estatistica associada ao nidcleo simétrico,

definido para x,y € R, por

h(x,y) = E|x—Xo| + E|y — Xo| — [x — y| — E|Xo — X3, (2.3)
uma vez que,
1 n
@@n (Xl I n 72 Z Xl 3 X
Proposicao 2.2.1. Sendo X1, ...,X, v.a.r. integrdveis, independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.)

com X, entdo
.C.

EXy,. . X)) L5 £(X,X0).
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Demonstracdo. Atendendo a que

onde
|h(x, )| < 2(|x| + |y +2E[Xo]),

concluimos que E|h(X,X)| <4 (E|X|+E|Xo|) < e E|h(X,X")| <2(E|X|+E|X'| 4+ 2E|Xo]|) < oo, pois
X, X' e Xp sdo integraveis. Assim, como E|h(X,X)| < e, E|h(X,X")| < oo, pela lei dos grandes nimeros
de Kolmogorov e pelo Teorema A.1.1 temos

h(Xi,X;) =5 E(h(X,X))
ni3

2 <.
h(XHXJ) q_L> E(h(va/))a
n(n—1) 1<i<j<n
e portanto
EX1,. . X)) TS E(h(X,X")).
Para concluir a demonstracio basta notar que
— [ ) dF aF ()
= [ ol dRoa)dF )+ [ 1y ol dFo(a)dF () ~ EX ~X'| - ElXo - Xy
- 2//2 lx —x0| dFy(x0)dF (x) — E|X — X'| — E|Xo — X})|
R
=2E|X — Xo| —E|X — X'| — E|Xo — X
=&(X,Xo).
O
Como decorre da demonstragdo anterior, um estimador alternativo da distincia de energia &'(X,Xp) é
dado por
2
ENXyy. . X)) = h(X:,X;).
" " ”(”_1)1§§j§n ne
Contrariamente ao estimador &, &, é estimador céntrico de & (X, Xo).
Notemos que podemos, ainda, estimar &'(X,Xp) de outra forma. Uma vez que F pode ser estimada
pela func¢do de distribuicao empirica associada a amostra X1, ..., X, definida por

1 n
)=~ Y T (X,

i=1

de acordo com a Proposi¢do 2.1.1, um estimador natural de &' (X,Xj) é dado por

(X1, X)) =2 / {F,(t (1)} dr. (2.4)
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Como mostramos a seguir este estimador coincide com &, (X, ...,X,). Com efeito, para x,...,x, € R,
sejam F, a funcdo de distribuicdo associada a xi,...,x, e ¥, a v.a.r. com funcdo de distribuicio F,,. Assim,
pela Proposigdo 2.1.1 temos

"

éil (.X],. .. ,x,,) = (oﬁ(Yn,Xo)
=2E|Y, — Xo| —E|Y, - Y, —E|X0—X5\

_2// |x —y| dF,(x)dFy(y // lx —y| dF,(x)dF,(y) — E|Xo — X{)|
=2 [ Y dFo()’)—/ ;eri—ﬂ dF,(y) ~ X0~ X)|
i=1 4

2 n
==Y Elx—Xo| - ) Z i — x| — | Xo — Xg
ni3 ij=1
:gn(xlw"vxn)'
Assim,
EXryee X)) =2 / (Fa(t) — Ro(1)}? dr, 2.5)

de onde se conclui que o nicleo (2.3) admite a representacio

H663) =2 [ {10 (9 = B HL)-e)0) = R0} i 26






Capitulo 3

Teste de ajustamento a uma distribuicao
fixa

No presente capitulo, focamos 0 nosso estudo no desenvolvimento de um teste de ajustamento a
uma distribuigdo fixa a partida baseado na estatistica &,(Xj,...,X,). Em particular, determinamos a
distribuicdo assintética da estatistica de teste a ser utilizada e estudamos, ainda, o nivel de significancia do
teste e a convergéncia do mesmo.

3.1 Distribuicao assintética de &,
Pretendendo desenvolver um teste de ajustamento para testar
Hy:F=F contra H,:F+#F,

a um nivel de significincia o, o €]0, 1], baseado na estatistica

1 n
En(X1,...,X,) = — Y h(Xi, X)), (3.1)
ij=1
onde
h(x,y) = E|x—Xo| + Ely — Xo| — |x —y| — E|Xo — X}, (3.2)
para x,y € R, come¢amos por determinar a distribui¢do assintética de &,(Xj,...,X,) sob a hipétese nula.
Teorema 3.1.1. Sendo Xi,...,X, v.a.r. de quadrado integrdvel e i.i.d. com Xy, onde X ~ Fy, entdo

—+oo
X1y, Xa) ~5 E(h(X0,X0)) + Y (22— 1),
k=1

onde Zy, k > 1, sdo v.a.r. i.i.d. com lei normal standard e A, > 0, k > 1, com Yio )Lkz < oo, sdo 0s valores
préprios associados ao operador Ay, definido de L>(R, Fy) em L*(R, Fy) por

Ang(x) = [ h(xy)gl) dRy(y), x € B, (33)

11
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para g € L*(R, Fy), onde L*(R, Fy) € o espago das fungdes reais de varidvel real g tais que [ g(y)* dFo(y) <
oo,

Demonstracdo. Da demonstragdo da Proposicdo 2.2.1 sabemos que

1 n
nép(Xa,. o X) = — 3 h(X;, Xi) + (n = 1)U,
i=1
onde .
- Y n(Xi,X;) 5 E(h(Xo0,Xo)),
i=1
e U, é a U-estatistica definida por
Uy = > Y, h(Xi.X;)
" n(n_1)1§i<j§n T

Para estabelecer o resultado enunciado, basta agora estudar a convergéncia em distribui¢do de nU,,.

Com o intuito de aplicar o Teorema A.1.2 sobre a convergéncia em distribuicdo de uma U-estatistica,
vamos verificar que o nicleo simétrico definido em (3.2) satisfaz as condigdes E (h(Xo,X})?) < +oo e
E(h(x,Xp)) =0, para todo o x € R.

Tendo em conta que (a+b)? < 2(a® + b?), para todo o0 a,b € R, e da demonstragdo da Proposigio
2.2.1 temos

[, y) > < 4(2 (x| + |y])* +2 (2E]X0])*)
<4(4* +4y° +8(E|Xo])?)
= 16(x* +y* +2(E|Xo|)?).

Logo
E(h(Xo,X})?) < 32(E(X3) + (E|Xo|)?) < +oo,

uma vez que, por hipétese, Xy € de quadrado integravel.

Por outro lado,

E(h(xX0) = [ h(x,y) dRo()

_ / 1 — xo| dFo(x0)dFo(y) + / Iy — xo| dFo(x0)dFo(y)
R2 R2
= [ =yl dRG) - [ ElX-X5| dR()

R R

= [ Ix—s0l dRy(xo) + EXo —X5| — [ v ] dFy(x) ~ EIXo ~ Xy
R R

=0.

Verificadas as condi¢des anteriores podemos concluir, pelo Teorema A.1.2, que

—+oo
U, -5 Y Wz - 1),
k=1
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onde Z;, k > 1, sdo v.a.r. i.i.d. com lei normal standard e Ay, k > 1, sdo os valores préprios associados ao
operador Ay, definido em (3.3).
Para terminar a demonstragio, mostramos que A; > 0, para todo o k > 1.

Usando a forma integral (2.6) para h temos, para todo o g € L*(R, Fy),

[ #0he) () dFo ()
~ [[ s@htx)s0) dRs () (x)
= [ (] 86)(1)-@) = Fo0) dFo ) [ 05)(1y-0) = Fol0)) dFo() )
= [ ([ 60931 w0~ Foe)) ()" ar >0,

o que, de acordo com o Teorema A.1.2, conclui a demonstragao. 0

3.2 Regiao critica do teste e nivel de significancia

Atendendo ao Teorema 3.1.1 e tomando 7, = né&,(Xi,...,X,) como a estatistica de teste, onde &, é
definido por (3.1), vamos considerar o teste de regido critica dada por

{Th > cu(a)}, (3.4
onde, para o €]0, 1], ¢, () = F '(1 - o), em que F~! denota a fungio quantil de F definida por
Fl'(t)=inf{xcR:F(x)>1}, para 0<r<]l.

Uma vez que o quantil ¢,(a) ndo é conhecido, na implementagéo pratica do procedimento de teste
anterior, ¢, () serd estimado pelo método de Monte Carlo simulando valores da estatistica de teste sob a
hipétese nula. Voltaremos a este ponto mais a frente.

De seguida apresentamos resultados importantes cujas demonstra¢des se podem encontrar em van der
Vaart (2000, pp. 12, 304, 305) e em Shorack e Wellner (1986, p. 8).

Proposicio 3.2.1. Sendo F~' a funcdo quantil da funcdo de distribuicdo F temos
(a) F(F~'(t)) >t, paratodo ot €]0,1[ e F(F~'(t)) =t se F é continua em F~'(t);

(b) F é continua se e sé se F~' é estritamente crescente e F é estritamente crescente (em 10,1[) se e s6
se F~1 é continua.

Proposicao 3.2.2. Para qualquer sucessdo (X,) de v.a.r. temos
(a) X, 45 X se e 56 se FX_,,I (I)HFX_1 (), para todo o ponto t de continuidade de Fy ';
(b) Se X, Aixe Fx é continua entdo

sup | Fx, (x) — Fx(x)] — 0.
xeR
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O resultado seguinte relativo a propriedades da fungdo de distribuicdo da distribuicdo assintética
da estatistica de teste obtida no Teorema 3.1.1 serd importante no estudo do nivel de significancia e da
convergéncia do teste (3.4).

Lema 3.2.1. Se

~+oco
Yo=Y M(Z -
k=1

onde Zy, k > 1, sdo v.a.r. i.i.d. com lei normal standard e A > 0, k > 1, sdo tais que Z,’:j 7Lk2 < oo, entdo

Fy, é continua e estritamente crescente (em | — Y, A, +oo[).

Demonstra¢do. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que A; > 0, para k > 1. Comegamos por
mostrar que Y., estd bem definida. Atendendo ao critério de convergéncia quase certa (Métivier, 1972,
p. 201), uma vez que as v.a.r. Ax(Z{ — 1) sdo independentes com média zero e

oo +oo
Y EQ(Z -1 =EZ=1)* Y &
k=1 =1
+oo
=2) A <o,
k=1

concluimos que a série Y, (Z% — 1) converge quase certamente.

De seguida provamos que Fy_ € continua. Para tal vamos provar que a funcio caracteristica ¢y,
¢ integravel (a Lebesgue), o que, de acordo com o teorema de inversdo de uma fungdo caracteristica
(Métivier, 1972, p. 168), podemos concluir que Fy_ € absolutamente continua.

Atendendo a que Yy 4, Y., onde Yy = ):szl lk(Z,% — 1), pelo teorema da continuidade de Lévy

()] — [r.(2)];

o)1 = | [T022 a0 = TT[020u0)

3
< T +4242) 1% < (1+424%) 4,
k=1

onde r +— (1+4:2A%)73/%, com A = min(A;, A2, A3), é integrével. Pelo teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue (Métivier, 1972, p. 71) concluimos que |y, (¢)

¢ integravel.
Resta provar que Fy, é estritamente crescente (em | — ¥,/ A, +o0[). Sejam a < b neste intervalo e
consideremos € > 0talquea+€ <b—¢€. ParaN € Ne Ry =Y., — Yy temos

P(Yoo E}a,b]) = P(YN + Ry E]a,b])
> P(YN + Ry E]a,b], ‘RN| < 8)
ZP(YN e]a+8?b_8]v|RN‘ < 8)'

Usando agora a independéncia de Yy e Ry concluimos que

P(Y. €la,b]) = (Fyy,(b—¢€) — Fyy(a+¢€))P(|Ry < €|).
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Uma vez que Fy, é estritamente crescente em (] — Y2, A, +o0[) e Ry —= 0, entdio escolhendo N € N

tal que
N
-Y M<a+e<b-e
k=1
e
P(|Ry| <€) >0,

concluimos que
P(Y. €]a,b]) >0,

0 que termina a demonstracao. 0

Teorema 3.2.1. Nas condicées do Teorema 3.1.1, o teste de regido critica (3.4) é um teste com nivel de
significancia inferior ou igual a @, isto é,

Pr (T, > cn(@)) < «,

onde Pr, representa a probabilidade calculada sob a hipdtese Hy. Além disso, o teste é de nivel assintotico
a, ou seja,
lim Pg (T, > cp(at)) = ct.

n——+oo

Demonstracdo. Tendo em conta que
Py (T > ea(@)) = 1 = Pr (T, < ea(@)) = 1 = Fy, (cn(@)) = 1 = F, (Fp, ' (1 - @),
pela Proposicdo 3.2.1 (a) temos

Pp(Th>cp(a)) <1—(1—a)=o.

Para concluir a demonstracéo, tomando 7' = E (h(Xo, Xp)) + Z A(Z; — 1), resta provar que
k=1
Fr,(Fp'(1— ) — Fr(Fp '(1— @), n— +oo, (3.5)

uma vez que, pelo Lema 3.2.1, Fr continua em R, entéo FT(FT_1 (1—a))=1—a, pela Proposi¢io 3.2.1

(a).

Ora,
P, (F ' (1— @) — Fr(Fy ' (1— )|
— B (P (1= @) — Fr(F (1 — @)+ Fr(F (1 - @) — Fr (F (1 - @)
< | (F (1= @) = Fr(F (1= )| + [Fr(Fy (1 — o)~ Fr(F (-] )
(

Fr
sup|FT( ) — Fr(x y+\FT F ' (1—a) = Fr(F ' (1—a))].

| AN
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Sabendo pelo Teorema 3.1.1 que T, 45 T sob Hy e que Fr € continua em R, entdo, pela Proposicdo
3.2.2(b),
sup |Fr,(x) — Fr(x)| — 0, n — oo, (3.7)
xeR
Por outro lado, como, pelo Lema 3.2.1, Fr € estritamente crescente, entdo F,- 1 ¢ continua em 10, 1],
pela Proposi¢do 3.2.1 (b). Deste modo, pela Proposi¢do 3.2.2 (a) temos que

F'l(l—a) — Fp'(1—a), n—s oo

€ portanto
Fr(Fp'(1-a)) — Fr(Fp ' (1—a)), n—s oo, (3.8)

Isto conclui a demonstragdo, bastando usar (3.6), (3.7) e (3.8) para obter (3.5). L]

3.3 Convergéncia do teste

De seguida, passamos ao estudo da convergéncia do teste em estudo cuja regido critica foi definida em
(3.4). Vamos denotar por .# o conjunto das fungdes de distribuigdo F tais que [ x| dF (x) < co.

Teorema 3.3.1. O feste de regido critica (3.4) é convergente para qualquer distribuicdo alternativa em
F, isto é,
lim Pp(T, > cy(e)) =1, para todo o F € F \ {F}.

n—y oo

Demonstracdo. Sejam Xj,...,X, v.ar. iid. com X ~ F € % \ {F}. Pela Proposigdo 2.2.1 temos que
E(Xp,. ., X)) L5 £(X, Xo),

onde, pelo Coroldrio 2.1.1, &(X,Xo) > 0, uma vez que, por hipétese, X ndo é identicamente distribuido
com Xj. Assim,

Tn .C.
=6 (X, Xo) 2% £(X,Xo) > 0,

e portanto
Tn q.c. Foo.

Isto conclui a demonstragdo uma vez que, como vimos na demonstragdo do Teorema 3.2.1, ¢ (@) =
FTZI(I — o) —>FT_1(1 — ), quando n — oo,
O

3.4 Estudo de simulacio para a hipétese simples de normalidade

Terminamos este capitulo com um estudo de simulac¢io de caricter exploratério que tem como objetivo
avaliar a poténcia do teste de energia para diferentes distribui¢des alternativas e tamanhos de amostras.
Iremos comparar os resultados de poténcia do teste de energia com os teste Anderson-Darling, tomado,
assim, como teste de referéncia.
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3.4.1 Estatistica de teste
Neste estudo, pretendemos testar
H() . F:F() Vs. Ha . F#F(),

onde Fy é a fungio de distribuigio da lei .4 (i, 6?), com u e o fixos i partida.

Como decorre do resultado seguinte, no caso do teste para uma hipétese simples de normalidade, o
célculo da estatistica de teste T, = né,(Xi,...,X,), onde &,(Xi,...,X,) € definido em (2.2), ndo levanta
problemas de maior uma vez que os termos E |x — Xy | e E|Xo — X})| podem ser calculados de forma simples.

Proposicio 3.4.1. Se X é uma v.a.r. com fungdo de distribui¢do Fo = F y(,, 52) € x € R, entdo

Elx—Xo| = (x—u) (2F/V(/,L,0'2)(x) - 1) + Zczfﬂ(u,dz)(x)

(o
ﬁ.

Demonstragdo. Comecemos pelo caso particular em que 4t =0 e 0 = 1. Tendo em conta que Z ~ F 4 (o 1)

E|Xo—X})| =

e para a € R temos

Ela=2|= [ la=2lf.vo.() d2
Z/R\Z—alfmom(Z) dz
a +oo
:/_w_(z_a)f,/i/(o,l)(z) dZ+/a (z—a)f y0,1)(2) dz

a a o0 +o0
21 —Zf/(o,l)(z)d2+a[ fW(O,l)(Z)dZ"i'/ fvon@)dz—a | fyon(z)dz

a +o0
:/_OOJ[,//V(O,I)(Z) dZ+aF,//(o,1)(a)—/a Fyon@) dz—a(1=Fy@m)(a))

= fron(a)+2aF yo 1 (a)+fror(a)—a
=a(2F y(01)(@) = 1) +2f 4(0,1)(a).

Sendo Xy = i + 6Z pelo resultado anterior temos que

E|x—X0|:GE‘x_‘u—Z‘
(3

—o M TR rTTH (3.9)
o (2 (2)
=(x—u) (2FJV([.L.,O'2) (x) — 1) + 262f¢1/(u,02) (x),

uma vez que F vy 52 (¥) = Fr(0.1) (") € (o)) = gL 00y (55 )-

Sabendo que Xo =t +06Z e tomando Xy = u +0Z', com Z, Z' ~ F (g 1) entdo

E|Xo—X}| = 0E|Z-Z7/|,
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onde Z—Z' ~ F 4(0,2)- Assim, tomandox =0, u=0e 02 =2em (3.9), obtemos

2
E’Z—Z,‘ = 4f./1/(0,2) (0) = ﬁ,

€ portanto

20
E|Xo—X}| = —=.

NG
O]

No que se segue vamos considerar o caso do teste da hipotese Hy : F = F 4 (g 1), sendo a estatistica de
teste associada ao teste de energia dada por

1 & 2n
1 (Xi (2F (0,1 (X)) = 1) +2f 4 (0,1)(X3)) — ;l_,jz:,] |1Xi — X — NG

>

T, =n&y(X1,....X,) =2 (3.10)

1

3.4.2 Distribuicoes alternativas

Neste estudo de simulag@o vamos considerar distribui¢des alternativas, centradas e reduzidas, baseadas
em trés familias de distribui¢des: Student, qui-quadrado e lognormal.

1. Relativamente a distribui¢do de Student com v graus de liberdade, t,, consideramos as transfor-
ty

Vs

por ST1, ST2 e ST3. E de realcar que estas distribuicdes sio simétricas e de caudas mais pesadas

magdes lineares da forma ,com Vv =3,v=275ev=2.5, que denotaremos, respetivamente,

que a normal.

2. Quanto a distribuicio do qui-quadrado com k graus de liberdade, y?(k), consideramos as transfor-

macoes afins da forma 2Rk

,com k =4, k=3 e k=2, que denotaremos, respetivamente, por
001, 002 e QQ3. Estas distribui¢des sdo assimétricas e apresentam coeficientes de assimetria
1.4142, 1.6330 e 2 e de curtose 6, 7 e 9, respetivamente.

3. Relativamente 2 distribui¢io lognormal com pardmetros i e o, LN(u,c?), consideramos as
LN(i,0%)—exp (u+%2)

V/(exp(0?)—1)exp (2u+0?)’
0 =0.3,0=0.5e 0 =0.7, que denotaremos, respetivamente, por LN1, LN2 e LN3. Tal como no

transformacgdes afins da forma m [ = 0 para as trés distribuicdes e

caso anterior, estas distribuicdes sao assimétricas e apresentam coeficientes de assimetria 0.9495,
1.7502 e 2.8883 e de curtose 4.6449, 8.8984 e 20.7912, respetivamente.

A funcdo densidade de cada uma das distribuicdes alternativas mencionadas estd representada na
Figura 3.1 conjuntamente com a fun¢ao densidade de .4°(0,1).

3.4.3 Resultados de poténcia

Com o objetivo de avaliar a poténcia do teste de energia, vamos comparar os resultados com o teste de
Anderson-Darling, tomado como teste de referéncia.

A estatistica de teste proposta por Anderson e Darling, A2, é baseada na diferenca quadratica ponderada
entre a funcdo de distribui¢do empirica associada a amostra X1, ..., X, F,, € Fo (Moore, 1986, p. 100),
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Alternativas Student Alternativas qui-quadrado
© — N(@O,1) o | — N(0,1)
S 7 --- ST - --- Qa1
----- sT2 e QQ2
ST3 QQ3
:“z @
Y o
© | N
2 i

4
(b)

0.0
1
N

--- LN1

()
----- LN2
LN3

-4
Alternativas lognormal
— N(0,1)

(©)

Figura 3.1 Densidades de probabilidade de cada conjunto de alternativas Student (a), qui-quadrado (b) e

lognormal (c) conjuntamente com a de .4(0, 1).
1
dF() (x) .

isto é,
2 [ (R~ Bo()?
Al = / F,(x)—Fy(x
nT L R)(1 - FR®)
Assim, o nosso objetivo € estimar a poténcia do teste de energia comparando-a com a do teste de
Anderson-Darling, onde, por uma questao de simplicidade, passamos a designar por teste EN e teste AD,

respetivamente.
Recordamos que a regido critica associada ao teste EN é dada por {7,, > c¢,()}, onde ¢c,(a) =

Fr ! (1 —a) é o quantil de ordem 1 — o de T,,, dada por (3.10), sob a hipdtese nula. Uma vez que este
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Alternativa ST1 Alternativa ST2
o | o |
[ee] [ce]
o] o
(] o
2 Qo
E © | £ o |
Q O Q o
€ €
[} o
8 ©
g < g <
«@© - «@© .
5 © 5 °
o o
N N
o] o
o o
o o |
T T T T T T T T
25 50 100 200 25 50 100 200
Tamanho da amostra Tamanho da amostra
(a) (b)

Alternativa ST3

1.0

0.6

Poténcia empirica
0.4

T T
25 50 100 200
Tamanho da amostra

(©)

Figura 3.2 (a), (b) e (c) Resultados das poténcias das respetivas alternativas Student.

quantil ndo é conhecido, na implementacgao pratica deste procedimento de teste, vamos estimar o quantil
cn (o) pelo método de Monte Carlo, simulando valores da estatistica de teste sob a hipétese nula. Como
tal, calculamos o valor da estatistica de teste 7;, para 107 amostras de tamanho n geradas com distribui¢io
Fo=F )¢, através da fungio quantile(-,type = 7) do R, é determinado o valor do respetivo quantil
empirico que tomamos como aproximagio para c,(Q).

Para este estudo consideramos os tamanhos de amostras n = 25,50, 100,200 e ainda os niveis de
significancia o = 0.01,0.02,0.05. De modo andlogo, obtivemos, também, os quantis empiricos para a
estatistica A2. Apresentamos na Tabela 3.1 os valores estimados dos quantis de 7, e A2 obtidos para as

diversas combinacdes de n e .
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Poténcia empirica

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Alternativa QQ1

Alternativa QQ2

0.4 0.6 0.8 1.0
1

Poténcia empirica

0.0
1

Figura 3.3 (a), (b) e (c) Resultados das poténcias das respetivas alternativas qui-quadrado.

50

T
100

Tamanho da amostra

()

Poténcia empirica
0.4 0.6 0.8 1.0
1

0.2
1

0.0
1

T
200 25

Alternativa QQ3

50

T
100

Tamanho da amostra

25

n\a | 0.01 0.02 0.05
25 | 4.5038 | 3.8367 | 2.9121
50 | 4.5146 | 3.8064 | 2.9025
100 | 44518 | 3.7514 | 2.8819
200 | 4.5081 | 3.7886 | 2.8883
(@)

T
50 100
Tamanho da amostra

(©)

T
200

(b)

n\a | 0.01 0.02 0.05
25 | 3.9006 | 3.3015 | 2.5064
50 | 3.8594 | 3.2660 | 2.4950
100 | 3.8783 | 3.2605 | 2.4720
200 | 3.8909 | 3.2907 | 2.4970

(b)

Tabela 3.1 (a) Quantis empiricos de 7,; (b) Quantis empiricos de A%.

T
200
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Alternativa LN1 Alternativa LN2
o | o |
<71 — EN -
---- AD
[ee] [ce]
o 7| o |
(] o
2 o L 4
a o 3 o
€ €
[} o
8 ©
§ pug E <
5 © 5 °
o o
N N
o o
o o
o | o |
T T T T T T T T
25 50 100 200 25 50 100 200
Tamanho da amostra Tamanho da amostra
(a) (b)
Alternativa LN3
o |
[ce]
@
(o]
9
£ © |
o o
IS
[0}
.
e <
o X
-6 o
o
N
g
o
=
T T T T
25 50 100 200
Tamanho da amostra
(©

Figura 3.4 (a), (b) e (c) Resultados das poténcias das respetivas alternativas lognormal.

De seguida, passamos a estimacgdo da poténcia do teste EN e do teste AD. Para o efeito foram geradas
10* amostras de tamanho n de cada uma das alternativas.

Os resultados de poténcia apresentados nas Figuras 3.2, 3.3 e 3.4 sao relativos ao nivel de significancia
a = 0.05. Vamos analisar as alternativas em trés grupos: distribuicdes baseadas nas leis de Student, nas
leis do qui-quadrado e nas leis lognormal. Cada gréfico indica-nos a evolugdo da poténcia empirica de
cada alternativa considerada para os testes EN e AD a medida que o tamanho da amostra aumenta.

De um modo geral, podemos concluir que o teste AD apresenta melhores resultados de poténcia do
que o teste EN, apesar de, para alguns tamanhos de amostra, ndo haver grandes diferencas entre os dois

testes.
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Verificamos, também, que a poténcia aumenta a medida que o tamanho da amostra aumenta, como
seria de esperar tendo em conta o Teorema 3.3.1.

Reparemos, ainda, que a poténcia aumenta a medida que a distribuicao alternativa vai sofrendo um
maior afastamento em relagdo a distribuicdo normal standard. Atentemos no caso das alternativas Student
e na Figura 3.1 (a), onde vai havendo um afastamento cada vez maior em relacao a distribui¢do normal
standard, resultando em valores de poténcia cada vez maiores. Relativamente as distribuigdes alternativas
qui-quadrado e lognormal, observando as Figuras 3.1 (b) e 3.1 (¢) e, ainda, tendo em conta os valores
do coeficiente de assimetria e da curtose, verificamos que a poténcia também aumenta a medida que a
distribuicao alternativa se vai afastando da distribuicao normal standard.

Os valores dos resultados de poténcia e o cédigo em linguagem R estio apresentados nos Anexos B e
C, respetivamente.






Capitulo 4

Teste de ajustamento a uma familia de
distribuicoes

Neste capitulo estamos interessados no teste de ajustamento a uma familia de distribuicdes de
localizagdo e escala. Analogamente ao capitulo anterior, vamos estabelecer a estatistica de teste e a sua
distribui¢do assintdtica e, por fim, estudar o nivel de significncia do teste e a convergéncia do mesmo. No
entanto, como veremos, serd necessario, agora, impor algumas condi¢des e varios resultados auxiliares.

4.1 Estatistica de teste 7,
Neste capitulo apresentamos a estatistica de teste associada ao teste de hipéteses
Hy:Fe%y vs. H,:F¢& %, 4.1
onde .%( ¢ a familia de fungdes de distribuicio de localizagdo e escala, isto é,
Fo={G(-;61,6,):0,cRe 6, cR"}, (4.2)

com

G(x;61,6,) = Fy (x 9291 ) ;

onde Fy é uma func@o de distribui¢do conhecida e (6;,60;) € R x RT é o vetor dos pardmetros de
localizag@o e escala da familia .%.

Sejam Xi,..., X, v.a.r. ii.d. com funcdo de distribui¢do Fx. Uma vez que

Fx € %yseesbse Fy = Fy,

onde Y = %X 5291, para algum (6;,6;) € R x R™, pretendendo testar as hipdteses (4.1) com base numa

amostra Xj,...,X, é natural considerar uma estatistica de teste andloga a considerada no Capitulo 3, onde
as varidveis Xi, ..., X, sdo substituidas por 4] yee ,IA/n com
A X;— 6,
Yi:Yi(Xla-"7Xl’l): ~ 3
)

25
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sendo él e éz estimadores dos pardmetros desconhecidos 6; e 0;, respetivamente. Neste sentido, estu-
damos neste capitulo o teste das hipéteses (4.1) baseado na estatistica de teste

1 & A A
T, =T,(X,...,X,) = - Y n¥.Y)), 4.3)
ij=1
onde, recordando (2.3) e (2.6),
h(x,y) = E|x — Xo| + E|y — Xo| — |x — y| — E|Xo — Xg|

=2 [ {1 = ROH1-=q ) = R0} a1,

paratodoox,y € R.
Atendendo a representacdo (2.6) do nicleo A e de forma andloga ao que vimos na parte final do
Capitulo 2, a estatistica T, ¢ dada por

n—2n/{F ()2 d,

onde
1

1 A
;Z]l_oot] Y

i=1
A estatistica T, pode, ainda, ser expressa em termos da funcio de distribuicdo empirica associada a
amostra Xi,...,X,,

T, :2n/{Fn(é2t+é1)—Fo(t)}2 di
R

_Zn/{ o (s) — Fo< 929‘>} 5 (4.4)

/{F G(s; 61, 0,)) ds.

4.2 Comportamento assintéotico de 7, sob H

Com o objetivo de obter o comportamento assintético da estatistica de teste 7;, sob a hipétese nula é
necessario impor condigdes sobre F e os estimadores 6 e 0;:

(C1) Seja Fy duas vezes diferencidvel em R com
/FO’()C)2 dx < oo, /szo’(x) dx < oo,
R R
/RFO”()C)2 dx <o e /Rx4FO"(x)2 dx < oo,
(C2) Paratodoo F =G(-,0;,6,) € .F, tem-se

\/ﬁ( i i i XJ,91 92 +0p(1)
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parai= 1,2, onde as fungdes ¥;, i = 1,2, sdo tais que
E(¥;(X;61,6,)) =0e E(P;(X;01,6,)*) < +oo,
onde X ~ F.

Esta condi¢do estabelece que o estimador 6; ¢ um estimador convergente em probabilidade de
6;, comi=1,2, e, além disso, \/ﬁ(él — 6;) é assintoticamente normal. Sob certas condi¢des de

regularidade, esta hipétese € satisfeita pelos estimadores dos momentos e da mdxima verosimilhanca.

Como mostramos a seguir, sob as condicdes (C1) e (C2) e certas condi¢gdes de regularidade sobre a
fungdo Fy, o comportamento assintdtico da estatistica de teste 7,, pode ser obtido, tal como no capitulo
anterior, a partir do Teorema A.1.2 que estabelece a distribui¢do limite duma U-estatistica degenerada.

No que se segue assumimos que X, ..., X, sdo v.a.r. independentes com distribui¢io F = G( -, 6y, 6,)
para algum 6; c Re 6, € R™.

Comegamos por utilizar a formula de Taylor de segunda ordem (Lima, 1992, p. 220). Assim, para
t € R temos

d,.0 9G A oG . 2 o

G101, 62) = G(t;61,02) + 55 (1361, 02) (01 = 01) + 55 (1301, 02) (02— 00) 5 555 (1:61,8:) (81 - 61)°
PG 5 &b ; 102G A

+m(t;91792)(91 —6,)(6,—6)+ 3 262 —(t; 8:,6,)(6— 6,)%, @.5)

para algum 6; entre 6; e 0,i=1,20 que permite escrever

/{F l 91,92)}2 dt

G R PYe )
92 {Fn(t) G(1:61,02) — 5-(1:01, 62) (61 — 01) — 57161, 62) (6 — 62)

192G %G A A 19%G

(l‘ 91,92)(9 91)2* (t;91,92)(91*91)(92*92) (l‘ 91,92)(@2*92)2}2 dt

2 892 00,00, 2 862
-2 n/An 2dt— Zn/A dt+n/ ()2d1>, (4.6)
92 R R
onde
G A G A
An(t) =F,(t) — G(t;01,6;) — (£;601,602)(6; — 0)) — —(1;61,6,) (6, — 6,)
20, 06,
€
19°G ’G |~ A A 19°G «
n(l‘) 2 892 (l‘ 91,92)(9 91)2+m(t;91,92)(91 —91)(92—92) 2 392 (l‘ 91,92)(92—92)2.

Uma vez que G(1;0;,6,) = Fy (%), temos

oG |-
= (4;01,0,) = ——F ,
g, 201,02) = —¢ 0( o )
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aG t— 9 t—61
;0,6 ALY
826 1

(l‘ 91, 92)

92 F()”( _9261 )7

862 @7
: |
Swono) =2 PR (0 (0 R (),

8:1362 (t:01,6) = 912 Fo( —9291> _|_t 639 Fé’( —0291>.

Estamos, agora, em condicdes de analisar os termos de (4.6), o que faremos nos lemas seguintes.

Lema 4.2.1. Nas condigées (C1) e (C2) tem-se que

n/ Bo(1)? di = Op(n”")
R

Demonstragédo. Tendo em conta que (a+ b+ c)? < 3(a* +b* +c?), para todo o a, b, c € R, temos

°G N A , [ 0°G

3n A - .
B, 2d<—6—9 :0y,0,)* dt +3n(6, — 6,)*(6, — 6 —— (:6,,6,)*d

3n 82G o
6,—6 /—z;e,e 2 dr,
(2 ) Raezg( 1,62)

onde
/ Sat 61,6,)% di — /F(;’ X,
’G, 2
8(S(t 6.6,)* dr < — <4/x2F6(x)2 dx+/x4F(§’(x)2 dx)
5 R R
e 5
G ~
———(;01,6,) dt< Fj(x)*d XF (x 2d
0 96,06, 01 %) / olx ”/ )
Para concluir a demonstracdo basta notar que 6; — 6; = Op(n~1/2). O

Lema 4.2.2. Nas condigdes (Cl) e (C2) tem-se
n / An()Bo(t) dt = Op(n~2).
R
Demonstracdo. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz sabemos que

‘n/RA,,(t)Bn(t) dt) < (n/RA,,(t)z dt)l/2 (n/RBn(t)z dt)l/z, (4.3)

onde
/ d[<3l’l/{F l‘ 91,92)} dt+3l’l(91 91 / 9 l‘ 91,92) dt
R 1

N G
+3n(62—92) / 92 (f 91;92) z,
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com

61,6:)% d R
/aelt 1,6,)" dt = /0
2

(1 Fl(x
/ae 61,62)" 9/ ol

Como 6, — 6, = Op(n*1/2) e pelo Teorema 3.1.1

/{F G(1:61,6:)2 di = Op(1),

n/ An(t)? dt = 0p(1).
R

concluimos que

Finalmente, pelo Lema 4.2.1 e pela desigualdade (4.8) obtemos o resultado enunciado.

Relembrando a igualdade (4.6), pelos lemas anteriores concluimos que
2
- A—”/A,l(t)2 di +Op(n~1/?)
92 R

2
_ l/An(z)z di +op(1),
6 Jr

4.9)

(4.10)

4.11)

4.12)

onde esta dltima igualdade € consequéncia da convergéncia em probabilidade de 6, para 6, e de (4.11).

4.3 Distribuicao assintética de 7, sob H

Nesta sec¢io determinamos a distribuicdo assintética da estatistica 7;, sob a hipdtese nula. Para tal

vamos mostrar, no resultado seguinte, que o primeiro termo de (4.12) admite uma representacdo assintética

como uma V-estatistica, o que permitird, pelo Teorema A.1.2, obter a distribui¢do assintética de 7,,.

Lema 4.3.1. Nas condigoes (C1) e (C2) tem-se

/A Z H(X;,X;)+op(1),
l] 1
onde 5
H(x7y) = 7/ q)(xat;61,02)¢(yat;91792) dt
6, Jr
e

G d
(P(x,l‘;el,ez) = 11},w,t](x)—G(t;91,92) 89 (l‘ 61,62)‘1’1(x 91,92) 89

para todo o x,y € R.

(4.13)

G
(l‘ 91,92)‘{‘2()6 91,92)
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Demonstracdo. Usando a condi¢do (C2) temos

2"/A,,(z)zdt:2”/{Fn<f)—c;(t;9u"2) aag(’ 91’92)6

X,-;Q,G -+ )
0, Jr 0, Jr ¥1(X::61,6:) + ¢

£M=

aG

1 2
— a6(t;91,62)(n1.21‘1‘2()(1';91,92) +<P2>} dt

1 aG aG 2
{; Xuf,el,ez)*ef(t,@l,@z)qol*ef(t,ehez)(lh} dt
Z /Al,, (t)An,(t) dt + = /AM t, (4.14)

g

HM:

=\~ co‘s

onde ¢; = op(n~'/?), i =1,2,

Alu(t) = P(X;,1;01,0,)

-

S|

i=1

G G
Apu(t) = 90, (t; 91’92)(P1+89 (t;61,6,) 0.

Analisando o ultimo termo da equagdo (4.14), pelas igualdades (4.9) e (4.10) e pela desigualdade
(a+b)* <2(a®? 4 b?), para todo o a,b € R, concluimos que

aG dG
n/Azﬂ(l‘)z dr < 2n(p12/ ——(1:0,6,)* dt+2nq)22/ =—(1;0,0,)% dr = 0p(1). (4.15)
R R 06, R 00
Relativamente ao segundo termo de (4.14), pela desigualdade de Cauchy-Schwarz sabemos que
1/2 1/2
/Aln YAzt dt /A1 (1) ) (n/Az,n(z) ar) ", 4.16)
R
onde
/Aln dt<3n/{F G(t;01,0,))° dt+3n( Z\Pl X;;01,0) / 5o, (101,02 di

+3n(;Z‘P2(Xi;91,92) /M—ez(z;el,ez)2 dr.
i=1

Como %Z;’:ILPJ-(XI-;Ol, 0,) = OP(n_l/z), j=1,2, e pelo Teorema 3.1.1
/{F G(1:6,6:)}2 di = Op(1),

concluimos que

n/A17n(t)2 di = 0p(1).
R

Assim, por (4.15) e pela desigualdade (4.16) concluimos que
n/RAL,,(t)Anz(t) di = op(1),

0 que termina a demonstracao.
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O resultado seguinte, permite, finalmente, estabelecer a distribui¢do limite da estatistica de teste 7;,
sob a hipétese nula.

Teorema 4.3.1. Sendo Xi,...,X, v.a.r. i.id. comX, onde X ~F = G( -,0,,0,) € F, entdo

+oo
To(Xi,.... Xa) ~ E(H(X, X))+ Y W(Z2 1),
k=1

onde Zy, k > 1, sdo v.a.r i.i.d. com lei normal standard e A, > 0, k > 1, com Yii k,f < oo, sdo o0s valores
préprios associados ao operador Ay definido de L*(R,F) em L*(R,F) por

Aug(x) = [ H(xy)g(s) dF (), x€ R, (4.17)

para g € L*(R,F), onde H é a funcdo definida em (4.13) e L*>(R,F) é o espagco das fungdes reais de
varidvel real g tais que [ g(y)* dF (y) < +oo.

Demonstracdo. Notemos que podemos escrever

-

Tn(Xl,...,Xn): H(Xi,Xi)+(ﬂ—1)Un+0p(1),

S|

1

1

onde U, € a U-estatistica definida por

2
" ”(”_1)13;9 v

Em primeiro lugar, provemos que E|H (X, X)| < . Paratodo o a,b,c € R, (a+b+c)* < 3(a®+b* +
c?) temos

2
E|H(X,X)| :E(@/Rq:(x,z;el,ez)2 dt)

2 . 2 aG . 2 . 2
< 6—2{3E</R{]1],m7,](x)—G(t,91,92)} dz) +3/RaT)]<t’91’92) E(¥(X;6,,6)%) dt

+3/ 9G 1161, 622 E(¥a(X: 61, 6,)7) ).
R 06

Tendo em conta a demonstragdao do Teorema 3.1.1, pelas igualdades (4.9) e (4.10) e pela condi¢do
(C2) concluimos que
E|H(X,X)| <o, (4.18)

o que, pela lei dos grandes nimeros de Kolmogorov, permite afirmar que

n

1 <.
=Y H(XX) L5 E(H(X . X)).
=
De modo andlogo & demonstracdo feita no Teorema 3.1.1, vamos verificar que o nicleo simétrico H
satisfaz as condigdes E(H(X,X")?) < +ooe E(H(x,X)) = 0, para todo o x € R, com o intuito de aplicar
o Teorema A.1.2.
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A primeira destas condi¢des é consequéncia de (4.18) uma vez que da desigualdade de Cauchy-

Schwarz e da independéncia de X e X’ temos
2 2 2
E(H (X, X)) = E( —/CD(X,I;Gl,92)<I>(X/,t;91,92) ar)
2 ) 5 1/24 2
/@X t; 91,92) dt} e—/CID(X,t;Gl,Gz) dl‘} )
2 JR

E
( /ch £,61,6:) dz))
= (E|H

x))*

IN

A segunda das condi¢des anteriores € consequéncia da hipétese (C2) uma vez que

E(H(x,X)) = E((i/RCID(x,t;GI,GZ)CIJ(X,t; 61,6,) di

2
:—/CID(x,t;61,62)E(CI>(X,t;61,62))dt
6, Jr

E(CID(X,t;G],Gz))

G G
—E(]l],oo’t](X)—G(l;Gl,Gz) 89 (l‘ 91,92)‘1‘1()( 91,92) 39 ([ 91,92)‘1’2()( 91,92))

G G

89 (l 91,92) (T] (X;91,92)) 892 (t 91,92) (TZ(X;G],GQ))

=G(t;01,6,) — G(1;6,,0,) —

=0.

Verificadas as condi¢des anteriores podemos concluir, pelo Teorema A.1.2, que
d 3
nUy —= Y M(Z7 - 1),
k=1

onde Z;, k > 1, sdo v.a.r. i.i.d. com lei normal standard e A, k > 1, sdo os valores préprios associados ao

operador integral Ay definido em (4.17).

Para terminar a demonstragdo, mostramos que A; > 0, para todo o k > 1. Para todo o g € L*(R, F)

temos

| 8(0ng) () dF (2

- // §(v) dF (y)dF (x)

K o L / S0P (01, 03) P () [ g3)001:01,62) dF () di
/ /g D(x,1;601,600) dF(x))zdzzo,

o que, de acordo com o Teorema A.1.2, conclui a demonstragao.
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4.4 Invariancia de 7, sob H

O resultado expresso no Teorema 4.3.1 é valido para uma estatistica 7;, que nao é necessariamente
invariante para transformacgdes de localizacdo e escala dos dados. No entanto, essa propriedade de
invariancia € util na implementacdo do procedimento de teste uma vez que, tal como no teste de ajustamento
a uma distribuicdo fixa, os quantis da estatistica de teste sao calculados simulando valores da estatistica de
teste sob a hipdtese nula que € agora uma hipdtese composta.

No resultado seguinte mostramos que sob certas condicdes sobre os estimadores ) e 6,, a estatistica
T,, é invariante para transformacdes de localizacdo e escala dos dados.

Proposicio 4.4.1. Sejam .Fy a familia definida em (4.2) e 0; e 0, estimadores de 0, e 6,, respetivamente,
tais que
01(aX, +b,...,aX,+b) =ab|(X1,...,X,)+b

0> (aX| +b,...,aX,+b) = aby(Xy,...,X,),

para todo 0o a € R e b € R. Nestas condigoes, T, é invariante para transformagées de localizagéo e
escala dos dados, isto é,
T,(aX;+D,....aX,+b) =T,(X,.... %),

paratodooa € RT eb e R.

Demonstracdo. Atendendo a que T, = néan(f/ Tyene ,17,,) basta mostrar que ¥; é invariante para transfor-
magdes de localizag¢do e escala dos dados. Com efeito, para a € R* e b € R temos

aX;+b—0y(aX; +b,...,aX, +b)
éz(aXl +b,...,aX,+b)
aX;+b—ab(Xy,....X,) —b
aby(X,...,X,)
_ a(X;— 6,(X1,...,X,))

Yi(aX, +b,...,aX, +b) =

ab(Xy,...,X,)
CXi— 610Xy, Xy)
O 6(Xy,....X,)
=¥(X,....X)

O resultado seguinte é agora consequéncia da proposicao anterior e do Teorema 4.3.1.

Teorema 4.4.1. Sob as condicoes do Teorema 4.3.1, se os estimadores 0, e 6 satisfizerem as condicoes
impostas na Proposicdo 4.4.1, entdo

—+oo
To(Xi,. . Xn) 55 E(H(X0,X0)) + Y M(Z2 — 1),
k=1
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onde Xo ~ Fo, Zy, k > 1, sdo v.a.r. i.i.d. com lei normal standard e A > 0, k > 1, com Y }_, /lkz < o0, §40
os valores proprios associados ao operador Ay definido de L*(R, Fy) em L*(R, Fy) por

Ang(x) = [ H(x.y)e0) dR(), xR

para g € L*(R, Fy), onde
H(xy) =2 [ @o(x.0)@o(r.1) dr
R
com
D (x,1) = oo (x) — Fo(t) + Fo (1)W1 (x:0, 1) +1F (1) W2 (x:0,1)
e L*(R,Fy) € o espago das fungées reais de varidvel real g tais que [ 8(y)? dFo(y) < +oo.

Demonstracdo. Atendendo a Proposicdo 4.4.1, a estatistica de teste 7,, € invariante sob a hipétese nula.
Assim, a distribui¢do de 7, para F € % coincide com a distribui¢do de T, para F = Fy = G( - ;0,1).
O resultado enunciado € agora consequéncia do Teorema 4.3.1 notando que

D(x,1;0,1) = Dy(x,1),

uma vez que g—g(z‘;Q 1)=—Fj(t)e g—g(z;o, 1) = —tFy(1). O

4.5 Regiao critica e nivel de significancia

De modo andlogo ao que foi feito no caso do teste de ajustamento a uma distribuicdo fixa, vamos
considerar o teste de regido critica

{T, > cn()},

onde ¢,(@) é o quantil de ordem 1 — o da distribuigdo de T}, sob a hipétese nula. Tal como provamos
anteriormente, a estatistica 7;, € invariante sob certas condi¢Ges relativamente aos estimadores él e éz, as
quais supomos verdadeiras, pelo que ¢, (o) ndo depende da distribui¢do considerada sob Hy.

Teorema 4.5.1. Nas condicoes do Teorema 4.4.1, o teste de regido critica (3.4) é um teste com nivel de

significancia inferior ou igual a Q., isto é, para todo o F €
Pr(T, > cp(o)) < .
Além disso, o teste é de nivel assintotico o, ou seja,

nln}erF(Tn > (o)) =a,

para todo o F € %.

Demonstra¢do. Atendendo a invariancia de T, para F € %, temos
PF(Tn > cn(a)) = PFO(Tn > Cn((X)),

pelo que a demonstragdo segue os mesmos passos do caso de hipétese nula simples (ver Teorema
3.2.1). O
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4.6 Convergéncia do teste

De seguida, passamos ao estudo da convergéncia do teste cuja regido critica foi definida em (3.4),
onde serd necessario impor a seguinte condi¢io sobre os estimadores 6 e 6,:

(C3) Paratodo o F € .F \ F, existem 0; € Re 6, € R™ tais que
6 o,
parai=1,2.
Os seguintes resultados estabelecem a convergéncia do teste (3.4).

Lema 4.6.1. Para todo o F € .7 \ % e sob as condigdes (C2) e (C3) tem-se que
/{F G(1:61,6:))2 di L5 — /{F G(1:01,6:)) dr.

Demonstracdo. Comegamos por utilizar a férmula de Taylor de primeira ordem. Assim, parat € Re 6;
entre 6; e é,-, parai=1,2, temos

A A G X o~ A G ~ ~ A
G(t;01,6,) =G(t;01,0:) + 5 (1:01,60:) (61 — 01) + 5 (1:01,602) (6, — 62),
00, 00,
onde g—g(t;él,éz) e g—gz(t;él,ég) sdo dados por (4.7).
Assim,
) /{F G(1:61,6:))2 dr
G 0G . ~ =~ A 2
:T Fn ) ) 5 ) -
[ {0) = Gla:61,00) — 525(1:60.8:)(6, — 1) - aeg(t 61.6:)(8:— 62)} ai
/C 2 dt— 2/C D, ( dt+/D 4.19)
92
onde

Cu(t) = Fy(t) — G(;61,0,)

G N 0G  ~ ~
76, (t; 91,92)(91—91)+T92(t;91,92)(92—92)-

Analisando o dltimo termo de (4.19), pela condicdo (C3), pelas igualdades (4.9) e (4.10) e tendo em
conta que (a+b)? < 2(a* +b?), para todo 0 a,b € R, temos

D,(t) =

/D dr <2 91—91 /89 1‘91,92) dt—|—2(92—92 /a l‘91,92) dt =o0p(1). (4.20)

Relativamente ao segundo termo de (4.19), pela desigualdade de Cauchy-Schwarz sabemos que

‘/RC,,(t)Dn(t) dt‘ < (/ch(tﬁ dt)l/2</RDn(t)2 dt)l/z, 421
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onde por (2.5) e pelas Proposi¢des 2.1.1 e 2.2.1,

/ Colt)? dt = 2,1, X,) 25 1 / {F(1)— G(1;01,02)}* dt, (4.22)
R 2 2 JR

isto €,
/CMQ%#zOAU.
R

Deste modo, pela igualdade (4.20), concluimos que

/qmm@m:@m.

R

Assim, )
T,
L =2 | Cu(t)* dt 4 0p(1),
o2 [awrarto

onde, pela convergéncia (4.22) e tendo em conta que 6; LN 6;, i = 1,2, concluimos que
T, 1
Juﬂf/wm4mm@Wm.
n 0, Jr

O]

Teorema 4.6.1. O teste de regido critica (3.4) é convergente para qualquer distribuicdo alternativa
F € F\ %, isto é,

lim Pp(T, > cy(@)) =1, para todo o F € F \ %.
n—-r+oo

Demonstracdo. A demonstracdo é consequéncia do lema anterior e segue os mesmos passos do caso da
hipétese nula simples (ver Teorema 3.3.1). ]



Capitulo 5

Estudo de simulacao

Esta dissertacdo termina com um estudo de simulag@o de carécter exploratério com o principal objetivo
de avaliar a poténcia do teste estudado no capitulo anterior. Para tal, vamos abordar o caso das familias de
localizacdo e escala normal e exponencial.

5.1 Teste de ajustamento a uma familia normal de distribuicoes

Nesta seccdo, vamos abordar o teste de ajustamento a uma familia das distribui¢des normais dada por

Fo=1F (=) . ucroecr !,
(0}

onde Fj representa a funcdo de distribuicdo de uma lei normal standard. Para esta familia prova-se que a
condicdo (C1) é satisfeita.

Vamos considerar os estimadores obtidos pelo método da méxima verosimilhanca como estimadores
para Ul e ©, ou seja,

s
2

|
ol

=)

1
n;

I
—

6:

Notemos que estes estimadores t€ém um erro quadratico médio inferior aos estimadores do método dos
momentos e, além disso, verificam a condicao (C2).
Para verificar a condigio (C2) para {1,

Vil — ) = Va(X, 1) =
onde, paratodo o x € R,

Yi(xpu,0)=x—u

é tal que
E(W,(X;1,0)) =0e E(¥(X;1,0)%) < +oo,

onde X ~ F € %.

37
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Resta verificar que o estimador 6 satisfaz a condi¢ao (C2). Pelo teorema do valor médio (Lima, 1992,

Teorema 7, p. 213) aplicado a fungéo g(x) = 1/x, temos

V(6 —0) =/n(g(6%) — g(0%)) = 5= V/n(6? — o), (5.1)
para & entre 6 e 6.
Por outro lado,
1 & —
67 =~ ) (Xi—X,)?
6 n;( )
= *Z(XZ_H‘H'L_Xn)
ni3
1 n n o
==Y (Xi—p)? = = Y (X — 1) (X — ) + (X — p)?
i=1 i=1
1 n
= Z(Xl _“)2 — (X — “)2’

Il
_

o que, pelo teorema do limite central, implica que

Desta igualdade e de (5.1), temos

waé—aw=j%iqgux—uf—o%+@ux

Il
_

e portanto,

Li—pp-o?),

Y (x;u,0) = o

0 que satisfaz

E(Wy(X;u,0))=0e E(W2(X;,0)?) < +eoo.

Concluimos, assim, que os estimadores considerados verificam a condicao (C2).

Atendendo a Proposicdo 3.9, a estatistica de teste (4.3) é dada por

L [Bi- - (52)

1

T,=2 y (¥ 2R(¥) — 1) +2/(%) -
=1

com

5.1.1 Distribuicoes alternativas

De modo andlogo ao teste de ajustamento a uma distribui¢do normal standard, vamos optar por
escolher distribuicdes alternativas Student, qui-quadrado e lognormal, sendo que, ainda, optamos por
testar uma distribui¢@o alternativa logistica. Assim, incluimos no nosso estudo, por um lado, distribui¢des
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simétricas como as Student e a logistica e, por outro lado, distribui¢des assimétricas como as qui-quadrado
e as lognormal.

No caso das distribui¢des alternativas Student consideramos duas: uma com 10 graus de liberdade,
t10, € outra com 3 graus de liberdade, f3.

Relativamente a distribuicao alternativa logistica apenas consideramos uma, uma vez que sendo os
seus parametros de localizagdo e escala, parametros diferentes ndo iriam produzir diferencas nos resultados
de poténcia. Por isso, optamos por escolher pardmetros de modo que a média e o desvio padrdo fossem O
e 1, respetivamente. Assim, os pardmetros considerados sdo t =0 e s = v/3/7.

Por sua vez, nas distribui¢des alternativas qui-quadrado consideramos uma distribui¢do com 10 graus
de liberdade, x(10), e outra com 4 graus de liberdade, y*(4). Estas distribui¢des sdo assimétricas e
apresentam coeficientes de assimetria 0.8944 e 1.4142 e de curtose 4.2 e 6, respetivamente.

Finalmente, relativamente as distribuicdes alternativas lognormal consideramos, em ambas, [ =
0, variando apenas o pardmetro o, considerando numa delas o = 0.2, LN(0,0.2), e noutra ¢ = 0.5,
LN(0,0.5). Tal como no caso anterior, estas distribui¢cdes sdo assimétricas e apresentam coeficientes de
assimetria 0.6143 e 1.7502 e de curtose 3.6784 ¢ 8.8984, respetivamente.

A funcdo densidade de cada uma destas alternativas esta representada na Figura 5.1 conjuntamente
com a de Fy.

5.1.2 Resultados de poténcia

Atendendo a expressdo da regido critica (3.4), uma vez que a distribuicao exata de T, sob a hipbtese
nula é desconhecida, foi necessério, em primeiro lugar, estimar os valores dos quantis c,(c). Para
tal, consideramos os niveis de significAncia usuais, 0.01 e 0.05, e os tamanhos de amostras n =
25,50,100,200,400 e calculamos o valor da estatistica 7,,, dada por (5.2), para 10° amostras desses
tamanhos, geradas com distribui¢do F onde determinamos uma aproximagio de c,() através da fungdo
quantile(-,type=7). Por sua vez, tal como mencionado, a estimacdo dos parametros U e ¢ foi feita
com o0 método da maxima verosimilhanca.

Tal como feito anteriormente, vamos tomar como referéncia o teste de ajustamento baseado na
estatistica de teste proposta por Anderson e Darling que designaremos, mais uma vez, por teste AD. Por
outro lado, designaremos o teste em estudo por teste EN. De modo andlogo ao teste EN, estimamos, para
o teste AD, os quantis empiricos da estatistica A2.

Os resultados obtidos para os quantis empiricos das estatisticas 7, e A2 estio apresentados na tabela

seguinte.
n\a | 0.01 0.05 n\a | 0.01 0.05
25 | 1.1437 | 0.8293 25 | 1.0070 | 0.7391
50 | 1.1595 | 0.8386 50 | 1.0161 | 0.7488
100 | 1.1637 | 0.8411 100 | 1.0210 | 0.7458
200 | 1.1662 | 0.8427 200 | 1.0302 | 0.7515
400 | 1.1703 | 0.8439 400 | 1.0281 | 0.7530
(@) (b)

Tabela 5.1 (a) Quantis empiricos de 7,; (b) Quantis empiricos de A,zl.

Os resultados de poténcia apresentados nas Figuras 5.2 a 5.5, obtidos gerando 10* amostras de

tamanho » de cada uma das alternativas, sdo relativos aos niveis de significAncia o = 0.01 (circulo vazio)
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Alternativas Student Alternativa logistica

. — N(0.1)
N --- Logistica

0.6

0.2 0.3 0.4 0.5
1
0.4

0.1

0.1

(a) (b)

Alternativas qui-quadrado Alternativas lognormal

— N(0,1) . — N(. 1)
--- LN(0,02)
----- LN(0, 0.5)

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

(©) (d)

Figura 5.1 Densidades de probabilidade de cada distribuicéo alternativa considerada conjuntamente com a
de F().

e a = 0.05 (circulo cheio). Cada gréfico indica-nos a evolucdo da poténcia empirica de cada distribui¢do
alternativa considerada para os testes EN e AD (tomado como referéncia) a medida que n aumenta. As
Figuras 5.2 e 5.3 dizem respeito as alternativas simétricas.

Observando a Figura 5.2 nota-se grande diferenca entre os resultados de poténcia das duas alternativas
Student consideradas, onde concluimos que a alternativa f3 apresenta resultados de poténcia bastante
superiores a alternativa t19, uma vez que a alternativa t3 estd bastante “mais afastada” que a alternativa ¢
em relag@o & normal, como podemos observar pela Figura 5.1 (a).
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Alternativa tqg

Alternativa t3
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Figura 5.2 Resultados de poténcia para as distribui¢des alternativas Student (o : oo = 0.01; e : a = 0.05).

Alternativa logistica
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Figura 5.3 Resultados de poténcia para a distribuicdo alternativa logistica (o : @ =0.01; e: ¢ = 0.05).

Relativamente a Figura 5.3, verificamos que a distribuicdo alternativa logistica apresenta resultados de
poténcia empirica ndo muito elevados, isto porque esta distribuicdo € relativamente préxima da distribuicio
normal, facto que observamos na Figura 5.1 (b).

As Figuras 5.4 e 5.5 dizem respeito as alternativas assimétricas qui-quadrado e lognormal, respetiva-
mente. Observando a Figura 5.4 nota-se diferenca entre os resultados de poténcia das duas alternativas
qui-quadrado consideradas, onde concluimos que a alternativa y?(4) apresenta resultados de poténcia

T3

superiores 2 alternativa y2(10), uma vez que a alternativa y>(4) estd “mais afastada” que a alternativa
2%(10) em relagio a normal, como podemos confirmar pela Figura 5.1 (c) e pelos valores do coeficiente

de assimetria e da curtose para cada distribuigao.
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Alternativa x%(10) Alternativa x%(4)
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Figura 5.4 Resultados de poténcia para as distribui¢Ges alternativas qui-quadrado (o : o« =0.01; e : o =
0.05).

Alternativa LN(0,0.2) Alternativa LN(0,0.5)
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Figura 5.5 Resultados de poténcia para as distribui¢des alternativas lognormal (o : & =0.01; e : @ =0.05).

Relativamente a Figura 5.5, verificamos que acontece algo andlogo, isto é, a medida que a distribuicdo
alternativa se vai afastando da distribui¢do normal, os resultados de poténcia vdo aumentando, como
podemos observar pela Figura 5.1 (d) e pelos valores do coeficiente de assimetria e da curtose das

alternativas consideradas.

Por fim, observando desde a Figura 5.2 4 5.5 concluimos que o teste AD apresenta sempre valores de

poténcia empirica superiores ao teste EN.
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5.2 Teste de ajustamento a uma familia exponencial de distribuicoes

Nesta sec¢do vamos abordar o teste de ajustamento a uma familia das distribui¢des exponenciais dada

ﬁO:{FO<:“L>:u€R,GER+},

Fx)=1—e™

por

onde, paratodo o x € R,

Para esta familia a condi¢éo (C1) € satisfeita. Além disso, notemos que, se X ~ F € %y, E(X)=u+oe
E(X—-E(X))*) = o>
Sejam i e 6 os estimadores de 1 e o definidos por Johnson et al. (1994), isto €,

. nXg)—Xp
‘LL =
n—1
e —
L n(Xn—Xq)
6=— """,
n—1
onde Xj) representa 0 minimo da amostra Xj,...,X,. Estes estimadores sdo céntricos de i e 0, de

varidncia minima e verificam as condi¢des (C1).

Provamos que os estimadores considerados verificam a condi¢ao (C2). Por um lado,

n\iﬁl (n(X() —E(X(1))) — (Xn —E(X,))) -

Vil — ) = V(i ~ E()) =

Uma vez que var(X(;)) = 0?2 /n* (Johnson et al. , 1994, p. 507) concluimos que

Assim, pelo teorema do limite central
V(i —p) = 0p(n~"?) = op(1),
0 que permite concluir que, para todo o x € R,
Y (x;u,0) =0,

verificando-se a condi¢@o (C2) para [I.

Para verificar a condi¢io (C2) para o estimador 6 notemos que
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onde, paratodo o x € R,
Wy 1,0) = x— (L +0)

verificando-se
E(W2(X:;14,0)) =0e E(W2(X:; 14,0)%) < oo

Tal como no teste de ajustamento a uma familia de distribuicdes normais, o calculo da estatistica
T, ndo levanta problemas, uma vez que os termos E|x — X| e E|X — X’| podem ser calculados de forma
simples.

Proposiciio 5.2.1. Seja X uma v.a.r. com fungdo densidade fx(x) = Lexp(—*£) Ljy,4oof (X), cOm

o o
o € RY, entdo, para todo o x € R,

Elx—X|=x—pu+o(l —2Fx(x))
EX-X'|=o0.

Demonstracdo. Por um lado,
400
Elx—X|= [ eyl fa() dy
u
X +oo
=/“(x—y)fx(y) der/)c —x)fx(v)d
X X ~+oo —+oo
= dy— d dy— d
[ wtxyas= [oyavs [ yporay= [ s

:xFX(x)—/:yclyexp( Gu dy+/+m —exp( ;’J> dy —x(1—Fx(x))

=x(2Fx(x)— 1)+ <xexp (—%) —/.L—/:exp<—y;p'> dy)
(e [T
)

:x(l—Zexp(—%» +xexp(—x_u

:x—H—FZGCXp(—%'u) -0

=x—u+0o(l1—2F(x)).

Por outro lado,

pi-x|= [ ([T ksls) ay) o as

= [ o1 = 26w )

=
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_ / xfx (x) dx—u/ AW detro [ e di—o | 2F()fx(x) dx
I B p p
=u+o—-u+o—-o
=o0.
O
Atendendo a proposicao anterior, a estatistica de teste (4.3) ¢ dada por
LA N 1 & &
L=2) (Bt 1-2RF)—~ ) [fi-¥j|-n, (5.3)
i=1 ij=1
com R
o _ X; — U
! 6

5.2.1 Distribuicoes alternativas

O conjunto de distribuicdes alternativas escolhido teve por base as escolhas de Henze e Meintanis
(2002), uma vez que se trata, também, de um teste de ajustamento a uma distribuicao exponencial. Assim,
optamos por escolher alternativas Weibull, gamma, lognormal e halfnormal.

No caso das distribui¢des alternativas Weibull, W (k, 4 ), consideramos o pardmetro A = 1, por ser de
escala, variando apenas o pardmetro de forma, considerando numa delas k = 1.25, W(1.25, 1), e noutra
k=1.8,W(1.8,1).

De modo andlogo, nas alternativas gamma, mantivemos o pardmetro A = 1, por ser de escala, variando
o pardmetro de forma, considerando numa delas k = 1.2, 1°(1.2,1), e noutra k = 1.6, I'(1.6,1).

Relativamente as alternativas lognormal consideramos, em ambas, y = 0, variando apenas o pardmetro
o, considerando numa delas o = 0.8, LN(0,0.8), e noutra ¢ = 1.5, LN(0, 1.5).

Por fim, consideramos a alternativa halfnormal, com o pardmetro 8 = 1, uma vez que € de escala, cuja

f@%?%iﬂp<—i)hwqﬁl

A funcdo densidade de cada uma destas alternativas estd representada na Figura 5.6 conjuntamente

densidade é dada por

com a de Fy.

5.2.2 Resultados de poténcia

Com o objetivo de calcular a poténcia e de modo andlogo a seccio anterior, vamos em primeiro lugar
estimar os valores dos quantis ¢, (), considerando os mesmos valores para os niveis de significincia
e para os tamanhos de amostra. Calculamos o valor da estatistica 7, dada por (5.3), para 10°> amostras
desses tamanhos, geradas com distribui¢do Fp e determinamos uma aproximagao para c, (). Por sua vez,
estimamos U e o tal como referido no inicio desta seccao.

De modo anélogo ao teste EN, estimamos, para o teste AD, os quantis empiricos para a estatistica A2.

Os resultados obtidos para os quantis empiricos das estatisticas T}, e A2 estdo apresentados na Tabela
5.2.

Os resultados de poténcia apresentados nas Figuras 5.7 a 5.10, obtidos gerando 10* amostras de
tamanho » de cada uma das alternativas, sdo relativos aos niveis de significAncia o = 0.01 (circulo vazio)
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Figura 5.6 Densidades de probabilidade de cada distribuicao alternativa considerada conjuntamente com a
de Fy .

n\a | 0.01 0.05 n\a | 0.01 0.05

25 | 1.4816 | 1.0339 25 | 1.6373 | 1.1064

50 | 1.5266 | 1.0596 50 | 1.7749 | 1.1944

100 | 1.5660 | 1.0758 100 | 1.8632 | 1.2487

200 | 1.5832 | 1.0832 200 | 1.8948 | 1.2786

400 | 1.5713 | 1.0818 400 | 1.9377 | 1.3014
(a) (b)

Tabela 5.2 (a) Quantis empiricos para Ty; (b) Quantis empiricos para A2,
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Figura 5.7 Resultados de poténcia para as distribui¢des alternativas Weibull (o : o =0.01; e : a = 0.05).
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Figura 5.8 Resultados de poténcia para as distribui¢cdes alternativas gamma (o : @ = 0.01; e : o = 0.05).

e o = 0.05 (circulo cheio). Cada grafico indica-nos a evolugdo da poténcia empirica de cada distribuicio
alternativa considerada para os testes EN e AD (tomado como referéncia) a medida que o tamanho da
amostra aumenta.

Observando a Figura 5.7, nota-se diferencga entre os resultados de poténcia das duas alternativas
Weibull consideradas, onde concluimos que a alternativa W(1.8,1) apresenta resultados de poténcia
empirica superiores a alternativa W(1.25, 1), uma vez que a alternativa W (1.8, 1) estd “mais afastada” em
relacdo a exponencial, como podemos observar pela Figura 5.6 (a).
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Figura 5.9 Resultados de poténcia para as distribui¢des alternativas lognormal (o : & =0.01; e : a =0.05).

Alternativa halfnormal
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Figura 5.10 Resultados de poténcia para a distribui¢cdo alternativa halfnormal (o : o =0.01; e : ¢« =0.05).

Por sua vez, observando a Figura 5.8 vemos algo andlogo a acontecer. A alternativaI'(1.6,1) apresenta
resultados de poténcia empirica superiores a alternativa I'(1.2,1) uma vez que, pela Figura 5.6 (b), a
alternativa I"(1.6, 1) estd “mais afastada” da exponencial do que I'(1.2,1).

Relativamente & Figura 5.9, a alternativa LN (0, 1.5) apresenta resultados de poténcia empirica superi-
ores em relagdo a alternativa LN (0,0.8). Basta notar pela Figura 5.6 (c) que a alternativa LN (0, 1.5) esté
“mais afastada” da exponencial do que a alternativa LN(0,0.8).

Por fim, observando 5.10, além dos expectdveis resultados de poténcia que vao aumentando a medida
que o tamanho da amostra aumenta, vemos que o teste EN apresenta, para todos os tamanhos de amostra,
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resultados de poténcia superiores ao teste AD, sendo a tinica distribuic@o alternativa considerada onde tal
acontece.

5.3 Discussao dos resultados e conclusao

Tal como seria de esperar pelo Teorema 4.6.1, para todas as distribui¢des alternativas consideradas
relativamente aos testes de ajustamento as familias de distribuicdes normais e exponenciais, verificamos
que a poténcia aumenta a medida que o tamanho da amostra aumenta.

Notamos, ainda, que a medida que uma distribui¢ao alternativa se vai afastando da distribui¢do da
hipétese nula considerada, a poténcia também aumenta.

Observando os resultados obtidos, tanto no teste de ajustamento a uma familia normal de distribui¢cdes
como no teste de ajustamento a uma familia exponencial de distribui¢cdes, concluimos que o teste AD €,
regra geral, o que apresenta melhores resultados de poténcia, apesar de, para alguns tamanhos de amostra,
nao haver grandes diferencas entre os dois testes.

De facto, relativamente ao teste de ajustamento a uma familia de distribui¢des normais, o teste AD
apresenta sempre resultados de poténcia empirica superiores ao teste EN. Por sua vez, relativamente ao
teste de ajustamento a uma familia de distribui¢des exponenciais, apenas na alternativa halfnormal, o
teste EN produz, para todos os tamanhos de amostra, resultados de poténcia empirica superiores ao teste
AD. Contudo, reparemos que para algumas outras distribui¢des alternativas e para o tamanho de amostra
n = 25, verificamos que o teste EN pode apresentar resultados de poténcia superiores ao teste AD, no
entanto, a medida que o tamanho da amostra aumenta, o teste AD supera os valores da poténcia empirica
do teste EN.

Os valores dos resultados de poténcia obtidos para os testes de ajustamento a familias de distribui¢des
normais € exponenciais estdo apresentados no Anexo B.
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Anexo A

Resultados auxiliares

Sejam Xi, ..., X, v.a.r. identicamente distribuidas com X com funcdo de distribui¢do F. Consideremos
a U-estatistica de niicleo % definida por

U, = 2 Z h(X:,X;)

n(n—1) 1<i<j<n

Nos resultados seguintes estabelecemos a convergéncia das U-estatisticas. As suas demonstragdes
encontram-se em Lee (1990, pp. 80 e 122) e em Gregory (1977).

Teorema A.1.1. Se E|h(X,X’)| < oo, entdo
4q-C. /
U, — E(h(X,X")).

Para estabelecer a convergéncia em distribuicdo da U-estatistica U, sdo necessdrias as seguintes
condicdes:

* h(x,y) = h(y,x), paratodo o x,y € R;
« E(h(X,X")?) = //th(x,y)2 dF (x)dF (y) < eo;

+ E(h(x.X)) = [ h(x.y) dF(3) =0.
Se a U-estatistica verificar esta tltima condi¢do dizemos que U,, € uma U-estatistica degenerada.

Teorema A.1.2. Nas condicdes anteriores temos que

—+oco
U, -5 Y (Z2 - 1),
k=1

onde Zy, k > 1, sdo v.a.r. i.i.d. com lei normal standard e A, k > 1, com Z,j; lkZ < oo, sdo os valores
préprios associados ao operador Ay, definido de L>(R,F) em L*(R,F) por

Ang(x) = [ h(xy)g(y) dF ), xR,
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para g € L*(R,F), onde L*(R,F) é 0 espago das fungdes reais de varidvel real g, tais que [ g(y)* dF (y) <
+oo. Além disso, se [ g(x)(Ang)(x) dF (x) > 0, para todo o g € L*(R,F), entdo os valores proprios A
sdo ndo negativos.



Anexo B

Poténcia empirica dos testes EN e AD

Nas tabelas que se seguem apresentamos os resultados de poténcia dos testes EN e AD obtidos para
cada alternativa considerada nas seccoes 3.4, 5.1 e 5.2.

1. Teste de ajustamento a uma distribuicdo normal standard

n 25 50 100 200

Lei\Teste | EN AD EN AD EN AD EN AD

A(0,1) | 0.0485 | 0.05 | 0.0507 | 0.0510 | 0.0553 | 0.0553 | 0.0516 | 0.0513
ST1 0.0625 | 0.0853 | 0.2124 | 0.2583 | 0.6264 | 0.6857 | 0.9717 | 0.9816
ST2 0.0986 | 0.1260 | 0.3715 | 0.4228 | 0.8572 | 0.8847 | 0.9986 | 0.9991
ST3 0.1969 | 0.2286 | 0.6774 | 0.7148 | 0.9870 | 0.9908 1 1
001 0.1260 | 0.1383 | 0.2499 | 0.2824 | 0.5765 | 0.6582 | 0.9699 | 0.9902
002 0.1628 | 0.1809 | 0.3568 | 0.4045 | 0.7916 | 0.8569 | 0.9998 1
Q03 0.2503 | 0.2859 | 0.5970 | 0.6612 | 0.9816 | 0.9959 1 1
LN1 0.0719 | 0.0769 | 0.1088 | 0.1153 | 0.1958 | 0.2150 | 0.4213 | 0.4801
LN2 0.1249 | 0.1463 | 0.2734 | 0.3090 | 0.6303 | 0.7131 | 0.9826 | 0.9950
LN3 0.2438 | 0.2862 | 0.6233 | 0.6951 | 0.9892 | 0.9967 1 1

Tabela B.1 Resultados de poténcia para oc = 0.05.

2. Teste de ajustamento a uma familia normal de distribuicdes

n 25 50 100 200 400
Lei\Teste | EN AD EN AD EN AD EN AD EN AD
A4°(0,1) | 0.011 | 0.011 | 0.010 | 0.010 | 0.010 | 0.011 | 0.010 | 0.010 | 0.011 | 0.011
to 0.025 | 0.028 | 0.035 | 0.040 | 0.053 | 0.059 | 0.088 | 0.097 | 0.188 | 0.206
13 0.224 | 0.238 | 0.418 | 0.437 | 0.714 | 0.729 | 0.951 | 0.955 | 0.999 | 0.999
Logistica | 0.031 | 0.035 | 0.050 | 0.056 | 0.087 | 0.095 | 0.176 | 0.191 | 0.399 | 0.422
x%(10) 0.098 | 0.109 | 0.248 | 0.267 | 0.572 | 0.605 | 0.925 | 0.939 | 0.999 1

2%(4) 0.326 | 0.343 | 0.714 | 0.7412 | 0.980 | 0.985 1 1 1 1
LN(0,0.2) | 0.044 | 0.049 | 0.089 | 0.100 | 0.217 | 0.235 | 0.494 | 0.521 | 0.867 | 0.887
LN(0,0.5) | 0.342 | 0.360 | 0.704 | 0.730 | 0.969 | 0.977 1 1 1 1

Tabela B.2 Resultados de poténcia para o = 0.01.
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Poténcia empirica dos testes EN e AD

n 25 50 100 200 400
Lei\Teste | EN AD EN AD EN AD EN AD EN AD
A7(0,1) | 0.053 | 0.053 | 0.049 | 0.049 | 0.052 | 0.053 | 0.054 | 0.054 | 0.050 | 0.051
1o 0.090 | 0.094 | 0.107 | 0.113 | 0.147 | 0.158 | 0.224 | 0.237 | 0.378 | 0.395
3 0.365 | 0.376 | 0.572 | 0.582 | 0.832 | 0.840 | 0.982 | 0.984 1 1
Logistica | 0.101 | 0.106 | 0.145 | 0.153 | 0.213 | 0.228 | 0.368 | 0.381 | 0.626 | 0.642
x%(10) 0.246 | 0.255 | 0.462 | 0.479 | 0.788 | 0.809 | 0.980 | 0.984 1 1
x> (4) 0.559 | 0.575 | 0.879 | 0.893 | 0.997 | 0.998 1 1 1 1
LN(0,0.2) | 0.133 | 0.137 | 0.218 | 0.228 | 0.415 | 0.438 | 0.707 | 0.731 | 0.958 | 0.965
LN(0,0.5) | 0.541 | 0.555 | 0.858 | 0.869 | 0.993 | 0.995 1 1 1 1
Tabela B.3 Resultados de poténcia para o = 0.05.
3. Teste de ajustamento a uma familia exponencial de distribuicdes
n 25 50 100 200 400
Lei\ Teste EN AD EN AD EN AD EN AD EN AD
&(0,1) 0.010 | 0.010 | 0.011 | 0.009 | 0.009 | 0.011 | 0.011 | 0.012 | 0.010 | 0.010
W(1.25,1) | 0.035 | 0.033 | 0.109 | 0.113 | 0.314 | 0.356 | 0.728 | 0.806 | 0.985 | 0.993
W(1.8,1) 0.333 | 0.300 | 0.829 | 0.830 | 0.998 | 0.999 1 1 1 1
(1.2,1) 0.013 | 0.012 | 0.022 | 0.022 | 0.041 | 0.051 | 0.105 | 0.159 | 0.295 | 0.428
I'(1.6,1) 0.041 | 0.042 | 0.129 | 0.153 | 0.400 | 0.499 | 0.844 | 0.926 | 0.998 | 0.999
LN(0,0.8) | 0.037 | 0.028 | 0.064 | 0.077 | 0.182 | 0.298 | 0.565 | 0.804 | 0.969 | 0.997
LN(0,1.5) | 0.568 | 0.588 | 0.873 | 0.880 | 993 | 0.993 1 1 1 1
Hal fnormal | 0.080 | 0.066 | 0.233 | 0.191 | 0.590 | 0.516 | 0.946 | 0.920 1 0.999
Tabela B.4 Resultados de poténcia para o = 0.01.
n 25 50 100 200 400
Lei\ Teste EN AD EN AD EN AD EN AD EN AD
&(0,1) 0.046 | 0.050 | 0.050 | 0.050 | 0.051 | 0.049 | 0.051 | 0.049 | 0.049 | 0.049
W(1.25,1) | 0.132 | 0.138 | 0.277 | 0.303 | 0.532 | 0.619 | 0.898 | 0.932 | 0.997 | 0.999
W(1.8,1) 0.600 | 0.618 | 0.942 | 0.951 | 0.999 | 0.999 1 1 1 1
I(1.2,1) 0.061 | 0.065 | 0.085 | 0.096 | 0.141 | 0.178 | 0.277 | 0.362 | 0.533 | 0.669
I'(1.6,1) 0.143 | 0.165 | 0.310 | 0.372 | 0.649 | 0.750 | 0.947 | 0.982 | 0.999 1
LN(0,0.8) | 0.114 | 0.119 | 0.194 | 0.239 | 0.415 | 0.566 | 0.813 | 0.936 | 0.996 1
LN(0,1.5) | 0.705 | 0.728 | 0.936 | 0.941 | 0.998 | 0.998 1 1 1 1
Hal fnormal | 0.232 | 0.217 | 0.477 | 0.436 | 0.816 | 0.782 | 0.990 | 0.983 1 1

Tabela B.5 Resultados de poténcia para o = 0.05.




Anexo C

Codigos R usados no estudo de simulacao

1. Cédigo para a estimagdo dos quantis:

# Calculo da estatistica de teste

2| F1 = function(x,mu, sig)

31 {

4 2% (Xx—mu)xpnorm(x,mean = mu, sd = sig)+2xsig”2xdnorm(x,mean = mu, sd = sig)—(x
-mu)

51}

6

71Tn = function(s,mu, sig)

i

9 n <— length(s)

"

10 2xsum(F1(s,mu,sig)) — sum(abs(outer(s,s,"=")))/n — nx2=xsig/sqrt(pi)

14| # N(mu, sig”"2)
isimu <— 0
6] sig <= 1

13| #Valores da estistica sob HO
19| valoresEN=function (n, rep=10~5)

20| {

21 val <— array (dim=rep)

23 for (i in 1l:rep)

2 {

25 # Amostra proveniente de uma lei normal (0,1) de tamanho n
26 s <— rnorm(n)

27 val[i] <— Tn(s,mu,sig)

28 }

non

31 if (n<100) nn<- paste(0O,n,sep="") else nn<-n
32 escrever<—paste ("Estatistica_EN_n", nn, ".txt", sep="")
write . table (format(val, scientific=TRUE, digits=10),file=escrever ,col.names=

FALSE, row.names=FALSE)
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58 Cédigos R usados no estudo de simulacio

35| #Tamanho da amostra
36| ns<—¢(25,50,100,200)
37| Ins<—length (ns)

39| #Niveis de significancia a avaliar
40| alpha<-c(0.05,0.02,0.01)

41| lalpha <— length(alpha)

@) q5<—array (dim=Ins)

43| q2<—array (dim=Ins)

4| ql<—array (dim=Ins)

45

46| for (i in 1:Ins)

471 {
48 if (ns[i]<100) nn<- paste(0, ns[i], sep= "") else nn <— ns[i]
49 valores <-read.table (paste("Estatistica_EN_n", nn, ".txt", sep=""))

51 g<—quantile (valores[,1], 1-alpha, names=FALSE)
2| q5[il<—qll]
53 q2[il<—ql[2]
s4f  ql[il<-ql[3]

571 write . table (q5, file=paste("quantis5_EN.txt", sep=""), col.names=FALSE, row.
names=FALSE)
ss| write . table (q2, file=paste("quantis2_EN.txt", sep=""), col.names=FALSE, row.
names=FALSE)
sol write . table (ql, file=paste("quantisl_EN.txt", sep=""), col.names=FALSE, row.
names=FALSE)
60
61
2| # Estatistica de AD (caso Uniforme)

63

64| ad.stat = function(z,n)
65| {
66 z <— sort(z)

67 —-n—sum( (2x(1l:n)-1)xlog(z) + (2#*n+1-2%(1:n))=log(l-z) )/n
68| }
69
70| valoresAD=function (n, rep=1075)
7l
72 valAD<-array (dim=rep)

74 for (i in 1l:rep)

75 {

76 # Amostra proveniente de uma lei normal (0,1) de tamanho n
77 s <— rnorm(n)

78 z<—pnorm (s, mean=0, sd=1)

79 valAD[i] <- ad.stat(z,n)

80 }

81

82 if(n<100) nn<- paste(0, n, sep="") else nn<-n

83 escrever<— paste("Estatistica_AD_n_", nn, ".txt", sep="")
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84 write . table (format(valAD, scientific=TRUE, digits=10), file=escrever, col.
names=FALSE, row.names=FALSE)

86
871 @S9AD<—-array (dim=Ins )
88| Q2AD<—array (dim=Ins)
89| qlAD<—array (dim=Ins )
90

91| for (i in 1:1ns)

92| {

93 if (ns[i]<100) nn<- paste (0, ns[i], sep="") else nn <— ns[i]

94 valores<—-read.table (paste (" Estatistica_AD_n_", nn, ".txt", sep=""))
95

96 #Valor dos quantis

97 q<— quantile (valores[,1], 1-alpha, names=FALSE)
98 q5AD[i]<—-q[1]

9| q2AD[1i]<-q[2]

0] qlAD[1i]<-q[3]

1] }
102
03| write . table (qgSAD, file=paste("quantis5_AD.txt", sep=""), col.names=FALSE, row.
names=FALSE)

04| write . table (q2AD, file=paste("quantis2_AD.txt", sep=""), col.names=FALSE, row.
names=FALSE)

05| write . table (ql1AD, file=paste("quantisl_AD.txt", sep=""), col.names=FALSE, row.
names=FALSE)

2. Cddigo para o cdlculo das poténcias de cada teste:

#Calculo da potencia do teste em estudo e do teste AD

o

3| #Funcao que contempla todas as distribuicoes em estudo

IS

potencia = function(d,n,rep=1074)
{
6 if (d==0) alternativa <— function(n){return (rnorm(n))}

7 if (d==1) alternativa <- function(n){return(rt(n,df=2.5)/sqrt(5))}

8 if (d==2) alternativa <— function(n){return(rt(n,df=2.75)/sqrt(11/3))}

9 if (d==3) alternativa <- function(n){return(rt(n,df=3)/sqrt(3))}

10 if (d==4) alternativa <— function(n){return ((rchisq(n,df=2)-2)/sqrt(4))}
11 if (d==5) alternativa <-— function(n){return ((rchisq(n,df=3)-3)/sqrt(6))}
12 if (d==6) alternativa <— function(n){return ((rchisq(n,df=4)—-4)/sqrt(8))}

W

13 if (d==7) alternativa <- function(n){return ((rlnorm(n, meanlog = 0, sdlog =
0.3)-exp(0.3722/2))/sqrt((exp(0.372) -1)*xexp(0.372)))}

14 if (d==8) alternativa <- function(n){return ((rlnorm(n, meanlog = 0, sdlog =
0.5)-exp(0.572/2))/sqrt((exp(0.522) -1)*xexp(0.572)))}

15 if (d==9) alternativa <- function(n){return ((rlnorm(n, meanlog = 0, sdlog =

0.7)—exp(0.7722/2))/sqrt ((exp(0.772) -1)*xexp (0.772)))}

"nn

17 if (n<100) nn <- paste(O,n,sep="") else nn <- n
18 if (d<10) dd <- paste(0,d,sep="") else dd <-— d

20|  q5EN <- read.table(paste("quantis5_EN.txt", sep=""))
21 q5AD <- read.table(paste("quantis5S_AD.txt", sep=""))




60 Cédigos R usados no estudo de simulacio

23 ns <- ¢(25,50,100,200)
24 ind=1
25 while(ns[ind] != n) ind <- ind + 1

27 g5nEN <- ¢5EN[ind ,]
28 g5nAD <- g5AD[ind ,]

30 set.seed (2000, kind=NULL)

32| VTn<-array (dim=rep)
331 VAD<-array (dim=rep)

35 for (i in l:rep)

36 {

37 s <— alternativa(n)

38 z<-pnorm (s, mean=0, sd=1)
39 VTn[i] <— Tn(s,mu=0,sig=1)
40 VAD[i]<—ad.stat(z,n)

41 }

43 potenciaEN <— sum(VTn > g5nEN)/rep #Potencia teste EN
44 potenciaAD <- sum(VAD > g5nAD)/rep #Potencia teste AD
45
46 pot<—matrix (c(potenciaEN , potenciaAD))

47 escrever <— paste("potencia_d", dd, "n", nn, ".txt", sep="")

48 write . table (format(pot, scientific=TRUE), file=escrever, col.names=FALSE, row

.names=FALSE)

401}
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