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Resumo

Este trabalho enquadra-se na area de Séries Temporais e € dedicado ao estudo do modelo
MGINAR(1) (Multivariate Generalized Integer Autoregressive of order 1) e de um caso particu-
lar do mesmo — um modelo BINAR(1) (Bivariate Integer-valued Autoregressive of order I). Trata-se
de processos cujas margens sao vetores aleatérios de componentes inteiras nao negativas.

A formulag@o do processo MGINAR(1) é feita a custa da introducéo de um operador aleatério
matricial, cujas propriedades mais relevantes sdo demonstradas.

Segue-se a defini¢do do processo MGINAR(p) e a prova de que este se pode obter como subvetor
de um processo MGINAR(1) de maior dimensdo, considerando, para tal, uma matriz de coeficientes
adequada. Sdo, ainda, estabelecidos e demonstrados resultados que permitem concluir que o processo
MGINAR(1) admite momentos de primeira e de segunda ordens e que é fortemente e fracamente
estaciondrio.

No caso do modelo BINAR(1), é apresentada a sua definigdo e as suas propriedades mais relevantes.
Seguidamente, aprofunda-se o seu estudo, considerando-se, em particular, que o processo de inovacdes
segue uma lei bivariada de Poisson ou Binomial Negativa.

Posteriormente, efetua-se a estimacao pontual dos parametros do modelo para cada caso de
inovacdes através de trés métodos: Yule Walker, Minimos Quadrados Condicionais e Maxima
Verosimilhanga.

Por fim, sdo realizadas duas simula¢des do modelo BINAR(1), através da utilizagdo do so ftware R,
bem como uma aplicagdo com dados reais relativos a manchas solares registadas em dois observatérios,
onde se ilustra o que foi referido em teoria e se estima os parametros desconhecidos de acordo com os

métodos de Yule Walker e dos Minimos Quadrados Condicionais.

Palavras-Chave: Séries Temporais de Contagem Multivariadas, Operadores Aleatdrios, Modelos

Autorregressivos.






Conteudo

Lista de Figuras
Lista de Tabelas
1 INTRODUCAO

2 OPERADORES ALEATORIOS
2.1 Funcdo Geradora de Probabilidades . . . . .. ... ... ... ...........
2.2 Operador Aleatério Univariado Generalizado . . . . . . . ... .. ... ... ...
2.3 Operador Aleatério Matricial Generalizado . . . . .. ... ... ... .......

3 MODELO MGINAR(1)
3.1 Definicdo do modelo MGINAR(p) . . . . . . . . . . . e
3.2 Defini¢do e propriedades do modelo MGINAR(I1) . . . . . . . .. ... ... ....

4 O MODELO BINAR(1)
4.1 Definicao e propriedades do modelo BINAR(I) . . . . . .. ... ... ... ....
4.2 Casos parameétriCoS . . . . . v v v v e e e e e e e e e e e e e e e
42.1 InovagdescomleidePoisson . .. ... .. .................
4.2.2 Inovagdes com lei Binomiais Negativas . . . . . . ... ... ... .....
43 Estimacdo Pontual . . . ... ... ... ... ...
43.1 InovagdescomleidePoisson . . ... ... ... ..............
4.3.2 Inovacdes com lei Binomiais Negativas . . . . . . ... ... ........

5 SIMULACOES E APLICACAO
5.1 Simulaghes . . . . . ... e e e e e e e
5.1.1 Inovagdescomleide Poisson . . .. ... ... ...............
5.1.2  Inovagdes com lei Binomiais Negativas . . . . . . ... ... ... .....
5.2 ApPlicac@o . . . ... e e e

Bibliografia

Anexo A CODIGO EM R

ix

xi

13
13
15

27
27
31
31
34
36
37
40

43
43
43
44
45

51

53






Lista de Figuras

5.1

5.2

53

54
5.5

Trajetdrias de um processo bivariado simulado que segue um modelo BINAR(1) com

inovagdes PB(A1,A2,0) . . . . . 43
Trajetérias de um processo bivariado simulado que segue um modelo BINAR(1) com

inovagdes de BNB(A1,A2,B) - .« o o o 44
Trajetorias relativas ao nimero de grupos de manchas solares nas respetivas regides . 46
Correlogramas e correlogramas parciais de cada uma das séries . . . . . . . ... .. 47
Correlogramas dos residuos dasmargens . . . . . . . . . . .. ... L. 49

ix






Lista de Tabelas

5.1
5.2
53
54
5.5

Estimativas dos pardmetros do modelo BINAR(1) com inovagdes de Poisson . . . . . 44
Estimativas dos pardmetros do modelo BINAR(1) com inovag¢des Binomiais Negativas 45
Estatisicas principais das duas séries . . . . . . . . . . ... ... 45
Estimativas dos pardmetrosdomodelo . . . . . . . ... ... .. oL L. 47
Estatisticas dos residuos marginais . . . . . . . ... ... oL oL 48

xi






Capitulo 1

INTRODUCAO

Muitas sdo as 4dreas cientificas em que surge a necessidade de descrever, explicar e prever
fendmenos aleatérios que evoluem ao longo do tempo. A observagao destes fendmenos permite gerar
dados univariados ou multivariados, os quais sdo registados, de maneira sequencial, ao longo do
tempo, a que chamamos série temporal ou série cronoldgica.

Por meio da andlise destes registos numéricos, € possivel fazer previsdes e projetar possibilidades
sobre o futuro acerca do comportamento de uma determinada varidvel real ou vetorial. Neste contexto,
e a titulo de exemplo, a anélise de séries temporais € um alicerce fundamental no entendimento do
mercado e na formulacio de planos de agdo e de estratégias, principalmente no que toca a tomadas de
decisoes.

Do ponto de vista probabilista, é fundamental a escolha de modelos estocdsticos que permitam
descrever e interpretar a evolucdo temporal dos fendmenos em apreciacao.

Existe um leque muito alargado de familias de modelos que foram surgindo na literatura para a
andlise de uma série temporal, entre os quais destacamos os classicos modelos ARMA (Autoregressive
Moving Average). Contudo, muitas das séries temporais sdo, pela sua natureza, constituidas por valores
inteiros nao negativos. Neste dominio de dados de contagem, nem estes modelos reais ARMA nem
qualquer uma das suas vastas generaliza¢des se mostram proficuos, uma vez que a simples operagdo
de multiplicacdo de um nidmero real por um nimero inteiro tem, quase sempre, como resultado, um
ndmero real ndo inteiro.

A andlise de séries temporais de valores inteiros tem atraido o interesse de muitos autores, o que
gerou uma vasta gama dos chamados modelos de contagem, sendo muitos deles versdes discretas dos
referidos modelos ARMA. Com efeito, o conhecimento e a natureza das propriedades destes modelos
cldssicos motivou a sua adaptagdo ao contexto das varidveis inteiras. Na génese desta adaptagdo,
estd a introducdo de operadores aleatdrios que pudessem substituir a referida operagcdo multiplicagdo
escalar de um nimero real por uma varidvel aleatdria real, por uma outra operagao entre um escalar
real e uma varidvel aleatdria inteira ndo negativa, cujo resultado ainda fosse um niimero inteiro ndao
negativo. O primeiro operador a ser introduzido na literatura deve-se a Steutal e a van Harn ([14]) e é,

usualmente, designado operador thinning ou operador aleatério binomial. A saber, dado um nimero
X

real o € [0,1] e uma varidvel aleatdria inteira ndo negativa, X, a varidvel operada ao X ¢ igual a Z Y,
i=1

onde {Y;};cn € uma sucessédo de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.)
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com lei de Bernoulli de parametro o e independentes de X. A esta sucessdao chamamos sucessdo de
contagem do operador.

O surgimento deste operador e das suas subsequentes generalizacdes permitiu a construgdo e o
estudo de modelos INARMA (Integer-ARMA). O modelo INAR(1) (Integer Autoregressive of order
1), pioneiro na literatura e devido a McKenzie ([8]), foi posteriormente estudado em a Al-Osh e
Alzaid ([1]). Dizemos que um processo {X; },c7z segue um modelo INAR(1) se admite a representagio
X; = oo X;_1 + &, onde o processo das inovagdes, {& },cz, € constituido por varidveis aleatdrias i.i.d.,
com valores em Nj.

E neste contexto que, entre as miltiplas extensdes do modelo INAR(1) univariado, surge, em [6],
um modelo mais geral, designado modelo MGINAR(p) (Multivariate Generalized Integer Autore-
gressive of order p). Em [4], foi estudado um caso particular deste modelo, um modelo BINAR(1)
(Bivariate Integer Autoregressive of order 1), no qual se consideram leis bivariadas concretas para o
processo das inovacdes. A leitura cuidada dos artigos [6] e [4] foi a motivacdo para a escrita desta
Dissertacao.

Esta vertente multivariada do modelo INAR(1) é baseada na defini¢cdo de um operador aleat6rio
generalizado matricial. Dada uma matriz quadrada A = [0;; j| -« € um vetor aleatério X = (X, ... X7
de componentes inteiras ndo negativas, este operador aleatdrio generalizado matricial associa ao par

r
(A,X) o vetor A® X de componentes Z o;;j0oX;,i=1,2,...,r, onde o denota o operador aleatério

j=1
generalizado univariado, no qual as margens das sucessdes de contagem nao seguem, necessariamente,

leis de Bernoulli.

Este trabalho estd dividido em cinco partes fundamentais. Para além desta introdug¢do que encerra
o Capitulo 1, o Capitulo 2 é dedicado a introducdo e ao estudo das propriedades mais relevantes destes
dois operadores generalizados.

O Capitulo 3 inicia-se com a definicdo do modelo MGINAR(p), ao que se segue a prova de
que este modelo pode ser escrito como subvetor de um modelo MGINAR(1), considerando, neste
dltimo, uma matriz de coeficientes adequada. Assim, o resto do capitulo é dedicado ao modelo
MGINAR(1), escrito na forma X; =A© X,_| + &, t € Z, onde se assume que {& };cz é uma sucessdo
de vetores aleatérios independentes e identicamente distribuidos, de valores inteiros ndo negativos,
com vetor média U, e matriz de covaridncias ) .. Por fim, assumindo que a matriz A tem raio
espetral estritamente inferior a 1, prova-se que o processo MGINAR(1) é fortemente e fracamente
estaciondrio. Sao, também, obtidos os momentos de primeira e de segunda ordens, bem como a fungado
de autocovariancia.

O Capitulo 4 é reservado ao estudo do modelo BINAR(1) — caso particular do que foi exposto
no Capitulo 3. Este capitulo é dividido em trés sec¢des. Primeiramente, € introduzida a defini¢cdo
de um modelo BINAR(1), isto é, X, = A®X,_| + R;, onde A é uma matriz diagonal de ordem 2 e
{R; }:+ez representa o processo bivariado das inovagdes. De seguida, estudam-se, separadamente, as
propriedades do modelo nos casos em que as inovac¢des seguem uma lei de Poisson bivariada e uma lei
Binomial Negativa bivariada. Este capitulo é encerrado com a apresentacio de estimadores, segundo
trés métodos diferentes, de forma a obter estimativas dos parametros envolvidos, consoante estamos
perante inovagdes de Poisson ou Binomiais Negativas.



Finalmente, o Capitulo 5 é destinado a uma visdo mais pratica daquilo que foi estudado anterior-
mente. Através do software R, faz-se simula¢des de um modelo BINAR(1) e estima-se os pardmetros
referidos. Esta Dissertacao fica concluida com uma aplicacio a uma série temporal bivariada em que
as margens representam o nimero semanal de grupos de manchas presentes no Sol, registadas nos

observatorios de Boulder e de Palehua, nos EUA.






Capitulo 2

OPERADORES ALEATORIOS

Este capitulo destina-se a introducdo dos operadores aleatérios anteriormente referidos, bem como
ao estudo de algumas das suas propriedades. A seccdo inicial é dedicada ao conceito de funcao
geradora de probabilidades, o qual serd util em varias demonstracoes.

2.1 Funcao Geradora de Probabilidades

Comecemos com a defini¢do de fun¢do geradora de probabilidades de uma varidvel aleatdria real

(var).

Definicao 2.1. Seja X uma v.a.r. Designa-se por funcio geradora de probabilidades (f.g.p.) de X a
fungdo wy (t) = E(¢¥), definida para os valores de ¢ € R tais que esta esperanca matematica exista.

Em particular, a fungdo geradora de probabilidades de uma v.a. discreta, X, com suporte Sy, €

dada por
wx(t) = Y P(X =k)t*,

keSx

para valores de  tais que esta série seja convergente. No que se segue denotamos o conjunto de tais
valores ¢ por 6x

Pela seguinte proposi¢do, concluimos que a f.g.p. caracteriza a lei de uma v.a.

Proposicio 2.1. Sejam X e Y duas v.a.r’s. Entdo, Wx (t) = Wy (t) se e s6 se X e Y tém a mesma distribuigdo.
O

A f.g.p. permite uma fécil caracterizacdo da distribuicdo de somas de v.a.’s independentes,

conforme se descreve no resultado seguinte.

Proposicao 2.2. Sejam Xi,...,X, v.a.’s independentes. Entdo,
r
W, (1) = [T v (1)
=1

para os valores de t tais que Wx, (1), ..., Wx, (t) sdo convergentes.

5
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Exemplo 2.1. Assuma-se que X tem distribuicdo Binomial com pardmetro (r,p), isto é, X ~ B(r, p),
comr € Ne p €]0,1[. Desta forma, P(X =k) = (;)p*(1—p)"* k=0,1,....r, pelo que

w0 = X ()i - pr = e (1= )

k=0

Exemplo 2.2. Seja Y uma v.a. com distribui¢do de Poisson de pardmetro A, A € R*. Neste caso,
P(Y =k)= e_’l’}c—!k, k € No. Assim,

R AR YA
WY(I)Z/;)te ik .

Exemplo 2.3. Admita-se uma v.a., Z, com distribui¢do Geométrica de pardmetro p. Entdo, P(Z =
k)= (1—p)*''p, k € Ng e a suafg.p. é dada por

-p
7] <=

2.2 Operador Aleatoério Univariado Generalizado

Ap6s uma breve introdugdo, passamos a apresentar a defini¢do e as propriedades do operador
aleatdrio que é uma generalizacdo do operador binominal introduzido por Steutel e a van Harn (1979),

([14]).

Definicao 2.2. (Operador de Steutel e van Harn Generalizado). Seja X uma v.a. com suporte
Sx =Np e a > 0. O operador oo é definido como

X
YY., X>0

aoX = i=1
0, X =0,

onde {Y;};cn € uma sucessdo de v.a.’S inteiras, independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), néo
negativas, com {0} C Sy,, com média « e variincia f3, e independentes de X. A sucessdo {Y;};cn é
designada por sucessdo de contagem.

No caso particular em que as margens da sucessdo {Y; },en tém lei de Bernoulli de pardmetro o,
estamos na presenga do operador aleatério binominal ou operador thinning, introduzido por Steutel e
van Harn (1979). Se, por outro lado, as margens da sucessdo {Y;};cy tém lei Geométrica de pardmetro
B, estamos na presenga de um operador binomial negativo, introduzido em [10].

Proposicao 2.3. Sejam X, W e Z v.a.’s que assumem valores inteiros ndo negativos com X e Z
independentes. Consideremos as sucessoes de contagem {Y;}icn e {ﬁ-}ieN independentes entre si e
independentes de X e de Z. Entdo, o operador apresentado na Definicdo 2.2. conta com as seguintes

propriedades:
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1. 00X =0, g.c.

2. Waox (t) = wx Wy, (1), 1 € Coox
3 ao(X+2)LaoX+aoz

4. E(coX) = aE(X)

5. E[(aoX)?] = BE(X)+ o?E(X?)
6. E((oX)W) = oE(XW)

7. Var(aoX) = a*Var(X)+ BE(X)
8. Cov(aoX,Z) = aCov(X,Z).

Prova. 1. Pretende-se de demonstrar que P(0oX = 0) = 1. Uma vez que, parai > 1, Sy, € Ny e
E(Y;) =0, entdo ¥; =0, q.c.

P(0oX =0)=P(00X =0,X €Ng) =P(0oX =0,X € |J {k})

keNy

=) P0oX=0X=k=) P ZY 0/X =k)P(X =k)
keNy keNy i=1

k
=Y PYv,=0)P ZHP P(X =k)
keNy i=1 keNg i=
=) PX=k=1
keNy

2. Uma vez que {Y;};cn € uma sucessdo de v.a.’s i.i.d., e independentes de X, temos

II/(ZOX(I) — tO(oX Z E txok Z E Yi+.. +Yk) (X:k)
keNy keNy
k
= Y [IE@PX =k =Y [y OFP(X = k) = yx [y (1)].
keNy j=1 keNy

3. Uma vez que X e Z sdo independentes, atendendo ao resultado da Proposicdo 2.2. e a
propriedade anterior, vem

Vaox+2) (1) = Wx+z[Wr, (1)] = Wx [wy, (O)1Wz[Wy, (1)] = Waox (1) Waoz (1)
4. Como {Y;} é uma sucessdo de v.a.’s i.i.d, com média «, e independentes de X, entdo

) =[]

:E[iE(Yi)] :E<XE(Y1)) —E(Xa) = aE(X).

i=1

E(aoX):E(in> :E[ <ZY

i=1
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5. Uma vez que {Y;} é uma sucessdo de v.a’s i.i.d., com média a e varidncia f3, e independentes
de X, sabendo pela prova da alinea anterior que E(a o X|X) = aX, tem-se

E[(coX)) ] =E [E((aox)zyx>] =E [Var(aox\x) + (E(aoX]X))Z]

[Wr(lgyyx) ] [ZVar )2}
=E (Xﬁ - (ocX)2> =BE(X) + a’*E(X?).

6. De facto,
X

E((@oX)W) = E(E((ao X)W|X,W)) = E(E(W Y %,|X,W)) = E(aXY).
i=1

7. Utilizando resultados das propriedades anteriores e a formula de Koenig, demonstramos o
pretendido. Com efeito,

Var(aoX) =E((aoX)?) — (E(aoX))* = BE(X) + a’E(X?) — o0?E(X)?
= a*Var(X) + BE(X).

8. Utilizando os resultados das propriedades 4 e 6, obtemos

Cov(otoX,Z)=E((0toX)Z)—E(aoX)E(Z) = 0E(XZ) — aE(X)E(Z)
=oaCov(X,Z).

O

Para finalizar este capitulo apresentamos mais dois resultados importantes dados nas proximas
proposicdes.
Proposicio 2.4. Sejam Xi,...,X, v.a.’s inteiras ndo negativas e o; € [0,1], i = 1,...,r. Seja {Yj(l)}jzl

- . . i - .
a sucessdo de contagem associada a 0;0X;, i =1,...,r. Se {Y/( )} j>1 sdo mutuamente independentes
e independentes de todas as v.a’s X;, i = 1,...,r, entdo

(freen) - (1))

r

caso E (HX") exista.
i=1
Prova. Atendendo as independéncias assumidas, tem-se

E(ﬁ(aioXi)) —E [E(ﬁ <:Xi“lyj(")> \(Xl,...,X,)>] —E Lﬁ iE(Yj.(i)](Xl,...,Xr)>]

i=1 i=1 i=1 j=1
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(1 0) (T ) (o) = (T

A propriedade 10X = X ndo é, em geral, verdadeira. Quando estamos na presenca do operador
thinning, esta igualdade € vilida, como se prova na proposicao seguinte.

"_n

Proposicao 2.5. Dada uma v.a. discreta, X, de suporte Ny, se "o" representa o operador binomial,
entdo 10X =X, g.c.

Prova. Para esta demonstrag¢do precisamos de provar que P(10X = X) = 1. Com efeito, temos

e

P(loX =X)=P( Yl-:X):P(iYi:X,U{X:k})
i=1 i=1 keNy

=) P(in,sz) =) P(inzkw:k)
keSxy  i=1 keSxy  i=1

=) P y Y=kPX=k=) PYi=1Y,=1..%=1)P(X =k)
keSxy  i=1 keSx

=Y Pm=1fPXx=k=Y PX=k=1
keSy keSx

2.3 Operador Aleatorio Matricial Generalizado

O modelo MGINAR(1) é baseado num "operador matricial aleatério" designado operador matricial
generalizado, introduzido e estudado em [6], cuja defini¢do apresentamos de seguida.

Definicfio 2.3. Seja A = [ j|,x, uma matriz quadrada de ordem r e X = (Xj,...,X,) um vetor
aleatorio de dimensao r, nao negativo, de valores inteiros. O operador A © X € definido por

. _
o oy ... O X Z a,joX;
j=1
01 Oo ... Ogr X
AX = | . B EON B :
: : : : ,
1 02 ... Oy X, Z QrjoX;
Lj=1 i

onde, para cada (i, j), {Yk(i’j >}k€N ¢ a sucessdo de contagem associada a ¢; j o X;, a qual, para qualquer
k € N tem média E(Yk(”j)) = oy ; e varidncia Var(Y,f””) =B, i,j=1,...,r. Alémdisso, as r x r
sucessoes {Yk(”] )% 4en sdo independentes.

No contexto da defini¢ao anterior, denotamos por B a matriz tal que B = [B; j|,«,. No que se segue,
dado um vetor x = (x1,--- ,x;)7, denotamos por d(x) a matriz diagonal cujos elementos da diagonal
SA0 X1, ..., Xk.
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Proposicio 2.6. Sejam A = [ j]r><r eC=1y j]rxr matrizes e X, W e Z vetores aleatdrios de dimensdo

1, de valores inteiros ndo negativos. Entdo,
1. E(A®X)=AE(X)
2. E[(AeX)(Ae®X)'] =d(BE(X))+AE(XXT)AT
3. E[AeX)(AeX)]=(1...1)TBE(X) +tr(AE(XXT)AT)

4. E[(AeX)(Co®Z)T]| =AE(XZT)CT, se as sucessoes de contagem envolvidas en A®X e C© Z

forem independentes
5. E[AeX)WT]| =AE(XWT).

Prova. Usamos a notagao [M]; ; para representar o elemento da matriz M, de dimensao / x c, situado

na linhaienacoluna j,parai=1,...,le j=1,...;c.

p
1. Tem-se [A®X]; ; = Z o; ;o X;. Entdo, pelo ponto 4. da Proposicdo 2.3.,
j=1

[E(A@X)]_ _=E(_Xr;0€i,joX/) = Zr;E(aujoXj) = iai7jE(Xi)7

L J

que é o elemento genérico de AE(X).

2. O elemento (i,j) de (A@X)(A®@X)T,i,j=1,2,...,r, é dado por
r r r r

|:(A @X)(A @X)T:| = <Z O k OXk> <ZOCJ"IOX1) = Z Z(OC,"]( OX/()((XJ'JOXI).
ij k=1 =1 k=11=1

Logo, o elemento genérico da sua esperanga matematica é da forma

Elaon@ox)l] (LY (@exiaon)

i,j

Temos, agora, duas possibilidades: i = je i # j.
Comecemos por estudar o caso i = j. Atendendo aos pontos 4. ¢ 5. da Proposi¢cdo 2.3. e a

Proposi¢do 2.4., deduzimos o seguinte resultado

E[AoX)(A0X)"]| = Zr: Zr:E[((x,-akoXk)(Oc,-JoXl)]

- i Xr‘.E[(O‘ivk o Xe) (g0 X))+ Y E[(0ix 0 Xe)?]

k=1
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— i i OC,“kOCi,lE(XkXI) + i (ﬁ,"kE(Xk) + (XlzkE(sz)>

k=1

k=11=1 k=1 k=1
Ik
=Y Y o E(Xi X))+ Y BisE(Xe).
k=1i=1 k=1

O caso i # j é conseguido, também, através do resultado da Proposi¢do 2.4., ou seja,

E[AeX)AeX)T]| =

r r

r
ZE (X,kOXk OlleXl ZZ(X,kOC][E Xle)

i,j  k=11=1 —_i=
Entao,
r r r

roor Z Z 0, k05 1 E (X Xp) + Z Bi kE (Xk), i=j

Y Y El(aixoXi) (e 0Xp)] = S 515! k=1
o Y ) k0 E(XiX)), i

k=1/=1
r r
Uma vez que o termo genérico de ordem (i, j) da matriz xx7 ¢ XXT ; Z Z XX, entio

AE(XXT)AT é uma matriz r x r de termo geral Z Z 0 106 1 E (XiX)).
k=11=1

Desta forma, E[(A@X)(A©®X)T] = d(BE(X)) + AE(XXT)AT, onde d(BE (X)) é a matriz
diagonal cujos elementos diagonais sdo as componentes do vetor BE (X ), ou seja, sdo os elementos da
r

forma Bj; = Y BixE(Xx), parai € {1,...,r}.

3. O trago de uma matriz quadrada € a soma dos elementos da sua diagonal principal. Dado um

vetor V, do tipo r X 1, tem-se a seguinte propriedade

tr(VIV) =tr(VVT). (2.1)

Uma vez que (A®X)T é um vetor 1 x re (A@X) é um vetor r x 1, entdo (A®X)T (A@X) é
uma v.a.r., isto é, uma matriz 1 x 1. Logo, atendendo a (2.1) e a linearidade da esperanca matemética,

obtemos
E[AeX) (AeX)] =1tr <E[(A ©X) (A @X)]> = E(tr[(A ©@X) (A @X)])

=E (tr[(A ©X)(A @X)T]> = tr(E[(A ©X)(A @X)T]>.
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Ora, pela propriedade anterior, sabemos que E[(A® X)(A®@X)"] =d(BE(X)) +AE(XXT)AT,
donde

tr <E[(A ©X)(A @X)T]> = tr[d(BE(X))] +tr[AE(XXT)AT].

Por outro lado, sabemos que d(BE (X)) é uma matriz diagonal cujos elementos sdo as compo-
nentes do vetor BE (X). Este vetor tem dimensdo r x 1, uma vez que B é uma matriz da forma r x r e
E(X) é um vetor da forma r x 1. Portanto, concluimos que

trld(BE(X))] = (1...1)TBE(X)

e a propriedade fica provada.

4. O elemento genérico de (A® X)(C®Z)T é dado por

[(A @X)(C@Z)T]

= (Z ai,koxk) <ZY/JOZZ) = Z Z 0k o Xi)(Vji0Zp).
=1 =1

i,j k=11=1

Assim, aplicando, novamente, o ponto 4. da Proposicdo 2.3., o elemento genérico da sua
esperanca matemadtica € dado por

Elaox)(coz)] -E (X Etowexmon)

= zr: i o Vi E(XiZ)) = [AE(XZT)CT} ,

ij
que é o elemento genérico de AE(XZT)CT.

5. Analogamente ao que foi feito na demonstracdo anterior, prova-se que é
r r

[E((A@XWT)] E(E Y (oo XgW) = ii 044 E(XW) = [AE(XWT )] .

A demonstragdo fica concluida. 0



Capitulo 3

MODELO MGINAR(1)

O objetivo deste capitulo é estudar o modelo MGINAR(1), o qual é construido a partir do operador
matricial introduzido no capitulo anterior. Antes, mostramos que qualquer modelo MGINAR(p) de
dimensio r, pode ser entendido como um subvetor de um modelo MGINAR(1) de dimenséo rp.

3.1 Definicao do modelo MGINAR(p)

Sejam Ay, ...,A, matrizes quadradas de ordem r tais que det (I, — Az — Ay — ... —ApP) #0,
com z € C, tal que |z| < 1. Seja {& },c7z uma sequéncia de vetores aleatdrios i.i.d. de valores inteiros
ndo negativos, do tipo » x 1, com vetor média finito, ¢, € matriz de covariancias finita, } ..

Defini¢io 3.1. Um processo de vetores aleatdrios reais de dimensdo r, {X; };cz, segue um modelo
MGINAR(p) se admite a representagio

)4
X =)YAoX_+&, 1€L,
=1

na qual se assume que, para cada , as r X r X p sucessdes de contagem {Yk(i’j ’t)}lgle)N, ey {Yk(i’j ’t)},?;)N
associadas aA; ©® X;_, paral € {1,..., p}, sdo todas independentes.

Mostramos, de seguida, que basta estudar o processo MGINAR(1), uma vez que o processo de
ordem p pode ser considerado como um subvetor de um processo de ordem 1 de maior dimensao.

Com efeito, seja

Vo= (XX XD, 0T e & =(g7,07,..,00), e

Consideremos a seguinte matriz quadrada de ordem rp

Al A ... AP,I Ap

. 0 0 0
A= : :

0 O I, 0

13
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e a representacdo matricial

Al©® Ao ... Ap_l@ AP©
.o 0o ... 0© 0©

AG® = ) ] ‘ ) ) , 3.1
0 00 ... I,® 0©

onde I, representa a matriz identidade de ordem r e 0 € a matriz nula de ordem r. Pela Proposicao
2.3., conclui-se que 0 © X = 0. Além disso, apenas para este propdsito, convenciona-se [ © X = X.
Nestas condi¢oes, obtemos o processo MGINAR(1) escrito como

=AY, +&, te€.

Mais concretamente,

X A@X 1 +...+A,0X &
Xi—1 X1 0

. = . + || . rez
Xt7p+1 rpx1 therl rpx1 0 rpx1

De acordo com a Proposi¢do 2.1. em [6], os polinémios det (I, —Az) =0 e det (I, — A1z — Arzr —
... —Apzp) =0, possuem a mesma solugao.

Exemplo 3.1. Consideremos um processo bivariado de valores inteiros seguindo um modelo BINAR(2),

escrito na forma

Xi;=ooXi 1+ pioXio+e,

(3.2)
Xo,=0moXo 1+ ProXoo+6y
Neste caso, o processo admite a representa¢do matricial MGINAR(1) dada por
Xy o 0 B 0 Xy €1y
X _ 0 o 0 B ® X511 n &,
X1-1 1 0 0 O X112 0
X2-1 0O 1 0 O X212 0
a 0 0
onde, sendo A1 = ! eA, = P , Se assume que
0 o 0 B
det(l — A1z —Axz?) #0, (3.3)

para z € C, tal que |z| < 1.
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De acordo com [6], a condi¢do (3.3), para z € C, tal que |z| < 1 é equivalente a det (I — Az) # 0,
para z € C, tal que |z| < 1. Por outro lado, det(I, — Az) = 0 é equivalente a (—z)*det(A — %14) =0,
para z € C tal que |z| > 1.

Uma vez que os valores proprios da matriz A, A = %, sdo dados por

o) £/ o + 4B, o+ /a2 +4B,
A= : Vo A= : (3.4)

2 2 ’

concluimos que uma condi¢do necessdria e suficiente para que se tenha det(Iy —Az) = 0, para |z| > 1,
éoj+pB; <1, para j=1,2.

3.2 Definicao e propriedades do modelo MGINAR(1)

Nesta sec¢do, o processo {X;};cz é construido como limite quase certo de uma sucessdo de
rocessos 1 X, (n) nc7. Entre outras propriedades, provar-se-a que, para cada n € N, o processo
t S
n 2 . s .
{X,( )}te 7 € fortemente e fracamente estacionario.

Seja {& };cz uma sucessdo de vetores aleatérios i.i.d, inteiros ndo negativos, com vetor média LL¢ e
matriz de covaridncias .. Seja A = [@; |« uma matriz quadrada de ordem r, tal que det (I, —Az) #0,
para z < 1, |z| € C, ou seja, tal que o polinémio det (I, — Az) = 0 tenha todas as raizes fora do circulo
unitario.

Introduzimos uma sucessao de vetores aleatdrios {X,W }nez dada por

0 n<0
x" = & n=0, t€Z
Aex" Vte n>0

onde, para 1 < i, j <r, a sucessdo de contagem {Yk(” ’t)}keN usada para o operador ¢; o, € fixada
para cada valor de 7 € Z. Assume-se que {& },cz € independente de todas as sucessdes de contagem

envolvidas em A®.

A semelhanca do que foi definido no capitulo anterior, B representa a matriz de elemento genérico

Bi.j igual & variancia de Yl(”] 1) a qual é independente de .

Mais adiante, provaremos que, para todo o ¢, fixado previamente, a sucessao X,(") converge quase
certamente para um vetor aleatério X; e, ainda, que a sucessdo {X; };cz € tal que & é independente de

X;, s < t, e satisfaz a igualdade
X, =A0X,_1+¢&, t €.

Notamos que, de acordo com Latour (1997) — trabalho que fundamenta este capitulo —, a
monotonia e a convergéncia de sucessdes de matrizes sdo entendidas termo a termo. A este respeito,
veja-se, também, [7] e [2].

Comecamos por apresentar alguns lemas sobre a sucessio {X,(n)}nez.

Lema 3.1. Para todo ot € Z, a sucessdo {X,(")}nez é ndo decrescente.
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(n—1)

Prova. Vamos provar que, X,(”) > X, ,paratodo ot € Z e n > 1. Para tal, utilizamos o principio

de indu¢do matematica.
Para o caso de n = 1, a prova € trivial. Com efeito,

Xt(l) ZA@X,(_O)l +t&=A0& 1+& 2> 8 :X,(O).

Provemos, agora, a desigualdade para n > 1. Suponhamos que, para todo o ¢ € Z, X,(") > X,("fl).
Resta-nos demonstrar que Xt(nH) — Xt(”) > 0. Para tal, consideremos a i-ésima componente do vetor
resultante da diferenca, ou seja,

X _x ™), = (A @Xt(f)1 +&—A @X,(ffl) —&li

_ i(af’} oX ) _ 1) o xn))

t—1,j Yi,j t—1,j
Jj=1
—1
Ly - X" i)
_ L= L,],t—
-y (T ey )
j=1 k=1 k=1

Por outro lado, aplicando a nossa hipétese de indug¢do, nomeadamente, Xt(f)l j > Xt(f;;), para

j=1,2,...,r,resulta

n n—1 n
r Xr(—)l ( P 1) X( ) ( i ; 1) r Xt(—)] J ( y 1)
L= Ljt=1)\ _ ijt=
Z(Zyk Y Y >—Z< Y >>0,
concluindo-se que a sucessdo é ndo decrescente. 0

A caracterizag@o dos dois primeiros momentos da sucessao {X,<") ez é feita de seguida.

Lema 3.2. Os primeiros dois momentos de X,(n), isto é, u" = E (X}n)) eYW =E (X,(n) (X,(n))r) sdo

finitos e ndo dependem de t. Além disso, as sucessdes {1\ }pen e {XY,cn sdo limitadas.

Prova. Comecemos pela esperanga matematica do vetor X,("). De facto,

EX") =E@Aox" " +6) = AEX" ") + e
=AE(A©X";" + e 1)+ e = A2E(X"5 V) + Apte + e

(3.5)
= A"E(Xz(gl) +o F AU+ e = AnE(Xt(O)) . AU+ e

n

= ZAk/Je =,
k=0

Vejamos, agora, que a sucessdo { i },cy é limitada.
Como o polinémio det(I —Az) = 0, z € C, tem todas as raizes fora do circulo unitario, isto &,
|z| > 1, da igualdade

0 = det(I — Az) = det[(—2)(A - iz] — (—2)det(A— iz),
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decorre que os valores proprios de A, dados por %, verificam \%| < 1, ou seja, os valores proprios
da matriz A encontram-se dentro do circulo unitdrio. Consequentemente, a matriz [ — A € invertivel.
. . . : : 1
Mais, o raio espetral, p(A), de uma matriz A verifica p(A) = lim [|A"||». Como temos
n—oo

1
lim HA”H% <1= lim —In||A"|| < 0= lim In||A"|| = —ec = lim ||A"|| =0,
n—oo n—eoo n—oo n—o0

concluimos que lim A" =0, ([2]). Assim, de
n—oo
ZA" TI—-A) I+ +A,

deduzimos que hm ZA" (I—A)~'. Logo, u ¢ limitada.

Para o momento de ordem 2, aplicando a propriedade 2 da Proposicao 2.5., tem-se

EX" XM =El(Aex" T +e)(aox "V +&)]
—E[Aex"T)Aex" " +Elg@ex" )T
[(Aex S HAeX ) +EEAeX )+
+E[(A0X" el |+ E(ee)
=d(BEX" ") +AE[(x" ) (x" NTIAT + peE((x")T)AT
(BE(X,", ) +AE[(X7 ) (X5 ) AT + pe (X7, ) DAT+

+AE(X" V)l + E(el)

= d(Bu ) +AB[X ) )TIAT () AT+

t

+Au Dl + X, (3.6)

onde X, = E(gg ).

De forma semelhante ao que foi feito em (3.5), aplicando n sucessivas substituicdes, até obter
uma funcio envolvendo E (X,(O) (X,(O))T) e uma sequéncia de termos nao dependentes de ¢, provamos
que E (X,(") (X,("))T) =Y néo depende de 1.

Vamos, agora, provar que, para cada ¢t € Z, a sucessao {Y(”)}neN ¢€ limitada. Pelo Lema 3.1,

{X,(")}nez € uma sucessdo ndo decrescente e vimos ja que
u < (1—A) "y

Para além disso, seja

M =d(B(I—A)" pte) + peptl (1—A)"") AT + AT —A) peptf +X,
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que € uma matriz simétrica.

Entao,

EX" (X)) =1
=AY VAT £ d(Bu V) 4 pe () AT + APVl 7
<AYCVAT 4 d(B(I—A) " e) + peptd (1= A) ) AT + AU —A) " e +%
=AY DAT 1 m,
ou seja, E(X™ (X"™T) < AY(-DAT 4+ M.

Observemos que, para n = 1 e n = 2 tem-se, respetivamente,

YD < AYOAT 41 = AE(X O (X\V))AT + M = AE(g,67)AT + M = AT AT +M

Y® <AYWAT M =A (AngT +M)AT +M =A% (A7) + AMAT + M.
Para n > 2, obtém-se

YW < AYPDAT 4 M < A"E (AT + A" ' MATY ™ + .+ AMAT + M

" n—1
=A"T (A7) + Y Afm (AT,
k=0

Concluimos a demonstra¢do, uma vez que o termo A"X, (AT)” tende para a matriz nula, quando
o0
n — oo, e a série Z Afm (AT)k é convergente, pois M é uma matriz hermitica por ser real simétrica. !
k=0
O

Lema 3.3. Para todo o n > 0, o processo {Xt(")},ez € estritamente estaciondrio.

Prova. Para demonstrarmos esta proposicao, € suficiente demonstrarmos que, para quaisquer & € Z e
k > 1, os vetores

)
: e :
(n) (n)

Xk Xk-‘rh

t&ém a mesma distribuicio.

Facamos a prova por indugdo. Notemos que os vetores

ISe p(A) < 1, a equaciio matricial de Lyapunov, AXAT = X — M, com M hermitica, tem solucio tnica dada por

+o0
Y A'M(AT), ((13], p.402).
i=0
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0 0

Xl( ) €1 X1(+)h €1+h
= e =

) la) [ e

sdo identicamente distribuidos, uma vez que os vetores (&1, ...,&)7 e (€14, ...,&.n)" sdo identica-
e, . . ~ L .. 0 2
mente distribuidos, pois {& };cz € uma sucessdo de vetores aleatérios i.i.d.. Portanto, {X,( )},EZ é

fortemente estacionario.

Admitamos, agora, que (Xé’”, . ,XI@I)T e (X}E”) - ,Xk(jlr)hfl)T tém a mesma distribuicdo. Tem-se
x"MT 0 g Ae ... 0@ | [x"
: =t oo :
x| g 0e ... Ao | [x)
e
n+1 n
x0T e, Ae ... 0o | [ x™
: = : |+ : oo :
(n+1) 0 A (n)
Xiin Ek-+h © ... A® Xirno1
Uma vez que a distribui¢do conjunta das varidveis do segundo membro de ambas as igualdades é
igual e cada uma das parcelas envolve vetores independentes, entdo os vetores (Xl("+1), . ,X,E"+1))T e
(X l(fl;ll), e ,Xk(iZI))T também sdo identicamente distribuidos.
O

Recordamos o Lema de Borel-Cantelli que serd usado na demonstracio do teorema seguinte.

Lema 3.4. (Borel-Cantelli). Seja E, uma sucessdo de acontecimentos num espaco de probabilidade.

Se Z P(E,) < oo, entdo P(lim sup E,) = 0, onde lim sup E, = ﬂ U E;.
n=1

n—yoo n—oo n=1k=n

A existéncia de um processo INAR(1) multivariado como limite quase certo da sucessdo de
processos {X,(")} nez € estabelecida no teorema seguinte.
Teorema 3.1. De acordo com as condigdes definidas anteriormente, existe, quase certamente, um
linico processo estaciondrio, ndo negativo e inteiro tal que

Xt:A@X;_]+gt, tEZ

com & independente de X, para s < t.
Prova. Para estabelecermos a veracidade da proposi¢do, precisamos de demonstrar

i) a convergéncia quase certa de Xt(");

ii) a estacionaridade estrita e de segunda ordem de {X; };c7;
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iii) o valor inteiro e ndo negativo de {X; };cz;
iv) a unicidade de {X;},cz;

v) aindependéncia de & e X, para s < f.

Convergéncia quase certa de X ,("). Seja (Q,.7,P) o espaco de probabilidade onde os vetores
aleatorios estdo definidos. Uma vez que, para cadat € Z, {Xt(") }nen € uma sucessdo ndo decrescente

(n)

de valores inteiros ndo negativos, para todo o ® € Q, existe X;(®) = lirE X", podendo ser oo. No
n——+oo

entanto, vamos mostrar que o conjunto onde tal ocorre, isto €,
r r
={0:3i,1<i<rn Xi(0)=}=J{o: X (0) =co} =] o,
tem probabilidade zero. Para isso, demonstramos que P(%.;) =0,i=1,...,r. Seja

hi={0: XV (@)-x" V(@) >0}, 1<i<rn>1.

1,i

Por um lado, temos

E(X - Y kP{o: X" (0) - X (0) =k}
> Y Plo: X (0)- X" (0) =k} (3.7)
k=1
=P{o: X (0)- XV (0) >0}
= P(Ap).
Devido a (3.5), temos
Ex"™ -x""=gx")-E ZA e — ZA Le = A" L. (3.8)

Consequentemente, sendoe; = (00 ... 1 ... 00) o vetor 1 X r, com 1 na i-ésima componente e 0
nas restantes, de acordo com (3.7) e (3.8), podemos escrever P(<,,;) < e;E (X, () —X,("_l)) = e~A” Ue.

Aplicando o somatério a ambos os membros e usando, novamente, o facto de que lim ZA"
n—oo

k=0
(I-A)~!, temos

Z i <e[ZA pe < e;(I—A) e < oo, (3.9)

n=1

=)

Entéo, usando o Lema de Borel-Cantelli, obtemos P(.%%. ;) = 0, onde . ; = ﬂ U . i Assim,
n=1k=n

(n) «

n
Z = 0. Desta forma, concluimos que X, é quase certamente convergente para X;.
i=1
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. -1 ~ I .  pl(n—1
Mais, sendo {X,(" )}neN uma sucessdo de vetores de valores inteiros, entdo ter-se-a X,(" ) =X,
a partir de uma certa ordem ng. Assim, para cada j=1,2,---,r, temos

XE"f D) X, j

t,j
P(lim ) Yi—;Yi#O)zo,

i=1
ou seja, o oXtS?_l) — aoX; j, q.c., h — +oo. Daqui decorre que
AeX" Y SAGX 1, gc., n— oo

Consequentemente, tomando limites em X,(") =A© Xt(ffl) + &, obtemos X, =A®X, |+ &.

Estacionaridade estrita e de segunda ordem de {X, },c7. Provdmos, no Lema 3.3., que o pro-
cesso {X}")},ez ¢ estritamente estaciondrio. Por outro lado, vimos que X,(") converge, quase certa-
mente, para X;. Uma vez que a convergéncia quase certa de um vetor é equivalente a convergéncia
quase certa das suas margens, temos

Vi,leZ, x",x%, . x ) > (XXt K)o oo

Analogamente, obtém-se

Vil keZ, (Xt(gcht(:)l—kk’ "'7Xt(13+k) q—c> (Kot Xt 14k ooy Xt 14k), 10— o0

Destas convergéncias decorrem as correspondentes convergéncias em distribui¢cdo, ou seja,

Fth) X0 Xty oo Xeg1) — Fx, X, (X5 ooy X)), 10— oo,
ey

FX("E( X(ﬂz k(-xl‘7 ; "'7-xt+l) ? FX,+k7...,X,+[+k (-xh "'7-xt+l)7 n— +°°7
14k

para qualquer (x;,...,x.47)7.

Uma vez que {X,(")}tez € estritamente estaciondrio, os vetores (X,(”), ...,Xt(g) e (Xt(jr’f,(7 ...,XI(E )
sao identicamente distribuidos. Como o limite € Unico, quaisquer que sejam ¢, [, k, os vetores
(Xt -y Xe41) © (Xytky-ee, Xp14%) s80 também identicamente distribuidos. Assim, concluimos que

{X:}1ez €, também, estritamente estaciondrio.

Para além disso, vimos que os dois primeiros momentos de X,("), com ¢ € Z, existem. Assim,
como {X; };cz € o limite quase certo da sucessdo, entdo é, também, um processo de segunda ordem. A
estacionaridade forte garante que {X; };c7 € estaciondrio de segunda ordem.

. . ~ . ~ n 7z ~ .
Valor inteiro e ndo negativo de {X, },c7. Sabemos que a sucessdo {Xt( )},GZ ¢ uma sequéncia de
vetores inteiros ndo negativos. Além disso, provdmos que € ndo decrescente e que é quase certamente

convergente.
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() _ x(n=1)

Assim, a partir de determinada ordem, X, = 0. Portanto, como X; € o limite quase certo

da sucessao, temos que Xt(") = X;, onde X; € um vetor de valores inteiros ndo negativos.

Unicidade de {X;},cz. Para demonstrarmos a unicidade da solugio, suponhamos que existe um
outro processo estaciondrio, {Z; },cz, satisfazendo as condigdes definidas para a sucesséo {Xt(n) ez
Assim, temos

X —7Z,=A0X,_1+&—-A0Z_|—&=A00X,_1—AO®Z_.

Precisamos de demonstrar que o conjunto
PBoo ={0:3i, 1 <i<r, [X;;(w) -7 ;(w)| >0}

tem probabilidade igual a zero. De forma anédloga a demonstracdo da convergéncia quase certa de
X,("), notemos que, com HB.; = {0 : |X; ;(®) — Z; j(®)| > 0}, temos

B = | {0 X 1(0) — Z 1(0)] > 0} = | | By
i=1

i=1

Com efeito, como E(Z,_1) = E(X;—1), percorrendo os passos similares a (3.7), (3.8) e (3.9) e
usando o Lema de Borel-Cantelli, prova-se que P(#.) =0

Sejam

Bri={0: X" (@)~ Z(0)}, 1<i<rn>1.

Para o resto da prova, para n > 1, iremos usar a seguinte notagao:
U0 (1) = &, U (1) = (X7 (@) = Zua(@) )" U0 = 0" (@), ... 0 ()
LO(1)=0.{" (1) = (min{x},2,})7. L)1) = (L (0).....LI" (1))

MO () =0, M (1) = (max{X", Z. )T, MW (1) = (M" (0),....M" (1))

Por um lado,

1 4 -1
U0 = Y ol oxT) ~alloz, 1 < Y lal) XY — ol 07,1
i=1 i=1
r X;(jy ( t) Zt—l.j ( t) r Mj(nil)(til) ( 't)
l7 17 l‘u 9
SRS RS v (R ML
=11 k=1 k=1 =1 N jmr 0 )
U(n—l) 1 U(”*l) -1
_ Z 5 d Z g~ )Yo,m
- L V-1 )
j=1 k=1 j=1 k=1
.
d -1
. Zai(fj)on(n )(t—l)

~.
Il
—
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Desta forma, pelo Lema 3.2., temos que
EUM0) <EA0U" V(i —1)]=AEU" V(—1)]=..=A"E[UQ (t —n)] = A" .
Por outro lado,

E(XY ~ 7)) = Y kP{o: X (0) — Z (o) = k}
k=1

k

> Y Plo: X(0) - Z () =k}
=1
P{o:

|
X% (@)~ Zoi(0)] = k} = P(%,,).

v

Assim, P(%,;) < e;E[U"(t)] = ;A" e e, portanto,

oo oo

ZP{%n,i} <e ZAn.ue < ei(I_A)il.ue < oo,

n=1 n=1

Pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que Pr(%.;) =0, onde HBo.; = ﬂ U Brie

n=1k=n

P(#.) = P{:3i, 1 <i<r, |lim x"(@) ~ 2, > 0} =0,

pelo que concluimos que a probabilidade de X; e Z, serem diferentes € nula e, por isso, X; é, quase
certamente, Unico.

2

Independéncia de &; e X;. A matriz A € de ordem r X r. A cada tempo, 7, existem r~ sucessdes

de contagem envolvidas no operador A©, as quais se assumem todas independentes entre si e também
independentes dos processos {X; }/cz € {& }:ez. Por outro lado, uma vez que X; = A © X;— + &,
concluimos que o vetor X; depende apenas de X;_{,X;_»,... e de &,&-_1,..., pelo que deduzimos a
independéncia de & e X, para s <?. O

Passamos a apresentar o cdlculo da média E(X;) e da fun¢éo de autocovariancia definida por
I'(h) = E<Xt+hXtT) - E<Xt+h)E(XtT)7 h >0,

ou seja, a matriz de elemento genérico

[F(h)] =Cov(Xis+n,Xjs), G,je{l,....;r}, h>0.
i,J

Proposicao 3.1. Seja {X,},;>1 um processo multivariado seguindo um modelo MGINAR(1). Entdo,

1. EX;)=(—-A)"'E(g)
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2. T(0) = d(BE(X,—1) + AT (0)AT + ¥,
3. T(h) =A"T(0), h > 1.

Prova. 1. Temos
E(Xt) :E(A@X,,1+S,) :AE(lel)‘i‘E(gt) (310)

Como todos os valores proprios da matriz A estdo dentro do circulo unitario, nenhum deles serd a
identidade. Entdo, det(I —A) # 0, pelo que I — A é nao singular, ou seja, admite inversa. Neste caso,

temos
E(X,) =AE(X,_1)+E(g)
e (I-A)E(X,) =E(g)
= EX)=1I-A)""E(g).

2. Similarmente ao que foi provado em (3.2),
V(X) =T(0) = EXX) - E(X)E(X,)"

= E((A @thl)(A @thl)T) +E((A @thl)gtT) +E(€t(A @thl)T)‘f-
+E(gel)—E(A0X, )E(A@X, 1) —E(A®X,_)E(g)" —
—E(&)E(A®X, )T —E(&)E(g)T

=d(BE(X,_1)) +AE(X, 1 (X" )AT —AE(X,_)E(X;_1)TAT + 2,
=d(BE(X,_1)) +A<E(X,1(Xf1)) —E(X,l)E(X,l)T)AT + 2,

=d(BE(X,_1)) +AT(0)AT +x,. (3.11)

3. Relativamente a funcdo de autocovaridncia e aplicando a propriedade 5 da Proposicao 2.5.,
obtemos

F(h) = E(XH-hXtT) - E(Xt+h)E(XtT)

E(A®Xip-1+&n)X ) —EA@X 1 +&n)EX])

(A@Xipn-0)X) +E(&14X]) = E(A® X, -1 + &) E(X/)

E
AE (XH-h—lXtT) + E(8t+/1)E(XtT) —AE (Xt+h—1 )E(XtT) - E(8t+/1)E(XtT)
A

EXen1X) = AE(Xesn1)E(X/)

=A <E(Xt+h1XtT) —E(Xi1n )E(XzT)>

= AL (h—1) = AA"'T(0) = A'T(0). (3.12)
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Segue-se um exemplo dos resultados expressos acima.

Exemplo 3.2. Retomemos o processo bivariado introduzido no Exemplo 3.1. Considerando que o

operador univariado é o operador aleatério binomial, a matriz B é da forma

O£1<1—O£1) 0 ﬁ](l—ﬁl) 0

B— 0 062(1—062) 0 Bz(]—ﬁz)
0 0 0 0
0 0 0 0

A matriz [F(O)] é da forma
4x4

1%.,(0) %, (0) ¥, (1) (1)
7.,(0) 10,00) %o, (1) %, (1)
Yxl",(l) 7X21z71(1) yXl,t(O) 7X1,t(0)

( (

?Xl.z—l (1) ’yXZ,z(l) 5&1,; 0) yXZ.t 0)

onde ¥x;,(h) = Cov(X;,Xj 1) € Tx;, (h) = Cov(Xj 10, Xiy), para j=1,2, h € Z.

Observamos que ?Xu (0) = ?Xz; (O)’ ’)7?(1,1(_1) = ’}N/XZ,I—I (1) e ’)7X1,z71 (2) = ')7X2,,+| (_2)' A igualdade
I'(1) = AT’(0) dd lugar a

}’x“(l) ?Xl.t(l) yXl,t<2) 7X1,r71(2)
%(2.1 ( 1 ) Yo, ( 1 ) 7X2.z71 (2) Yo, (2)
%, (0) ¥,00) %, (1) ¥, (1)

7X2.r (O) sz,r (O) %(2,:4 ( 1 ) sz,r ( 1 )

_YXL; (0) }7X|,z (0) %(l,z(l) ’}7X1.171 (1)

[04] 0 B] 0 - -
B 0 o O ﬁZ Yxi, (0) Y%, (O) o ( 1 ) Y%, ( 1 )
B 1 0 0 0 yXl,t(l) '}7X2‘,,1 (l) Vi, (O) 7Xu (O)
0O 1 0 0 )

7XI,1—1(1) %(2,,(1) ’}7)(1_1(0) ’}6(2_1(0

[y, (0)+ B, (1) o, (0)+Bif, (1) oy, (1) +Bir, (0) s, (1)+Bi¥, (0)
0¥, (0)+ B2¥x, i (1) 0¥, (0)+ Boviy, (1) 0¥y, (1) + B2, (0) 0¥y, (1) + Ba¥iy, (0)
., (0) ¥x.,(0) ., (1) T, (1)

Y., (0) Y., (0) P, (1) Y, (1)
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Por outro lado, a igualdade matricial

I'(0) =d(BE(X;—1)) +AT(0)A” + X,
=d(BE(X,_1))+T(1)AT + %,

toma a forma

S o o O

(o (1 =)+ Bi(1—PBr))ux, 0 0 0
0 Ba(1—B)ux, 0 O
I'(0) =
( ) 0 0 0O O *
0 0 0O O
[, (1) T, (1) 70,(2) T, (2)]
N _ a 0 10 o} Cov(ei;,6,) 0
1 1 2 2 Lt ) )

. sz,;( ) sz,t( ) 2:4( ) szt( ) 0 a 0 1 COV(EI,nSZ,t) ng‘, 0
’yXl,x(O) ?Xu(o) ’}/Xu(l) ’}7X1A/71(1) Bl 0 00 0 0 0
) 3 0 B 00 0 0 0
7.(0) 1,(0) T, (1) ¥, (1)




Capitulo 4

O MODELO BINAR(1)

Ao longo do Capitulo 3, foi introduzido e estudado um modelo multivariado de séries temporais
de valores inteiros ndo negativos, designado modelo MGINAR(1). Este novo capitulo servird para
particularizar este modelo, estudando um modelo bivariado, denotado por modelo BINAR(1) (Bivariate
Integer-valued Autoregressive of order 1), introduzido e estudado em [4]. Mais adiante, iremos detalhar

as leis das inovagdes.

4.1 Definicao e propriedades do modelo BINAR(1)

Comecemos com a definicao do modelo.

Definicao 4.1. Sejam {X; };cz e {R; };cz processos bivariados de valores inteiros e ndo negativos e
A uma matriz diagonal de ordem 2 de elementos {¢;}j—1 2. Dizemos que {X; };cz verifica o modelo
BINAR(1) se

a 0 X1 R
X, =A®X,_| +R = | . O M FS R re’
0 m X511 Ry,
o oX - R
_ 10411 + 1t ’ te7
0oXy, 1 Ry,

onde © representa o operador matricial definido na sec¢do 2.3, para o qual o operador o € o caso
particular do operador de Steutel e van Harn (Defini¢do 2.2.), designado por operador thinning, cuja
sucessdo de contagem {Y;};cn é uma sucessdo de v.a.’s i.i.d., com lei de Bernoulli de pardmetro «,
com ¢ € [0, 1]. Assume-se a independéncia entre os operadores thinning envolvidos e a sucessao das

inovagdes.

Recordemos que, como foi provado anteriormente, o processo {X; };cz seguindo um modelo
BINAR(1) ¢é fortemente e fracamente estaciondrio, uma vez que a matriz A tem raio espetral inferior a
1.

27
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Para estabelecer os momentos de primeira e de segunda ordens do modelo, utilizamos as pro-
priedades expressas na Proposi¢do 3.2., com

A— (041 0 e B— 061(1—061) 0
10 B 0 m(l—om)|

Uma vez que, para h > 1, se tem

Ah_a{‘O
o o)’

a funcdo de autocovariancia matricial

Cov(Xys4n,X11) Cov(Xys4n,X0y)

I'(h) =
Cov (X2J+h s X] J) COV(XZ?[+]1 N Xgﬁ,)

escreve-se na forma

Var(X 1) Cov(X; ,17X27t)
Cov(X2s,X14) Var(Xa;)

() = [a{’ O]

h
0 o

- [ O‘? Var(Xi ) O‘?COV(X”’XZ”) .1

Otél COV(XZJ 5 X] 7[) Oéél Var(Xz_’,)

Mais,
OC](] —Ot1> 0
0 062(1 —062)

d(BE(X,)) —d< [

e, assim, devido a (3.11), vem

COV(XL;,X]J) COV(XL[,XZJ)

I(0) =
COV(XQJ,X]J) COV(XZJ,XZJ)

061(1 —Otl)E(XL[) 0
0 062(1 — (XZ)E(XQJ)

Va"(XlJ) Cov(X; ,thZ,[)
Cov(Xp4,X1;)  Var(Xz,)

a 0

0 (04)
Var(R ;) Cov(R14,R2)

COV(RLt,RzJ) Var(RZ,t)

i o 0
0 m
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al(l—al)E(XU) 0
0 (1 —0)E(X2)

ozlear(Xl J) (04] (XzCOV(X] ,t,XZ,t)
(04] OtzCOV(XlJ,XzJ) OtZZVar(XzJ)

Var(R1 ;) Cov(R14,R2y)

4.2)
COV(R]J,RZJ) Var(Rgv,)

De seguida, apresentamos um proposi¢ao que estabelece os momentos de primeira e de segunda
ordens do modelo.

No que se segue, sempre que tal seja til, usamos as notacdes
. 2.
by = () : GF, = Var(x;. ).

’}6{]. (l’l) = COV(X/'J,XJ'7,+h) (S PXj (h) = CO}’I’(X,‘J,X]‘J+]1),
')7Xj (h) = COV(XjJJrh,XiJ) € ﬁXj (h) = CO}’I"(XJ'7,+h,X,'J).

Proposicao 4.1. Seja {X;},cz, um processo seguindo um modelo BINAR(1). Assumindo que as
varidveis da sucessdo i.i.d. {R;;};cz tém média A; e varidncia (7]2 = VjA;j, com v; >0, para j=1,2,

os momentos de primeira e de segunda ordens de {X;},cz sdo dados por

}4.
]. E(X]t) - 7171(%_
(0 +0))A;
l—a}

2. Var(Xj,)

3. Cov(Xjs, Xjr4n) = aj?o,%j, h=1,2,..

4. Corr(Xj;, Xj14n) = ol

b h=1.2,...

Prova. 1. Utilizando a igualdade (3.10), temos

E(Xj1) = GE(Xj;—1) +E(Rj¢) = 0GE(Xj:) +E(R) )

< (1—a))E(Xj;) =A< EX;,) = ji=1,2.

9
I—Olj

2. Tendo em conta a igualdade matricial (4.2) e o resultado anterior, obtemos

Var(X;,) = (XJZVar(XjJ_1)+ oj(l—a;)E(Xj;—1)+Var(Rj,)
A
= Oészar(XjJ,l) + (Xj(l — Otj)ﬁ + 'Ujlj
- W
— (1 — OtJZ)Var(XjJ) = (Xj)Lj + 'Uj)uj
(aj+0j)4;

< Var(X;;) = a2
J

, j=12.
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3. Novamente, devido a (3.12), tem-se, para j = 1,2,

h h 2
Cov(Xj;, Xjitn) = 0 [F(h— 1)] =0 [F(O)} = Oc;GX., h=1,2,...
JsJ JiJ
4. A funcio de autocorrelacio obtém-se de maneira direta, através da divisdo entre a fungao de
autocovariancia no ponto 4 e a fung¢do de autocovariancia no ponto 0, ou seja,

h 2
Corr(X;;,X; =1 = L=a!, h=1,2,..
Orr( Jit ],l-‘rl’l) ,}/xj (0) G)%j j
o que conclui a demonstracao. O

A seguinte proposicao estabelece mais duas propriedades deste modelo, que dizem respeito as
covariancias cruzadas Cov(Xj 15, X2;) € Cov(Xi;,X2,+1) € as consequentes correlagdes.

Proposicio 4.2. Seja {X },cz um processo bivariado que segue um modelo BINAR(1). Entdo, para
h=0,1,..., sdo verificadas as seguintes igualdades

h
1. Cov(Xi 11, X21) = 1=z Cov(R1 1, Ra)

ay/(1-af)(1-a3)
(1—ar )/ (1 +v1) (da+v2) A1 o

2. Corr(Xit4n,Xoy) = Cov(R14,R2)

h
3. COV(X17,,X2J+;,) = LCOV(RU,RQ’,)

- 11— o0

o/ (1-0f)(1-a3)

(1—an o)/ (a1 +01) (00 +02) 41 A

4. COI"I’(XlJ,XzJJrh) = COV(R]J,RZJ).

Prova. 1. Por um lado, utilizando a igualdade matricial (4.1), obtemos
Cov(Xy1+n,X21) = 0 Cov(X 1, Xa,), h>0. (4.3)
Por outro lado, recorrendo a igualdade matricial (4.2) que define I'(0), temos
Cov(X1;,X2;) = 10aCov(Xy 1, X2 ,) +Cov(R14,R2,), 4.4)
do que se obtém

(1 - 061 (XZ)COV(XLI?XZ,Z) — COV(R]J,RZJ)

e COV(XL[,XQJ) = COV(RlJ,RzJ).

1—on
Consequentemente, juntando as equagoes (4.3) e (4.4), obtemos

h
o
——L __Cov(R14,Rz;), h=0,1,...

Cov(Xi g4, X2,4) = -
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2. A correlacdo entre as varidveis X; ;. € Xo, € obtida através da divisdo entre a covariancia entre
essas varidveis e os respetivos desvios padrdes. Assim, utilizando a propriedade 2 da Proposicdo 4.1.
e o resultado anterior, obtemos

h
c (X x ) COV(XL,_,_;,,XQJ) JxﬁCOV(RI ,taRZ,t)
orr = - =
1t+h> A2t \/Var(Xl’t+h)\/Var(X27l) \/(aﬁ-m)/ll \/((X2+1)2)7Lz

1-o? 1-02
ofy/(1-a)(1-a3)
— COV(R]J,RZJ), hZO,l,
(1—a10n)+/(ou + V1) (a2 +02) A

As propriedades 3 e 4 provam-se de forma idéntica.

A demonstragdo fica concluida. 0

4.2 Casos paramétricos

Esta sec¢@o destina-se ao estudo de dois modelos BINAR(1) que se distinguem apenas na lei do
processo das inovagdes. Primeiramente, apresentaremos o caso em que as inovacdes das duas séries
seguem a lei de Poisson bivariada. De seguida, estudaremos o caso em que as inovacdes seguem uma
lei Binomial Negativa bivariada.

4.2.1 Inovacoes com lei de Poisson

Assumimos que o processo bivariado das inovagdes, {R1;,Ra;}cz, segue uma lei de Poisson
bivariada cuja fun¢éo de probabilidade ¢ tal que

P(Ri;=xRyy=y) =

:e*(llJrlz*(]))(ll_d))x (M—9¢) & [x y ; 0 i
& ! g() () !((/11—¢)(7tz—¢))’

com x,y € Ng e onde s = min(x,y), A1,A2 > 0e ¢ € [0,min(A1,12)).

Esta distribuicdo é denotada por PB(A;,A2,¢). As margens deste processo seguem leis de
Poisson de pardmetros A; e A,, respetivamente, ou seja, Ry ; ~ (A1), Ry ~ & (A2) e o pardmetro ¢
corresponde a covariancia entre as duas varidveis, isto €, ¢ = Cov(R1;,R2;). Se ¢ =0, a fungdo de
probabilidade conjunta corresponde ao produto das duas fun¢des de Poisson para cada processo, isto
é, existe independéncia entre {Ry;},cz € {Ra; }rez.

A distribui¢cdo acima conduz-nos ao caso de equidispersdo, ou seja, v; = 1, onde, para cada
J = 1,2, se deduz que as sucessoes R, sdo i.i.d. e seguem a lei de Poisson com GJZ =A;.

A proposicdo seguinte caracteriza o modelo BINAR(1) com inovagdes de Poisson, no que diz
respeito aos primeiros momentos, a fungéo de autocovariancia ¥y, (/) e a fungdo de covariancia
cruzada ¥y;, (h).
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Proposicao 4.3. Seja {X;},cz um processo bivariado que segue um modelo BINAR(1), cujas ino-
vagoes seguem leis de Poisson de pardmetros Ay e Ay. Os momentos de primeira e de segunda ordens
do processo, para j = 1,2, sdo dados por

Aj
lfocj

1. E(Xj;) =

oc’?/lj
2. COV(Xj,hXj,l‘-l-h) = L= hZO,l,

— 1—o;
1—o;

3. Corr(Xju, Xjin) =, h=0,1,..
¢ s
4. COV(X{J,X]'J_A,_],,):W, ]#l, h:(),l,

al\/(1—on)(1-n)¢

(1—06|(X2)\/m ’ J#la h:O,l,

5. Corr(Xj pn,Xiz) =

Prova. 1. Uma vez que as margens de cada inovacdo seguem leis de Poisson de pardmetro A;, para
Jj=1,2, amédia do processo {R;;};cz € igual a esse pardmetro, pelo que a demonstragdo desta
propriedade é equivalente a demonstracio da Propriedade 1 da Proposicdo 4.1.

2. De acordo com as propriedades 2 e 3 da Proposi¢do 4.1. e devido ao facto de v; = 1, obtemos

o+ 1)A; (o;+1)A; alld,
Cov(Xis, X; :ahaz.:ah(fif:ah J J _ :
( st ]7l‘+h) J X J 1_aJ2 ](l_aj)<1+a]) 1_a]

h=0,1,..

3. Trata-se da propriedade 4 da Proposicao 4.1.

4. Para j # i, utilizamos a propriedade 1 da Proposi¢do 4.2., com Cov(R; ;,R»;) = ¢. Desta forma,
juntando os resultados (4.3) e (4.4), obtemos, para este modelo, o pretendido, ou seja,

ol ol¢ .
Cov(X 141, X2y) = mCOV(RLt,RLt) = o J#i, h=0,1,..

5. A semelhanca do resultado 2 da Proposicdo 4.2. e sabendo que v i =1eCov(Ri;,Rr;) =,
obtém-se o seguinte

ol¢
! al'\/(1—oy)(1 -«
Corr(Xj o Xis) = Lo AL (UC P
) E \/(Otl—}—l))«l (a+1)As (1 — 0 (XQ)\ /kl AQ
(1-a) V (1-a3)
A demonstragdo fica concluida. O

Observamos que, quando se consideram inovagdes com lei de PB(A;,4,,¢), tem-se E(X;;) =
Var(Xj;), uma vez que
Aj
11— o

Aj
l—OCj7

E(th) = (& Var(XjV,) = COV(Xj,t,Xj,t) = J: ],2,
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o que reflete a equidispersdo das margens do modelo.

A proposi¢do seguinte estabelece os momentos condicionais que serdo usados na seccdo da
estimacdo pontual.

Proposicio 4.4. Seja {X;,X>}1cz um processo bivariado, que obedece a um modelo BINAR(1)

com inovagoes seguindo a lei PB(A1,Az, ). Entdo, para j = 1,2, tem-se

L E(XjilXji-1) = 0Xji1+4;
2. COV(XJEHXJ'J’XJ'-,I‘*l) = aj(l - aj)Xj,tfl —|—lj
3. Cov(X; 1, Xif|Xji—1,Xis—1) = 9.

Prova. 1. Aplicando a propriedade 4 da Proposi¢éo 2.3., temos, para j = 1,2,

E(Xji|Xji—1) =E(atjoXjs—1+Rj¢|Xjr-1)
=E(0joXj—11Xj—1) + E(Rj;|Xji—1)
= 04X 1+ A,

uma vez que, dado Xj;_1, a v.a. @oX;,_; segue uma lei Z(X;;_1,a).

2. Por outro lado, para & = 0, e usando a demonstragao da propriedade 5 da Proposicdo 2.3., a
matriz de varincias-covariancias condicional, tem elementos diagonais dados por

COV(XJ";,X]'J ’Xj,l—1> = COV(X]'J,XJ'J ’Xj,l—l) = Var(XjJ ‘Xj,l‘—l)
=Var(ajoXj;—1+Rj;|Xj;—1) =Var(ajoX;, 1|Xj,—1) +Var(R;,)
= a;(1 —aj)Xj—1+A;.

3. Quanto a covarincia condicional tem-se

Cov(Xi 1, X241 X14-1,X24—1) =Cov(a 0 X1 ;-1 +Ri4,000X0 ;1 +Ros|Xi1—1,X24-1)
= a1 00X1;—1Xo,—1 +E(R1;)00Xo; + E(Ra;)0 1, +E(R1:Ra)
— (X141 +E(R1;))(02X2;—1+E(Ray))
=E(RiRy;) —E(Ri,)E(R2y)
= Cov(R1,R2;)
= 9.

A demonstragao fica concluida. O
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4.2.2 Inovacoes com lei Binomiais Negativas

Suponha-se que o processo de inovagdes {R| , Rz, };cz segue uma lei Binomial Negativa bivariada

com funcdo de probabilidade conjunta tal que

LB~ +x+y) MNP
LB~ N (x+ DT (y+1) (Ag + A + p=1p+h
comx,y € Ng e 41,42, B > 0. Esta distribui¢do é denotada por BNB(A1,A2, ).

Note-se que, a semelhanca da distribuicdo de Poisson, as margens do processo de inovagao,

P(Rl,z =x,Ry; :)’) =

{R;}icz, seguem leis Binomiais Negativas univariadas de pardmetros ' e p; =B~ /(A;+B71),
para j =1,2.

A func@o de probabilidade de uma varidvel X, discreta, com lei binomial negativa (BN) de
D pi(1— p)*, x € No. Assim, a

n—1

parametros (n,p), com n € N e p €]0,1[, é dada por Q(x) = (
distribui¢do univariada de R;; € dada por

L ﬁ_l—l—x—l B_l B! [3_1 X
P(Rj’t_x>_< B~'-1 ></lj+l3_'> (1_%‘+l3_‘>
B a1 (B Af

T BT (B (B
(B~ +x) ﬁ_ﬁillf

— : =1,2 .
DB+ 1) (3 ¢ piyeep I 1A e
Além disso, seXNBN(n,p),asuamédiaédadaporE(X):@easuavariﬁnciaédadapor
Var(X) = % Desta forma,
Aj 1
ERj,) = ! =, j=12
( j,l) (AJB_Fl)/()*jB_"I) i J )
e
Var(Rig) = () (gt = (A4 1), =12
=B g ) T VP T T s

Relembrando que, na Sec¢ao 4.1., a varidncia das inovacdes era dada por GJ2 =VjAj, para j=1,2,
e, agora, é dada por GJZ = A;(A4;B +1), isto implica que v; = 1+ BA; e A;, > 0, para j = 1,2.
Consequentemente, v; > 1 e, por isso, estamos perante um caso de sobredispersao.

A correlagdo entre as varidveis Ry ; € Ry, € dada por

A B?
Corr(Ry14,Ry;) = . 4.5
(o) \/<1+m><1+w> -
Note-se que, em particular, para 8! = 1, estamos perante uma distribui¢io Geométrica bivariada.

Concretamente, as distribui¢des marginais sdo tais que P(R;; = x) = (li—h)x%, x € Np.
] J

A préxima proposi¢ao resume a média e a estrutura de segunda ordem deste modelo.
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Proposicdo 4.5. Seja {X; ;, X, }icz um processo bivariado seguindo um modelo BINAR(1) tal que a
lei das inovagdes é uma lei BNB de pardmetros (A1, Ay, B). Tem-se, para j = 1,2,

Aj
lfaj

1. E(Xj,) =

h. A .
2. Cov(Xjs, Xjpin) = LHWPHTA) o,

2
la/.

3. Corr(Xj s, Xjin) =&, h=0,1,...

nBALA . .
4. COV( jt+h>X ):Tiﬁallazza J;’éla ]’lZO,l,
o B (1—a2)(1—02) A C
5. Corr(Xjsin,Xiz) = = alaz)\/(1‘5"3;{/1‘&&1)(1‘&51}2‘5052)’ j#i, h=0,1,...

Prova. 1. A demontracdo desta propriedade ¢ andloga a demonstragio da propriedade 1 da Proposigao
4.3.

2. Utilizando as propriedades 2 e 3 da Proposicdo 4.1. e o facto de v; = 1+ BA;, obtemos o
pretendido.

3. Esta demonstracdo é semelhante a demonstragdo da propriedade 4 da Proposi¢ao 4.1.

4. De acordo com o resultado (4.5) e tendo em conta que Var(R;;) = (A;8 +1), para j = 1,2,

temos

COV(RIJ,RZJ)
\/Var(Rl +) ¢Var(R27,)

— \/ Ao B2 _ Cov(R14,R2,)
1+ 4B)(1+28)  VA(MB+1)v/A(AB+1)

CO}’I’(RlJ,RzJ) ==

2
= Cov(Ry,Ry;) = \/(1 +A:I/13;)L§f+ 7P VAMB+ 1)V (AB +1)

S COV(R“,RZJ) = ﬁklﬂg.

Assim, substituindo esta covaridncia no resultado da propriedade 1 da Proposi¢ao 4.2., obtemos o
pretendido.

5. Para esta propriedade utilizamos, novamente, o resultado 2 da Proposicdo 4.2., atendendo a
que, para este modelo, o valor de v; é dado por v; = 1+ A}, com j = 1,2. Assim,

oy /(1—-a?)(1-3)

C X; 17Xi. =
orr(Xj vn,Xiz) (1—am)y/(ou+1+BA) (e + 1+ L)

BAi A
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B (1—a2)(1—0d) i

N (1—a1az)\/(1+ﬁ/h+oc1)(1+mz+a2)’ h=0,1,..

A demonstragao fica concluida. O

Neste caso, obtemos a sobredispersido das margens do modelo, uma vez que

BA;
1+OCJ'

Var(Xj,) = E(X;)(1+ ) > E(Xj1).

A semelhanga do modelo anterior, os momentos condicionais, que serdo usados posteriormente,
SA0 expressos na seguinte proposicao.

Proposicio 4.6. Se {X;,X2;}iez € um processo bivariado, seguindo um modelo BINAR(1) com
inovagoes com lei BNB(A1, A2, B), entdo, para j = 1,2 e h =0, tem-se

1 E(Xjs|Xj—1) = 0iXj -1+ Aj
2. Cov(Xjs, Xjs|Xji—1) =aj(1 —aj)Xj—1 +A;(1+BA))
3. Cov(Xj, Xis|Xji—1,Xii-1) = BAida.
Prova. 1. Esta demonstragdo € idéntica a demonstragdo da propriedade 1 da Proposicédo 4.4.

2. Esta demonstracdo é semelhante a demonstracdo da propriedade 2 da Proposicao 4.4., a excecao
da variancia do processo {R;};cz. Concretamente,

Cov(X;s, XjlXji1) = Var(Xj|Xj-1)
= Val’(Olj O0Xjr—1 —I—RJ',; |Xj,,71) = Val’(Olj O0Xjr—1 |Xj,t71) —|—Var(Rj’t)

= (1 —a)X; 1 +A;(1+24;B), j=1,2.

3. Analogamente as propriedades anteriores, esta também é resultado da demonstragdo da pro-
priedade 3 da mesma proposi¢cdo. Desta forma, aplicando, ainda, parte da demonstracio da propriedade
4 da Proposicao 4.5, temos

Cov(X;, Xi1|Xji-1,Xis—1) = Cov(R11,Ra;) = BA1 A2

A demonstragdo fica, assim, concluida. O

4.3 Estimacao Pontual

Nesta seccdo, iremos aprofundar o estudo do modelo BINAR(1), analisando e estimando, os
pardmetros que levam a otimizacdo da série. Desta forma, para cada caso de inovagdes apresentadas
no Capitulo 4, iremos proceder a estimac¢ao dos parametros através de trés métodos, sendo eles os
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métodos de Yule Walker, Minimos Quadrados Condicionais e Médxima Verosimilhanca, com base
numa amostra ((X; 1,X21),..., (X1 n,X2n)) do processo BINAR(1).

4.3.1 Inovacoes com lei de Poisson

Comecemos por estudar os diferentes métodos de estimacao dos pardmetros desconhecidos do pro-
cesso BINAR(1) quando as inovagdes seguem uma lei PB(A1,42,¢), com A;,A, > 0 e
¢ € [0,min(A1,A2)]. Assim, temos cinco pardmetros a estimar: o, 0, A1, A2 € @.

Método de Yule Walker

Para este método, iremos estimar os pardmetros referidos acima através das fungdes de autocova-
ridncia, que nos permitirdo obter os valores de ¢, i = 1,2, e de ¢, e através da fun¢do média, retirando
os valores de A;, i = 1,2.

De acordo com a Proposi¢do 4.3, temos, para h =1,

COI”I’( ]T+17 ) pX( )_ajv j:172a

e, assim, obtemos

o =px, (1) e o =px(1).

Por outro lado, através da igualdade

EXj;) =

podemos concluir que
ﬂ,l = (1 —(/X\I)YLN c )1,2 = (1 —&E)Y;N.

_ 1 ¥
COHlX,',N = N ZXi’t’ i= 1,2
t=1

O estimador do pardmetro ¢ obtém-se através da propriedade 4 da Proposicao 4.3, para h = 0, ou

seja,
1 (0) = 75, (0) := Cov(X11,Xo) = — .
2 1 X2, o
Entdo, como
1 N B
Z Xlt XIN th X2,N); (46)
t:l
obtemos
~ l-aw X

2 PR
Y (X1 —X1n)(Xay —Xow).

t=1

¢= N
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Método dos Minimos Quadrados Condicionais

Dado um conjunto de dados, este método consiste em encontrar o melhor ajuste de forma a
minimizar a soma dos quadrados das diferengas entre o valor estimado e os dados observados.

No caso do modelo BINAR(1) em estudo, como proposto em [9], hd que minimizar a func¢éo

(Xe = E(X|X-1) (X, — E(Xi|X-1))"

©
2

I
1=

N
Il
o

(Xj0 —E(X;|Xj,-1))

I
g[S
M=

\
I
—_
-
Il
S}

(Xjo— X1 — A))°,

I
g[S
M=

\
I
—_
-
Il
S}

onde 0 = (o, 00, A1,42).

Os estimadores «; € A j» para j = 1,2, obt€m-se a0 minimizar, separadamente, as funcoes

N
Oar, A) =Y (X1, —ouXiy— — )
=2
e
N
(e, 22) = Y (X0, — 00Xp 41 — 22)?.
=2
De acordo com o método dos minimos quadrados, tem-se
1 X
J1 Xis
o; LT I Xj» 2
| =(ATA))" AY, comA; = ' eY;=| :
Aj ! : : '
Xij
1 Xj7N_1 '
Mais concretamente (veja-se, por exemplo, [5]), obtemos, para j = 1,2,
N 1 N N
ZXj,sz,t—l “N_1 ZXj,t—l ZXj,t
—~ =2 =2 =2
oy (B
Xi1— < Xj,tl>
=2 ” N-T\/3
e
1 N
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Por outro lado, pela propriedade 3 da Proposi¢do 4.4., temos que
Cov(Xi 1, X041 X1 1-1,X04-1) = ¢. 4.7)

Tendo como motivagdo o trabalho [5], o estimador do pardmetro ¢ € obtido a0 minimizar

N 2
0(9) =Y. ((Xl,z —EX1|X11-1)) (X2 — E(X24X24-1)) _COV(X1,17X2J|X1J—17X27t—1)>

2
((Xl,t —ouXi 1 —M)(Xoy —00Xo 1 —Ay) — ¢>

=2
N
)
=2
N
Z (Ct - ¢)27
=2

(4.8)

comC = (X, —ouXi -1 —M)(Xoy — 0Xo -1 — A2).

Desta forma, calculando a derivada de Q e igualando a zero, temos

dQ N N 1 N
=()=0<= 2Y(C-9)=0<=—-Y C+(N-2+1)p=0<= ¢ = yG.
d(P =2 =2 N— —

Consequentemente, como j%(d)) =2, o valor de ¢ é um minimizante de Q(¢), obtendo-se o
estimador de ¢ dado por

~ 1 X _ ~ - .
O = N1 Z(Xl,t — 00 X14-1 —ll)(Xz,, —00X—1 — A).
t=2

Método da Maxima Verosimilhanca

De uma forma geral, dados um conjunto de observacdes e um modelo estatistico, o método da
maéxima verosimilhanga tem como objetivo estimar os valores dos diferentes pardmetros do modelo
de maneira a maximizar a probabilidade de obter, efetivamente, os dados observados.

A funcio de verosimilhancga é dada por

Li(0]xj;) =P(X1,1 =x1,1,X12 =X12, .. Xin = X180, X201 = %21, X002 = X22,....,. X0 N = X2.n)

=PXi1=x11,X1 =x,1)P(X12 =x12,X00 =102 |X11 =x1,1,X01 = X2.1) ...

L PXan=xin,XoN =028 XiN-1 = X181, X2 N1 =X2N-1)
N
=P(X1,1 =x1,1, X010 =x2,0) [ [PX1 = X100, X0 = 04 |X1 1 = X141, X041 = X2,41),
=2

onde 0 = (061,062,),1,12,(])) exj?, = (ij,...,xj’N).

A dificuldade em especificar P(X; | = x11,X21 = x21) leva a que muitos autores optem por
maximizar a fungéo

N

L2(9,xj,t) = HP(Xl,t =X14,X24 :x2,t|X1,t71 =X1:-1,X24-1 :xz,zfl)a
t=2
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designada, por alguns autores, por funcio de verosimilhanga condicional, ou o seu logaritmo
3(0,x;,) Zln Xy =x10,X0 =204 X1 -1 =x14-1, X041 =X24-1)).

Para o caso em que as inovacdes seguem uma lei de Poisson bivariada de parAmetros 11,4, € ¢,
tem-se

min(k.s) k—m s—m pm
_ oy (M) (M —9) (A —9¢)"¢
PRy =k Ro =s) =e ";0 (k—m)!(s—m)!m!

Por outro lado, uma vez que, dado X;; | = x;,_1 a v.a. ojoX;,_1 segue uma lei A(x;,_1,;),
obtemos

P(Xl,z :xl,an,t sz,t|X1,zfl :xl,tflaXZ,zfl sz,zfl) =
g1 g min(k,s) k m(lz_(p)s—mq)m

S ZZ Z —m)!(s—m)!m!

X1,t—1 —k _ X2.t—1 - _ ;
% < ) >Otfl” (1_a1)xw71 xl,t+k< ) )0652" 5(1_a2)x2,r—1 Xz,f-H’

x1;—k Xo;—S

onde g1 = min(xy,x1,—1) € g2 = min(xp,x2,-1).

4.3.2 Inovacoes com lei Binomiais Negativas

A semelhanca do que foi feito na subseccio 4.3.1., vamos, agora, estudar os trés métodos referidos
no caso em que as inovagdes do processo BINAR(1) seguem uma lei BNB(A;,A,, B). Neste caso, 0s
pardmetros a estimar serdo ay, 0, A, A, € B.

Método de Yule Walker
De acordo com a propriedade 3 da Proposi¢éo 4.5., para & = 1, temos
Corr(Xj,11,X.) = px;(1) = o,  j=1,2,
conseguindo, desta forma, estimar os parimetros o e 0 por
@ =pn() ¢ % =pnl).

Por outro lado, através da funcdo média, dada na propriedade 1 da mesma proposicao, obtemos os
valores de 4; e A, estimados, ou seja,

h=(-a@)Xin ¢ h=(1-&Xw.
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De forma semelhante ao que foi feito no caso da Poisson bivariada e, de acordo com a propriedade
4 da Proposicdo 4.5., temos, para h = 0,

BAiAs

1,(0) := CoviXie, Xa.) = 7 = -

Como %, (0) é dado por (4.6), concluimos que o estimador do pardmetro f3 é

Método dos Minimos Quadrados Condicionais

De forma semelhante ao que foi feito para o caso em que as inovagdes seguem uma lei PB(A;,42,9),

os estimadores o e 0 obtém-se da mesma forma, isto é, através do célculo, de forma separada, para
j=1,2, das fungdes

T
O(aj, 4, Z E(Xj:|X01))?

T
Z — X1 —Aj)°

e, portanto, os respetivos estimadores terdo o mesmo valor que no modelo anterior, ou seja, para
j=1,2,temos

T 1 T T
ZXj,th,tfl - ﬁ ZXj,tfl ZXj,t
t=2 =2

— _ =2

] T ) 1 T 2
RGREFE O

t=2

@:mg/ O"N ZX’”

Para obter o estimador 3, utilizamos o mesmo raciocinio das equagdes (4.7) e (4.8), ou seja,
comegamos por minimizar a funcdo Q(f) para, de seguida, calcularmos a sua derivada e igualarmos a
zero. Para além disso, sabemos que Cov(R;,R>;) = BA1 A2, pelo que obtemos

N

2
oB)=Y, ((Xl.,r —E(X14X1,-1)) (X2 —E(X211X2,4-1)) — Cov(X1,6, X, X1,0-1, X201 )>
=2

|
M=

H
||
S}

2
((Xl,t — o X1 —M)(Xoy —0Xop 1 —A) — [Ml)«z>

(H, — BMA2)?,

I
™=

,.
Il
S}
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onde H; = (X1, — i X1 -1 — M) (X2 — 0 Xo 1 — A2).

Assim, como
dQ 1 N
—B)=0<=B=——">>) H,

o estimador de f3 serd

—~ N o~ o~
B=———=Y X1, —0uXi,—1 — M) ( X2y — X2 -1 — A2).
TE L |

Método da Maxima Verosimilhanca

Para o caso em que as inovagdes seguem uma lei BNB de parimetros A1, A, e 3, sabe-se que a sua
funcdo de probabilidade é da forma

LB~ +k+s) Akasp—F

PR = kRt =) = L0 (it An s fi)ro BT

k,s € Np.

Desta forma, obtemos

3oy LB i kts) M

P(X1;=x11,X0 =X X1 -1 =X1,-1, X041 =%X24-1) = — ——
¢S XL A2 = X010 #1502 TUT A A TR (A 4 A+ B et tB T

X1,t—1 —k _ X2.t—1 — _
% ( ) k> Otfl” (1_a1)x1,z—1 xz‘z+k< ) )OC;Z’[ Y(I—Otz)xz"‘l sz,Hrs7

X1t — X2 —S
onde g = min(xy;,x1,—1) € g2 = min(xz,x24—1).

Assim, a funcio a maximar é
9 x]t Zln Xl,t =X1,z7X2,t =X2,z|X1,t71 :xl,tflaXLtfl :xz,zfl)%

com 6 = (@, 00,A1,42,B).



Capitulo 5

SIMULACOES E APLICACAO

Neste capitulo, o primeiro objetivo passa por simular, através do software R, dois processos
que verificam um modelo BINAR(1), nos casos em que as inovagdes seguem uma lei PB(A1,2;,¢)
ou uma lei BNB(A1, 42, ). Estimaremos os pardmetros necessarios de acordo com cada método
referido anteriormente. Seguidamente, serd abordada a modela¢do de um conjunto de dados bivariados,
respeitantes ao nimero de manchas solares registadas nos observatérios de Boulder e de Palehua.

5.1 Simulacoes

5.1.1 Inovacoes com lei de Poisson

Comegdmos pela simulagdo de um processo obedecendo a um modelo BINAR(1), onde as ino-
vagdes seguem uma lei PB(A1,A,,0). Esta fung@o jé estd implementada no R como rbvpois(n,a,b,c),
onde N é o tamanho da amostra, a = A} — ¢, b = A, — ¢ e ¢ = ¢. Simuldmos uma Poisson bivariada,
comN =100e (41,42, ¢) =(2,1.2,0.8). De seguida, construimos as séries X; ; e X ;, aqui denotadas
por X e Y. Para tal, para cada j = 1,2 e para cada ¢, simuldmos a varidvel operada o ox;,, usando o
comando rbinom(n, size, prob), ao que se soma a margem correspondente do processo das inovagdes
ja simulado. Neste caso concreto, tomando a; = 0.6 e op = 0.4, para as séries X e Y usdmos as
funcdes rbinom(1,x;_1,0.4) e rbinom(1,y;_1,0.6), respetivamente. Na Figura 5.1 sdo apresentadas

as duas trajetorias destas séries, onde a linha lilds representa a série X e a linha laranja a série Y.

s e

T
0 60 80 100

Valores das séries
0 2 4 6 8 10
|

Tempo

Fig. 5.1 Trajet6rias de um processo bivariado simulado que segue um modelo BINAR(1) com ino-
vagoes PB(A1,A2,¢)

43
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Posteriormente, calculdmos as autocorrelagdes de cada série, para h =1, de modo a obtermos as
estimativas o e 0 que serdo utilizadas no cdlculo das estimativas )1,1 e )Lz Por fim, determinamos
a autocovariancia cruzada das séries X, € X5;, em h = 0, para determinarmos o valor de ¢. As
estimativas obtidas sdo apresentadas na Tabela 5.1.

ESTIMATIVAS
a (053 M A 0
Yule Walker 0.465 0.698 3.100 1.821 1.067
M.Q.Cond. 0.460 0.700 3.184 1.829 1.364

Tabela 5.1 Estimativas dos pardmetros do modelo BINAR(1) com inovagdes de Poisson

5.1.2 Inovacoes com lei Binomiais Negativas

Nesta sec¢do, o objetivo € semelhante ao da seccio anterior, mas usando simulagdes correspon-
dentes a um processo BINAR(1) onde as inovagdes seguem uma lei BNB(A41,4,, ).

Assim, comeg¢dmos por simular uma Binomial Negativa bivariada, através da fungado trawl ::
Bivariate_NBsim(n,k, p1, p2), implementada ja no software R, onde os dois primeiros parimetros
correspondem, respetivamente, ao tamanho da amostra e ao valor de $~!. Quanto a p; e ps, tem-se
pi=B"1/(Ai+B~"),i=1,2. Destes valores podemos obter A; e A,. A simulagdo foi feita para uma
amostra de tamanho 150 e para B! =2, 1) =2 e A, = 4.67.

De seguida, construimos as séries X ; € X, da mesma maneira que na subsecg¢do anterior. Na
Figura 5.2 apresentam-se as trajetorias obtidas, onde a linha azul representa a série X e a linha rosa a

série Y.
o |
L]
w0 |
o0 o™
@
3 R -
(2]
S w |
° -
]
c <
§ -
o
o -
T T T T
0 50 100 150
Tempo

Fig. 5.2 Trajet6rias de um processo bivariado simulado que segue um modelo BINAR(1) com ino-
vagdes de BNB(A1, 22, 3)

Posteriormente, calculamos as estimativas @, &, A1, A» ¢ B, consoante o que foi referido na
parte tedrica. Desta forma, as autocorrelacdes de cada série, para & = 1, ddo-nos estimativas para Q;,
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i = 1,2, que fardo parte do cdlculo de 7Ll, i =1,2. Por outro lado, o valor de [3 é resultado do cdlculo
da autocovariancia cruzada e das estimativas 7L] e /12 obtidas anteriormente.
As estimativas obtidas, para cada método, encontram-se na tabela seguinte.

ESTIMATIVAS
o A b B
Yule Walker 0.276 0.426 2.183 5.095 0.453
M.Q.Cond. 0.280 0.435 2.192 5.092 0.439

Tabela 5.2 Estimativas dos pardmetros do modelo BINAR(1) com inovagdes Binomiais Negativas

5.2 Aplicacao

Nesta sec¢do, o objetivo passa por fazer uma aplicagdo para um conjunto de dados reais relativos
as manchas solares. Estas manchas solares sdo regidoes na superficie do Sol com temperatura menor
do que a média local e, por isso, em comparagdo com a superficie da nossa estrela, parecem mais
escuras. Além disso, as manchas estdo em constante mudanga de tamanho, forma e/ou posi¢ao, devido
arotacdo e ao campo magnético solares. Quando ha uma concentra¢do de manchas solares estamos
perante um grupo de manchas solares.

O National Solar Observatory ¢ um programa de pesquisa cientifica lider em astronomia solar,
nos Estados Unidos, tendo, como missdo, providenciar um conhecimento avangado do Sol, enquanto
objeto astronémico e, também, como a fonte que mais influencia e condiciona a vida terrestre. Com
sede na universidade do Colorado, em Boulder, possui dois centros de pesquisa, localizados em
Sacramento Peak, no Novo México, e em Kitt Peak, no estado do Arizona. A Rede de Radio
Telescopio Solar é formada por quatro observatdrios que estdo situados em Palehua, no Hawaii (EUA).

Assim, de acordo com o estudo tedrico feito, teremos duas margens dependentes: o nimero de
manchas solares na regido de Boulder e o nimero de manchas solares na regido de Palehua. Cada
série contém 104 observagdes, onde, cada valor € resultado da soma do nimero de observagdes ao
longo de sete dias. Estes dados foram cedidos pela autora de [11] e encontram-se online no sitio do
National Geophysical Data Center (https://ngdc.noaa.gov/). Na Figura 5.3 est@o representadas as
trajetdrias relativas a cada margem.

As estatisticas relevantes de cada uma das séries, assim como a correlagdo cruzada, encontram-se
na tabela seguinte.

Estatisticas | Boulder | Palehua
Média 14.837 17.731
Variancia 19.769 26.005
p(1) 0.331 0.334

p(0) 0.502

Tabela 5.3 Estatisicas principais das duas séries
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Fig. 5.3 Trajetdrias relativas ao nimero de grupos de manchas solares nas respetivas regides

Recorrendo ao so ftware R, foi testada a estacionaridade de cada uma das séries marginais, usando
o teste KPSS (Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin). Em ambos os casos, o p-valor, superior a 0.1,
indica a compatibilidade dos dados com esta hipdtese.

Salientamos que, para cada modelo de séries temporais estaciondrio, as autocorrelagdes e as auto-
correlagdes parcias se determinam mutuamente ([3], p. 73). Tendo em conta que as autocorrelacdes
do modelo INAR(1) sdo iguais as do modelo AR(1) real, o mesmo sucede com as autocorrelacdes
parciais, isto é, anulam-se a partir da ordem 2 ([3], p. 120).

Assim, para estes dados, calculdmos as func¢des de autocorrelacdo (ACF) e de autocorrelacao
parcial (PACF) de cada série, de modo a identificar o nimero de coeficientes de autoregressio presentes
em cada margem. Os correlogramas encontram-se na Figura 5.4. Em [11], prova-se que, apesar de as
primeiras trés autocorrelacdes parciais da série relativa a Boulder serem significativas, a formulagdo
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INAR(1) é preferivel a INAR(3). Quanto a série respeitante a Palehua, os correlogramas sustentam
uma modelac¢do autorregressiva de ordem 1.

ACF of Boulder's series ACF of Palehua's series

|
ACF

ACF
02 04 06 08 10
|
02 04 06 08 10

0
|
-02

Lag Lag

PACF of Palehua's series

02 03

I
02 03

Partial ACF
00 01
Partial ACF

-02 01 00 041
1

-02 -041

Lag Lag

Fig. 5.4 Correlogramas e correlogramas parciais de cada uma das séries

Na Tabela 5.4 estdo apresentadas as estimativas obtidas pelos dois métodos de estimacao estudados
para uma série cujas inovagdes seguem uma lei PB(A1,42,¢).

ESTIMATIVAS
4 o A X ¢
Yule Walker 0.331 0.334 9920 11.810 10.034
M.Q.Cond. 0.249 0.261 11.266 13.245 9.730

Tabela 5.4 Estimativas dos pardmetros do modelo

De seguida, foi feito um estudo semelhante, mas com a hipétese de as inovagdes da série seguirem
uma lei BNB de parametros A;,A; e . Os resultados obtidos para as estimativas dos parimetros
oy, 0, A1 e Ay foram iguais, uma vez que, como visto na Secgdo 4.3., a forma de se obter essas
estimativas é a mesma, independentemente do facto de as inovagdes seguirem uma lei PB(A1,4;,¢)
ou BNB(A],)LQ,B).
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Quanto ao parametro 3, as estimativas sdo dadas, segundo cada método, por
Byw =0.086 ¢ Buoc = 0.065

Por outro lado, sabemos que, para uma lei PB(A;,A,,¢), temos Cov(R; ;,Ry;) = ¢ e para uma
BNB(A1,L,B) temos Cov(R; 4, Ry ;) = BA1Ay. Assim,

60\\/(R17t,R27t)YW = ﬁywllywkzyw =10.075 =~ (}\YW =10.034

50\\’(R1,17R2,t)MQC = Buocrmocramoc = 9.699 ~ dmoc = 9.730,

pelo que a diferenga entre as estimativas das duas leis ndo € significativa.

Apesar de ndo procedermos a validagdo do modelo BINAR(1), analisdmos as séries dos residuos
de Pearson marginais dadas por
Xjo = EXjlxji1)

rjg=— , j=12,t€{2,...,N}.
! Var(Xj,,|xj,t,1)

Nos casos em que se considera que as inovagdes seguem leis PB(A1,4,,¢) e BNB(A1,A2,8),

temos, respetivamente,
Xjo — OXj—1—A;

| T
a1 = a)xje—1 + A

_ Xji — Oixjs—1— A
(1= a)xj—1+A;(1+24;B)

Tyt

Se o modelo estiver bem ajustado aos dados, entdo os residuos de Pearson devem comportar-se
como observagdes provenientes de um ruido branco reduzido ([12]). Na tabela 5.5 encontram-se os
valores da média e da varidncia correspondentes aos dois métodos de estimagdo usados.

Meétodos Local Média  Varidncia Nulidade em média
Boulder 0.013 1.325 p-valor =0.910
Z | Yule Walker
A Palehua  0.016 1.474 p-valor = 0.893
n
o Boulder —0.033 1.248 p-valor = 0.767
& | M.Q.Cond.
Palehua —0.029 1.388 p-valor = 0.801
. Boulder 0.119 0.812 p-valor = 0.893
QO | Yule Walker
% Palehua 0.014 0.834 p-valor = 0.873
Z Boulder —0.025  0.787 p-valor = 0.774
m | M.Q.Cond.
Palehua —0.022 0.821 p-valor = 0.808

Tabela 5.5 Estatisticas dos residuos marginais
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Além disso, na Figura 5.5 apresentamos os correlogramas da série dos residuos correspondentes a

cada caso.
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Fig. 5.5 Correlogramas dos residuos das margens

Apesar de nio ter sido validado, completamente, o0 modelo BINAR(1), os resultados obtidos
relativamente as margens do processo sustentam a possibilidade de este se poder ajustar a esta série
bivariada de grupos de manchas solares.
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Anexo A

CODIGO EM R

Simulacao da Poisson bivariada

u <- rbvpois (100, 2.8, 2, 0.8)
table(ul,1], ul,2])
prop.table(table(ul,1], ul,2]))
colMeans (u)

R1 <- ul[,1]

R2 <- ul[,2]

Simulacio do processo INAR(1)

x <- 2

for (i in 2:100) {
x[i] <- rbinom(1, x[i-1], 0.4) + R1[i]
meanx <- (1/100) * sum(x) }

x1 <- 0
for (i in 2:100) {
x1[i] <- x[i-1]
meanxl <- (1/99) * sum(x1) 1}

y <- 2

for (i in 2:100) {
y[i] <- rbinom(1l, y[i-1], 0.6) + R2[i]
meany <- (1/100) * sum(y) }

yl <- 0
for (i in 2:100) {
y1[il <- yl[i-1]
meanyl <- (1/99) * sum(yl) }

Definicio das séries temporais

xts = ts(x, start = 1, frequency = 1)

yts = ts(y, start = 1, frequency = 1)

53
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Grificos

plot(xts, col = "darkviolet", xlab = "Tempo", ylab = "Valores das
series", lwd = 2) //serie x

lines(yts, col = "orange", lwd = 2) //serie y

METODO DE YULE WALKER

rholx <- acf(xts, lag.max = 1)

rholy <- acf(yts, lag.max = 1)

alphal <- rholx$act [2]
alpha2 <- rholy$act [2]

lambdal <- (1 - alphal)*meanx
lambda2 <- (1 - alpha?2)*meany

cov_cruzada <- ccf(xts,yts, lag.max = 1, type=c("covariance"))
cov <- cov_cruzada$acf [2]

phi <- cov * ((1 - alphalxalpha2) * sqrt(lambdal*lambda2)) / sqrt((1
- alphal)=*(1 - alpha2))

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS CONDICIONAIS

//para a serie x
z1<-1, z21<-1, z31<-1, z41<-1, zbl<-1, z61<-1, z71<-1
for(i in 2:100) {

z1[i] <- x[il*x1[i]

a = sum(z1)

z21[i] <- x1[i]
b = sum(z21)

z31[i] <- x[i]
c = sum(z31)

z61[1i] <- x1[il*x1[i]
d = sum(z61)

z41 <- (1/99) *bx*c
numerador <- a - z41

e=b~"2
denominador <- d - (1/99) *e
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alphall <- numerador / denominador

//para a serie y

z2<-
for(

lamb
lamb

ct =
for(
ct

1, z22<-1, z32<-1, z42<-1, zb2<-1, z62<-1, z72<-1
i in 2:100) {

z2[i] <- y[ilxy1[il

a2 = sum(z2)

z22[i] <- y1[i]
b2 = sum(z22)

z32[i] <- y[i]
c2 = sum(z32)

z62[i] <- y1[il*xy1l[i]
d2 = sum(z62)

z42 <- (1/99)*b2*c2
numerador2 <- a2 - z42

e2=b2"2
denominador2 <- d2 - (1/99) xe2

alpha22<- numerador2 / denominador?

dall <- (1/99)*c - alphall*(1/99)x*b
da22 <- (1/99)*c2 - alpha22%(1/99)*b2

1

i in 2:100) {

[i] <- (x[i] - alphallx*x1[i] - lambdall) x (y[i]
- lambda22)

phii <- sum(ct) /99

Simulac¢io da Binomial Negativa bivariada

v <-
tabl
prop

trawl::Bivariate_NBsim(100,3,0.3,0.45)
e(vl,11, v[,21)
.table(table(v[,1], v[,2]1))

colMeans (v)

R1 <
R2 <

- v[,1]
- v[,2]

- alpha22x*y1[i]
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METODO DE YULE WALKER
rholx <- acf(xts, lag.max = 1)
rholy <- acf(yts, lag.max = 1)

alphal <- rholx$act [2]
alpha2 <- rholy$act [2]

lambdal <- (1 - alphal)*meanx
lambda2 <- (1 - alpha2)*meany

t <- ccf(xts, yts, lag.max = 1, type = c("covariance"))
cov2 <- t$acf [2]
beta <- (1 - alphalxalpha2)#*cov2 / (lambdalx*lambda2)

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS CONDICIONAIS
O cdédigo € idéntico ao caso de uma Poisson Bivariada, a exce¢do da dltima parte. Neste caso, nao
temos a varidvel "phii", mas sim "beta2". Assim, a obten¢ao do valor de 3 é dada por

ht =1
for(i in 2:100) {
ht[i] <- (x[i] - alphallx*xi[i]-lambdall)*(y[i]l-alpha22*y1[i]-
lambda22)
beta2 <- sum(ht)/(99*lambdall*lambda22)

APLICACAO - MANCHAS SOLARES

n = 104

valores_boulder <- BOLPAL[,"Boulder"]
valores_palehua <- BOLPAL[,"Palehua"]

sum(valores_boulder)/n

mean_boulder

mean_palehua sum(valores_palehua)/n
//serie do numero de grupos de manchas solares com menos um valor na
regiao de Boulder
x1_boulder <- 0
for(i in 2:n){
x1_boulder [i] <- valores_boulder [i-1]

//serie do numero de manchas solares com menos um valor na regiao de
Palehua

yl_palehua <- 0

for(i in 2:mn) {
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y1l_palehua[i] <- valores_palehual[i-1]

Definicio das séries temporais

x_boulder = ts(valores_boulder ,start = 1,frequency = 1)
y_palehua = ts(valores_palehua,start = 1,frequency = 1)
Estacionaridade

kpss.test(x_boulder, null="Trend")
kpss.test(y_palehua, null="Trend")

Graficos

plot (x_boulder, col = "orange", main = "Boulder", xlab = "Semanas",
ylab = "Numero de grupos de manchas solares", lwd = 2)

plot(y_palehua, col = "brown", main = "Palehua", xlab = "Semanas",
ylab = "Numero de grupos de manchas solares", lwd = 2)

METODO YULE WALKER

rhol_boulder <- acf(x_boulder, lag.max = 16)
rhol_palehua <- acf(y_palehua, lag.max = 16)

rho2_boulder <- pacf(x_boulder, main="Funcao de Autocorrelacao
Parcial da regiao de Boulder", lag.max = 16)

rho2_palehua <- pacf(y_palehua,main="Funcao de Autocorrelacao Parcial
da regiao de Palehua", lag.max = 16)

alphal <- rhol_boulder$act [2]
alpha2 <- rhol_palehua$act [2]

lambdal <- (1 - alphal)*mean_boulder
lambda2 <- (1 - alpha2)*mean_palehua

covariancia <- ccf(valores_boulder, valores_palehua, type = c("
covariance"), lag.max = 1)

cov <- covariancia$acf [2]

phi <- cov * (1-alphal*alpha2)

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS CONDICIONAIS

//para a regiao de Boulder
z1<-1, z21<-1, z31<-1, z41<-1, zbl<-1, z61<-1, z71<-1
for(i in 1:n) {

z1[i] <- valores_boulder[i]l*x1_boulder[i]

a = sum(z1)
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z21[i] <- x1_boulder[il]
b = sum(z21)

z31[i] <- valores_boulder[i]
¢ = sum(z31)

z61[i] <- x1_boulder[i]l*x1_boulder [i]
d = sum(z61)

¥

z41 <- (1/(n-1))*bx*xc

numerador <- a - z41
e=b"2
denominador <- d - (1/(n-1))x*e

alphall<- numerador / denominador

//para a regiao de Palehua
z2<-1, z22<-1, z32<-1, z42<-1, zb2<-1, z62<-1, z72<-1
for(i in 1:n) {

z2[i] <- valores_palehual[il*yl_palehual[il]

a2 = sum(z2)

z22[i] <- yl_palehual[il]
b2 = sum(z22)

z32[i] <- valores_palehual[i]
c2 = sum(z32)

z62[1i] <- yl_palehua[i]l*yl_palehual[il
d2 = sum(z62)

}

z42 <- (1/(n-1))*b2*c2

numerador2 <- a2 - z42

e2=b2"2
denominador2 <- d2 - (1/91) xe2

alpha22<- numerador2 / denominador?2

lambdall <- (1/(n-1))*c-alphall*(1/(n-1))x*b
lambda22 <- (1/(n-1))*c2-alpha22*(1/(n-1))*b2

ct = 1
for(i in 1:n) {
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ct[i] <- (valores_boulder[i] - alphallxxl_boulder[i]-lambdall)*(
valores_palehua[i]-alpha22*yl_palehual[i]-lambda22)
phii <- sum(ct)/(n-1)

Analise da série dos residuos de Pearson

x <- Sol[,"Boulder"]
y <- Soll[,"Palehua"]

//Residuos Poisson
resxyw <- 1
var_condxyw <- 1
for(i in 2:104) {
var_condxyw[i] <- 0.331%(1-0.331)*x[i-1]1+9.920
resxyw[i] <- (x[i]-0.331*x[i-1]1-9.920)/(sqrt(var_condxyw[i])) }

Tesxyw
mean (resxyw)

sd(resxyw)

resyyw <- 1

var_condyyw <- 1

for(i in 2:104) {
var_condyyw[i] <- 0.334*%(1-0.334)x*y[i-1]1+11.810
resyyw[i]<-(y[i]-0.334*y[i-1]1-11.810)/(sqrt(var_condyyw([il)) }

resyyw
mean (resyyw)

sd(resyyw)

resxcls <- 0
var_condxcls <- 1
for(i in 2:104) {
var_condxcls[i] <- 0.249%(1-0.249)*x[i-1]+11.266
resxcls [i] <- (x[i1]-0.249*x[i-1]1-11.266)/(sqrt(var_condxcls[i])) }

resxcls
mean (resxcls)
sd(resxcls)

resycls <- 0

var_condycls <- 1

for(i in 2:104) {
var_condycls[i]<-0.261*%(1-0.261)*y[i-1]+13.245
resycls[i]<-(y[i]-0.261*y[i-1]-13.245)/(sqrt(var_condycls[i])) }

resycls
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mean (resycls)
sd(resycls)

start
TRUE)
rhoresl<-acf (resxywts,

resxywts = ts(resxyw,

acf (resxywts, plot =

main =

start
TRUE)
rhores2 <- acf(resyywts,

resyywts = ts(resyyw,

acf (resxywts, plot =
main
ts(resxcls, start
TRUE)

acf (resxclsts,

resxclsts =
acf (resxclsts, plot =
rhores3 <-
resyclsts = ts(resycls, start
TRUE)

rhores4 <- acf(resyclsts,

acf(resyclsts, plot =

//Residuos Binomais Negativos
resxyw <- 1

var_condxyw <- 1

for(i in 2:104) {

main

main

1, frequency = 1)

"Boulder_Poisson_YW", lag.max = 16)

1, frequency = 1)

= "Palehua_Poisson_YW", lag.max = 16)

= 1, frequency = 1)

= "Boulder_Poisson_MQC",lag.max = 16)
= 1, frequency = 1)

= "Palehua_Poisson_MQC", lag.max = 16)

var_condxyw[i] <- 0.331*%(1-0.331)*x[1-1]+9.920%(1+9.920%0.086)

resxyw[i] <-
Tesxyw
mean (resxyw)

sd(resxyw)

resyyw <- 1
var_condyyw <- 1
for(i in 2:104) {

(x[1]-0.331*%x[1i-1]1-9.920) /(sqrt(var_condxyw([i])) }

var_condyyw[i] <- 0.334%(1-0.334)*y[i-1]+11.810%(1+11.810%0.086)

resyywl[i] <-
resyyw
mean (resyyw)

sd(resyyw)

resxcls <- 0

var_condxcls <- 1

for(i in 2:104) {
var_condxcls[i] <-
resxcls[i] <-

resxcls

mean (resxcls)

sd(resxcls)

resycls <- 0

0.249*(1-
(x[1]-0.249*x[1-1]1-11.266) /(sqrt(var_condxcls[i])) }

(y[i]1-0.334*y[i-1]1-11.810)/(sqrt(var_condyywl[il)) }

0.249)*x[1-1]+11.266*(1+11.266*0.065)
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var_condycls <- 1
for(i in 2:104) {
var_condycls[i] <- 0.261*%(1-0.261)*y[i-1]1+13.245*%(1+13.245%0.065)
resycls[i] <- (y[i]1-0.261%y[i-1]-13.245)/(sqrt(var_condycls([i])) }
resycls

mean (resycls)

sd(resycls)

resxywts = ts(resxyw, start = 1, frequency = 1)

acf (resxywts, plot = TRUE)

rhoresl <- acf(resxywts, main = "Boulder_BinNeg YW",lag.max = 16)
resyywts = ts(resyyw, start = 1,frequency = 1)

acf (resxywts, plot = TRUE)

rhores2 <- acf(resyywts, main = "Palehua_BinNeg_YW",lag.max = 16)
resxclsts = ts(resxcls, start = 1, frequency = 1)

acf (resxclsts, plot = TRUE)

rhores3 <- acf(resxclsts, main = "Boulder_BinNeg_MQC", lag.max = 16)
resyclsts = ts(resycls, start=1, frequency = 1)

acf (resyclsts, plot = TRUE)
rhores4<-acf(resyclsts, main = "Palehua_BinNeg_MQC", lag.max = 16)
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