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1

Introdugdo a analise multivariada

1.1 A organizagdo dos dados

Sendo este um curso de estatistica multivariada, iremos analisar medicbes
feitas em varias variaveis ou caracteristicas. Estas medicbes (dados) sao
normalmente apresentadas quer graficamente, quer sob a forma matricial.

Assim, se considerarmos n medigdes em p variaveis, Xjj representara a

medicdo da variavel j no item i. A sua representagdao matricial sera

Xll X12 e le cee le
X21 X22 e XZJ e sz
X =
Xil X|2 e XlJ “ee le
_an an e an B an_

Esta matriz X contém os dados de todas as observagdes em todas as variaveis.

Exemplo 1.1: Pretende-se estudar as vendas dos livros de uma livraria e, para isso,
recolheu-se uma amostra de 4 recibos, indicando cada um deles o
numero de livros vendidos e o total gasto (em centenas de escudos).

Numa forma tabular temos os seguintes dados:

Variavel Nome
1 Total 42 52 48 58
2 No. livros 4 5 4 3



Representando numa forma matricial obtemos a matriz X com duas linhas

(variaveis) e quatro colunas (itens):

42 52 48 58
X =
4 5 4 3

1.2 Estatisticas descritivas

Se considerarmos X4}sX2js---Xjjs----Xnj  COMO representando as n medicdes

feitas na variavel j (coluna j da matriz X), podemos denominar por x;a média amostral

da variavel j

Do mesmo modo, a medida de dispersdo variancia amostral da variavel i é

dada por
2 _WNEEA < : =33
s ='§j = ;izﬂ:(xi,-—xnz i=12,...p

A raiz quadrada da variancia amostral, ,/s; é denominada desvio padrdo amostral.

Podemos também estar interessados em determinar o grau de associagao
linear entre duas variaveis j e k. Isto consegue-se através da covariancia amostral

representada pela média dos produtos dos desvios em relagao as respectivas médias

1% . .
Sik = Ski = =2 (% =X (i =) i=12..p; k=12..p
i=1



Se valores altos de uma variavel foram observados conjuntamente com valores

altos de outra variavel, e valores pequenos também ocorrerem conjuntamente, Sjk

sera positiva. Se valores altos de uma variavel ocorrerem com valores pequenos de

outra variavel, sjx sera negativa. Caso ndo exista associagdo entre os valores de

ambas as varaveis, Sik sera aproximadamente nula.

Finalmente, consideremos o coeficiente de correlagdo amostral de Pearson,
uma medida de associacao linear entre duas variaveis, independente das unidades de

medida e com valores entre -1 e +1.

Z(Xij ‘;j) (Xic —XK)
i=1

Z(Xij ~xi)? Z(Xik -xx)?
i=L i=L

Mk = Mk = Sik
J J \/q\/g

para i=1,2,....p e k=1,2,....p.

Esta ultima medida constitui, como facilmente se pode observar, uma versao

estandardizada da covariancia amostral.
De notar que, se substituirmos os valores originais Xxjj e Xj pelos

correspondentes valores estandardizados (Xij - xj) !/ \/ge (Xjk = xk) ! /S s ©

coeficiente de correlagao amostral ik pode ser visto como a covariancia amostral.

Apés a estandardizagao, ambas as variaveis podem ser comparadas, pois passam a

estar nas mesmas unidades.

Voltando, de novo, a apresentagao matricial, baseando-nos na matriz X com n
medi¢des (linhas) em p variaveis (colunas), as médias amostrais sao representadas

por



as variancias e covariancias amostrais por

Si1 S12 S1p
_ S S» Sop
Sph =
Spt Sp2 Spp
e as correlagbes amostrais por
1 n Mp
r 1 _eenillld
R = 21 2p
r r 1

pl

Reparar que as matrizes S, € R s&o matrizes simétricas de ordem p.

Exemplo 1.1 (cont):

Pegando de novo na matriz

{42 52 48 58}

=
4 5 4 3

podemos determinar o vector X e as matrizes S e R. Assim,

4
Xq = %inf %(42+52+48+58)= 50
i=1



4
X9 = %2xi2= %(4+5+4+3)= 4
i-1

= {M} {50}
eentdo, X = =
X2 4

Do mesmo modo,

4 -
11 = %Zl:(xil-xlf: %[(42—50)2+(52—50)2+(48—50)2+(58—50)2]= 34
1 : = |2 1 2 2 2 2
Spp = ZZl:(xiz—xZ) = Z[(4—4) +6-4)2+(4-07+(3-4)?]= 5

1< - -
$12 = ZZ(Xil_xl) (Xjz —X2) =
=)

= %[(42—50)(4—4)+(52—50)(5—4)+(48—50)(4—4)+(58—50)(3—4)]= -1.5

34 -15
5, =
3 {—1.5 5 }
Finalmente, a correlagdo amostral é dada por

ST =15

rM2 =121 = \/g\/g— m£=

R = { 1 —.36}
-3 1

-.36




1.3 Distancias

A maioria das técnicas multivariadas sao baseadas no conceito simples de

distancia. Se considerarmos um plano e um ponto P = (x4,x2) nesse plano, a distancia

d(O,P) entre a origem e esse ponto é dada por

P

Xo d(O,P) = yxZ+x3

Figura 1.1 — Teorema de Pitagoras

Num caso mais geral, se os pontos tiverem p coordenadas, entédo P = (x1,x2,
... Xp), 0=(0,0,....0)e d(O,P) = VXS X5+ 4 X5

Desta ultima equacao, e elevando ao quadrado ambos os termos, podemos

dizer que todos os pontos (X1,X2, ...,xp) que estejam a uma mesma distancia

quadrada da origem, satisfazem a equagao

d2(O,P) = X{HX5+ . X

Se se tratar de um espaco onde p=2 , esta equacido ndo é mais do que a

equacao de uma circunferéncia de centro (0,0) e raio d(0,P).

A distancia em linha recta entre dois pontos quaisquer P e Q com coordenadas

P=(x1,x2, ...,xp) e Q=(y1,y2, ...,yp) é dada por

dP.Q) = 0t~y 2+ (X~ ¥5)2 +oot (X — ¥p)?



Ora também aqui se faz sentir o eventual problema das varias dimensoes
terem unidades de medida distintas. Mais ainda, as medi¢gdes das diversas
coordenadas podem estar sujeitas a variacdes aleatérias com intensidades diferentes.
Por isso, uma distdncia baseada numa linha recta, ou euclideana, ndo é a mais
apropriada. Necessitamos entdo de um outro tipo de medicdo de distancias e, porque
este novo tipo de distancia vai ter em conta as diferencas de variagdo, denomina-la-

emos distancia estatistica.

Para ilustrar o conceito de distancia estatistica, suponhamos que temos n

pares de medicdbes em duas variaveis independentes x4 e x2. Além disso,
suponhamos também que a variagdo das medigbes da variavel x4 € maior do que a

das medigbes em X»o.

Figura 1.2 — Diagrama de pontos

Neste caso, a solugéo passa, de novo, pela estandardizagcéo das coordenadas,
dividindo cada uma delas pelo respectivo desvio padrdo amostral. Assim, uma

distancia estatistica do ponto P=(x1,x2) & origem O=(0,0) é dada por

2 2
2 2
X X X X
d(O,P) = R B
NS S22 S S
Se compararmos esta equacdo com a anteriormente apresentada, podemos

concluir que a diferenga reside na aplicagéo de pesos kq = 1/sq41 e ko = 1/s99,



respectivamente, a x?e x5. Também aqui todos os pontos de coordenadas (x{,x2) a
uma distancia quadrada constante c2 da origem devem satisfazer a

2 2
X X
Ly X2 2 o2
S;1 S22

Esta ultima equacgédo ndo é mais do que a equacédo de uma elipse centrada na
origem com o0s eixos principais a coincidirem com os eixos do sistema de

coordenadas.

Ax

Js 172
cVs,, S

o .
>
& C\/§1

Figura 1.3 — Elipse centrada na origem

Exemplo 1.2: Suponhamos que temos duas variaveis independentes com medias X4
=X =0 e com variéncias s11 =4 e spp=1.

A distdncia de um qualquer ponto

/\ P=(x4,x2) & origem O=(0,0) ¢ dada, neste
j >

caso por

2 2
diop) = M+ X
Figura 1.4 — Elipse 4 1



Todos os pontos (x4,x2) que estdo a uma distdncia constante 1 da origem

satisfazem a equacao

2 2
X_1+X_2= 1
1

correspondendo a equacgao da elipse centrada em (0,0), com os eixos principais
segundo 0s eixos X1 e xo € com meias distancias iguaisa V4=2 e 1= 1,

respectivamente.

Generalizando para p variaveis, podemos determinar a distancia estatistica

entre dois pontos P=(x1,x2, ...,Xp) € Q=(y1,y2, ...,yp) através da equagao

2 2 i 2
d(P,Q) = (X1;y1) +(x2;y2) +...+—(Xpsyp)
11 2

pp

com s14, $22, ..., Spp as variancias construidas a partir das n medigdes nas variaveis
X1,X2, ..., Xp, respectivamente. Todos os pontos P a uma distancia quadrada de Q

estdo colocados num hiperelipséide centrado em Q com os eixos principais paralelos
aos eixos do sistema de coordenadas. Obviamente, se todas as variancias fossem

iguais, encontramos a distancia euclideana ja atras apresentada.

Temos até agora analisado a situagdo em que os eixos da elipse dos dados
coincidem com os eixos do sistema de coordenadas. Ora, ha situagbes onde isto ndo

acontece, isto €, em que a variavel x1 ndo varia independentemente da variavel xs e,

neste caso, o coeficiente de correlacdo amostral ndo € nulo.



Da figura ao lado vemos que basta
rodarmos o sistema original de eixos de um

angulo © para termos uma situagao

semelhante as anteriores.

Figura 1.5 — Elipse com angulo 0

Isto corresponde a passarmos a usar as novas variaveis

~

1 = X4 cos(B) + xo sin(0) X9 = =Xq sin(0) + xo cos(0)

A distancia entre o ponto P=(X4 ,X2 ) e a origem O=(0,0) é ent&o definida como

X2 X2

1 Oy 2 2
— == \/a11x1+2a12x1x2+a22x2
Siu S22

d(o,P) =

Nesta fase nao ¢é vital sabermos como determinar os valores destes a’s. O que
€ importante € vermos que existe um termo de produto cruzado indicador da

correlagao r12 n&o nula. Mais ainda, quando olhamos para a equagéo correspondente

as duas variaveis independentes, vemos que

a :i a :i a =0
11 s 22 S 12

11 22

De uma maneira geral, a distancia estatistica do ponto P=(x1,x2) ao ponto fixo

Q=(y1,y2) para variaveis correlacionadas é dada por

diP.Q) = \/all(xl - y1)2 +2a5, (X = Y1)(Xg = Y2) +an (X, - Y2)2

10



As coordenadas de todos os pontos P=(x1,x2) que estejam a uma distancia

quadrada constante c2 de Q, definem uma elipse centrada em Q. A generalizagéo das

férmulas anteriores para p dimensdes é imediata.

11
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2

Algebra matricial e vectores aleatérios

2.1 Alguns conceitos basicos

Vejamos alguns conceitos que nos irdo ser uteis mais tarde.

Sendo dado um vector x'= [ X4, X2, ..., Xn ] com n componentes, definimos

comprimento deste vector como sendo o valor dado por

= 2 2 2
Ly = VX{ +X5 +...4+ X,

Assim, pré-multiplicando x pelo inverso do seu comprimento, L,'x , obtém-se o vector

unitario (com comprimento 1) e com a mesma direcgéo de x.

Um outro conceito também importante é o de angulo. Se tivermos dois vectores
num plano com um angulo 6 entre eles, podemos considerar que 6 = 6, - 64, sendo 6,
e 0, os angulos que, respectivamente, x e y fazem com a primeira coordenada (ver

Figura 2.1).
Assim, sabendo que

cos (6,) = X cos (6,)

X

]
|—|~<
=

<

13



sin (0,) = — sin (0,) = K—Z
y

x

e que cos (0) =cos (8, -6,) = cos (0,) cos (0,) + sin (6,) sin (6,)

V. X Figura 2.1 — Diferencga entre &ngulos

obtemos

X X X + X
cos (0) = cos (01 -02) = [%J{L—l} (%J(L_Z} —1yt L2y2
y X X x -y

y

Como o produto interno de dois vectores é dado por Xy = Xxqyq + X2y2

podemos re-escrever as equagoes referentes a Ly e a cos (0) da seguinte maneira:

Ly = VXX e cos (0) = Xy - X
X Lely XXy

Deste modo, dizemos que x e y sédo perpendiculares quando x’y = 0.

Exemplo 2.1: Sendo dados os vectores x'=[1,3,2] e y=[-2,1,-1], determinar o

valor do comprimento de x e de y e o angulo que eles fazem entre si.

14



Como x'x = 12+32+22 = 14

yy = (22+12+ (12 = 6

Xy = 1(-2) +3(1) + 2(-1) = -1

entdo Ly = JxXx=+[14 = 3.74
Ly = Jyy=+/6 =245

— XY el _ .

cos (0) = > = B3.74) (245) = -.109 , donde, 6 = 96.3

Diz-se que um conjunto de vectores X4, X2, ..., Xk € linearmente dependente

se existirem as constantes cq, ¢, ..., Ck , ndo todas nulas, tal que

C1Xq t Coxg + ... + ckxk =0

Exemplo 2.2: Determinar a dependéncia linear dos vectores x4'=[1,2,1], xo2'=[1,

0,-1] e x3=[1,-2,1].

Aequagédo cqxq + cpx2 + c3x3 = 0 implica o sistema

cq+tcp+c3 =0
2cq1 -2c3 =0
cq1-cp+c3 =0

que possui uma unica solugdo cq =cp =c3 =0.

15



Neste caso, dizemos que os vectores X4, X2 € x3 sé&o linearmente independentes.

Figura 2.2 — Projeccdo de x emy

A projecgao (ou sombra) de um vector x num vector y € dada por

Xy e 1
—==N,, T Y
yy Ly Ly

tendo L;ly , 0 comprimento unitario. O comprimento desta projeccao é

Xy
it

IXy|
177 1= Lx
Ly

= Lx | cos(6)]

i

O ultimo conceito muito usado na estatistica multivariada € o de valor proprio e
vector proprio. Uma matriz quadrada A tem um valor préprio A com o correspondente

vector préprio x # 0 se

Isto é, os valores préprios sdo as raizes da equagao caracteristica |A - A 1| = 0.

. s . 1 -5
Exemplo 2.3: Determinar os valores e vectores proprios da matriz A = { [ }

1-2 -5

|A-21]=0 = ‘
-5 1-2

‘=o 2> (1-2)2 - 25 = 0 = A1=6 ou A2=-4

16



Para »1=6, Ae = \je = {1 _S}FM}: 6 {eﬂ}
-5 1 ey €51

1
€ =——
{ €11 — 98y =66y > H V2
—5€y; +€y =66y €, _-1
V2
1
E € um vector préprio normalizado correspondente ao valor proprio
e1=
-1
2 A1=6

oL
De modo idéntico se encontra e2 \/15 como sendo o vector proprio
V2

correspondente a A2 = -4.

2.2 Matrizes definidas positivas

Dois dos pilares fundamentais da estatistica multivariada sdo o conceito de
distdncia e o pressuposto de que os dados estdo distribuidos segundo uma
distribuicdo normal multivariada. Os produtos de matrizes resultantes da combinagao
destes conceitos sdao denominados formas quadraticas. Assim, neste capitulo iremos
falar em particular sobre as formas quadraticas ndo negativas e as matrizes definidas
positivas associadas.

Muitas vezes, também, os resultados que envolvem formas quadraticas e

matrizes simétricas sdo consequéncia directa do que se denomina decomposicao

espectral definida numa matriz simétrica A« definida como

17



A=7\.1e1e1+7\.2e2e2+...+7\4kekek

(kxk) (kx1) (1xk) (kx1)(1xk) (kx1)(1xk)
onde Aq, A2, ..., Ak s@o os valores proprios de A e eq, e, ..., € OS
correspondentes vectores proprios normalizados, isto €, e; e =1(=12 ...,ke
e; ej = 0 (i #)).

Exemplo 2.4: Sendo dada a matriz A = E ﬂ , obtém-se os valores préprios A1 = 4

e A2 = 2. O vector proprio correspondente ao primeiro valor proprio € e
_ |1
1

Tornamo-lo unico, normalizando-o (comprimento igual a unidade), isto é, dividindo

cada elemento do vector por \/efl el =i’ 1 =

1 1
Encontra-se eq1 = \/15 . Do mesmo modo se obtinha e2 = \_/g .
2 2

Repararque eq .l e,,istoé, eq ep=0.

Verificando a decomposi¢ao espectral,

1 s
R A b A
7 2



o PR

NN
N RPN -
|
N||_\N|H
|
l\)|l—‘r\)||_\

Sempre que a matriz A (kxk) simétrica seja tal que x’A x seja sempre maior
ou igual a zero, qualquer que seja o vector X'=[x, x, .. x,] # [0 0 ... 0],

denominamo-la definida ndo-negativa ou semi-definida positiva. A € chamada definida
positiva se x"A x > 0 para todo o vector x # 0. A componente x’A x damos o nome

de forma quadratica.

Para k = 2,

Ay A || X | _ A1 X X,
[Xl Xz ]{ = [Xl X2 ]
i, A || X Ao Xy +ax X,

XA x

a11x; +a12x1x2 + a12x1x2 + ag2x5= a11x{ + 2a12x1x2 + ag2x3

d2(0,x) =c2

Pela decomposicdo espectral; A = 11 e1eq + Apepe,

eentdo X'Ax = A1 (X'€)2 + Ay (X'@9)2

Assim; c2 = AqyZ+Aioyiéumacelipseem y;=xe; e y,=xe;

Facilmente se verifica que x = c A;"? e, satisfaz X’ Ax =i (cA;Y%e ’e1)2 =¢c2

19



e x =c A,"%e, nos da a distancia na direcgéo e;

Deste modo os pontos situados a uma distancia ¢ fazem parte de uma elipse
cujos eixos sado dados pelos vectores préprios de A com comprimentos proporcionais
aos inversos das raizes quadradas dos valores proprios. A constante de

proporcionalidade € c.

Esta conclusé&o é ilustrada na figura abaixo.

X
2
J 4
— —»
X1 Figura 2.3 — Elipse de distancia constante
Com p > 2, os pontos X'= |x, x, ... x,|auma distancia constante

¢ = YX'Ax da origem encontram-se no elipséide
c2 =21 (X'e1)2 +... + hp (X'ep)2

cujos eixos sao dados pelos vectores préprios de A . A meia distancia na direccéo de

ejéigual a ,i1=1,2, ..., p,onde Aq, Ao, ..., xp, sao os valores proprios de A.

-

20



2.3 Médias e covariancias de combinagoes lineares

Um vector aleatério é um vector cujos elementos sao varidveis aleatérias. Do
mesmo modo, uma matriz aleatéria é uma matriz cujos elementos sdo variaveis

aleatdrias.
A combinagdo linear ¢’X = c1Xq + ... + cpXp tem
média E(c'X)=c'p
e variancia Var(c’X)=c'> ¢

onde p=E(X) e ¥ = Cov(X)= E|[(X - ) (X - ) |

Exemplo 2.5: Consideremos a matriz X’ = {22 2 (1)}

A média desta matrizé g = E}

: A . 2/3 2/3
€ a matriz das covariancias ¢ Y =

2/3 26/3

Assim, a combinaggo linear Y = 3Xq+2Xp ,istoé, [3 2]{ 22 : (1)}

tera a média E(Y'X) = [3 2]m= 8

e avariancia Var(Y'X)= [3 2][2;2 226//33}{2% 48.67

21



Além dos resultados anteriores podemos também afirmar que, sendo dado

duas combinacdes lineares a’X e b"X, a covariancia entre elas é dada por

Cov(@X,b’X) = a'>b

22



3

Geometria amostral e amostragem aleatoéria

Neste capitulo iremos analisar as interpretacbées geométricas das estatisticas

descritivas amostrais X, S e R. Sera também introduzido o conceito de variancia

generalizada para descrever a variabilidade.

3.1 Geometria da amostra

Tal como ja atras vimos, as n observagdes em p variaveis podem ser dispostas

numa matriz nxp

X1 Xgp - Xqp X4
X1 X2 .- Xpp Xy
X = =
| Xm X2 o Xpp | [ X

onde cada linha representa uma observagéo multivariada (vector x;, i= 1, n).

Assim, a variabilidade ocorre em varias direc¢des e é quantificada através da

matriz S das varidncias. Um valor numérico desta variabilidade é dado pelo

determinante de Sp,.

23



Exemplo 3.1: Determinar o vector média X da matriz X' = [i _31 :}

apresente os n = 3 pontos num espago a p = 2 dimensoes e localize X .

4-1+3

X = 3 _|= |2
T |1+345| |3

5 ° X3
4,
Xo e 34 o X
2,
14 0X1
T T 0 T T T T T 1
2 1 1 2 3 4 5 6
-1

Figura 3.1 — Representagao dos pontos X4, Xo, X3 € médio

Em alternativa a esta interpretagcdo geométrica, podemos considerar os dados

como sendo p pontos num espaco a n dimensoes.

Xll X12 DY le
le X22 Y X2p

X = =0y1 y2 - ypl
[ X1 Xn2 -+ Xnp |

24



Nesta nova interpretagdo, as coordenadas do i-€simo ponto y; = [X4j, X2j, ...,

Xnil s&o as n medigbes da i-ésima variavel.

Exemplo 3.2: Usando a mesma matriz do exemplo anterior, representar o
vectores y'1 e y'o.

y1 =[4 -1 3] y2 =[1 3 3]

O grafico de pontos correspondente sera,

Figura 3.2 — Representagao dos vectores y; e y,

Também é possivel dar-se uma interpretacdo geométrica ao processo de

determinacido da média amostral. Para isso comegamos por definir o vector n x1

1 =1=[11 .. 1]

que, por definicdo, forma angulos iguais com cada uma das n coordenadas.
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L

n

A projecgéo de yj no vector unitario € dada por

Deste modo, 1 tem comprimento unitario e direcgdo do angulo igualitario.

1 Xijp + Xjp +...+X; =
- = il i2 inq = Xi 1
Jn n

isto €, a média amostral Xj =y’j 1/ n corresponde ao multiplo de 1 necessario para

obter a projecgéo de y; na linha determinada por 1.

Além disso, para cada Yj podemos determinar o vector desvio dj , desvio entre yj e

xi1.
Xgj = Xi
V2 dj=yj- 1= |@7"
X — Xi
1 1 Figura 3.3 — Diferenca entre vectores
Exemplo 3.3: Ainda com a mesma matriz X,
2 3
X1 1=|2 X2 1=13
2 3
Consequentemente,
4 2
di=y1-x1 1= |-1|- |2|= |-3
3 1
1 3 -2
d2 = YZ - X_2 1= 3(- |3|= 0
5 3 2
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Figura 3.4 — Vectores desvios

»
>

1

E facil ver que
g b 3
L§=d; dj = Z(Xij_xj)z
i=1

isto €, o quadrado do comprimento do vector desvio é igual a soma dos quadrados

dos desvios.

Do mesmo modo,

d; dg = Z(Xij —xi) (X —X) = Ly Ly cos(bik)

j=1

e entdo,
Sik _

ik = ———= cos(0jk)
ik \/q\/g ik

O coseno do angulo é o coeficiente de correlagdo amostral. Assim, se dois
vectores tiverem aproximadamente a mesma orientagdo, a correlagdo amostral sera

proxima da unidade. Se estes dois vectores forem quase perpendiculares, a
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correlagdo amostral é quase nula. Se os dois vectores estiverem orientados

aproximadamente em direc¢des opostas, a correlagdo amostral sera préxima de -1.

Exemplo 3.4: Com os resultados dos exemplos anteriores,
2
dy di = [2 -3 1]-3|= 14 = 384
1
-2
dy dp = [-2 0 2]j0|=8=3sp
-2

14 -2
R —32 g
38

—2

S12 - 3

r12 = = = -.189
VS114/522 /14\/5
31\3

R = { 1 —.189}
-189 1

3.2 Amostragem aleatoéria

Para estudarmos a variabilidade amostral de X e Sy, e para podermos inferir

os resultados para toda a populacido, temos de estabelecer alguns pressupostos

relativamente as variaveis que constituem o conjunto das observagoes.
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Dada a matriz

X112 X2 X1p Xy
X1 Xz oo Xgp Xy
X = =
| Xm X2 o Xpp | [ X
dizemos que x4 , X2 , ... , Xp formam uma amostra aleatdria se constituirem

observagbes independentes, possuindo uma distribui¢do conjunta f(x) = f(x4) f(x2) ...

f(Xp).

Se p e Y representarem, respectivamente, o vector média e a matriz de

variancias da amostra aleatéria x1 , X2, ... , Xp , entdo X € um estimador ndo

enviesadode p [E(X)=M] €S = ﬁsn € um estimador nao enviesado de }, isto €,
E(——Sp)=%
1 '

A matriz amostral ndo enviesada das variancias é

3.3 Variancia generalizada

A variancia é normalmente descrita pela matriz das variancias
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(X1 Xpp le_
X21 X22 LY X2p n
1 _. _
s=|" T = Sjk:mZ(xij_xJ) (Xik =X
L : )
_an Xn2 DY an_

Um unico valor numérico que representa toda a variagao expressa em S é a

variancia amostral generalizada dada pelo determinante de S.

Variancia amostral generalizada = | S |
. . 14808 14213
Exemplo 3.5: Consideremos a matriz S =
14213 15538

A variancia generalizada é dada por

| S| = (14808) (15538) - (14213) (14213) = 28.08 x 106.

Vejamos de seguida uma interpretacdo geométrica para |S|. Consideremos

ent&o a area gerada pelos dois vectores desvio d1 =y1-X1 1 e do=y2-x2 1

d; . Area = [Ld1 sin(e)]L d,
Ld1sm 0 g
- =L, L, V1-cos? e
d

(n-1) ys11S2» (1-r5)

Figura 3.5 — Area gerada pelos desvios
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Por outro lado,
{511 S12 }
S12 S

$11522 - $11522 5= S11822 (1-15)

S| =

S11 AS114/S22 2
vS114/522 N2 S22

Destes dois ultimos resultados, podemos concluir que

area’

Y = (n- 1)'2 area?

S| =

Generalizando para um p-espago obtemos
Variancia amostral generalizada = | S| = (n-1)P (volume)2

isto €, para um determinado conjunto de dados, a variancia amostral generalizada é

proporcional ao quadrado do volume gerado pelos p vectores desvio.

As duas figuras abaixo representam, respectivamente, uma grande e uma

pequena variancia amostral generalizada para p = 3 no espago das observagoes.

d d o ds
ds 1 2 :

2

Figura 3.6 - Representacéo geométriba da variancia generalizada
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A variancia generalizada tem também interpretacdo no grafico de pontos num

p-espaco. Consideremos, para isso, a média amostral X =[xq ,X2 , ..., Xp ].
As coordenadas x =[ x;, Xy; ..., xp] dos pontos a uma distancia constante ¢

de X satisfazem
x-x) 81 (x-%x) = c2

que define uma elipse (p = 2) centradaem X .

Usando o calculo integral, podemos verificar que o volume do hiper-elipséide

esta relacionado com o valorde | S |
Volume de {XZ(X—;)'S_l(X—;):CZ}z ko |'S 1172 cp
ou

(volume do elipsc')ide)2 = (constante) (varidncia amostral generalizada)

Apesar da sua interpretagdo geométrica, a variancia amostral generalizada &
limitada como indicador descritivo de uma matriz amostral de variancias. Para ilustrar

isto vejamos o exemplo que se segue.

Exemplo 3.6: Consideremos as matrizes

sl sl sl
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todas elas com a mesma varidncia generalizada | S | = 9 mas com distintos
coeficientes de correlagao, respectivamente, .8, -.8 € 0.

0]

Ora, prova-se que o determinante de uma qualquer matriz A pxp pode ser
p

escrito como o produto dos seus valores proprios A4, A1, ..., kp, istoé, |A| = H/li .
i=1

Assim, os valores préoprios podem dar-nos informacao referente a variabilidade em
todas as direcgdes numa representacdo p-espacial e, por isso, € util ndo so

analisarmos os valores individuais assim como o seu produto.

A variancia generalizada € nula quando e apenas quando pelo menos um
vector desvio estiver no hiperplano formado por todas as combinagbes lineares dos

outros, isto é, quando as linhas de uma matriz de desvios forem linearmente

dependentes.
1 4 4
Exemplo 3.7: Dadaamatriz X = |2 1 0/,
5 6 4
-2 1 1
a matriz das médias éx =[3,1,5]eentdo X-Xx 1" = |1 0 -1f.
0 1 -1
-2 1 0
Os desvios residuais sdo dq= | 1 |, do= |0 |e d3= |1
1 -1 -1

Como d3 = dq + 2dp, ha degenerescéncia nas linhas e |S| = 0, pois o volume a

trés dimensdes formado pelos trés vectores é nulo.
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S| = 0 significa, em termos matematicos, que as medigdes em algumas
variaveis podem ser retiradas do estudo. Por outro lado |S| também sera nulo se o

tamanho da amostra for menor ou igual ao niumero de variaveis, isto &, n < p.

Se estivermos a trabalhar com variaveis estandardizadas, podemos dizer que a

variancia amostral generalizada € dada pelo determinante de R:

( Variancia amostral generalizada

1Y = (n.1) 2
das variaveis estandardizadas ) =|R| = (n-1)P (volume)

Como |S| e |R| estdo relacionadas por |S| = (sq1 S22 ... spp) IR|, podemos

escrever

(N-1P S| = (n-1)P (511522 .. Spp) |R]

4 3 1
Exemplo 3.8: Sendo dadaamatriz S=|3 9 2|, s11=4;s922=9 e 833 =
125 1
1.
1 N
2 2
Além disso, R = % 1 % .Como|S| =14 e |R| = %,confirma-se que
1 2
e |
L2 3 ]

14'= |S| = 511 522 33 |R| =<4)(9)<1)[%j= 14

Concluimos esta discussdo apresentando o conceito de varidncia amostral
total cujo valor corresponde ao valor do traco da matriz S, isto é, a soma dos

elementos da sua diagonal.
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Variancia amostral total = sqq + sp2 + ... +spp

in . 14808 14213,
Exemplo 3.9: A variancia amostral total da matriz S = é
14213 15538

$11 + S99 = 14808 + 15538 = 30346.

3 —E 0
2
A variancia amostral total da matriz S = —; 1 %
o L%
L 2 i
é Sll+822+S33:3+1+1=5. 0

Geometricamente, a varidncia amostral total corresponde a soma dos

quadrados dos comprimentos dos p vectores residuais dq =y4q-xq 1, ..., dp =yp -

Xp 1 dividida porn - 1.
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4

Distribuicao normal multivariada

A generalizagdo da tdo conhecida curva normal para varias dimensdes
desempenha um papel fundamental na analise multivariada.
4.1 A densidade normal multivariada

A densidade normal multivariada consiste numa generalizagdo, para p 2 2, da

densidade da curva normal

fx) = % 2 e [(x-p /o2 TO<X <o

2o

TRV
O termo (%j = (xX-pW (62)’1 (x - w) no expoente da fungao densidade ndo

€ mais do que a distancia quadrada de x a g em unidades estandardizadas de desvio.

Generalizando para um vector x de dimenséo px1, podemos escrever

x-w L tx-p

onde o vector | representa o valor esperado do vector aleatério x e a matriz ) pxp é a

matriz da variancias.

37



A funcado densidade normal p-dimensional Np(p, >) para o vector aleatério x

=[X1, X2, ..., Xp] &

0= L o-(12-w 5 (x-p)

onde -o<xj<e i=1,2, ..,p.
Exemplo 4.1: Consideremos o espaco p = 2.

Neste espagco p = Llﬂe 5 = {511 512:|
2

S12 S

Calculando a inversa da matriz de variancias, obtemos

2-1 k. 1 [0'22 0'12}

2
011022 =012 |12 Ou1

Assim, a distancia quadrada (x - p)” > ! (x - n) ficaigual a

o= X —m]

1 O —P124011V0 22 |:X1_/ul:|
G110 — Oty —P124/01110 22 o1 Xy — My

- 2 (X1 = 0)* +011(Xa = 12)* = 2p10+/011 o0 (¥4 — 11 x2 - e2)

0110 (1— /3122)

2 2
— 12 e S O O P Bl ~2p, X—H || Xi—H
1-p1, O11 022 O11 O11

Deste modo,
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1

2710110 1-ph)

f(x1,x2) =

2 2
-1 X1 —H Xg —Ha 1M || X1~ 4
x exp + —2p1,
2(1—/0122) ( Vo1 ] { 022 J (\/011 ]( Vou J
Olhando para esta dltima equagéo, podemos dizer que se p,, = 0 , a densidade

conjunta pode ser escrita como um produto de duas densidades normais
univariadas, isto &, se X1 e X2 ndo estédo correlacionadas, f(x1,x2) = f(x1) f(x2),

isto €, X1 e X2 sdo independentes.

Do que atras ficou dito, podemos concluir que a densidade normal multivariada

€ constante nas superficies onde a distancia quadrada (x - p)" > -1 (x - p) for

constante. Os eixos de cada elipsdide de constante densidade tém a direc¢cao dos

vectores proprios de Y -1 € 0s comprimentos proporcionais aos inversos das raizes
quadradas dos valores proprios de .
- 1 . -
Umavez que ) e = e = Y 1 e= Ee, os valores préprios de 1 podem ser

determinados através dos valores proprios de > .

Deste modo, podemos afirmar que os contornos de densidade constante da

distribuicdo normal p-dimensional constituem elipsoides definidos por x tal que

(x-M) > -1 (x - ) = c2. Estes elipsdides sdo centrados em J e possuem €ixos

com comprimento £ ¢ i ej onde ¥ ej=\jej,i=1, ..., p.
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c12) (A-o11 +




Entao, os valores préprios sdo A1 =611 +012 € A2 =011-0612. O vector proprio

e1 correspondente ao valor préprio A1 € dado por

S11 Sz || €11 €11
= (611 +012) { }
le 511}{621} €21

1
= e = |:ell:|= \/15
€xn e
V2
ke
De modo idéntico e = {em}: \/g
€2 -
J2
X, A
Cc ./ 011+G12
€V °117 %92
>
Hq x

1
Figura 4.2 - Contorno de densidade constante para uma distribuicdo normal bivariada

comc11 =022 €12 >0 (ou p12>0)

Quando 612 > 0, A1 =611 + 612 € 0 maior valor préprio e o correspondente
vector proprio e, :[}/\E}/\/ﬂ] situa-se na recta a 45° que passa por 0° = [U1, 2]

Como os eixos das elipses de densidade constante sdo dados por +c i €
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+c /1,6, , com cada vector préprio de comprimento unitario, o maior eixo esta

associado ao maior dos valores proprios.

A densidade normal p-variada

1) x-w L

tem um valor maximo quando a distancia quadrada (x - p)" > -1 (x - p) for nula, isto

€, quando x=p. Deste modo, 4 € o ponto de densidade maxima, ou moda, ao mesmo

tempo que constitui o valor esperado de X, ou media.

4.2 Propriedades da distribuicao normal

Vejamos, de seguida, algumas propriedades da distribuigdo normal. Assim, sendo

dado o vector aleatério x com uma distribuicdo normal multivariada, x ~ Np(u, %),

Combinacgdes lineares das componentes de X sdo normalmente distribuidas.

aX=aX1+axX2+ ...+ apXp ~ N@py,a}a)

a Xy + .+ 3 Xp
A X anXy + .. + 8,,X ,
A’ 2P|~ Ny(Ap, ATA)

@xp) (px1)
agXy + ..+ agpXp
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X d

~ Ny(p, d
(pxd) "(pxgy T oM d2)

Todos os subconjuntos das componentes de X seguem uma distribuigdo normal

multivariada. Se dividirmos X, pe >

Xy &
X _|_ (axD) Ho_ | (@xD)
(px1) X2 (px1) 2P
((p-a)x1) (p=a)x1)
z:ll | Z"12
| _(@xa) | (ax(p-9)
(pxp) Ty | Ly
((p=a@)xa) [ ((p-9)x(p—q))

entao, por exemplo, X1 ~ Nq(p1, >11)-

Se X1 (q1x1) e X2 (gax1) forem independentes, entdo Cov(X1,X2) =0, sendo 0

uma matriz (q4xq2) de zeros.

As distribuigdes condicionais das componentes sao normais multivariadas.

X1 H1 DEPEI 1)
Sex=| — [ ~NpwHeomu=| — |, 3=|_ _ _
X2 M2

DPYI B PYY

e [2,,| >0, entdo a distribuigdo condicional de X1 dado X2 =x2 € normal com

a média = W1 + Y12 Iy (X2-M2) e covaridncia = Y11 - Y12 25 221.

Notar que a covariancia nao depende do valor de x2 da variavel condicionante.
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* Se |3]>0,entdo (x-u) > -1 (x-p) ~ ;gf, , uma distribuicdo de qui-quadrado

com p graus de liberdade.

* Addistribuicao Np(p,Z) atribui uma probabilidade 1- o ao elipsoide
b -y x-) = 12 (@)

sendo z2(a).0 percentil de ordem (100c.) da distribuigdo 3.

4.3 A forma amostral da distribuicdo normal multivariada

Sendo dado x1, x2, ..., Xn uma amostra aleatéria de uma populacdo normal

com média J e covariancia ), os estimadores de maxima verosimilhanca para g e >

sao dados, respectivamente, por

>

=X

[EEY

1y - =, .n-
= ) (X = X)X —X) = S

> né( BN
Notar que o estimador X é um vector aleatdrio e que o estimador ¥ é uma

matriz aleatoria.

Estes estimadores de maxima verosimilhanga possuem a propriedade da

invariancia. Isto significa, por exemplo, que o estimador de maxima verosimilhanca de

4 ,l z ~ oy ,l'\ . ’ . . . z ~
M'Z'u € p'ITp e que o estimador de maxima verosimilhanga de o € o7,
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com aAjj = %Z(XU’ - Xj)? como sendo o estimador de maxima verosimilhanga de gjj
i=1
= Var(Xj).

Tratando-se de populagbes normais, toda a informagao amostral da matriz de

dados X esta contida em X e S; qualquer que seja o tamanho n da amostra. Como
esta afirmacao ndo é necessariamente verdadeira para populagdes ndo normais, é

sempre conveniente testar os pressupostos da normal multivariada.

4.4 Distribuicdo amostralde X e S

No caso univariado (p = 1) sabemos que X segue uma distribuicdo normal

a1 o .
com meédia p e variancia 3 o2. O resultado para o caso multivariado (p = 2) é

L] w b . a 1
idéntico. X segue uma distribuicdo normal com média g e matriz de covariancia =

Y.

Ora, como Y é desconhecida, a distribuicido de X ndo pode ser usada

directamente para inferir acerca de p. Contudo, S independente de | fornece-nos

informac&o suficiente acerca de Y. A medida que o tamanho da amostra cresce, X e
S sao regidos por algumas propriedades independentemente das caracteristicas da
populagao-pai. O uUnico requisito que existe é que esta populacao-pai, qualquer que
seja a sua forma, tenha uma média g e uma covariancia finita .

Pela Lei dos Grandes Numeros e sempre que o tamanho da amostra seja

grande, existe uma grande probabilidade de que X se aproxime de p e que S se
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aproxime de ). Precisando um pouco mais (Teorema do Limite Central), sejam X1,
X2, ..., Xn uma observacio independente de uma qualquer populacdo com média p e

covariancia finita Y. Entdo, para amostras grandes (n deve ser grande relativamente a

p), \/n (X - p) aproximadamente segue uma distribuigdo Np(O, ).
Quando X ~ Np(p,% Y) ou seja, quando \/n (X - ) ~ Np(0; ), pode também
demonstrar-se que n (X -p)’'Y T (X -p) ~ 1.

Reparar, finalmente, que, para n grande e muito maior do que p, substituir £

1

por S "' ndo afecta seriamente a aproximacgao.
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5

Inferéncia acerca do vector média

Nos capitulos anteriores apresentaram-se 0s conceitos basicos para uma
melhor compreensao da estatistica multivariada. Neste capitulo iremos analisar a

inferéncia (testes e regides de confianca) referentes ao vector média de uma

populagdo normal.

5.1 T2 de Hotelling
Uma generalizacao natural da distancia quadrada

— 2 — N
2 = %: R (10) (%) &8 - po)

¢ a correspondente multivariada

. R -
T2 = (X ‘o) [;sj (X o) = (X -po)’ S (X - o)

d _1
onde p><1) nz

j=1

Hip

1 L Ho | H2o
(pxp) nJZ(x X, -X) (px1) | :
Hpo

e 5 S representa a matriz estimada das covariancias de X .
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A estatistica T2 é denominada T2 de Hotelling em homenagem a Harold
Hotelling, pioneiro da estatistica multivariada. Se a distancia generalizada observada
T2 for grande, isto é; se x estiver muito longe de pp, a hipétese Hg: p = po sera

rejeitada. Ora, para podermos ter uma ideia da grandeza da distancia T2, utilizamos o

conhecimento que temos da sua distribuicdo. De facto,

2 . (=-Dp
T

onde Fp,n-p indica uma variavel aleatéria com uma distribuicdo F com p e n-p graus

de liberdade.

Considerando entdo a amostra aleatéria X1, X2, ..., Xn de uma populagao

Np(Ps Z),

o =P {TZ > ((r:]"_lz)')o Fp,np(a)}= {n(i—u)'sl(i—u)> ((r;__l?);) Fonp(@)

quaisquer que sejam os valores verdadeiros de g e >, com Fp,n_p(a) a representar o

percentil de ordem (100a.) da distribuicao Fp,n_p.

O que ja foi dito é suficiente para testar Hp: p = ppo contra Hq: 4 # po. A um

nivel de significancia a, rejeitamos Hg em favor de H1 se

2= n(x -pp)’ S (x - (-Hp
T2= (X -po) ST R -p) > =B Fpnp(@)
Exemplo 5.1: Analisou-se a transpiracao de 20 mulheres saudaveis, tendo

sido usadas as trés variaveis X1 = taxa de transpiracdo, X2 = conteudo de sédio e
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X3 = conteudo de potassio. Os valores encontrados levaram aos seguintes

resultados:
4,640 2.879 10.002 -1.810 586 -—.022 .258
X = 145.400 S =110.002 199.798 -5.627 e 8'1 = |-.022 .006 -.002
9.965 -1.810 -5.627 3.628 258 —.002 402

Testar a hipétese Hp: " =[4, 50, 10 ] contra Hq: p" #[4 , 50, 10 ] a um nivel de

confianga de a = .10.

Ora T2= n (X -pg)' S (X - o)

586 -.022  .258 4.640-4
=20[4.640-4;45.400 -50;9.965-10] |-.022 .006 -.002||45.400-50
258 —-.002 .402|| 9.965-10

467
=20[.640;-4.600;-.035] |-.042|= 9,74
.160

Comparando o valor observado T2 com o valor critico

((r;n__lz);) Fp,n-p(-10) = %%,17(-10) = (3.353) (2.44) = 8,18

podemos concluir que T2 =974 > 818 e, portanto, rejeitamos Hp ao nivel de

confianca de 90%.
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5.2 Regides de confianca

Seja X = [X1 Xo ... Xp] amatriz de dados e 6 um vector de pardmetros

desconhecidos de uma populagdo. A regido R(X) é chamada regiao 100(1-a)%

confianga se, antes da amostra ser seleccionada,

P[R(X) incluir o verdadeiro valor para 6] =1 - a

Adaptando este conceito a média y, obtemos

P {n(i—p)'S‘l(Y—p) <P Fpn_p(a)} Y
(n-p) =

m—DpF

" p) on-p (@) de M, com

Por outras palavras, X estard a uma distancia \/

-1
probabilidade 1 - o, desde que a distancia seja definida em termos de (%Sj :

Para se saber se um qualquer valor g, pertence a regido de confianga,

necessitamos de determinar o valor da distancia quadrada generalizada

n(X -Ho) S (X - o)

(n-1p
(n-p)

e compara-la com o valor de

Fp,n_p(oc). Caso a distancia seja maior do que

este ultimo valor, g, n&o pertencera a regido de confianca.

50



Os eixos do elipséide de confianga e os seus respectivos comprimentos podem ser

determinados através dos proprios valores proprios A e dos vectores proprios ej de S.

Centrado em X, os eixos do elipsoide

& -0 8T - < 022 e o)

|
=
i)
|
N
N
©

s80 £ ,[4; J(n_l)p Fonp(@) €j;onde Sej=

Exemplo 5.2: Num estudo de 42 aparelhos de microondas, foram medidas as

radiacoes emitidas pelos aparelhos, respectivamente, com as portas fechadas (X1)

e com as portas abertas (X2). Para os 42 pares de observagodes , encontrou-se

~ _ |.564 _ |.0144 .0117 -1 _ | 203.018 -163.391
.603 .0117 .0146 —163.391 200.228

Os pares de valores proprios e vectores proprios para S sao

A =.026 eq = [.704, .710]

Jo =.002 ey = [-710, .704]

A elipse a 95% de confianga para p consiste em todos os valores (U1 , p2) que

satisfazem a inequagao

42 [.564 - yq ; .603 - o]

203.018 —163.391}[.564—;11} < 24D
40

163391 200228 ||.603—p, | 2,40(-09)

Como F2 40(.05) = 3.23, obtém-se,
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42(203.018)(.564-141)2 + 42(200.228)(.603-}i2)2 - 84(163.391)(.564-111)(.603-pp) < 6.62

Para determinar se p” =1[.562, .589 ] pertence a regido de confianga, calculamos

a expressdo anterior para pq = .562 e pp =.589, encontrando-se o valor 1.30 <

6.62. Concluimos entdo que se situa na regido de confianca.
562 | . p Wt .
Do mesmo modo, um teste de Hp: p = [589} nao sera rejeitado em favor de H1:

M # [zgﬂa um nivel de significancia o = .05.

: . . B - .564
O elipsdide de confianga conjunta estd centrado em X = {603}6’

respectivamente, com metades dos eixos maior e menor iguais a

(n 1)p 2(41)
\//1_1\/n(n Fonp(@) = +.026 e, (3.23) = .064

e \/T\/(n P a@= o002, [ 2 309 = 018

n(n—p) 42(40)
Estes eixos encontram-se segundo eq" = [.704, .710] e ep" = [-.710, .704 ].

Pode-se facilmente ver que o eixo maior é cerca de 3.6 vezes maior do que o eixo

menor.

Consideremos agora X ~ Np(M, ) € a combinacao linear Z =c¢c'X =cq X1 +c2

X2 + ... + cp Xp - Entéo, para c fixoe ci desconhecido, um intervalo de confianca a

100(1 - a)% para pz = ¢’y é dado por

¢ X -tn(@2) XL < ey g ¢ X+ tnq(@/2) Y
Jn Jn
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onde tn-1(a/2) é o percentil superior de ordem 100(o/2) de uma distribui¢gdo t com n-1

graus de liberdade.

Esta desigualdade pode ser interpretada como uma afirmacdo em relagao as

componentes do vector média p. Por exemplo, com ¢=[1,0, ..., 0], ¢’y =M1

torna-se no intervalo de confianga ja por nés conhecido para a média de uma

populagcédo normal, sendo ¢'Sc = s11.

Podemos deste modo construir varios intervalos de confianca para os
componentes de y, cada um deles associado a um coeficiente de confianga de 1-a.
Basta para isso escolher os vectores ¢ apropriados. Contudo, a confianga associada a

todos os intervalos quando tomados em conjunto no € igual a 1-a.

Sendo dada a amostra aleatdria X1, X2, ..., Xn de uma populagao Np(p, >),

com > definida positiva, para todos os ¢ simultaneamente, o intervalo

. p(n-1) b T p(n-1) :
(c X_\/n(n— 3 Fonpl@)c'Sc ; ¢ X+\/n(n— o) Fonop(a@)c SCJ

contém c¢’J com probabilidade 1-a.
Estes intervalos simultaneos séo, por vezes, denominados, intervalos o pois a

probabilidade de cobertura é determinada pela distribuicdo de T2. As escolhas ¢'= [1,
0,..,0,e=[0,1,...,0],...,¢=[0,0, ..., 1] permitem-nos concluir que todos os

intervalos

— |p(n-1) Su1 — p(n-1) Su1
X1 \/(n—p) Fpn-p(@) N S g1 s x1 4 \/(n—p) Fpn-p(@) o
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I\

— _ [p(n-1) Sy - p(n-1) Sy
X2 \/(n_p) Fp,n—p(a) n = U2 X2 + \/(n_p) Fp,n—p(a) n

I\

— n-1 S — n-1 S
Xp 'J#Fp,n—p(a) — 7S Hp S Xp +\/¥Fp,n-p(a) -

se verificam com um coeficiente de confianga de 1-a.

Reparar que, por exemplo, para se obter um intervalo de confianga para i - puk
basta usar-se ¢j = ck = 1 no vector ¢’'=[0, ..., ¢, 0, ..., -Ck, ..., 0] a que corresponde

¢c’Sc = sjj - 2sjk * skk, obtendo-se o intervalo

7i - zi \/?rfn__pl)) Frxn—p(Of)\/—Sii _Zsr:k o

Exemplo 5.3: 87 alunos de um liceu obtiveram classificacbes em trés exames
especiais: X1 = ciéncias sociais, X2 = verbal e X3 = ciéncias exactas. Os

resultados obtidos foram:

527.74 5691.34 600.51 217.25
X =| 5469 |e S = | 60051 126.05 23.37
25.13 217,25 2337 2311

Para encontrar os intervalos simultaneos de confianga a 95% para p1, u2 € u3

necessitamos calcular o valor

p(n-1)
(n-p)

X7 F3 ga(.05) = 220

Fp,n-p(a) =

obtendo assim os intervalos
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5691.34

527.74 - 829|204 < 14 < 527.74 + V829 S 504.45 < 1 < 551.03
54.69 - \/8.29 1286%05 < up < 54.69 + 8.29 % 51.22 < o < 58.16
25.13 - \/8.29 22'7“ < 3 < 25.13 + 8.9 % 23.65 < 3 < 26.61

Se 0 numero m de médias yj ou de combinagdes lineares ¢’'J = cquq1 + co2u2 +
.. + cpUp for pequeno, os intervalos de confianga simultaneos podem ser obtidos de

uma forma mais precisa. Tais intervalos de confiangca, denominados de Bonferroni,

sao baseados nos intervalos t individuais

com aj = a/m. Assim, para um nivel de confianga global maior ou igual a 1 - «,

podemos obter m = p intervalos:

X1 - tn-1 [ij,/sis b1
2p n

- a 522 - (04 522

x2-1tn-1 [2—}/—5 p2 = x2 *tn-1 [—N—
p n 2p n

IN
> |
—
+
~—
7
—
VY
N
D=
N———
w
S

I\

_ s
X p - tn-1 [ZipJ %s Hp
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Exemplo 5.4: Voltando aos dados da transpiragdo, podemos obter os

intervalos de confianga de Bonferroni a 95% para p1, Y2 e y3 correspondentes a

escolha de aj = .05/3, i=1, 2, 3.

Como n =20 e t19(.05/2(3)) = t19(.0083) = 2.625, temos

X 1 +t19 (.0083) %= 4.64 +2.625 %:9 364 < u{ < 5.64
X 2 + 19 (.0083) S%= 45.4 + 2.625 ,/1992';98 3710 < pp < 53.70
X 3 +t19 (.0083) S%= 9.965 + 2.625 % 8.85 < y3 < 11.08

5.3 Inferéncias para grandes amostras

Quando o tamanho da amostra € grande, os testes de hipdteses e as regides
de confianga para g podem ser construidos sem o pressuposto da existéncia de uma

populagao normal, mesmo tratando-se de distribui¢cdes discretas. Todas as inferéncias

de amostras grandes sao baseadas na distribuicdo X2-
(X -py (1 3]4 (X -p) = n(X -p) ST(X -p) é aproximadamente y2

com p graus de liberdade e, entao,

PIn(X—p)ys*(X-p) < 22(a)|= 1-a
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onde X%(a) € o percentil superior de ordem (100a) da distribuicdo X% .

Seja X1, X2, ..., Xn uma amostra aleatéria de uma populagdo com média p e

matriz de covariancia definida positiva Y. Quando n - p for grande,

* a hipotese Hp: 4 = o € rejeitada em favor de H1: g # g, @a um nivel de

significancia aproximadamente o se
n(X -Ho) S (X - o) > %3 (a)

. ¢’ X 11/;(,2)(05),/% contém ¢y, para todo ¢, com probabilidade aproximadamente

1-a. Consequentemente, os intervalos de confianga simultaneos a 100(1-a.)%

X1+ 1/;(‘2;(0:)1/% contém U1

X2+ ,/;{S(a)‘/% contém u2

S
Xp* iz (a)w/% contém Hp

Além disso, para todos os pares (i, Uk), i, K = 1, 2, ..., p, as elipses amostrais

centradas na média

1
NIXi-uj;Xk- Hkl {: S‘k} {X‘i “i}s 15(@)  contém  (uj, pK)

ik Skk X _k— Mg
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6

Comparacgao entre duas médias multivariadas

Neste capitulo iremos estender o conhecimento a comparagédo entre dois
vectores média. Mais uma vez iremos partir de procedimentos univariados e

generalizaremos para o caso multivariado.

6.1 Compara¢coes emparelhadas

Por vezes, as medigcbes sao feitas em condigdes experimentais diversas, com
o objectivo de testar se as respostas diferem significativamente. E o caso, por
exemplo, de um teste de eficacia de um novo medicamento que requer que haja
medicbes antes e apdés um determinado tratamento. As respostas emparelhadas

podem ser comparadas analisando as respectivas diferencas.

No caso univariado, e considerando X1j e X2j, respectivamente, as medicdes
"antes" e "ap0s", os efeitos séo representados pelas diferencas dj = x1j - x2j , j= 1, 2,
..., N. Partindo do pressuposto de que as diferencas Dj representam observagdes

independentes de uma distribuigdo N(§, 63 ), a variavel

(D-9) .

sd/\/ﬁ’

t =
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onde D = lz D;e sj= ﬁ (D; -D) 2, segue uma distribuicdo t com n-1
A

n< -
=1 1=

graus de liberdade.

Consequentemente, a um nivel o, o teste Hp: 6 =0 contra HQ: 8 #0 pode ser

conduzido comparando | t | com tp.q(o/2). Do mesmo modo, um intervalo de
confianca a 100(1-a)% para a diferenca media & = E(X1j - X2j) pode ser obtido pela

expressao

- tpq(@2) 2L 5 <7d + thq(e2) %
n n

= Jn

Ao generalizar para o caso multivariado, vamos necessitar de distinguir entre p
respostas, 2 tratamentos e n unidades experimentais. Obtemos assim as p variaveis

aleatorias de diferencas
D1j = X11j - X21j
D2j = X12j - X22j
Dpj = X1pj - X2pj
ou, em forma matricial,
Xlll xllZ Xlln X211 X212 x21n Dll D12 Dln

Xipp Xipz o XipnOROS Xops ceouions D, Dy, .. Dy,

Considerando Dj = |Dy;Dy; ... Dy | (j=12,...,n),
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E(Dj) =3= | | e cov(D))=Yd.

Se, além disso, D1, D2, ..., Dn forem vectores aleatdrios independentes Np(8,

>d), entédo

n n
onde D= 1ZD]- e Sq-= LZ(DJ- -D)'(D; -D) ¢ distribuido como uma variavel
< n-144

.. (n=Dp
aleatoria T 4 Fp,n-p-

Se ambos n e n-p forem grandes, T2 ¢ aproximadamente distribuida como

X% , independentemente da forma da populacéo subjacente das diferencas.

’

Sendo observadas as diferencas dJ = [dljd2j ...d pjj (j=12,...,n), rejeitamos HQ:
6 =0 contra Hq: 6 # 0 a um nivel o para uma populagédo Np(8, >d) se o valor

observado

Rl e il
T2=nd’'S, d > Fr non(o
d (n_p) PN p(a)

onde Fp;n_p(oc) é o valor do percentil de ordem 100a de uma distribuicdo F com p e n-

p graus de liberdade.
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Uma regido de confianca a 100(1-a.)% para 6 é formado por todos os & tal que

9 -85 (d (n-Dp
(d -8)8, (d-d) < D) Fp,n-p(e)

Os intervalos simultaneos de confianga a (1-a)% para §; s&o dados por

b I s§
8t dj + \/((r:]_li)? Fp,n—p(a)\/%

- — 2
onde dj € o elemento de ordemide d e Sdij € o i-ésimo elemento da diagonal de

Sd.

(n-1p

Para n-p grande;
(n-p)

Fp,n_p(a) aproxima-se da distribuigao x%(a), e a

normalidade ndo é mais necessaria.

Os intervalos de confianga simultdneos de Bonferroni a 100(1-a)% para as

médias individuais de diferenga, 3 , sao
2
J— S
St di * tnp | —
i i n-p (Zp) 3

onde th-p (Zip} € o percentil de ordem 100(a./2p) de uma distribuicdo t com n-p graus

de liberdade.
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Exemplo 6.1:

Um conjunto de 11 amostras de agua foi enviado a dois

laboratérios para a analise da necessidade oxigénio bioquimico (NOB) e de sélidos

suspensos (SS). Os dados sao apresentados a seguir:

Amostra |
1

- O © 0o N o o A W DN

—_—

Laboratério 1

6

6
18

8
11
34
28
71
43
33
20

Laboratoério 2

1

27
23
64
44
30
75
26
24
54
30
14

25
28
36
35
15
44
42
54
34
29
39

x11j(NOB)  x12(8S) . _ x21j (NOB)  x29;(SS)

15
33
22
29
31
64
30
64
56
20
21

Sera que os resultados provenientes dos dois laboratdrios coincidem? Se existir

diferenca, de que tipo €?

A estatistica T2 para o teste Hp: 8 =[61,62] =[0,0] contra Hp: 6 #0 ¢

construida a partir das observacoes de diferencas:

d1j =X11j - x21j -19 -22 -18 -27 -4 -10 -14 17

d2j =x12j - x22j

12

10

42

15

-1

11

-4

60
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g = d1 _ -9.36 | _ 199.26 88'38_6
d1 13.27’ 88.38 418.61|
T2 = 11[-9.36; 13.27]{ 0055 "0012}{"9'36 = 13.6
—.0012 .0026 || 13.27 |
Com o= .05; encontramos (n—_li);) Fp:n-p(-05) = HQ—OE F2:9(.05) = 9.47

Como T2 = 13.6 > 9.47, rejeitamos HQ e concluimos que existe uma diferenga

média ndo nula entre as medi¢cbes dos dois laboratérios. Dos dados parece
evidente que o primeiro laboratério tende a produzir medigdes mais baixas para

NOB e mais altas para SS do que o segundo laboratoério.

Os intervalos de confianga simultdneos a 95% para as médias das diferencas

01e02 sao, respectivamente,

- _ 52
a7+ \/ ((?]_1:)5’ Fonp (@) = -9.36 £ 347 193126 ou (-22.46 ; 3.74)
2
@ + \/(”‘1)'0 Fon ()]~ = 13.27 + 047,22 oy (571 ; 32.25)
(n-p) ™ n 11

O intervalo de confianga simultaneo a 95% inclui o valor zero e, no entanto, como

vimos, a hipétese Hp: 8 = 0 foi rejeitada.

De facto, o ponto 8 = 0 encontra-se fora da regiao de confianga a 95%, o que é

consistente com o teste T2. Os intervalos de confianca simultaneos dizem respeito

ao conjunto de todos o conjunto de intervalos que podem ser construidos a partir

das possiveis combinagbes c161 + c262, de que os intervalos calculados
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correspondem as escolhas (c1 =1, c2 = 0) e (c1 = 0, c2 = 1). Estes intervalos
contém o valor zero; no entanto, outras escolhas para cq1e c2 produzem intervalos
simultaneos que ndo contém zero. Sabemos, sim , que se a hipétese Hp: 6 =0 nao

tivesse sido rejeitada, todos os intervalos simultdneos incluiriam zero. Os intervalos

de Bonferroni também cobrem o valor zero.

6.2 Comparagoes em desenhos de medidas repetidas

Outra generalizagdo da estatistica t univariada consiste no caso de ¢
tratamentos serem comparados relativamente a uma Unica variavel de resposta. Cada
individuo ou unidade experimental recebe o tratamento uma vez em varios periodos
de tempo. A observacao de ordem j é

le
ij

X

L "]
onde Xjj corresponde ao tratamento de ordem i no individuo ou unidade experimental
j-

Representando por C a matriz de contraste onde as g-1 linhas sao linearmente
independentes, podemos formular a hipétese de que nao ha diferencas nos

tratamentos (igualdade das médias dos tratamentos) fazendo Cp = 0, qualquer que

seja a escolha da matriz de contraste C.

Considerando uma populagao Np(p, Y), uma matriz de contraste C e um nivel

o, a hipétese Hp: Cu = 0 é rejeitada em relagao a hipotese H1: Cu# 0 se
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_ =\ -1 a2 (n-1)(q-1)
T2 = n(Cx) (CSC’) ' cx > qu_m_qﬂ(a)

onde Fq_1,n_q+1(oc) € o percentil de ordem 100a de uma distribuicdo F, com g-1 e n-

g+1 graus de liberdade.

A regido de confianga para os contrastes Cu é determinada pelo conjunto de

todos os Cp tal que

= . -1 AT (n-1(q-1)
n(CX ~Cp (CSC)™" (Cx - Cp) < BB Fag nqrt ()

Consequentemente, os intervalos simultéaneos de confianga a 100(1-a)% para

um unico contraste ¢’y € dado por

A (n-1)(q-1) c'Sc
c’H : JEPARENE—w- 3 ==
M \/ (n—q+1) q—l,n—q+1(a) :
Exemplo 6.2: Num teste de eficacia de um novo anestésico, foi escolhida uma

amostra de 19 cades aos quais foi administrado di6éxido de carbono (CO2) a dois

niveis de pressao (alto e baixo), seguido da adicao de halotano (H) e da repeti¢ao

de didxido de carbono.

Presente
Halotano
Ausente * *
Baixo Alto

CO2

66



tratamento 1 = CO2 alto sem H tratamento 3 = CO2 alto com H

tratamento 2 = CO2 baixo sem H tratamento 4 = CO2 baixo com H

Os dados referentes aos milisegundos entre batidas do coracdo estdo

apresentados a seguir:

Tratamento
Cao 1 2 3 4
1 426 609 556 600
2 253 236 392 395
3 359 433 349 357
4 432 431 522 600
5 405 426 513 513
6 324 438 507 539
7 310 312 410 456
8 326 326 350 504
9 375 447 547 548
10 256 286 403 422
11 349 382 473 497
12 429 410 488 547
13 348 377 447 514
14 412 473 472 446
15 347 326 455 468
16 434 458 637 524
17 364 367 432 469
18 420 395 508 531
19 397 556 645 625

Com base neste desenho de medidas repetidas, vamos analisar os efeitos

anestésicos da pressao de CO2 e do halotano. Representando por u1, M2, 43, €
M4, respectivamente, as respostas médias nos tratamentos 1, 2, 3 e 4, estamos

interessados nos seguintes trés contrastes de tratamento:
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(U3 + H4) - (41 +u2)  contraste halotano, representando a diferenga entre a

presenca e a auséncia do halotano

(U1 +M3)- (U2 + u4)  contraste CO2, representando a diferenga entre as pressdes

baixa e alta de CO2

(M1 + p4) - (2 + u3) contraste interacg¢ao, representando a influéncia do halotano

nas diferengas de pressao de CO2

-1 -1 1 1
Com W' = [p1 M2 u3 p4], a matrizde contrasteé C = | 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
368.21 2819.19 .
Dos dados acima,i _ 404.63 e S = 3568.42 7963.14
479.26 2943.49 5303.98 6851.32
502.89 2295.35 4065.44 4499.63 4878.99
209.31 9432.32 1098.92 927.62
Entao; Cx = |-60.05 ,, CSC” = |1098.92 519584 914.54
-12.79 927.62 91454 7557.44
e T2 = n(Cx) (CSC')'1 (Cx) = 19 (6.11) = 116.
- (n-1)(q-1) _ 18(3) ~c\ = 18(3) z
Coma =.05 ~—""Z2Fq 1n- = ——=F3.16(5) = —=(3.24)= 10.94.
¢ (n—q+1 ahin q+1(e) = =~ F3:1605) = =724

Como T2 =116 > 10.94, rejeitamos Hp: Cu = 0 (n&o ha efeitos do tratamento).

Para detectarmos quais os contrastes responsaveis pela rejeicdo de Ho,

construimos os intervalos simultdneos de confianca a 95% para estes contrastes.

Assim, a influéncia de halotano é estimada pelo intervalo
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o 183 ¢4S¢1
© 63 )61 +7) £ A5 F 16005) \ [ g

9432.32

= 209.31 £+ 410.94 = 209.31 £ 73.70

Do mesmo modo, os contrastes restantes sao estimados por

* influéncia da pressdao CO2 = (U1 + u3) - (U2 + P4):

= 60,05 «/10.94,/5132'84 = -60.05 +54.70

* interaccdo H - CO2 = (u1 + p4) - (U2 + U34):

= -12.79 + 1094 75?;'44 = _12.79 +65.97

Podemos ver, do primeiro intervalo, que existe um efeito do halotano. A presenca
do halotano produz tempos mais longos entre batidas do coracdo, o que acontece
a ambos os niveis de pressdao de CO2 (pois o contraste de interac¢cdo néao é
significativamente diferente de zero). O segundo intervalo de confianga também

indica que ha um efeito devido a pressao de CO»2, provocando as baixas pressoes

maiores tempos entre batidas.

Ha, no entanto, que referir que estes resultados devem ser encarados com
algum cuidado, uma vez que as experiéncias com halotano tem necessariamente de
ser realizadas apods as experiéncias sem halotano. Assim, o efeito encontrado

derivado a presencga do halotano pode também ser derivado ao factor tempo.
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6.3 Comparagoes entre duas populagoes

E também possivel compararmos as respostas obtidas em duas populacdes.

Consideremos uma amostra aleatéria de tamanho nq1 de uma populagdo 1 € uma

amostra de tamanho n2 de uma populacao 2. As observagbes em p variaveis sao tais

que:
Amostra Estatisticas
Populagéo 1 . 1o 1 N -
X1 = n—lej S1 = i _1Z(le _Xl)(xlj —Xl),
1 j=a 1 1
X11, X12, ..., X1n4 j j
Populacgéo 2 . 1 & s - ~
X2 = Eszj Sy = - _lZ(xzj =X2)(Xp; —X2)’
X21, X22, ..., x2n2 j= j=1

Pretendemos inferir acerca da diferenca entre os vectores média de ambas as
populagdes (u1 - u2). Sera que p1 = P2 (isto é, M1 -H2 = 0)? E se p1-p2 # 0, que

médias sao diferentes?

Para se responder a estas questdes, ha que se partir de alguns pressupostos. Assim,

* A amostra X11, X12, ..., X1n1 € aleatdria de comprimento n1 de uma populagao

p-variada com vector média g1 € matriz de covariancia ) 1.

* A amostra X21, X292, ..., X2n2 ¢é aleatéria de comprimento n2 de uma populagao

p-variada com vector média g2 e matriz de covariancia 2.

« X11,X12, ..., X1n1 sao independentes de X21, X22, ..., X2n2.
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Além disto, quando n1 e n2 sdo pequenos,
* Ambas as populagdes sao normais multivariadas.
* Igual matriz de covariancia (31 =5>2=5).

Neste ultimo caso ha, portanto necessidade de estimar a covaridncia comum 3,

fazendo

n B » 7 N _
Z(Xli —X1)(Xqj —X1) +Z(X2j —X2)(Xpj =X2)
=1 =L

ng+n, -2

Scomum =

(n =S, +(n, -1)S,
ng+n, -2

. : 1 1 . ;
Como Scomum estima ), podemos afirmar que [—+—J Scomum € um estimador
N N

de Cov(X1 -X2).

Sendo dado o teste Hp: p1 - g2 = 89 contra H1: g1 - p2 # 80; rejeitamos HQ se

-1
1 1 — i
_+_Jscomum:| (X1 - X2 '80) > 02

ng Ny

T2 = (7 =55 - 50) K

(ny+n; —2)p
(ny +n, — p-1)

onde 02 = Fp’n1+n2_p_1(01).
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Exemplo 6.3: 50 barras de sabdo sdo fabricadas de cada um de dois

processos e duas caracteristicas X1 = espuma e X2 = suavidade sdo medidas.

Foram obtidas as seguintes estatisticas:

— _[83 2 1
1=l =14

— 10.2 y” 4
xz—{&g} 81_{1 4}
Obter uma regiao de confianca a 95% para g1 - p2.

Como S1 e S2 sao aproximadamente iguais, faz sentido encontrar-se uma matriz

comum de covariancias:

Scomum =

(50-1)S; +(50-1S, _ [2 1
50+50 -2 15

Comox1-x2 = [ 2} a elipse de confianga esta centrada em [-1.9; .2]’, sendo

os valores e vectores proprios de Scomum obtidos através da equagéao

]
0 = |Scomm —I|= [ . 5_J= A2-Th+9,

Deste modo; A1 =5.303 eq1 = [.290; .957]

[.957; -.290 ]

Ao =1.697 e’

Além disso; (i+ij02
n N

= (1, 11082 )
(50+50j (97) F2,97(-05) .25
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A elipse de confianca estende-se [ (ni+i]c = /4 .25 unidades segundo o

1 N
vector proprio ej; isto €; 1.15 unidades na direcgédo de eq e .65 unidades na
direcgdo de es. E 6bvio que pq - p2 = 0 ndo pertence a elipse sendo, portanto,

possivel concluirmos que os dois métodos de fabricacdo de sabao produzem
resultados diferentes. Parece que os dois tipos de sabao tém a mesma suavidade,

produzindo o segundo maior espuma.
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7

Analise de componentes principais e analise factorial

7.1 Introdugao

Os nomes que compdem o titulo deste capitulo sao frequentemente usados de
uma maneira menos precisa, chegando mesmo a acontecer que investigadores
afirmem que estdo a levar a cabo uma analise factorial quando, de facto, estdo a
proceder a uma analise de componentes principais.

Consideremos as variaveis 'temperatura’ e 'horas de sol' numa determinada
regiao. O valor 0.9 de coeficiente de correlacao entre ambas as variaveis pode ser
representado pelo angulo entre estas variaveis, quando representadas vectorialmente.

A questao que a analise factorial pretende responder é a seguinte

Podem estes dois vectores ser substituidos por um unico vector de
referéncia, denominado factor, de tal modo que retenha a maior parte da

informacao respeitante a correlagao existente entre as variaveis originais?

Intuitivamente parece que o melhor vector de referéncia € o que divide ao meio
o angulo de 25° entre os dois vectores. Na Figura 7.1. a variavel 'temperatura’ é
representada por T, as 'horas de sol' por S e o vector de referéncia por F1. Este
vector faz um angulo de 12.5° com T e com S. O coseno de 12.5°, igual a 0.976,
representa a correlagdo entre T e F{1 e entre S e F1. Na linguagem da analise
factorial, a correlagdo entre uma variavel e um factor € denominada peso (loading) da

variavel no factor.
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Também ja vimos que o quadrado do

coeficiente de correlagao, R2, representa a
quantidade da variancia partiihada por ambas as

variaveis. No nosso caso, a quantidade de variancia
partiihada por T e Fq é (0.976)2 = 0.95, também

chamada variancia do factor comum.

A variancia explicada pelo factor Fq através de T e de
S ¢ obtida pela soma dos quadrados dos pesos de T

e de S em F1, isto &, (0.9762)2+(0.9762)2=1.9.

Figura 7.1 — Diagrama
vectorial representando o
primeiro vector de
referéncia Fq (& = b =
12.5%)

Como a variancia total de cada uma das variaveis T e S & 1, a variancia

maxima que pode ser extraida por F1 é igual a 1 + 1 = 2 e, portanto, a percentagem

da variancia extraida por F1 é 12;9x100 = 95. Isto ja nos da 95% da representacao da

relagdo entre ambas. No entanto, para obter a imagem completa, temos de desenhar

o outro vector F2, fazendo um angulo recto (ou ortogonal) com F1.

Figura 7.2 — Diagrama vectorial representando dois vectores de referéncia F1 e F2

76



(a=1025";b =775

Os angulos formados por T e S com F2 séao, respectivamente, 102.5° e 77.5°,

correspondendo aos pesos cos(102.5°) = -0.216 e cos(77.5°) = 0.216. A variancia

extraida por F2 é (-0.216)2 + (0.216)2 = 0.1 e a percentagem de variancia extraida é

5%.

Estes resultados podem ser resumidos na seguinte tabela:

Variaveis Factores Comunalidade
1 2

S 0.976 0.216 1.0

Variancia extraida 1.9 0.1 2.0

Percentagem da varidncia 95 5 100

A Ultima coluna, a comunalidade, € encontrada pela soma das variancias do

factor comum. Assim, por exemplo para T, temos (0.976)2 + (-0.216)2 = 1.0 que

corresponde a quantidade de variancia que ¢é partilhada com as outras variaveis.

7.2 Componentes principais

Com a analise das componentes principais pretende-se explicar a estrutura

das variancias-covariancias através de algumas combinagdes lineares das variaveis

originais. Embora as p componentes sejam necessarias para reproduzir toda a

variabilidade do sistema, normalmente grande parte desta variabilidade pode ser
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atribuida a um numero menor k de componentes principais. Existira, assim, quase
tanta informacao quanta a existente com as p variaveis originais. As k componentes
principais podem substituir as p variaveis e o conjunto inicial de dados, com n
medi¢cdes em p variaveis, pode entdo ser reduzido num conjunto de n medi¢cdes em k

variaveis.

A analise das componentes principais € utilizada mais como um meio do que
como um fim, constituindo um passo intermédio para investigagdes mais extensas,
como por exemplo, as baseadas em regressdes ou analises de agrupamentos

(clusters).

Algebricamente, as componentes principais sdo combinacdes lineares das p

variaveis aleatérias X1, X2, ..., Xp e correspondem geometricamente a selecgédo de
um novo sistema de coordenadas. Sendo apenas dependentes da matriz } de
covariancias (ou da matriz p de correlagbes) as componentes principais nao

necessitam, para a sua construgcéo, do pressuposto da normalidade multivariada.

Sendo dada a matriz Y de covariancias associada ao vector aleatério X' = [ X1,
X2, ..., Xp ] e os pares de valores-vectores proprios (11, e1), (A2, €2), ..., (Ap, ep),
onde A1 2 A2 2 ... 2 Ap sao todos nao nulos, a componente principal de ordem i &

dada por

Yi=ei,'X=e1iX1+e2iX2+...+epiXp i=1,2,...,p

As componentes principais sd0 nao correlacionadas [ Cor(Yj, Yk) =ej Y ek =0 (i # k)]
e tém variancias iguais aos valores préprios de > [ Var(Yj) = e'i Yei=A (i=1,2, ...,

p) 1.
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Além disso, se Y1 = e1 X,Y2 = e2 X, .., Yp = ep X forem as

componentes principais,

p p
© o11+0622+...+topp = ZVar(Xi)= AM+A2+ . +Ap = ZVar(Yi)

j=1 j=1

*+ Variancia total da populagéo = 611 +0622+...*opp = A +2A2+ ... +}p

Proporcéo da variancia

total da populagéao Ay

’ devida a componente N G k=12,...p

principal de ordem k

* Os coeficientes de correlacdo entre as componentes Y| e as variaveis Xk (i, k = 1,

€ ﬁ

Ikk

2, ..., p) sao dados por Py, Xk =
Is

Exemplo 7.1: Suponhamos que as variaveis X1, X2 e X3 possuem a seguinte

matriz de covariancias:

I o
Y=|-2 50
0 0 2

Pode ser verificado que os pares valores-vectores proprios sao:

A1 =5.83 e1 =[.383;-.924;:0]
A2 =2.00 e2 =[0;0; 1]
A3 =0.17 e3 =[.924:.383;0]
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As componentes principais sdo entéo,

Y1 = e1 X = .383 X1 -.924 X2
Yo = e2 X = X3
Y3 = e3 X = .924 X1 - .383 X2

Facilmente se vé, por exemplo, que

Var(Yq) = Var(.383 X1 -.924 X2)

= (.383)2 Var(X1) + (-.924)2 Var(X2) - 2(.383)(-.924) Cov(X1, X2)

Cov(Y1,Y2)

Cov(.383 X1 - .924 X2, X3)

.383 Cov(X1, X3) - .924 Cov(X1, X3)

Verifica-se também que

c11+022+0633 = 1+5+2 = 2A1+A2+A3 = 583+2.00+.17 = 8

A proporgéao da variancia total devida a primeira componente principal €

) 583

= 73
2+ Ay + 5 8
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583+2
8

e as primeiras duas componentes principais sdo responsaveis por =98% da

variancia da populagao. Neste caso as componentes Y4 e Y, podem substituir as

trés varidveis originais com pouca perda de informagéao.

euyh _ .383/5.83 _

Finalmente, como = 925
pY1l X1 O'll \/I
. _ emh _ —924583 o0
Y1l X2 0'22 \/g .

podemos concluir que X1 e X2 sdo, cada um, igualmente importantes para a
primeira componente principal. Além disto,

0 e e 1y

Pyo, X3 =

S

Pyo, X1 = Pya, xo =

933

As restantes correlacbes podem ser desprezadas uma vez que a terceira

componente ndo é importante.

As componentes principais y1 = e'1 X,y2 = e'2 X,..,Yp = e'p X posicionam-se
nas direc¢des dos eixos do elipsdide de densidade constante. Assim, qualquer ponto
no eixo de ordem i do elipséide tem x coordenadas proporcionais a e'i X =[ e1i, e2i,
..., €pi] €, necessariamente, coordenadas das componentes principais da forma [ 0,

.., 0,vi,0,...,01.

A Figura 7.3 é uma elipse de densidade constante e as componentes principais para

um vector aleatério normal bivariado com y = 0 e p = .75. Podemos ver que as
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componentes principais séo obtidas rodando o sistema inicial de coordenadas de um
angulo 6 até coincidir com os eixos da elipse de densidade constante. O mesmo é

valido para p > 2.

X

Figura 7.3 - Elipse de densidade constante e as componentes principais y1 e y2

Embora n&o necessariamente iguais as obtidas anteriormente, podemos
também encontrar as componentes principais para as variaveis estandardizadas. A

componente principal de ordem i das variaveis estandardizadas Z'=[21, Z2, ..., Zp|]

com Cov (Z) = p é dada por

Além disto, sendo (11, e1), (A2, €2), ..., (Ap, €p) OS pares valores-vectores

proprios de p comiq12122...24p 20,

. Zp:Var(Yi)= Zp:Var(Zi)= p

=L i=L

Pyi 7, = oK N (,k=12,...,p)
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Proporcéo da variancia total
da populacao estandardizada

devida & componente Y k=12,....p
principal de ordem k
: ) W ; 1 4
Exemplo 7.2: Consideremos a matriz de covaridncias > = L 100}e a

: . 1 4
correspondente matriz de correlagbes p = o

Os pares valores-vectores préprios de ) sao A1 = 100.16 e'1 =1.040; .999]

A2 =.84 e2 =[.999.-.040]
e, parap, MM =1+p=14 e1 =[.707..707 ]
A2=1-p=.6 ep =[.707;-.707 ]

As correspondentes componentes principais sdo entao, para

Y1 .040 X1 +.999 X2

Y2

.999 X1 - .040 X2

e para p:

Y{ = .707 Z4+.707 Zo = .707 [%j +.707 (%} 707 (X1 - pq) +.0707 (X2 - y2)

Yo = .707 21 -.707 Z2 = .707 (%J -.707 (le—;*“} 707 (X1 - pq) -.0707 (X2 - y2)
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Devido a sua maior variancia, X2 domina completamente a primeira componente

principal obtida a partir de ). Esta primeira componente principal explica 11/1 =
2t A2
101%'116 = .992 da variancia total da populagao.

Contudo, quando as variaveis X1 e X2 sao estandardizadas, as variaveis
resultantes contribuem de modo idéntico para as componentes principais obtidas

de p. Assim, como

Py, 74 =811 u = 70714 = 837 e py,  =e21 i =.707 1.4 =.837

a primeira componente principal explica = = .7 da variancia total da

populacéo estandardizada.

Do exemplo anterior pode concluir-se que as componentes principais obtidas
de ) sao diferentes das obtidas de p. Além disso, um conjunto de componentes
principais nao €& uma fungdo simples do outro, dando, portanto valor a
estandardizacéo.

Exemplo 7.3: Sejam x1, x2, X3, X4 € x5 observagdes semanais das taxas de

retorno das acgdes de cinco empresas (Allied Chemical, DuPont, Union Carbide,

Exxon e Texaco). Apds 100 semanas consecutivas, obteve-se

x' = [.0054; .0048; .0057; .0063; .0037 ]
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[1.000 577 509 .387 .462]
577 1.000 599 .389 .322
e R =] 509 .599 1.000 .436 .426
387 .389 436 1.000 .523
462 322 426 523 1.000

Os valores proprios e os correspondentes vectores préprios normalizados de R s&o

M = 2.857 e =[.464, 457, 470, 421, .421]

X2 = .809 e> =[.240, 509, .260, -.526, -.582 |
A3 = .540 e3 =[-.612, .178, .335, .541, -.435 ]
A4 = 452 e4 =[.387, .206, -.662, 472, -.382 ]
A5 = .343 e5 =[-.451, .676, -.400, -.176, .385 ]

Usando as variaveis estandardizadas, obtermos as primeiras duas componentes

principais
y1 = e'1 z = 464 z1 + 457 z2 + 470 z3 + .421 z4 + .421 z5
Yo = e'2 z = .240z1 + .509 z2 + .260 z3 - .526 z4 + .582 z5

i+ Ay

Estas componentes, que explicam (TJ 100% =

(%j%;og] 100% = 73% tém

uma interpretacéo interessante. A primeira componente consiste num indice das
cinco acgbes e pode ser chamada 'componente de mercado'. A segunda
componente representa um contraste entre as acgdes de empresas quimicas
(Allied Chemical, DuPont e Union Carbide) e as acg¢des das empresas petroliferas

(Exxon e Texaco) podendo ser denominado componente industrial.
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As restantes componentes, de dificil interpretagao, representam no seu conjunto a

variagao provavelmente especifica de cada acgao.

7.3 Analise factorial

O objectivo essencial da analise factorial &€ descrever, se possivel, as relagdes
de covaridncia entre as varias variaveis em termos de um numero reduzido de

quantidades aleatdrias subjacentes, mas ndo observaveis, chamadas factores.

A analise factorial pode ser vista como uma extensdo da andlise das
componentes principais, uma vez que ambas podem ser encaradas como
aproximagoes a matriz das covariancias. Contudo, a aproximacéo feita pelo modelo da
analise factorial € mais elaborada e centra-se na analise da consisténcia dos dados

com uma estrutura pré-definida.

Considerando o vector aleatério X de dados observados, com p componentes,
média p e matriz de covariancias ), o modelo factorial parte do conceito de que X é

linearmente dependente de algumas variaveis ndao observaveis F1, F2, ..., Fm,
chamados factores comuns, e p fontes de variagao ¢1, €2, ..., em, chamados erros ou

factores especificos.
Numa forma matricial, o modelo de analise factorial &

X ~ e~ T
(pxD)  (pxm) (Mx1) ~ (px1)

ou seja,

X1-m=A1F1+A2F2+ ...+ AmFm+ &1
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X2-u2=021F1+R22F2+ ...+ DmFm+e2

Xp-Mp=p1F1+p2F2+ ...+ pmFm+ep

onde uj representa a média da variavel i, gj o factor especifico de ordem i, Fj o

factor comum de ordem i e fj o peso (loadings) da variavel i no factor j.

Além disso, as variaveis aleatérias F1, F2, ..., Fm, assim como os erros ¢1, €2,
..., §m N&o sdo observaveis, 0 que permite distinguir este modelo da representagao

linear onde os X independentes podem ser observados.
Para este modelo partimos do pressuposto que

I

« E(F)= (mxl); Cov(F) = E[FF'] = (madfl]
e OBy O
- B MERWT N | 0 v, O
E(e) = (px)’ Cov(e) = E[eg'] = . o) = =
0 O v

* F e g sdoindependentes; isto é; Cov(g; F) = E(e F') = (pom)
X

Como ja atras vimos, comunalidade representa a parte da variancia da variavel i

devida aos m factores comuns. Deste modo, a variancia de Xj pode ser dada por

Var(Xj) = comunalidade hz| + variancia especifica i

87



o= 2 2 2 .
G” - fil +£il +"‘+fil + \|/|

Exemplo 7.4: Consideremos a matriz de covariancias
19 30 2 12
5 = 30 57 5 23
2 5 38 47
12 23 47 68

Aigualdade ) = LL' + ¥, ou seja,

19 30 2 12 4 1 2 000
3057523_72{47—11}0400
2 5 38 47 -1 6|1 2 6 8 0010
12 23 47 68 18 0003

pode ser verificada pela algebra matricial. Deste modo, > tem a estrutura produzida

por um modelo factorial ortogonal com m=2.

ty1 lq 4 1 vw 0 0 O 2 000
e ta || T 2 o = 0y, 0 O _|0400
la1 3 -1 6 0 0 vz O 0010
(41 L4 18 Rl 07 0 v, 0 00 3

a comunalidade de X1 é

h21 R 42412 = 17

e a variancia de X1 pode ser decomposta da seguinte maneira

G611 =h21 +y1 =17+2 =19

As restantes variaveis podem ser decompostas de maneira analoga.
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Infelizmente, quando o numero m de factores é muito menor do que o0 nimero
p de variaveis, a maioria das matrizes de covariancia nado podem ser factorizadas da
forma L L'+ ¥. Ha, neste caso, necessidade de se utilizarem métodos de estimagao
apropriados para L e W e se proceder previamente a algumas transformacodes
ortogonais, sabendo nés de antemao que, quer os pesos, quer as comunalidades, ndo

sdo alterados por qualquer transformagéo ortogonal.

Comecemos pela estimagcdo. A matriz de covariancia amostral S é um
estimador da matriz ) de covariancia desconhecida da populagdo. Se os elementos
fora da diagonal de S sdo pequenos (ou o0s correspondentes valores em R
essencialmente nulos), as variaveis nao estao relacionadas e a analise factorial ndo
se apresenta de muita utilidade, uma vez que, neste caso, os factores especificos
desempenham um papel fundamental, ndo fazendo sentido a construcao dos factores

comuns.

Se ) se desvia significativamente de uma matriz diagonal, entdo faz sentido

usar-se um modelo factorial, sendo primeiramente necessario estimar-se os pesos 11
e as variancias especificas y1. De entre os métodos existentes para a estimagao

destes parametros, usaremos, neste capitulo, apenas o método das componentes
principais, que passaremos a expor. As solugdes encontradas poderao entdo ser

rodadas (através de transformagdes) com vista a uma melhor interpretagéo.

A analise factorial de componentes principais da matriz amostral S de

covariancias, usando uma decomposicdo espectral, é especificada em termos dos
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seus pares de valores-vectores proprios estimados (71, & 1); (¥2, € 2), ..., (¢p, &p)
onde 1127922 ..2 %p. Sendo m < p o numero dos factores comuns; a matriz dos

pesos factoriais estimados {Z ij} € dada por

L = [\/Ze“l | \/Ze“z | \/Ze“m}

As varidncias especificas estimadas sdo fornecidas pelos elementos da

diagonal da matriz S -LL;

yr 0 ...
0 0 “
P V2o com i|7i=sii—z7izj
e "
0 0 ..

e as comunalidades sao estimadas da forma que se segue

Hiz = T~21 +7-22 +...+“l~2

1 1 1m

Ha que notar que a analise factorial das componentes principais da matriz
amostral de correlagbes € obtida de maneira idéntica, comeg¢ando pela matriz R em
vez de S. Além disso, os pesos factoriais estimados para um determinado factor nao
sdo alterados quando o numero de factores aumenta. A propor¢ao da variancia

amostral total devida ao factor j € dada por:

* para uma analise factorial de S:

( Proporg¢éo da variancia amostral ) _ oy

total devida ao factor j S11+S50 oot Spp
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para uma analise factorial de R:

(Proporgéo da variancia amostral) A
total devida ao factor j Y
Exemplo 7.5: Voltando ao Exemplo 8.3 referente as n=100 observacgdes

semanais das taxas de retorno das accdes de p=5 empresas quimicas e onde se
encontraram as primeiras duas componentes principais obtidas a partir de R, é facil
determinar as solugdes das componentes principais para o modelo ortogonal com
m=1 e m=2. Assim, para encontrar os pesos factoriais estimados basta multiplicar
os coeficientes das componentes principais amostrais (vectores préprios de R) pela

raizes quadradas dos correspondentes valores proprios.

A seguir, sdo apresentados os pesos factoriais estimados F, as comunalidades, as
variancias especificas e a propor¢ao da variancia total (estandardizada) amostral

explicada por cada factor, para as solu¢gdes com m=1 e com m=2.

i Solugao 1 factor Solugao 2 factores
: Pesos factoriais - Varidncias : Pesos factoriais - Variancias
:  estimados : especificas : estimados ; especificas
Variavel F1 Y : F1 kW RS
1. Allied Chemical 783 39 783 -217 34
2. DuPont B TNl 773 _dEEE 19
3. Union Carbide Wped T . 37 __ami7e4 234 . 3
4. Exxon .73 49 713 41227
5. Texaco T2 49 72 524 22
Proporg&o da variancia total 571 571 733 :
(estandardizada) amostral - : H E
explicada

A matriz residual correspondente a solugao para m=2 factores é
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0 -.127 -.164 -.069 .017]

-.127 0 -.122 055 .012

R-LL'-P = |-164 -.122 0 -.019 -.017
-.069 .055 -.019 0 -.232

| 017 012 -.017 -.232 0]

A propor¢cao da varidncia total explicada pela solugdo com dois factores é
apreciavelmente maior do que a correspondente a solugao com apenas um factor.
Mais uma vez se vé que o primeiro factor Fq representa condicbes econdmicas
gerais e pode ser chamado factor de mercado, todas as acc¢des tém um peso alto e
todos os pesos sdao mais ou menos iguais. O segundo factor, que permite a
separagao das empresas quimicas com acgdes de petréleo das empresas quimicas

sem acgoes de petréleo, pode ser denominado factor de industria.

Como ja vimos anteriormente, todos os pesos factoriais obtidos pelos pesos
iniciais através de uma transformacgao ortogonal tém idéntica capacidade de produzir a
matriz de covariancia (ou de correlagéo). Ora, pela algebra matricial sabemos que
uma ftransformagdo ortogonal corresponde a uma rotacdo rigida dos eixos
coordenados. Por esta razdo, a uma transformacao ortogonal dos pesos factoriais

damos o nome de rotacao factorial.

Se L é uma matriz pxm de pesos factoriais estimados obtidos por um qualquer

método, entdo L = L T (onde TT' =T'T =1)¢é a matriz pxm de pesos apds rotacao.

Como consequéncia directa da rotacdo, a matriz residual mantém-se inalterada, assim

A . - . -2 D
como as variancias especificas ¥;j e as comunalidades hi . Isto significa que, sob o

~n A *
ponto de vista matematico, é imaterial usarmos L ouL .

92



Exemplo 7.6: Consideremos a seguinte matriz de correlagcbes referentes as

notas em p=6 areas de n=220 alunos de uma escola:

Port  Franc Hist Aritm  Algeb Geomet

1.0 439 410 .288 .329 .248|
1.0 351 354 .320 329
1.0 164 1190 181

R=
1.0 .595 470
1.0 464
1.0

A solucao para m=2 factores comuns é apresentada a seguir:

Factores rodados Comunalidades

F1 F2 ﬁ.z
1. Portugués 553 429 490
2. Francés .568 .288 406
3. Historia 392 .450 .356
4. Aritmética .740 -273 623
5. Algebra 724 -.211 .569
6. Geometria .595 -.132 372

Todas as variaveis tém pesos positivos no primeiro factor, factor geral de

inteligéncia. No entanto, em relagao ao segundo factor, ha bipolarizacao entre as
disciplinas matematicas e as ndo-matematicas. Os pares (Zﬁ;?ﬁz) de pesos

factorias estdo apresentados na Figura 7.4.
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2
0.5 T - Yo
( J Hlstorla. Portugués

04 T
03 T @ Inglés
02 T
0.1 +

0 t t } i F1
oq & 0.2 0.4 0.6 0.8
e @ Geometria
02 4 @ Algebra
03 1 @ Aritmética

Figura 7.4 — Pesos factoriais

Rodando o sistema de eixos de 0= 20°, fazemos com que o transformado do eixo

F1 passe pelo ponto (Yil ; 7?12 ), como o representado na Figura 7.5.

F2 F2
0.5 T . Yol
1 ® HIS’[OI‘IB‘ Portugués
0.4
03 T @ Inglés
02 T
01 T
0 t t ; —] F1
oq & 0 04 0.6 0.8
e ® Geometria
02 T @ Algebra
03 + tmética
*
F

1

Figura 7.5 — Rotacao factorial
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Quando isto ¢ feito todos os pontos se encontram no primeiro quadrante (todos os

pesos factoriais sdo positivos) e os dois grupos de variaveis sdo evidenciados. Isto

corresponde a seguinte tabela de pesos estimados apés rotagéo.

: Pesos factoriais estimados :

apos rotacao

k

*

Comunalidades

A2 A2

Variavel Fi F? h* =h;
1. Portugués .369 .594 490
2. Francés 433 467 .406
3. Historia 211 .558 .356
4. Aritmética .789 .001 .623
5. Algebra 752 .054 .569
6. Geometria .604 .083 372

Como se pode verificar; as comunalidades nao se alteraram.

0]

Ora, esta rotagdo pode ser conseguida analiticamente, por exemplo através do

critério varimax. Considerando Ti]

*

it

=L

*

A

1

transformacao ortogonal T tal que maximiza

, 0 procedimento varimax selecciona a

E importante salientar-se que as rotacdes ortogonais sdo apropriadas para

modelos factoriais onde se pressupde que os factores sdo independentes. Caso isso
se nao verifique existem rotagdes obliquas (ndo ortogonais), mas que ndo se regem

pelo modelo atras indicado.
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For fim, falta ainda debrugarmo-nos um pouco sobre um problema pratico
referente ao numero de factores a escolher e a utilizar numa analise especifica. Um
dos critérios mais vulgares é reter apenas factores com valores préprios maiores do
que 1, quando usada a matriz de correlagbes. Outra alternativa é analisar o grafico
dos valores proprios e parar a analise no ponto onde a linha deste grafico comeca a
ser quase paralela com o eixo horizontal. Este ultima alternativa; denominada teste de

base de montanha (scree test) esta ilustrada na Figura 7.6.

4--
e
N
3T A}
AN
N\
1 \
2 o
~
-
1T \\0-
- o _
- 5\
-0 _o_o_.4q
0 : : : : : :
0 2 4 6 8 10 12

Factor

Figura 7.6 — Exemplo de um teste de base de montanha

Segundo este grafico o investigador concluiria que ndo deveriam ser extraidos mais

de cinco factores.
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8

Analise de agrupamentos (clusters)

8.1 Introducgao

Uma outra técnica exploratéria de dados é aquela que pesquisa a existéncia
de grupos naturais de individuos ou de variaveis. A aplicagcdo desta técnica nao
pressupde qualquer caracteristica da estrutura do agrupamento; apenas se baseia em
medidas de semelhancga ou de distancia entre objectos e na escolha de critérios de

agregacao.
De uma maneira geral, esta analise passa pelas seguintes fases:

1. Selecgao da amostra de individuos a agrupar;

2. Definigao de variaveis para permitir o agrupamento dos individuos;
3. Definicao de uma medida de semelhancga ou de distancia;

4. Escolha de um critério de agregacao ou desagregagao

5. Validacio dos resultados encontrados.

8.2 Medidas de semelhanga

A escolha das medidas de semelhanga envolve sempre uma grande
componente de subjectividade para além das caracteristicas das variaveis e das

escalas usadas para a medicdo. Normalmente os individuos sao agrupados a custa
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de distancias. As variaveis podem, por exemplo, ser agrupadas com base no

coeficiente de correlagao.

8.2.1 Medidas de distancia

De entre as varias medidas normalmente utilizadas para determinar a distancia

entre elementos de uma matriz de dados, destacam-se as seguintes:

1.

Distancia Euclideana — a distancia entre dois individuos i e j € a raiz quadrada do
somatoério dos quadrados das diferencas entre os valores de i e j para todas as

variaveis:

d; :\/Zp:'(xik _Xjk)2

Quadrado da distancia Euclideana — a disténcia entre dois individuos i e j é o
somatoério dos quadrados das diferencas entre os valores de i e j para todas as

variaveis:
2 £ 2
dj = Z'(Xik =X)
k=1

Distancia absoluta (city block) — a distancia entre dois individuos i e j € o somatdrio
dos valores absolutos das diferengas entre os valores de i e j para todas as

variaveis:

P
du=Z

k=1

Xm—xmw

Distancia de Minkowski — generalizagao da distancia absoluta (para m=1) e da

distancia Euclideana (para m=2):
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m]ﬂm

5. Distancia generalizada (de Mahalanobis) — medida que utiliza a matriz das

Xik —Xjk

variancias:

Para exemplificar a utilizagdo destas medidas consideremos a seguinte matriz

de 5 observacdes em 3 variaveis:

| X X, Xs
1 1,06 9,2 151
2 1,10 9,2 245
3 1,34 13,0 168
4 1,43 15,4 113
5 1,16 11,7 104

As matrizes a seguir apresentam as medicoes das distancias para a matriz de

dados.
Distancia Euclideana 1 2 3 4
2 94,0
3 17,4 77,1
4 38,5 132,1 55,0
5 47,1 141,0 64,0 9,7
Quadrado da distancia Euclideana 1 2 3 4
2 8836,0
3 303,5 5943,5
4 1482,6 17462,5 3030,8
5 2215,3 19887,3  4097,7 94,8
Distancia absoluta (city block) 1 2 3 4
2 94,0
3 21,1 81,0
4 44,6 138,5 57,5
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5 | 496 1436 655 13,0

Distancia generalizada (de Mahalanobis) | 1 2 3 4
2 36,6
3 21,4 34,0
4 40,0 35,5 19,0
5 21,2 33,8 40,0 18,8

Como se pode ver, principalmente quando a distancia generalizada é
comparada com as outras, as variaveis que apresentam variagdes e unidades de

medidas elevadas tendem a anular o efeito das outras variaveis.

8.2.2 Medidas de associacao

Por outro lado, todas estas variaveis sao quantitativas. No entanto, também as
variaveis qualitativas podem ser introduzidas neste tipo de analise a custa da sua
transformagéo em variaveis binarias, com o valor 1 no casos da presengca de uma

determinada caracteristica de interesse e 0 nos casos contrarios.

Considerando os individuos i e j, medidos através de p variaveis binarias,

constroi-se a tabela seguinte

Individuo j Totais
Individuo i 1 0
a b atb
0 c d c+d
Totais atc b+d

onde a corresponde ao numero de caracteristicas existentes (valor 1) em ambos os

individuos, d ao numero de caracteristicas ausentes (valor 0) em ambos os individuos,
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b ao nimero de caracteristicas presentes em i e ausentes em j, € ¢ ao numero de

caracteristicas ausentes em i e presentes em j.

apresentados a seguir:

Alguns dos coeficientes de emparelhamento e de semelhanga sdo os

a+d
1 3 Igual peso as as presencas e as auséncias simultianeas;
a+b+c+d gualp P ¢
2(a+d) b duol |
2 eso duplo as presencas e auséncias simultaneas;
2(@+d)+b+c P P ¢
a+d P dupl d d [ d
eso duplo as situagbes discordantes; inclusdo das
3 asrd+20b+c) P ¢
auséncias simultaneas
—2a P dupl [
4 eso uplo as resencas auséncias simultaneas;
2a+b+c P P ¢
exclusdo das auséncias simultaneas.
a
Y - Y Peso duplo as situacdoes discordantes; exclusao das
3 a+2(b+c) P ¢ ’
auséncias simultaneas.
a
6 —b P Quociente entre presencas simultdneas e situagoes
discordantes; exclusdo das auséncias simultaneas.
Suponhamos agora outros cinco individuos com as seguintes caracteristicas:
Individuo  Altura (cm) Peso (Kg) Olhos Cabelo Canhoto Sexo
1 173 64 Verdes Louros Nao Fem
2 185 84 Castanhos  Castanhos Nao Masc
3 170 75 Azuis Louros Nao Masc
4 163 54 Castanhos  Castanhos Nao Fem
5 193 95 Castanhos  Castanhos Sim Masc

Definamos as seis variaveis binarias X4, Xz, X3, X4, X5, € Xg do seguinte modo:

1 altura>183cm X
' 10 altura <183cm 4

1 cabelolouro
0 cabelonaolouro
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X = 1 peso>68Kg 1 n&ocanhoto
210 peso<68Kg 0 canhoto

~ {1 cabelos cas tanh os {1 sexo feminino

|0 cabelosn3ocastanh os 0 sexomasculino

As pontuagodes para os individuos 1 e 2 para as 6 variaveis séo

Individuo X1 Xz X3 X4 X5 Xe

E o numero de coincidéncias sao indicadas pela tabela de duas entradas:

Individuo 2 Totais
Individuo 1 1 0
1 2
0 3 0
Totais 4 2
a+d

Utilizando o primeiro coeficiente de semelhanca, obtemos

a+b+c+d 6

continuando, a seguinte matriz:
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w -
S N N

P NN
NN
PN

0 que demonstra que os individuos 2 e 5 sdo mais semelhantes entre si e que os
individuos 1 e 5 sdo menos semelhantes entre si. Os dois subgrupos que se podiam

criar eram (1 3 5) e (2 5).

Todos estes coeficientes de semelhanga s; podem variar entre 0 e 1 e a sua

relagdo com as distancias d; permite a sua constru¢do atraves da férmula:

1
Si'= F
' 1+ dij

8.3 Critérios de agregacao e desagregacgao

No processo de agrupamento ha necessidade de estimar as distancias entre
0s grupos ja formados e outros grupos ou individuos. Também aqui ndo existe o
melhor método de desagregacao, tendo o investigador que utilizar varios critérios e

comparar os resultados.

De entre os critério de agregagcao mais utilizados podemos citar o critério do
vizinho mais préximo (single linkage), o critério do vizinho mais afastado (complete
linkage), o critério da média dos grupos (average linkage), o critério do centrdide e o

critério de Ward

104



8.3.1 Critério do vizinho mais préximo (single linkage)

Dados dois grupos (i,j) e (k), a distancia entre eles é igual 8 menor distancia

entre os elementos dos dois grupos, isto &,

di, jx =min{d;;d i }

Com este critério, cada individuo tera mais tendéncia para se agrupar a um grupo ja
definido do que para formar o nucleo de um novo grupo. Isto constitui uma

desvantagem, principal responsavel pela fraca utilizagéo deste critério.

8.3.2 Critério do vizinho mais afastado (complete linkage)

Dados dois grupos (i,j) e (k), a distancia entre eles é igual a maior distancia

entre os elementos dos dois grupos, isto &,

dgi,j =max{d;d}

Com este critério, cada grupo passa a ser definido como o conjunto dos individuos em
que cada um é mais semelhante a todos os outros do grupo do que a qualquer outro

elemento. Os grupos assim criados sdo mais compactos
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8.3.3 Critério da média dos grupos (average linkage)

Dados dois grupos (i,j) e (k), a distancia entre eles é a média entre todos os

pares de individuos constituidos por todos os elementos dos dois grupos.

Constitui-se como uma estratégia intermédia das restantes.

8.3.4 Critério do centroide

Dados dois grupos, a distancia entre eles é a distancia entre os respectivos

centréides, média das variaveis caracterizadoras dos individuos de cada grupo.

8.3.5 Critério de Ward

Este critério baseia-se na comparacao entre a aplicacdo da medida da soma
dos quadrados dos desvios das observacdes em relagdo a meédia dos grupos.
Primeiro sdo calculadas as médias das variaveis de cada grupo; em seguida, é
calculado o quadrado da distancia Euclideana entre essas médias e os valores das
variaveis para cada individuo. Por fim, somam-se as distancias para todos os

individuos e optimiza-se a variancia minima dentro dos grupos.
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