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Resumo

A presente dissertacdo estuda como a Teoria de Polindmios Ortogonais pode ser utilizada na andlise
transitéria de Processos de Nascimento e Morte. O primeiro capitulo ird introduzir o leitor a Teoria de
Polinémios Ortogonais. No capitulo 2 é possivel perceber como esta teoria se relaciona com os estudo
de Processos de Nascimento e Morte e serd apresentada uma solucdo da probabilidade de transicao dos
mesmos, neste contexto. Por fim, no terceiro e dltimo capitulo, serdo analisados modelos de fila de
espera com 1 e 2 servidores, utilizando novamente ferramentas da Teoria de Polinémios Ortogonais;
serdo ainda apresentadas solugdes na forma integral para as probabilidades de transi¢cdo destes modelos.
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Introducao

Uma das principais caracteristicas da Teoria de Polinémios Ortogonais € a sua € a sua ubiquidade;
desde a sua relagdo com dreas fundamentais da matemética, como a Teoria de Operadores ou 0s
Problemas de Momentos, até a sua aplicacdo a areas do conhecimento como a fisica quantica e, tal
como neste caso, a andlise de certos tipos de processos estocdsticos. O presente trabalho focar-se-4,
especificamente, na linguagem do polinémios ortogonais como ferramenta na andlise transitéria de
Processos de Nascimento e Morte, um caso particular de uma Cadeia de Markov a tempo continuo.

O primeiro capitulo terd como objectivo fornecer ao leitor uma bagagem sélida no que diz respeito
aos conceitos introdutérios e resultados cldssicos da teoria de polindmios ortogonais, assim como
construir as fundagdes para o trabalho subsequente. Com base no trabalho efectuado em [1], o conceito
de ortogonalidade de polinémios serd dado relativamente a um funcional linear e muitos dos resultados
classicos, como os teoremas de Favard e Christoffel-Darboux, serdo discutidos neste contexto. Ainda
neste capitulo, esta abordagem serd relacionada com aquela utilizado por exemplo em [2], onde o
conceito de ortogonalidade de polinémios € trabalhado relativamente a uma funcao de distribui¢do, o
que serd util nos capitulos seguintes.

No capitulo 2 comecaremos por analisar o conceito de Cadeia de Markov a tempo continuo, com
base em [3], demonstrando como € possivel estudar as probabilidades de transi¢cdo entre estados, deste
tipo de processos estocdsticos, através dos sistemas de equacgdes diferenciais lineares de Chapmann-
Kolmogorov e, mais concretamente, como podemos decrevé-los no contexto de um processo de
nascimento e morte. Assim, serd possivel introduzir o leitor as secgdes seguintes deste mesmo capitulo,
onde finalmente a teoria de polindmios ortogonais serd utilizada como ferramenta na andlise destes
mesmo sistemas; este trabalho consistird numa versao mais detalhada (e com pequenas correcdes) do
trabalho efectuado em [2]. Neste contexto, comecaremos por identificar os polinémios que iremos
associar a um processo de nascimento e morte genérico e apresentar uma candidata a solugio sistemas
de Chapmann-Kolmogorov, com base nestes mesmos polinémios. Discutir-se-a ainda a existéncia de
ortogonalidade para os polinémios com que escolhemos trabalhar e por fim serd apresentado, com todo
o detalhe, o processo pelo qual as probabilidades de transicdo de um processo de nascimento e morte
podem ser dadas neste contexto.

O capitulo 3 ird, de certa forma, concretizar o trabalho previamente realizado. Teremos assim como
objectivo determinar as probabilidades de transicdo de casos concretos de processos de nascimento
e morte, mais especificamente de modelos de fila de espera como 1 ou 2 servidores. Este trabalho
consistird essencialmente, gracas ao que concluimos no capitulo 2, no estudo da ortogonalidade dos
polinémios que associaremos a estes mesmos modelos. Para tal, serd importante ter em consideragio
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alguns conceitos tedricos adicionais, como o Teorema de Markov, e analizaremos ainda o trabalho
efectuado em [4], no contexto dos polindmios de Chebychev, como ponto de partida para o raciocinio
subsequente. O percurso serd a partir daf andlogo para os dois modelos que nos propusémos a estudar,
com naturais distin¢des a partir do momento em que € possivel concretizar uma candidata a fungao
peso de ortogonalidade para cada um dos casos. Serdo, ao longo deste capitulo, discutidos alguns
resultados tedricos (devidamente referenciados) cujas demonstragdes serdo omitidas, mantendo assim
o foco do trabalho aqui realizado nas especificidades dos casos em estudo.



Capitulo 1

Polindmios Ortogonais

Neste capitulo iremos explorar o conceito de ortogonalidade num contexto polinomial. Ao contrario
do conceito amplamente conhecido de ortogonalidade para espagos vectorias, que faz uso da construcio
de um produto interno, iremos neste contexto trabalhar com um tipo especifico de funcionares lineares,
que comegaremos por introduzir. O conceito de polinémios ortogonais serd entdo posteriormente dado
relativamente a estes mesmos funcionais.

1.1 Funcional de momentos

Definicdo 1 Dada uma sequéncia de niimeros complexos (uy), n € o, dizemos que L: Plx] — C é um
funcional de momentos, determinado pela sequéncia (u,), que neste contexto se diz uma sequéncia

de momentos, se L for linear e
LX"| =u,, paratodon € Ny
Ao n-ésimo elemento da sequéncia de momentos chamamos momento de ordem n.

Desta forma, um funcional de momentos L estd unicamente determinado pela respetiva sequéncia de
momentos (u,), n € Ny.

Em certos casos, como veremos no capitulo 3, sera até possivel escrever o funcional L a custa de
um simples integral de Riemann e de uma fun¢do peso ®, da forma

L[x"] :/ x"o(x) dx,
para todo n € INy. No entanto, usualmente, o funcional de momentos L, é definido a custa de um
integral de Riemann-Stieltjes e uma funcio de distribui¢do v (dissertaremos sobre este tema com mais
profundidade mais a frente neste capitulo). Neste caso o funcional serd entdo denotado, para todo
n € Ny, da forma

LIx"| = /o;x" dy(x).

3
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1.1.1 Integral de Riemann-Stieltjes

Seja [a,b] € R um intervalo fechado e limitado. Uma fun¢do y: [a,b] — R diz-se de variagdo
limitada se existir um escalar real C tal que

n
b _
Vo (w) = sup Y [yw(w) —y(u1)| <C
PeP -1
onde P denota, genericamente, uma parti¢do de [a,b] determinada por algum n € IN e por algum
conjunto de n+ 1 pontos xg, X1, - .. ,X,, tais que a = X9, X1, ..., Xp—1,X, = b, € & denota o conjunto de
todas essas particdes. Ao valor de V() chama-se variagdo total de y. Ao valor de

|P| = ~ max (Xip1 —X;)

i=12,...,

chamamos amplitude de P.
Note-se que uma fungio y definida em toda a recta real (—oo,o0) diz-se de variag¢@o limitada se e
0 se existir uma constante C > 0 tal que

Vi(y) <c,

para todo o par de nimeros reais a,b (a < b). Nestas condi¢des, a varia¢do total da fun¢io y é denotada
por

Ve (w)= lim V().
()=, im_Vd(y)

Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado. Seja y : [a,b] — R uma funcédo de variagdo limitada
em [a,b]. Dizemos que uma fungdo f: [a,b] — R é integrdvel a Riemann-Stieltjes (relativamente a )
se existir um nimero real A tal que, para todo o € > 0, existe uma particdo P, € Z talquese P € & e

[P < |Pel,

entao

<€, paratodo; € [xir1,x], i=0,1,....n—1.

n—1
;)f (&) [W(xir) — w(x)] —A

Diremos, entdo, que o integral de Riemann-Stieltjes de f em [a, D] (relativamente a y) é A, e denota-se
matematicamente por

[ 70 av =a.
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Se as fungdes f e y estiverem definidas em toda recta real e y for de variag@o limitada em R, entdao
podemos generalizar definicao anterior, denotando o integral impréprio de Riemann-Stieltjes por

[ rwav= im0 v

(aﬁ)ﬁ(—oo’oo)

1.2 Introducio a Teoria de Polinomios Ortogonais

Definicao 2 Dado um funcional de momentos L, dizemos que a sequéncia de polinémios (P,,n € Np)
€ uma sequéncia de polinomios ortogonais relativamente a L se, para todo n,m € INy:

L[P,(x)P,(x)] =0, paratodo m+# n, L[P,(x)P,(x)] =K, #0.

Diremos, ainda, que uma sequéncia de polinémios ortogonais (P,,n € Ny) é ortonormada se K, = 1,
para todo n.

Observacao 1 Caso o funcional de momento L possa ser escrito a custa de um integral de Riemann-
Stieltjes e uma fungdo de distribuicdo , dizemos que a sequéncia de polinomios em causa é ortogonal
relativamente a fungdo de distribuicdo . Por outro lado quando é possivel possivel escrever o
funcional L a custa de um integral de Riemann e de uma funcdo peso ®, a sequéncia de polinomios em
causa ¢é dita ser ortogonal relativamente a funcdo peso .

Se (P,,n € Np) é uma sequéncia de polinémios ortogonais relativamente a um funcional de momen-
tos L e denotarmos por a,, o coeficiente do termo de maior grau de cada polinémio P,, entdo, como é
simples de ver, (Q, = P,/a,,n € Ny) é uma sequéncia de polinémios ortogonais ménicos relativamente
ao mesmo funcional linear. Além disso, L[Q,(x)Q,(x)] = K, /a2, para todo n.

Teorema 1 Se (P,,n € Ny) € uma sequéncia de polindmios ortogonais relativamente a um funcional de
momentos L, entdo, para todo P € P[x], de grau genérico m, existem escalares complexos co,cy,...,Cp,
com ¢, # 0, tais que

P(x) = coPy(x) +c1Pr(x) 4+ -+ cmPn(x) = i ckPe(x). (1.1)
k=0

Além disso, esses escalares sdo vinicos e definidos por

L|P(x)P,
ce=H (x; KOl 0 m
L{PE(x)]
Prova: A sequéncia (finita) de polinémios {Py(x),Pi(x),...,Pn(x)} é uma base do subespaco vectorial

composto pelos polinémios de grau igual ou inferior a m. Assim, para qualquer polinémio P(x) de
grau m, existem coeficientes ¢y, tais que

P(x) = Z ckPe(x), cm #0, (1.2)
k=0
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Note-se ainda que, para i = 1,2,...,m, multiplicando (1.2) por P;(x) e aplicando o funcional
linear L,

LIP(x)Fi(x)] = ]iCkL[Pk(X)B(X)] = GL[P?(x)].

Dado que L[P?(x)] # 0, obtemos finalmente,

concluindo assim a prova. |

O préximo teorema permite-nos, por um lado obter uma forma mais simples de provar a existéncia
de ortogonalidade para o uma dada sequéncia de polinémios e, por outro, extrair fortes consequéncias
da existéncia deste tipo de relagdes de ortogonalidade.

Teorema 2 Seja (P,,n € No) uma sequéncia de polindmios e seja L um funcional de momentos. As
seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. (Py,n € Ny) € uma sequéncia de polindmios ortogonais relativamente a L.

2. Para todo n € Ny e para todo P € P[x|, de graum < n,

LIP(x)P,(x)] =0, sem <n, L[P(x)P,(x)] #0, sem = n.

3. Para todo n € Ng e para todo m < n,

LIX"P,(x)] =0, sem <n, LIX"P,(x)] #0, sem=n.

Prova: Suponhamos que (1) se verifica. Fixado n € INy, seja P € P[x], qualquer, de grau m < n. Pelo
Teorema 1 existem escalares existem escalares complexos cq,cy,. .., Cp, cOM ¢, 7 0, tais que (1.1) se
verifica. Entao,

L[P(x)P,(x)] = coL[Py(x)P,(x)] + c1LIPy (x) Py (x)] + - - - + e L[ Py (x) Py (x)].

Portanto, pela defini¢do de ortogonalidade para polindmios: (i) se m < n, L[P(x)P,(x)] = 0; (ii) se
m = n, L|P(x)P,(x)] = c,L[P,(x)P,(x)] # 0. Portanto, (2) verifica-se. Claramente, (2) implica (3), em
particular.

Suponhamos que (3) se verifica. Sejam m,n € INg, quaisquer. Sem perda de generalidade, m < n.
Entéo,

L[Py(x)Py(x)] = L[(ao +a1x+ ...+ aux™) Py(x)]
= aoL[P,(x)] + a1 L[xP,(x)] + - - - + amL[xX" Py (x)],
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pelo que, L[P,,(x)P,(x)] =0 se m < n, e L[Py(x)P,(x)] = amL[x"P,(x)] # 0 se m = n. [ |

Vamos agora averiguar que condi¢des impdr a sequéncia de nimeros complexos (u,), n € INg, para
que possa existir uma sequéncia de polinémios ortogonais relativamente ao funcional de momentos
determinado por (uy,).

Teorema 3 Dada uma sequéncia de nimeros complexos (uy,), n € Ny, existe uma sequéncia de

polinémios ortogonais relativamente ao funcional linear determinado por esses momentos se, e

somente se,
A, =det(A,) #0, paratodo n € Ny,
onde
uy Ul ... Uy
An _ ui u» oo Upd
U, Upy1 .. Uzn

Prova: Suponhamos que (P,,n € INy) é uma sequéncia de polinémios ortogonais relativamente ao
funcional de momentos L, determinado pela sequéncia de nimeros complexos (u,), n € INg. Seja
n € Ny, qualquer, e assuma-se que

n
Pi(x)=ano+anix+...+apx" = Zak)ck. (1.3)
k=0
Paracadam=0,1,...,n—1,
n n n
0= LR =L | [ Y aned || = ¥ sl [7] = ¥ st (1.4)
k=0 k=0 k=0
e, para m = n,
n n n
0#K, = L[x"Pn(x)] =L X" Z an,kxk = an gL [anrk] = Z An kUn+-k, (1.5)
k=0 k=0 k=0
Matricialmente, (1.4)-(1.5) correspondem a afirmar que (d0,dn1,...,an,) € solucdo do seguinte
sistema de equagdes lineares nas variaveis (ag,dar, .. .,dy)
up Uy Uy aop 0
up U Upt1| |ai 0

=1. (1.6)

Up Upy1 ... U2p Ap Ky
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Seguidamente, demonstramos por indu¢éo em n que A,, # 0. Quando n =0, (1.6) reduz-se a

{uo}[ao}zKo#O.

Como este sistema tem solugdo, Ag = Uy # 0. Suponhamos, por hipétese de indugdo, que A, # 0,
para algum n > 1 O sistema (1.6) pode ser reescrito da forma

/
)L
onde K, denota um escalar ndo nulo e
Uy, ap
b= el , a = “ , €=Uy,
Uon—1 an—1
Como, por hipdtese de indugdo, A, € invertivel, o sistema de equagdes (1.7) é equivavelente a
Lt A'b a’ 0
= . (1.8)

0" c—b"A b | |a, K,

Como, por hipétese, (1.8) tem solugio e K, # 0, concluimos que ¢ — bTA; flb = 0. Por outro lado,

como
Avt 0| | Lo ALb

b’ 1 0" c—bTA'b

concluimos que
A, = det(A,) = det(A,_1) (c — bTA;_llb) #0,

pela hipétese de inducdo.

Reciprocamente, suponhamos agora que A, # 0, para todo n. Construa-se uma sequéncia de
polinémios (P,,n € No) em que, para n genérico, B, (x) é da forma (1.3) com os escalares (a0, 1, - - ,ann)
definidos pela Unica solu¢do do sistema de equagdes (1.6), em que K, € um escalar ndo nulo escolhido
arbitrariamente.

Seja n € Ny fixo. Para todo m € INg tal que m < n,

LIxX"P,(x)] =L [xm (Xn: an’kxk>] = Xn: anxL [x'"*k} = i an kmik = 0.
k=0 k=0 k=0
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porque corresponde a verificagdo da (m + 1)-ésima equagédo de (1.6) em (ay.0,au,1,- - .,an ). Por outro
lado,

LIX'P,(x)] =L [x” (i an,kxk>] = i an L [x”“‘} = i A glin+k = Ky # 0.
k=0 k=0 k=0

porque corresponde a verificagdo da (n+ 1)-ésima equagdo de (1.6) em (ay0,an,1,.-.,0n,). Pelo
Teorema 2, (P,,n € Ny) é uma sequéncia de polinémios ortogonais relativamente a L. |

Corolario 1 [1] Seja (P,,n € Ny) uma sequéncia de polindmios ortogonais relativamente um fun-
cional de momentos L determinado por uma sequéncia de niimeros complexos (uy), n € WNy. Entdo,
upag = Ko e

Anay, = AN, 1K,, paratodon € N,

onde a, denota o coeficiente do termo de maior grau de P,(x) e K, denota L[x"P,(x)]. Além disso, se

P € P[x|, de grau n, entdo
LIP(x)Py(x)] = anbp——,

n—1

onde b, denota o coeficiente do termo de maior grau de P(x).

1.3 Favard, Christoffle-Darboux e os zeros dos polinémios
Seja (P,,n € INp) uma sequéncia de polindmios definida pela relagdo de recorréncia

Poi1(x) = (x—04) Py(x) — BuPr—1(x), neNy (1.9)
Pi(x) =0, Py(x) =1, (1.10)

onde (0y,),(B), n € Ny, denotam duas sequéncias de nimeros complexos.

Teorema 4 (Teorema de Favard) Seja (P,,n € No) uma sequéncia de polinomios definida pela
relacdo de recorréncia (1.9). Se B, # 0, para todo n € N entdo existe uma funcional de momentos

relativamente a qual (P,,n € INy) € uma sequéncia de polinémios ortogonais.

Prova: Por construcdo, cada um dos polinémios P, (x) definidos pela relagéo de recorréncia (1.9) é um
polinémio de grau n. Por isso, (P,,n € INg) é uma base do espago vetorial P[x]. Defina-se um funcional
linear L: P[x] — C através dos seus valores nessa base de P[x], nomeadamente,

L[Py(x)] =1, L[P,(x)] =0, paratodon=1,2,...
Vamos agora provar por indugdo em m que

L[x"P,(x)] = 0 para todo n > m, LIX"Py(x)] = B1Bz2- - B # 0, (1.11)
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para todo m € INg. Para m = 0, temos L[x"P,(x)] = L[P,(x)] = 0, para todo n > m, e Lx"Py(x)] =
L[Py(x)] =1 # 0. Por hipétese de indugdo (forte) suponhamos que (1.11) é verdade para m € INy e
todos os inferiores. Entéo, paratodon >m-+1,
L[mePn(x)] = L[xm (xP, (x))]
= L[xm (ﬁnpnfl (X) + Pyt (X) + anPn(x)) ]
= BaL " Pu1 (X)) + L[ Py1 (x)] 4 04 L [ Py (x)]

que, pela hipétese de inducio, € igual a zero. Finalmente,

L [x’”HPmH ()] = L[x" (xPus1(x)) |
= L[x" (Bnt1Pn(x) + P2 (x) + O 1 Pur1 (%)) |
B s LB ()] + L0 P2 ()] O 1L " P10
= Brnr1 L [X" P (x)],
=BiB2 But1,

que, pela hipétese de inducio, € diferente de zero. |

Teorema 5 (reciproco do Teorema de Favard) Seja (P,,n € No) uma sequéncia de polinémios
ortogonais monicos relativamente a um funcional de momentos L, com sequéncia de momentos
(tn),n € WNo. Entdo, existem escalares o,,n € Ny, e B, # 0,n € I, tal que (P,,n € Ny) é definida por
(1.9).

Prova: Como Py(x) = 1, entdo ug = L[1] = L[Py] = L[P?] # 0. Por outro lado,
0=L[P-R]=L[(x—a)-1] =L[x] — Lla] = u; — oL[1] = u; — oy,

pelo que, & = u; /up. Portanto, Py (x) = x— o, para g = u; /up. Paran = 1, atendendo a ortogonalidade
da sequéncia (P,,n € INy) e ao Teorema 1,

_ [ LxP Ry L[xP; Py] L[xP, Py
xPy(x) = (L[P&]) Py(x) + <L[Pﬂ> Pi(x) + (L[Pﬂ) Py (x),

<L[xP1P2]> :1
L[P] ’

pois xP; (x) € um polinémio ménico de grau 2. Note-se ainda que, pelo Teorema 2,

com

LixPiR)\ [ LIP (xP)]
( L[P] >_< L[F;] )7“)'
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Considere-se agora n > 2, arbitrdrio. Pelo Teorema 1,

xP,(x) = ni:l <W> P (x).

=\ LR
Ora, atendendo a ortogonalidade da sequéncia (P,,n € INy),

L[xP,P])=L[P,(xP)] =0, parak=0,1,...,n—2,

pelo que
XPn(x> EBnPnfl (x) + anPn(x) +Pn+1 (x)7
com
B,= L[xP,P,_1]
n=— " T 1
L[F]
e
L[xP,P,)
O = ——757
L(F7]

porque xP,(x) é um polinémio ménico de grau n + 1. Note-se que, pelo Teorema 2,
L{xP,P,—1 L|P, (xP,—1
[ nfl] [ nfl]

Portanto, por construgdo, existem escalares a,,n € INg, e B, # 0,n € N, tal que a sequéncia de
polinémios (P,,n € INp) é definida pela relagéo de recorréncia (1.9). |

Teorema 6 (Teorema de Christoffel-Darboux) Seja (B,,n € INy) uma sequéncia de polinémios
definida pela relacdo de recorréncia (1.9). Se B, # 0, para todo n € N, entéo, para todo x # y,

Ni Pe(x)Pe(y) 1 Pyv(x)Pv—1(y) — Pv(y)Pyv—1(x)

= . (1.12)
=0 hk hN—l (x — y)
onde hy = B1By-- B parak > 1 e hy = 1.
Prova: Por (1.9), para todo x # y e para todo k € N,
xP, (x) =Py (x) + oy Py, (x) + ﬁkPk_1 (x) (1.13)

YP(y) = Pis1(y) + Pe(y) + BePi—1(y), (1.14)
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pelo que, apés multiplicar ambos os membros da igualdade (1.13) por P;(y) e ambos os membros da
igualdade (1.14) por P(x), obtemos

XPi (%) Pi(¥) = Prr1(X)Pe(y) + P (x) Pi(y) + BiPr—1(x) Pe(y)
YP(¥)Pi(x) = P 1 (9) Pe(x) + P () Pic(x) + BilPr—1(3) P ().

Apds subtrair estas duas igualdades, obtemos

(X =Y)P(X)Pe(y) = Ar(x,y) — Brle—1(x,y), (1.15)

para Ay_1(x,y) = Pe(x)Pe—1(y) — Pe(y)Pi—1(x). Ap6s dividir ambas as igualdades em (1.15) por Ay,
obtemos

=A@ AG) _ Alxy)  Aca(xy)

, 1.16
hy hy hi— (110
pelo que
Ni (x=))Px)P() _ Ni (Ak(x,w B Akl(x7y>> _ Av-i(xy)  Aolxy)
= hic = hi hi— hy-1 ho
o que implica que
Ni BR(G) _ Bv)Pv-10) — BvB)Pv-1() _ ARG) —AWRE | RBEAG)
= hy (x—y)hy-1 (x—y)ho ho
_ BPv()Pv-1(y) — Pv () Pyv-1(x)
(x—y)hn-1 ’
uma vez que Py (x)Py(y) — PL(y)Po(x) =x—y e Py(x)Py(y) = 1. n
Atendendo a que o membro do lado direito da igualdade em (1.12) € igual a
1 g —P Py_ —Py_
—hi() N () — Py (x) _py() 1(y) = Pyv-1(x)
N—1 y—x y—x
facilmente se conclui que, para todo x,
NS PA(x) Pyt (9P () — Py B () )

k=0 hk hN—l

bastando para isso tomar o limite, quando y tende para x. A expressdo (1.17) é também conhecida

como forumula confluente de Christoffel-Darboux

Teorema 7 Seja (P,,n € o) uma sequéncia de polindmios definida pela relagdo de recorréncia (1.9).
Se os escalares o,,n € Ny, B,,n € N, sdo todos niimeros reais e 3, > 0, para todo n € N, entdo os
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zeros de cada polinomio P,, com n € IN, sdo reais e de multiplicidade um. Além disso, as raizes de P, e
P,_1, para n > 2, entrelacam-se.

Prova: Como os escalares a,,,n € INg, e fB,,n € IN, sdo todos nimeros reais, todos os polinémios
P,,n € IN, tém coeficientes reais. Em particular, isso implica que, para todo z € C e para todo n € N,

onde 7 denota o conjugado complexo do complexo z. Portanto, se um dos polinémios P, tiver uma raiz
complexa nao real u, entdo u é uma outra raiz de P,, distinta de u. Pelo Teorema 6 (de Christoffel-
Darboux),

_ 1 PP (@) ~B@Pi(w) " R@P@) . P(w)]
O_hn_1 (u—ﬁ) _kg() hy, _1+k;1 Iy 217

o que € absurdo. Assim, concluimos que nenhum dos polinémios P, tem alguma raiz complexa ndo
real.

Provamos agora que, nenhum dos polinémios P, tem alguma raiz de multiplicidade maior do que
um. Se um dos polinémios P, tiver uma raiz u de multiplicidade maior do que 1, entdo P(u) = P, (u) =0.
Por (1.17), que decorre do Teorema 6 (de Christoffel-Darboux),

Py (u)Py(u) — Py(u)P._ (u =l P (u)?
0 1 () Py (u) (u) 1():1+];l kl(1k)217

o que é absurdo. Portanto, todas as raizes de todos os polindmios P,,n € IN sdo reais e simples.
Finalmente, seja n > 2, qualquer. Vamos provar que as raizes dos polindmios P, € P,_| se
entrelagam. Denotem-se as raizes de P, por uy, 1,2, - .., Uy, indexadas de modo que

Up1 > Up2 > ... > Uy
(ordem crescente também serviria), pelo que os sinais da sequéncia
/ / /
F, (un,l), F, (un,2), R (Mn,n)

alternam entre positivo e negativol. Por (1.17), que decorre do Teorema 6 (de Christoffel-Darboux),
paratodo j=1,2,...,n,

Py (tn,j) Pt () :A’il Pe(un)) _ | +Ni1 P? (un,))
P i— T - T

0 que, em particular, implica que

P (uy j)Pi—1(un ;) > 0, paratodo j=1,2,...,n,

IPara qualquer fungdo continua, os valor das derivadas em duas raizes simples consecutivas tem sinais contrrios.
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Portanto,os sinais da sequéncia

P (”n,l)u P (”n72)7 vy Pay (unn)

alternam entre positivo e negativo. Por isso, as n — 1 raizes de P, encontram-se nos intervalos

(”n,l , Mn,Z) 5 (un72’ un,3) ) ey (”n,n—l s ”n,n) ,

uma em cada um. [ |

1.4 Funcional de momentos definido positivo

Iremos agora estudar um tipo especifico de funcional de momentos bastante recorrente no estudo
da ortogonalidade de polinémios, que denominaremos funcional de momentos definido positivo. Perce-
beremos na sec¢do seguinte que este tipo de funcional de momentos poderd ser sempre caracterizado
por um intergral de Riemann-Stieltjes, o que claramente justifica dissertar brevemente sobre algumas
das suas propriedades.

Definicio 3 Um funcional de momentos L: P[x] — C diz-se definido positivo se L[P(x)] € R e

L[P(x)] > 0, para todo o polinémio P(x), ndo identicamente nulo, que seja ndo negativo para todo o
xelR

Teorema 8 Se L é definido positivo, entdo os seus momentos sdo reais e existe uma sequéncia de

polinémios ortogonais relativamente a L, composta por polinémios de coeficientes reais.

Prova: Seja L um funcional de momentos definido positivo, comcemos por provar que 0os momentos
de L sdo reais. Da Defini¢do 3 decorre trivialmente que, para todo n € INg par,

u, =L[x"] € R.

Resta entdo provar o mesmo resultado para n € IN impar. Consideremos entdo n = 2k+ 1, com k € INy.
De forma a contruir uma prova por indug@o, comecemos por tomar k£ = 0. Note-se que

L[(x+1)*] =L [x*] +2L[x]+L[1].
Assim, tendo mais uma vez em conta que L € definido positivo,

Lix] == (L[(x+1)*] —L[x*] = L[1]) € R.

| =

Suponhamos entdo que o resultado € vélido para n < 2k + 1. Note-se agora que

L [(er 1)2k+2} _ Zkiz <2k_+2>L ]

i=0 !
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Logo, como o L ¢é definido positivo,
2%k+1 2] o (2k+2 ‘ 2%k+2
L{x +}:L[(x+1) *}—Z( . >L[x']—L[x+}€IR.
i=o \ !

Conluimos assim finalmente que os momentos de L sdo todos reais.
Pretendemos agora mostrar que existe uma sequéncia de polindémios ortogonais relativamente a L,
composta por polinémios de coeficientes reais. Consideremos entdo Py(x),P; (x),...,P,(x), de forma a

que P;(x) seja um polinémio real de grau i e

LIP(x)] =1, (1.18)
LIP(x)Pi(x)] =0 i# ], (1.19)

parai,j=0,1,...n. Defina-se agora P, da forma

Pop1 = Z crPr(x cx = L1 P (x)].
Note-se que P, é um polinémio real de grau n+ 1. Temos entdo que, parai =0,1,...,n,
LP(x)Pus1 (x)] = L™ P (x Z cxL[P(x) P (%))
=C—Ci= 0

Note-se que que no segundo passo é utilizada a defini¢do de ¢ e (1.18). E claro ainda P,% 1 > 0, logo,

como L ¢é definido positivo,

para algum K, > 0. Note-se que tomando Py(x) = u ! entdo
L[Pg(x)] —uozL[ ] —”01 # 0,

pelo que o raciocinio anterior pode ser aplicado por inducdo, demonstrando a existéncia de uma
sequéncia de polinémios ortogonais relativamente a L, de polindmios reais. |

Lema 1 Se m(x) um polindmio que é ndo negativo para todo x € R, entdo existem polindmios p(x) e
q(x) tais que

7(x) = p*(x) +¢* (x).

Prova: m(x) > 0 para todo x € R, logo os seus zeros sdo reais de multiplicidade par ou complexos em
pares conjugados. Assim, sendo m o nimero de pares conjugados de zeros complexos de 7(x), este
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pode ser escrito da forma

m
() [T (> — ot — Bri) (x — o + Bri),

k=1

com r(x) um polinémio real e nimeros reais 0y, ;. Tomando

ﬁ (x — oy — i) = A(x) +iB(x),

k=1
com A(x) e B(x) polindmios reais, obtemos
7(x) = r*(x)[A% (x) + B (x)] = [A(x)r(x)]* + [B(x)r(x)].

Finalmente, tomando

fica demonstrado o resultado. [ |

Teorema 9 Um funcional de momentos L é definido positivo se e s6 se 0s seu momentos forem reais e
A, > 0, para todo n € INy.

Prova: Comecemos por supor que os momentos de L sdo reais e A, > 0. Pelo Teorema 3 é possivel
afirmar que existe uma sequéncia se polinémios ortogonais, (B,,n € INy), relativamente a L. Sem perda
de generalidade e para simplificacdo dos cdlculos podemos assumir que a sequéncia de polindmios
(P,,n € INg) é composta por poliménios ménicos. Pelo Coroldrio 1 e pela hipétese é claro que

A
n—

Assim, de forma andloga ao que foi feito na prova do Teorema 8 é possivel provar que os polindmios
P, (x) s@o reais. Desta forma, tomando um polinémio real p(x) de grau m qualquer, este pode escrito

da forma
m
= Z ckPre(x)
k=0
com ¢y, k=1,...,m,reais e ¢, # 0. Utilizando este facto e recorrendo a ortogonalidade de (P,,n € INg)

€ verdade que

2 x)] = i cjckL[P;j(x)Pc(x)] = i c,%L[sz(x)] > 0. (1.20)
k=0 =0
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Finalmente, pelo Lema 1, seja 7(x) um polinémio que é ndo negativo para todo x € R,

n(x) = p*(x) +¢* (),

logo

pelo que L é definido positivo.

Suponhamos agora que L é definido positivo. Pelo Teorema 8, os seus momentos sio reais e existe
uma sequéncia de polinémios ortogonais, (P,,n € INg), relativamente a L. Sem perda de generalidade,
podemos novamente supor que os polindémios P, sio ménicos. Assim, tendo novamente em conta o
Corolario 1,

A
0<L[P]=-",
[ n] An—]
com A_; = 1. Finalmente podemos entdo concluir que A, > 0, paran > 0. |

1.5 Representacao por uma func¢ao de distribuicao

Nesta sec¢do pretendemos ilustrar as condi¢cdes em que € possivel caracterizar um funcional de
momentos definido positivo através de um integral de Riemann-Stieltjes, a custa de uma funcdo de
distibuicdo:

Definicao 4 Uma funcdo de distribuicdo ¢ uma fungdo y: R — R limitada, ndo decrescente e tal
que, paratodon=0,1,...,

un=/_°;x" dy(x)

é finito. Chamamos a u, o momento de ordem n de .
Esta caracterizagao tera como ponto de partida a formula de quadratura de Gauss.

Teorema 10 (Férmula de Quadratura de Gauss) Seja L um funcional de momentos definido positivo
e seja (P,,n € Ny) uma sequéncia de polindmios ortogonais relativamente a L. Para cada n € N,
existem n reais positivos Wy 1,Wn2, ..., Wnn tal que, para todo polindmio P(x), de grau ndo superior a
2n—1,

L[P(x)] = iwn,ip(xn,i)7 (1.21)
i=1

onde xn,1,Xn2,...,Xnn denotam as n raizes de P,(x), ordenadas por ordem crescente.
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Prova: Seja P(x) um qualquer polinémio de grau igual ou inferior a 2n — 1 e seja %, (x) o polinémio
interpolador de Lagrange nos pontos

(xn,iap(xn,i)), i=1,2,...,n,

que ¢é definido por

para

P, (x)

i) = e P

Como %, (x) tem grau igual ou inferior a n — 1 e P(x) tem grau igual ou inferior a 2n — 1, o polinémio
Q(x) = P(x) — Z,(x) tem grau inferior ou igual a 2n — 1. Além disso, para cada k = 1,2,...,n,

Q(xn,k) = P(xn,k) - Zl(xn.,k) = P(xn,k) _P(xn,k) =0.

Por isso, existe um polinémio R(x), de grau igual ou inferior a n — 1, tal que Q(x) = R(x)P,(x). Entdo,
dada a ortogonalidade da sequéncia de polinémios (P,,n € INy) e o grau do polinémio R(x) ser inferior
ao de P,(x), pelo Teorema 2,

L[R(x)P,(x)] = 0.

Assim,
LIP(x)] = L[-Z,(x) + Q(x)] = L[-Z, (x)] + L[R(x) P, (x)] = L[.Z},(x)]
n
=Y P(xni)L[lni(x)]. (1.22)
i=1
Tomando entdo, para cadai=1,2,...,n, w,; = L[l, i(x)], obtemos (1.21). Falta mostrar que estas
quantidades sdo positivas.
Paracadak=1,2,...,n, o polinémio lrzl «(x) tem grau inferior ou igual a 2n —2. Por (1.22), e como

L € Definido Positivo,

n

0<L [lrzz,k (x)} = ; lz%,k (xn-,i)L[ln,i(x)] = l;%,k(xn,k)L[ln,k(x)] = Wn-

Por isso, w,, x > 0, concluindo a prova. |
Note-se que, os escalares wy, 1, W, 2, ..., Ws,, que 0 Teorema 10 assegura existirem, satisfazem
Wil +Wno+ ...+ Wy, = ug, (1.23)

o momento de ordem O do funcional L.
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Seja L um funcional de momentos definido positivo, com sequéncia de momentos (uy), e consid-
eremos a sequéncia de polinémios (P,,n € INy), ortogonais relativamente a L. Vamos construir uma
funcao distribuicdo a custa de L e de (P,,n € INg). Denote-se por X, 1,X,.2, - .., Xn,, 08 1 zeros de B, (x)
(que, pelo Teorema 7, sdo reais e todas distintas), indexados de modo a estarem por ordem crescente.
Denote-se também por w, 1,Wp2,...,W,,, 0s n escalares reais que o Teorema 10 assegura existirem.
Entdo, para cada n € IN, defina-se y,,: R — R através de

( 0, se  x<Xp1
Wn,l, S€ X1 <x< Xn,2
Wp 1+ Wn2, se X2 Sx<Xp3
V=1 o . (1.24)
Wyl +Wp2+- +Wynt S€  Xpn—1 <x< Xn,n
Wn,1 + Wn2 +-- 4 Wnn—1 + Wn.n S€  Xun <x

Calaramente, y, € uma funcao seccionalmente constante, limitada e ndo decrescente. Além disso,

L [xk} = /°° X dy(x) = iwn,ixﬁi, k=0,1,...,2n—1. (1.25)
“ i=1

Observe-se ainda, reciprocamente ao que foi j4 estudado nesta sec¢@o, que, devido a positividade dos
valores wy, 1,Wp, 2,. . .,Wn 5, qualquer funcional de momentos definido desta forma serd por sua vez um

funcional de momentos definido positivo, para o qual valem as propriedades estudas na seccio anterior.

1.5.1 Teoremas de Helly e a funcao v

Procuremos agora, como se ird perceber, generalizar o raciocinio acima efectuado. Para tal
comecemos com um Lema de carcter técnico, que serd Util na demonstragdo do teorema seguinte.

Lema 2 Seja Q um conjunto numerdvel (i.e., finito ou enumerdvel) e considere-se a sucessdo de
fungées (y,: Q — R), n € IN. Se, para cada x € Q, a sucessdo de niimeros reais (Yy,(x)) for limitada,
entdo a sucessao de funcoes (W,) contém uma subsucessdo convergente em todo Q.

Prova: Seja Q um conjunto numeravel. Sem perda de generalidade, podemos escrever
Q= {%/}’2/}’3, . }
Como () é uniformemente limitada,

Wa(n) <M, VneNlN
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e portanto, pelo Teorema de Bolzano-Weirstrass, existe uma subsucessio de fungdes (q),(,l)), de (y),
que € convergente em J;. Da mesma forma,

¢,El)(y2)‘ <M, VneN,

logo existe uma subsucessdo (¢,§2)), de (¢,§”), que é convergente em ¥, € 9». Prosseguindo com

este o raciocinio é possivel encontrar, para todo j € IN, uma subsucessao ((P,E] )), de (¢,Ef 71)), que é

convergente em Q; = {1, %,...,¥;}. Assim, podemos tomar a "sucessdo diagonal"

(6) = (94",

que serd uma subsucessdo de (y,). Como, excepto possivelmente para os primeiros k — 1 termos, (¢,)
¢ uma subsucessdo de ¢),§J ), para j < n, entdo (¢,) é convergente em todos os pontos de U7, Q;=Q.
Assim, (¢,) é uma subsucessdo de () convergente em todo Q. [

Teorema 11 (Principio de Selec¢io de Helly) Seja (y,,: R — R), n € N, uma sucessdo de fungoes

ndo decrescentes e limitadas, tal que
lYa(x)| <M, VneNN, VxeR,

para algum M (i.e., a sucessdo é uniformemente limitada). Entdo existe uma fungcdo y: Q — R e uma
subsucessdo (¢y), de (W), tal que

lim ¢,(x) = y(x), VxeR,

n—soo

ie.

lim ¢, = .

n—yoo

Prova: Comecemos por tomar uma sucessao (), uniformemente limitada, de fun¢des ndo decres-
centes ¥,: R—R.

Consideremos o conjunto dos nimeros racionais Q). Como este conjunto é numeravel, a aplicagio
do lema 2 permite-nos concluir que existe um subsequéncia (¢,), de (y,), convergente em todo Q.
Defina-se entdo

v () = lim 6;(r), reqQ.

n—yoo

O dominio de y* pode ser extendido a toda a recta real, considerando

v (x) =sup{y*(r):reQ, r<x}, xeR\Q.
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Pelas hipéteses consideradas sobre a sequéncia de fungdes (), € claro que y* é uma fungdo limitada
e ndo decrescente.

Seja Q' € R o conjunto dos pontos em que a fun¢do y* é continua. Iremos agora provar que
(¢n(x)) converge para y*(x), para todo x € Q'. Comecemos entdo por tomar y € Q' \ Q. Como Q é
denso em R, entdo para qualquer € > 0, existe r; € Q, tal que r; < ye

v(r) =y (y) —e.

De forma andloga, existe r; € Q, tal que r, >ye

V() Sy (y) te.

E claro ainda que

logo,

¥ (r) <liminf@, (y) <limsup @, (y) <y (r2),

n—seo

de onde concluimos que

—& <liminf¢; (y) — y*(y) < limsup ¢, (y) — y*(y) < e.

n—poo n—soo

Finalmente, pela arbitrariedade de € € possivel concluir que

lim ¢ (x) = y*(x), VxeQ'

n—soo

Resta-nos entdo generalizar este raciocinio para os pontos de descontinuidade da funcdo y*.
Pelo Teorema de Darboux-Froda ([5]), como w* é ndo decrescente o conjunto dos seus pontos de
descontinuidade é numerdvel. Assim aplicando o lema 2, a sucessdo de fungdes (¢@,) terd uma
subsucessao (¢,), convergente em R\ Q' para uma dada func¢do y**: R\ Q" — R. Considerando
finalmente a funcio y: R — R, definida da forma

i), xeg

Vi) = v (x), xreR\Q'

conluimos que
lim ¢, = v,
n—yoeo

terminando a prova. |
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Teorema 12 (Teorema da Convergéncia de Helly) Seja [a,b] um intervalo compacto e (W), n €
IN, uma sucessdo de fun¢oes ndo decrescentes da forma y,: [a,b] — R, uniformemente limitada,

convergente para Y a,b] — R em qualquer ponto do intervalo [a,b). Entdo

b b
tim [ £(0) dya) = [ 10 ay) (1.26)

n—eo J,

para toda a fungdo f continua em [a,b).

Prova: Comecemos por notar, como a sucessdo de fungdes (y,) é uniformemente limitada, existe
M > 0 tal que, para todo n € N,

0< Wn(b> - Wn(a) <M
e consequentemente
0< y(b)— y(a) <M. (127)

Observe-se ainda que, como a fungéo f toma valores reais e é continua no intervalo compacto [a, b],
entdo f € uniformemente continua em [a,b]. Assim, para um qualquer € > 0 existe um particdo
P = {x0,x1,...,xXn} de [a,D], tal que, para qualquer i = 1,2,...,m,

|f() = f(x")| < ﬁ, para X', x" € [x;_1,x]. (1.28)

Seja &; € [x;_1,x;], para 1 <i < m, e consideremos
Ay = y(xi) — y(xie1) 20, Ay = Wu(xi) — Yixio1) > 0.

Assim, para algum &/ € [x;_1,x;], pelo teorema de valor intermédio para integrais de Riemann-Stieltjes,

[ r v r@)aw < [1E) - 1(&)] .

1

Desta forma, e tendo também em conta (1.28) e (1.27),

/abfdw—if(é)mw

2
= Y 1E) - r(E) A

/xx: fdy—f(&)Av

i
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Podemos entdo concluir que

/bf dy — if(éi)Ai‘/’
a i=1

€
< - 1.29
1 (1.29)

b m
[ rdw=Y @ <
a i=1

€
- 1.30
1 (1.30)

sendo que (1.30) pode ser obtido de maneira exactamente anédloga a (1.29). Assim, naturalmente

(S)Ay|+

—iﬂ@m%

m

i (&AW — ZféA%
2RI

FEAY = Aiyn|
Para n suficientemente grande, é possivel observar que
£
Ay — Ay | <
2
e assim, nestas circustancias, podemos finalmente concluir que

fodw—lffdwl<e

finalizando a prova. |

)

Suponhamos agora que (P,,n € INy) é uma sequéncia se polindmios ortogonais, relativamente a
funcional de momentos definido positivo L. Denote-se por X, 1,X,,2, . . . ,Xn,, 08 zeros destes polindmios
(indexados por ordem crescente), tal que, para certos valores reais ¢, 17,

lim x, 1 = C, limx,, =7.
n—eo n—oo

Definicdo 5 Ao intervalo [{,n] chamamos o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da sequéncia de
polindmios ortogonais (P,,n € Ny). Este intervalo é assim o menor intervalo que contém todos os
zeros da sequéncia de polinomios (P,,n € Ny), para qualquer n € IN.

Nestas condi¢des, € claro que, para Y, definido como em (1.24).

/ X dy, (x) /)fd% . keNg,



24 Polinémios Ortogonais

pelo que, aplicando os teoremas 11 e 12, € verdade, para todo k € INy, que
' n
X ] = / X dy(x)
¢

Resta assim avaliar o caso em que ndo é possivel encontrar um intervalo limitado [{, 7] que contenha,
para todo n € N, todos os zero da sequéncia de polinémios (P,,n € INp). Assim é necessério estender,
de certa forma, o alcance do resultado presente no teorema 12.

Teorema 13 Defina-se W, como em (1.24). Entdo, para um funcional de momentos definido positivo

L, existe uma subsucessdo da sucessdo de fungéoes (Y, ), que converge em (—eo,0) para Y, tal que
L [xk} = / X dy(x), ke N.

Prova: Seja (¢;) = (y,,) uma subsucessao da sucessao de fungdes (), que converge em (—oo, o)
para y. Note-se que, por (1.25), para k € INg

L M :/_O;xk doi(x), i> % (1.31)

Por outro lado, sabemos, pelo teorema 12, que para um qualquer intervalo compacto [a, b],

lim/ X dey(x) /xkdl// k € INy.

[—o0

Dada a arbitrariedade do intervalo compacto [a,b] podemos tomar a < 0 < b. Nestas condi¢des, para
i > k41 etendo em conta (1.31),

' /xkdq/ '/ XK d @i (x) /xkdq/
< ' / K o)+ | [ doix) (1.32)
—oo b
b b
+ /a P d¢i(x)—/‘l *dy(x)|.
Por outro lado, para k € Ny, |a| > supx~**+2) para x € [Ja], ), logo
(2k+2 a
‘/ xF dey(x ’/ ’ —— di(x)| < [a|*T2 / K2 dey(x)| . (1.33)

Note-se ainda que, para todo i € IN, a fun¢do ¢; define um funcional de momentos definido positivo,
pelo que

/ x2k+2 d(]),(x) ZO
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e portanto
o] a o0
L[x2k+2} _ ’/ 22 G, (x)| = '/ 22 0.0 | + / 242 46y (x)
—o00 —00 a
a
> '/ 242 G0,
Assim, e por (1.33),
a
' / £ dei(x)| < o~ <L [xz"”] (1.34)
Analogamente, para k € INg, b > supx~ **2) para x € [b, o), portanto,
/ A dgi(x)| < b DL [xz"”} . (1.35)
b

Por (1.32), (1.34) e (1.35), é possivel observar entdo que

'L [#] - / " & dy(x)

< (‘a|*(k+2) n b—(k+2)) L [xzkﬁ}

+ /abxk dei(x) —/ab)g( dy(x)

E claro que tomando i — e obtemos

L] [ av

Ja

< (, al~®+2) 4 bf(k+2)) L [x2k+2] _

Finalmente, tomando a — —oo € b — oo, tem-se que

L[xk} :/_o:oxk dy(x), ke,

concluindo a prova. u

Finalmente, podemos afirmar que, para um funcional de momentos definido positivo L, € possivel
escrever, para uma dada funcgao distribui¢do v, obtida a partir de y;,, definida como em (1.24),

L [xk} = /:oxk dy(x).

Adicionalmente, a partir da aplicacdo do Teorema 6 (de Chritoffel-Darboux) e dos teoremas 11, 12
e 13, é possivel ainda demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 14 Consideremos a sequéncia de polinémios (PB,,n € INy), ortogonais relativamente a um
funcional de momentos L. Suponhamos que a sequéncia de polindmios (P,,n € INy) € definida como
em (1.9), com oy, € R, para todo n € Ny e B, > 0, para todo n € N. Entdo pode-se escrever, para
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todo k € INy,
L[] = /_Z)Jf dy(x).

Este teorema estd presente em [2] e a sua demonstragdo apresenta um raciocinio andlogo (num contexto
mais geral) ao efectuado na seccio 2.4 (capitulo seguinte), pelo que aqui serd omitida.



Capitulo 2

A analise dos sistemas de
Chapmann-Kolmogorov

O trabalho apresentado neste capitulo terd um caricter central nesta dissertacdo, pois destina-se
a "construir a ponte" entre o estudo de um certo tipo de processos estocdstios, que denominamos
processos de nascimento e morte, € a teoria de polindmios ortogonais, sobre a qual dissertdmos no
capitulo anterior. Assim, abriremos caminho a andlise de casos mais concretos a que daremos de
destaque no capitulo seguinte.

Na realidade, os processos estocdsticos que nos propomos aqui a analisar, s30 um caso concreto de
uma cadeia de Markov a tempo continuo, pelo que as nossas primeiras considera¢des comegarao por

um breve olhar sobre esta classe de processos.

2.1 Cadeias de Markov a tempo continuo

Iremos agora estudar uma classe de processos estocdsticos conhecida como cadeia de Markov
a tempo continuo. Estas podem ser vistas como como uma versdo a tempo continuo das cadeias de
Markov (discretas) ([3]) e assim sendo, tal como estas, possuem a chamada propriedade Markoviana:

Os estados futuros apenas dependem do estado presente e ndo do passado para além

do presente.

Definicdo 6 Um processo estocdstico {X (t),t > 0} diz-se uma cadeia de Markov a tempo continuo se,

X(t) >0, para todo t, e para todos s,t > 0, para todos os estados i, j
P(X(t+s5)=jlX(s)=i,X(u),0<u<s)=P(X(t+s)=jlX(s)=1),

Se, além disso, P(X(t+s) = j|X(s) = i) for independente de s, diz-se que a cadeia de Markov a

tempo continuo é estaciondria (ou homogénea).

Daqui em diante consideremos apenas cadeias de Markov a tempo continuo estaciondrias, com
espaco de estados Ny. Se 7; denotar a quantidade de tempo que processo se mantém no estado i, antes

27
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de assumir um outro estado, entdo, da defini¢do decorre que P{T; > s+1¢|T; > s} = P{T; > t}, para
todo s, > 0. Sendo a distribuicdo exponencial a tnica distribui¢do com esta propriedade entdo 7; tem
distribui¢@o exponencial. Além disso, todas estas varidveis aleatérias 7; sao independentes entre si. Por
isso, uma cadeia de Markov a tempo continuo pode também ser definida como um processo estocdstico
{X(t),t > 0} tal que, sempre que X (¢) = i, a quantidade de tempo que se mantém no estado i, antes de
mudar para um outro estado, possui uma distribui¢do exponencial com média 1/v; (para uma dada faxa
de transigdo v;), independente de todos os outros estados. Ao sair desse estado i, 0 processo tomard
entdo um novo estado j, com uma dada probabilidade P; ;. Podemos assim caraterizar uma cadeia de
Markov a tempo continuo como um processo estocdstico com alternancia de estados de acordo com
uma cadeia de Markov a tempo discreto mantendo-se em cada estado de acordo com uma distribui¢ao

exponencial especifica para cada estado.

2.1.1 Sistemas de Chappman-Kolmogorov

Agora estaremos interessados em caraterizar p; j(t) = P(X(t +s) = j|X(s) = i), que denota a
probabilidade de X (-) se encontrar no estado j passados ¢ unidades de tempo de ter estado no estado
i, que denominamos probabilidade de transigcdo. Para tal, iremos deduzir um conjunto de equacdes
diferenciais que a fungdo p; ;(¢) deverd satisfazer. Comecemos por definir a faxa instantdnea de
transicdo,

qi,j = Vibij.

Dado que
- - qij qij
vi=Y viPj=Y qij, PRj="t=5"—,
i=0 i=0 Vi Zj:O qij
as taxas instantineas de transi¢ao sdo suficientes para caraterizar a cadeia de Markov a tempo continuo.
Note-se ainda que € trivial que

Osei#j
pi;(0) = 7 @1
lsei=j
Lema 3 . ) )
. — Dii o . Dij o .
g e i B e i @2
Prova:

Foi ja observado que o tempo decorrido até ocorrer uma transicdo de estado é exponencialmente
distribuido. Assim, a probabilidade de ocorrerem duas ou mais transi¢des num intervalo de tempo
[t,t+h] éo(h) ([3]), tal que

lim @ =0.
h—0 h

Note-se agora que 1 — p; ;(h) denota a probabilidade de um processo, que se econtra no estado i, ndao
se encontrar nesse mesmo estado passado /s unidades de tempo. O valor desta probabilidade serd
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dado pela soma da probabilidade de haver uma tinica transi¢ao nesse intervalo de tempo, v;k, com a
probabilidade de um acontecimento no qual ocorrem duas ou mais transi¢cdes. Assim

1— pu(h) = V[h‘l‘O(h)
€ portanto

1— pis(h
fim L= Piilh)

= V;.
h—0+ h !

Por outro lado, p; j(h) denota a probabilidade de um processo que se encontra no estado i, encontrar-se
no estado j passado /& unidades de tempo. De forma andloga, o valor desta probabilidade serd dado
pela probabilidade de haver uma unica transi¢do do estado i para o estado j, g; jh, com a probabilidade
de um acontecimento no qual ocorrem duas ou mais transi¢des. Desta forma,

pij(h) = qijh+o(h) i# ],

pelo que
. pij(h) L
I =g
Jim = =gig, DF
concluindo a prova. u
Lema 4 Para todo s,t >0
pij(t+s) =Y pi(t) pij(s) (2.3)
k=0

Prova: Note-se que

pij(t+s) = P{X(t+s) = jIX(0) = i}

- k:)P{xo ) = 1,X (1) = KX (0) = 1}
= ¥ P{X(4) = JIX(0) = £ X(0) = 1 PLX(0) =KX (0) = )
= ¥ P{X(+0) = JIX() = K1PLX0) =X (0) = )
Y pi(0)piss).

k=0

0 que completa a prova. |
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Do tdltimo Lema decorre que, para todo i, j > 0,

tim PR =P gy (Z Pislt pkj(h)_PiJ(t)>

h—0t h h—0t h

hm1 szk )Pkj(h) = [1=pjj(h)]pij 1)

h—>0+
k#]
. pkj h) 1-pj;(h)
i | £ 200
k#]

Supondo que sdo satisfeitas as condi¢des de regularidade necessdrias para que seja possivel a troca

entre o limite e a soma, entdo, pelo Lema 3,

pz] szk qk,j — Vjpt]( ) i,j=>0 (2.4)
k#]

um sistema de equacdes diferencias lineares conhecido como sistema de equacdes forward de
Chapmann-Kolmogorov. Escritas usando nota¢do matricial, estas equagdes ficam P'(r) = P(r)R,

com

poo(t) poi(t) poa(t) --- —V0  q01 402
pro(t) pua(t) pia(t) - g0 —Vi qi2

. i
(1) p2o(t) pai(t) paa(t) - |’ ®) @0 Q@1 V2 o |

onde cada linha de R(r) soma zero. Analogamente,

tim PACER =P i ] (ipi,km)pk,( )= it >)

h—0+ h—0+

Novamente, supondo satisfeitas as condi¢des de regularidade necessdrias, entdo,

pi(1) = Z qikPkj(t) —vipi j(t), para todo i,j>0 (2.5)
k;éz
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um sistema de equacdes diferencias lineares conhecido como sistema de equagdes backward de
Chapmann-Kolmogorov. Escritas usando notagdo matricial, estas equagdes ficam P’'(r) = RP(t).

2.1.2 Processos de Nascimento e Morte

Um caso particular de interesse ocorre quando as transi¢des ocorrem apenas entre estados adjacentes
- denominado processo de nascimento e morte. Este tipo de processos € normalmente caraterizado pela
taxa de natalidade A;,i € INg, e taxa de mortalidade u;,i € IN. Deste modo, num contexto estaciondrio,
temos uma cadeia de Markov a tempo continuo caraterizada por taxas de transi¢do

VOZ).(), V,'ZA,,'—F[.LZ', i=1,2,...

A =il
qij = M, Jj=i—1
0, nos restantes casos.

Serd neste tipo especifico de Cadeias de Markov a tempo continuo que nos concentraremos no restante
deste capitulo.

Considere-se entio os seguintes sistemas de equagdes diferenciais,

p:n,n(t) = A'nflpm,nfl(t) - ()Ln +,un)Pn7m(t) + ,unJrlpm,rH»l(t)a mn=0,1,..., (2.6)
p:n,n(t) = AP 1.0(t) — (A + ) P (t) + UinPm—1a(t),  mn=0,1,..., (2.7)
onde (A,,n=—1,0,...) e (Uy,n=0,1,...) denotam duas sequéncias de nimeros reais positivos com
aexce¢dode A_; =0 e uy = 0. Note-se que, por (2.1), a este bloco de sistemas de equagdes acresce a

condigao inicial p,, ,(0) =1 se m = n, e 0, caso contrdrio. Estes dois sistemas de equagdes diferenciais
correspondem naturalmente, por (2.4) e (2.5), aos sistemas forward e backward de equacdes de
Chapman-Kolmogorov, respectivamente.

Os dois sistemas (2.6)-(2.7) podem ainda ser descritos matricialmente na forma
P(t)=P(t)J, P(t)=JP(@),
acrescidos da condig¢do inicial P(0) = I, o operador identidade, onde

poo(t) poi(t) poa(t) - —Xo Ao 0
po() pu() po) - p = (A +p) A

Plt) = po(t) pu(t) pn(t) - |’ =1 0 Ho —(+w) - |7

Note-se que as linhas de J somam zero.
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2.2 Método de separacao de variaveis

A presente sec¢do ird, em linha com trabalho efectuado em [2], ilustrar, de forma mais ou menos
intuitiva, a relacdo directa que estes sistemas tém com a teoria do polindmios ortogonais. Através de
um método de separacio de varidveis, serd apresentada uma candidata a solu¢do do problema, que
servird de motivagao a seccio seguinte em que, com maior rigor, serd analisado o caso finito resultante
da truncatura das matrizes P(t), P'(¢) e J, para mais tarde ser confirmado o que aqui serd, de forma
menos rigorosa, concluido.

Comecemos assim por supor que existe uma solugéo para (2.6)-(2.7) da forma

Pmn(t) = f(t)gmra, mn=0,1,..., (2.8)

onde g, r, denotam escalares reais ndo nulos. Assim, aplicando a substitui¢do (2.8) no primeiro grupo
de equagdes (2.6), observamos que

f/(t)ern = n—lf(t)ern—l +Nn+1f(t)ern+l - (ln "‘/Jn)f(t)erm

ou, de modo equivalente,

An—1Tn— — (4
f/(t) :f(t) ( n—1"n 1+.un+1}’:n+1 ( n"‘”n)’h) . 2.9)
n
Dada a sua independéncia da varidvel ¢, podemos tomar, para um dado pardmetro x
ln—lrn—l + U171 — (An +un)rn —
I '
Assim, podemos definir os escalares r,,, com n € INg, através de seguinte equagdo de recorréncia
— Xty = Ap—1Fn—1 + Uni1tns1 — A+ Wn)rn, n=0,1,..., (2.10)
ro1=0,rp=1, 2.11)

para x € R, arbitrédrio. Entdo, para cada n, r, € um polinémio de grau n em x, que denotaremos por

rn(x). Além disso, a menos do produto por uma constante, podemos tomar f(r) = e .

De modo andlogo, aplicando a substitui¢ao (2.8) no segundo grupo de equacdes (2.7), somos
levados a supdr que os escalares g,, com n € INy, verificam a seguinte equagdo de recorréncia

—X4n = Ungqn—1 +7anrt+1 - (ln +un)qrzv n=0,1,..., (2.12)
qg-1=0,q90=1, (2.13)

para x € R, arbitrario. Entdo, para cada n, g, € um polinémio de grau n em x, que denotaremos por

qn(x)-
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Lema 5 Se, para um dado x € R, (r,) verifica (2.10) e (gy) verifica (2.12), entdo

rn(x) = Euqn(x) (2.14)
onde (&,) é definido por
n lj—l
=1, &=~ n=12,... (2.15)
=1 Hj

Prova: Como [.Loéo =0= )L,l, [.1151 = )LQ&O €, paran — 2,3, N

Ao Ay :AQ...A,,_I
Uy...Hy My fp—1

.ungn = Uy = n—lén—l (216)

entdo, apos multiplicarmos a equagio em (2.12) por &, # 0, obtemos a seguinte equagdo equivalente

_xél%t = Nnénqu—l + lnénqrz-&-l - (/ln + .un)én%n
_x(gnQn) =M1 (éanCInfl) + tnt1 (&nHCInH) - ()‘n "’.un) (éngn) >

onde, note-se, o valor de £_; € irrelevante. Assim, &, ¢, verifica a recorréncia em (2.10), pela que se
confirma a igualdade (2.14). [

Portanto, pelo Lema 5, o conhecimento da sequéncia de polinémios (r,,n € INy) determina o
conhecimento da sequéncia de polinémios (g,,n € INg). De facto, de (2.8), concluimos que

T (X)7a (%) _ e—xtM (2.17)

gm gm

para todo x € R. Em particular, para qualquer y: R — R (condi¢des?)

Pma(t) = f(t)

Pra(t) = gm e o) dwi) 2.18)

Note-se ainda que,

lim [ e (x)rn(x) dy(x) = /R (Hme”) Fon(X) () () = /R () () AW ().

t—0JR t—0
Por isso, para todo m,n =0,1,..., com m # n,
/er<x)rn(x) dy(x) =0, (2.19)

/&@dW@zé, (2.20)
R
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0 que mostra que, caso exista uma solucdo para (2.6)-(2.7) da forma (2.8), as duas sequéncia de
polinémios (r,,n € Ny) e (g,,n € INg) serdo ortogonais relativamente a um funcional de momentos
que seja caraterizado pela fungao de distruicdo .

2.3 A ortogonalidade da sequéncia de polinémios (r,,n € INy)

Antes de iniciarmos uma andlise mais rigorosa ao sistema de equacdes diferenciais que nos
propusemos a resolver, é importante notar algumas propriedades dos polinémios (r,,n € INy), definidos
como em (2.10). Estes polinémios terdo um papel fundamental neste processo de resolugdo, o que mais
tarde se tornard claro. Comecemos entdo por demonstrar que a relagio de recorréncia (2.10) é suficiente
para indicar a existéncia de uma relagio de ortogonalidade para a sequéncia de polinémios (r,,n € INp).
Para tal consideremos a sequéncia de polinémios (7,,,n € INg), constituida pelas polinémios definidos
da forma

To(x) = kyrp(x), neN, (2.21)
com

ko= 1,
ky=(—1)"uy...ty, n € N.

De (2.21) e (2.10) observe-se

—xT, (x) = knAp—1"n—1 (x) + knlp 17041 (x) - kn(ln + ,un)rn(x)
- _(_l)nil.ul .- -.uvn—l.unkn—lrn—l (X) - (_1)n+l.ul o U 417041 (X) - kn(ln +u'n)rn(x)
= —nAn—1Kkn—170—-1 (%) = Kn-t 1741 (%) — (A + L ) KT ().

De onde se obtém a recorréncia
xTy(x) = UpAp—1T—1 (%) + Tp1 (x) + (A + ) Ty (x). (2.22)

E entdo claro que, com ¢, = A, + U, B = UpAn—1, 0 Teorema de Favard garante-nos que a sequéncia
de polinémios (7,,,n € INy) é ortogonal relativamente a um dado funcional de momentos.

Observacao 2 Dado (2.21), da defini¢do de ortogonalidade de polinomios é trivial que se existe uma
relacdo de ortogonalidade para sequéncia de polinomios (T,,n € Ny) entdo existird também para
(I’n,l’l € IN()).

Note-se ainda que, num Processo de Nascimento e Morte, as taxas de natalidade A, sdo reais e
positivas paran =0,1,2,... e as taxas de mortalidade , sio reais e positivas paran =1,2,.... Assim
as condicdes do Teorema 7 serdo vdlidas para (7,,n € INp).

Observacao 3 Para todo n € Ny, os zeros de r, sdo os mesmos que T,, pelo que valem para estes
também as propriedades indicadas no Teorema 7.
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2.4 O caso finito e a construcao da func¢ao distribuicao

Para olhar de forma mais rigorosa para a andlise dos sistema composto por (2.6)-(2.7), comecemos
por considerar o problema finito, resultante da truncatura das matrizes P(z), P'(t) e J. Assim, denotemos
por Py(t), Py(t) e Jy, as matrizes de dimensdo N que resultam dessa mesma truncatura, respectivamente.
O problema resultante terd entdo como solugdo

Py(r)=e =Y EJ}{, (2.23)
k=0 """

Assim, este problema prende-se com a diagonaliza¢do da matriz

X Ao 0
w —A+w) - 0
In = ) . . .
0 0 o —(Av—1 4+ un—1)

De seguida veremos como os polindmios r, serdo fulcrais neste processo.
A relacdo em (2.10), na sua versdo truncada, traduz-se matricialmente por

—x(ro(x),r1(x),...,rn—1(x)) = (ro(x), 1 (x),...,rn—1(x)) Iy + (0,0,..., unry(x)) (2.24)
Denotemos agora por xy j, j = 1,2,...,N, tais que
AN <xy2 <...<XNN,

os zeros de ry (que sabemos serem simples e reais). E trivial que, para qualquer um destes zeros,
unry(xy,j) = 0, portanto do sistema (2.24) retiramos

—xNyj (I"o(XN.’j),Fl (XN:]'), .. .,erl(xNJ‘)) = (I’()(XN’]‘),I"l (XN’]'), .. .,}"Nfl(xNJ))JN (225)

Assim, os valores proprios da matriz Jy serdo —xy j, j = 1,2,...,N, com respectivos vectores proprios
(ro(xn.j),r1(xnj),- .. ,¥n—1(xn.j)). Note-se que os zeros ry serdo todos eles distintos, logo Jy serd
diagonalizdvel. De seguida procuramos encontrar uma matriz, facilmente invertitel, composta por
vectores proprios de Jy, possibilitando assim a sua diagonalizacao.

Aplicando agora o Teorema de Christoffel-Darboux e a igualdade (1.17) (que se obtém do mesmo)
note-se que, paratodo N =1,2,...,

N Ti(ew ) T (e ) ~ Tn(xen ) Tv—1(xn,i) — To(oxw,i) Tn—1(xn,j) i
k;) (Aopr) - (Aa—1p) (Aot1) - (An—2tn—1)(x—) =0 7
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Ni Revg) TG )T () = Talon ) Ty (v )
=0 (Ropr) -+ (-1 ) (Aotr) - - (An—2Hn—1)

TG ) Tv-1 (e j)

~ (Mopn) - (Avopv-1)

Por outro lado, aplicando a relacio (2.21),

0— N-l Tk(xN,j)Tk(xN,,‘) _ N-1 Hi.. .ukrk(xij)/.Ll ... [.Lkrk(xNJ)
= (o) - (M) (Aott1) -+ (A1)

= Z Zo /lk_ re(xn, ) e (Xn i),
de onde obtemos

N-1 ) .
y WNJ%WN’) -0, %] (2.26)
k=0 k

Observacao 4 E curioso notar que &, que relaciona os somatdérios acima descritos, é o mesmo que

em (2.15), que relaciona as sequéncias de polinomios (r,,n € Ny) e (gn,n € INy).

Além disso, de forma anéloga,

D )iy (o)
0 (Aotr) - (A1 i)

S T2 (xn.;)
ZE) (Rottr) - (he—1t)

HM|

N—1
M- Mg o
= T Fi (XN,
kZOAO-'-Ak—l k( J)
% o)
k=0 &

ou seja, para p(xNJ) = ().0”1) e (A,NlelJN,l)/T]\,](xNJ)TN,] (xN,j)’

N-1,2
1
riebon) _ 2.27)
k=0 ék p (xN o )
Observacio 5 Note-se que p(xn. ;) (ro(xn.j),r1(Xn.), - .-, 'n—1(Xn,j)) € também um vector proprio de

Jn associado ao valor proprio —xy ;.

Com a observacao anterior em mente, denotemos por Ry a matriz cujas linhas sdo compostas pelos

vectores

p(xn,j) (roGen ;) 71 (xwj)s - rv—1(xw,5)) 5 ji=1,...,N,
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2.4 O caso finito e a construc¢do da funcao distribuicao

e por Ry a matriz cujas colunas sdo compostas pelos vectores
rN—1(xn,)) .
, j=1,...,N.

<ro (xn,) r1(xn)
& 7 & T &va
Por (2.26) e (2.27) facilmente de conclui que
RyRy =1y,

em que Iy denota a matriz identidade de dimensdo N. Assim,

Ry =Ry

Podemos entdo concluir que
RyJNRy' = Dy

em que Dy € uma matriz diagonal de dimensdo N composta pelos valores préprios de Jy, —xy ;.

j=12,...,N,ie.,
_XNJ 0 B 0
0 —XN2 0
Dy = ’
0 0 vt —XNN
Assim, Jy = Rg,lDNRN, pelo que, por (2.23) podemos concluir que
1 N
Pun(t) = = Y € rm () ra(ey )P (v, j)- (2.28)
ém j=1
Seja ainda
0, x< XN,

I

J
Y plve), xnvj<x<xyjr (1<j<N)
k=1

2
K
|
I

P(xnk), X>xnn

1

M=

k

entdo (2.28) serd equivalente a
1 —Ix
pust) = g [ a0y ()
n

Finalmente, aplicando os teoremas 11, 12 e 13, é possivel generalizar este raciocinio, a0 tomarmos

N — oo, Nestas condi¢des podemos finalmente concluir que a solugdo do sistema (2.6)-(2.7) e conse-
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quentemente das probabilidades de transi¢do de um processo de nascimento e morte (no sentido geral,
i.e., com um numero infinito de estados) pode ser realmente dada como em (2.18) por,

Pra(t) = elm e rmtoma) dw)

em que ¥ é uma fun¢@o distribuicéo relativamente a qual a sequéncia de polinémios (r,,n € INy) é
ortogonal.

Note-se que a fun¢do de distribuigcd@o relativamente a qual os polindmios com que trabalhdmos sdo
ortogonais, poderd ndo ser tnica, questio esta que serd abordada mais a frente. No entanto, no caso
em consigamos garantir esta mesma unicidade, concluimos neste capitulo que € possivel encontrar a
solucdo de um processo de nascimento e morte, a partir do estudo da ortogonalidade dos polinémios que
associamos a0 mesmo. E com isto em mente que partiremos para as aplicacdes do capitulo seguinte.



Capitulo 3

Aplicacao a modelos de fila de espera

O objectivo do presente capitulo € estudar as probabilidades de transi¢do de um tipo especifico
de processos de nascimento e morte, os modelos de filas de espera, aplicando, mais uma vez, con-
hecimentos da teoria da polindmios ortogonais. Ao contrario de capitulo anterior, procuraremos aqui
encontrar explicitamente o funcional de momentos relativamente ao qual é dada a ortogonalidade dos
polinémios que vamos associar ao modelo em estudo, encontrando assim uma expressio concreta para
as probabilidades de transi¢ao do mesmo. Os modelos de fila de espera que nos propomos aqui entdo a
estudar, a que chamaremos M /M /s, consistem em processos de nascimento e morte, cujas taxas serdo
definidas, para um dado niimero natural s e nimeros reais positivos A e i, da forma:

ln:)L,VHEIN(),
uo =0, Up=nu, 1 <n<s—1, U =sU, n>s.

Intuitivamente, a situac@o aqui modelizada pode ser descrita como uma fila de espera por um servigo,
existindo s servidores diferentes, em que as chegadas sdo dadas por uma taxa A e as saidas (apds
atendimento) por uma taxa (. Em particular, o modelos que iremos estudar neste capitulo serdao os
casos M/M/1 e M/M/2, i.e., os casos em que existem em funcionamento 1 ou 2 servidores. Uma
andlise alternativa, por meio de funcdes geradoras, pode ser encontrada por exemplo em [6].

A anilise dos modelos a que nos propomos estudar consistird essencialmente na procura de
funcionais de momentos para o quais os polindmios (que associamos a esses mesmos modelos) sejam
ortogonais. Neste caso serd até possivel encontrar fungdes peso para as quais estes funcionais possam
ser dados por um integral de Riemann. O trabalho aqui realizado serd inspirado no trabalho efectuado
em [4] para os polindmios de Chebychev (de 1% e 2% espécie). Um trabalho andlogo sera possivel pois,
tal como os polinémios de Chebycheyv, estes nossos polindmios serdo (a menos de certas condi¢des
iniciais) polinémios de coeficientes constantes. E esta propriedade que torna ttil a aplicacdo do teorema
de Markov, que iremos estudar na sec¢do que segue.

39
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3.1 Os polinémios numerador e o teorema de Markov

Seja (P,,n € INp) uma sequéncia de polinémios definida como em (1.9) pela relacdo de recorréncia

Pii1(x) = (x—oty) By(x) — BuPu—1(x), n=0,1,...
P_1(x) = 0, P()(x) =1.

Defina-se agora a sequéncia de polindmios numerador de (P,,n € INy), que denotaremos por (P,gl) NS ]No) ,
pela recorréncia

P () = (x— o) PV (1) = Bus PV (), n=0,1,...
PYx =0, PN =1.

Teorema 15 [1] Seja (P,,n € INy) uma sequéncia de polindmios ortogonais definida como em (1.9),
com oy, € R, para todo n € Ny e B, > 0, para todo n € IN. Suponhamos que a sequéncia de polinémios

é ortogonal relativamente a uma fungdo de distribuicdo Y. Denote-se por

1) = /°° dy(x)

uoz/ 1 dy((x).
Nestas condigoes,

uoP, n(l—)l (Z)

}’}E)I;IOT(Z) :X(Z)a paraz € C\[CJTL

onde [£,n] representa o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da sequéncia de polinomios (P,,n € INy) .

3.2 Uma analise dos polinémios de Chebychev

Defina-se por (T,,,n € INy) e (U,,n € INy) as sequéncias de polinémios de Chebychev, de 1* ¢ 2°
espécie, respectivamente. Estes representam uma classe de polindmios extensivamente estudada e um
exemplo cldssico da ortogonalidade de polinémios. Recursivamente podem ser definidos da forma

ZXTn('x) :Tn+1('x)+Tn—1('x)7 n= 1727"'
To(x)=1,Ti(x)=x
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2xUp(x) = Upp1(x) + U1 (x), n=1,2,...
Uo(x) = 1, Ul(x) =2x.

No caso dos polinémios de Chebychev de 1 espécie, por exemplo, podemos tomar a mudanca de
varidvel x = cos(0), tornando a expressao

1 1
J e g
equivalente a

1 T
—/ cos(m®)cos(nf) do
T Jo

para todo m,n € INy. E claro que, para m,n =0,

1 /* 1 /7
—/ cos(m@)cos(nG)dGz—/ 1do=1
T Jo TJo

e,param=n=#0

;/Oncos(me)cos(ne) de = zln/oncos((m-i-n)ﬂ) +cos((m—n)B) d6

1 T
_ E/o cos ((m-+n)0) +1d6
1 1

:mm[sin((m+n)9)]:+2

| =

Por outro lado, para m # n,

;/(;nCos(mO)cos(nG) do = 217r/07rCos((m+n)9) +cos((m—n)8) do
1 T 1

T

=———|si 0 —— | si —n)6
2n(m+n)[sm((m+n) )}0+2ﬂ(m+n)[sm((m n) )}0
=0.
Assim, a funcio definida como
! el-1,1]
Y e ) X )
g(x): 7[\/1—)62



42 Aplicacdo a modelos de fila de espera

¢ uma fungéo peso em relagdo a qual a sequéncia de polinémios (7,,n € INy) é ortogonal. No entanto
0 processo que nos interessa, para obter o funcional de momentos em relacio ao qual estes polindmios
sdo ortogonais, € outro.

Em [4] a ortogonalidade dos polinémios de Chebychev é estudada com recurso a aplicacio do
teorema de Markov e, consequentemente, da formula de inversdo de Stieltjes. Este trabalho servird de
inspiracao para seccdes seguintes deste capitulo, em que uma andlise andloga serd realizada no contexto
dos polinémios que iremos associar aos modelos de fila de espera M /M /1 e M /M /2. Para esse efeito,
iremos nesta sec¢do destacar alguns dos pontos essenciais do raciocinio efectuado no referido artigo,
até a obtenc¢ao da ortogonalidade para os polinémios de Chebycheyv.

Um primeiro passo nesta metodologia, com via da aplica¢do do teorema de Markov, é a obtencdo
de

Y Y/
xr(z) = lim TEZ()Z) 1iz2 . zeC\[-1,1],
W
U, 4(2)
xu()—nl% U, 2727221, zeC\[-1,1].

Sejam entdo T e v duas funcdes de distribui¢do em relagdo as quais as sequéncias de polindmios
(Ty,n € Ny) e (Un,n € INp) sdo ortogonais, sabemos assim que

[7- _1@7' ceC\[-1,1],

[ R g ayET, e L

—00 Z_x

E possivel agora aplicar a férmula de inversdo de Stieltjes, tomando assim

o) = = tim {r(x—i€) — xr(x+ie))

2T e—0+
1
_—, el—1,1
=< 7v1—x2 [ ]
07 X%[—l,l]
c
h(x) = = lim {gr(e—i€) — (v +ie)}
. 2T -0+ Ar\x Ar\xrt
241 —x2
—_— xE[—l,l]
= T
0, x ¢ [-1,1]

No caso do polinémios de Chebychev de 2° espécie, podemos com relativa facilidade concluir que

h(x) dx = dv(x)
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e portanto que estes polindmios serdo ortogonais relativamente a fungéo peso 4 (x). Por outro lado, no
caso dos polinémios de Chebychev de 1* espécie temos de ter em conta a possivel existéncia de pontos
de de descontinuidade de 7(x) no intervalo [—1, 1]. Denotando por A o conjunto destes pontos, note-se
que A7 é um subconjunto dos pontos de descontinuidade de g(x), i.e., A C {—1,1}. Para continuar
este estudo € necessdrio considerar o resultado que se segue.

Teorema 16 [4] Seja (P,,n € Ny) uma sequéncia de polinémios ortonormados relativamente a uma

Sfuncdo de distribuicdo y. Um ponto x* é um ponto de descontinuidade de  se e so se

Y PHx*) < 4oo. (3.1)
n=0
Consideremos entdo polinémios definidos, para todo n € INp, como

~

T,(x) = YaTu(x),

com

}’021,
Yo =2, Vn e NN.

A sequéncia de polinémios (TA},,n € ]NO) ¢ a versdo ortonormada da sequéncia de polindmios de
Chebychev de 1* espécie. Note-se agora que

pelo que (3.1) se verifica para estes pontos. Podemos entdo concluir pelo teorema 16 que A; = 0 no

intervalo [—1, 1] e portanto
g(x) dx=drt(x).

Assim, finalmente, os polinémios de Chebychev de 1* espécie serdo ortogonais relativamente a fungao
peso g(x), como esperavamos.

3.3 Modelo M/M/1

Esta sec¢do serd dedicada a analise do modelo M /M /1, como intuito de encontrar uma solugio
para as probabilidades de transicdo do mesmo, recorrendo a uma linguagem de polindmios ortogonais.
A sequéncia de polinémios ortogonais associada a este modelo, que designaremos por (p,,n € INy),
pode ser definida de forma recursiva por

—Xpn(X) = Ap1Pn—1(X) + U1 P 1 (X) = (An + M) pa(x), n=0,1,...,
p*l(x) = 05 PO(X) = 17
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com

A1 =0, A=A, Vn € Ny,
Ho=0,  U,=p,VneN,

para A e u nimeros reais positivos. Procuremos agora manobrar os polinémios com que estamos
a trabalhar, simplificando assim os calculos mais a frente realizados, com o intuito da aplicacdo do
teorema de Markov. Com isto em mente, sabemos com base no capitulo anterior que é possivel obter
uma sequéncia de polinémios moénicos (M,,n € INy) a partir da sequéncia anterior, preservando a
ortogonalidade dos mesmos, tomando

Mn(x) = knpn(x)v ne NN,

com

i.e., em particular para este caso,
ky = (—u)", n € Ny,
Deste modo, esta nova sequéncia de polindmios serd definida pela recorréncia

XMn(x) = An—l,unMn—l (x) +Mn+1(x) + (A'n +.un)Mn(x)a n=0,1,...,
M,l(x) = 0, M()(x) =1.

Com base nestes tltimos, serd ainda util tomar uma nova sequéncia de polinémios ortogonais. Come-
cemos entdo por considerar a mudanga de variavel

y=x—(A+u)
e defina-se
P(y) =M, (y+(A+p)).

Nestas condigdes, a sequéncia de polinémios (P,,n € INy) serd definida por uma nova recorréncia, da
forma

VP (y) = Po1 (V) + A1ty P1(y), n=1,2,...
R(y)=1 P@)=y+u.



3.3 Modelo M/M/1 45

Em particular,

Pi(y)=y+u
PVl(y):yPnfl(y)_)L.uPn*2<y)7 n:2737"'

Note-se que podemos escrever a recorréncia da forma (1.9), tomando

oy =—U, a,=0,VnelN, 3.2)
Bo=1,  B.=Apu,VneN, (3.3)

(Note-se que, tomando P_;(y) = 0, B pode tomar qualquer valor). Podemos assim tomar a sequéncia
de polinémios numerador de (P,,n € INy), que denotaremos por (P,gl),n € ]No). Estes polindmios
sabemos serem definidos de froma recursiva por

yPrgl)(y) = Prs-li-)l (y) +)Ln.un+1prgl—)l (y)7 h= 07 1’ e
Py =0,y =1

Em particular,

PV ) =P ) = auP (), n=2,3,...

n

Pretendemos agora determinar, com o intuito de aplicar o Teorema de Markov, o valor de

1
T Prg—)l (v)
im .
n—eo Py(y)
Comecemos por notar que, paran =1,2,...,
P P [ P P
w1 () P )| |y A BO) PR
1 - )
RG) BYO] [t 0 ][R RO
com
P(y) P 1
1) By O)| _ |y tm
| =
R PY) 10

Assim, pode-se obter recorrentemente, paran =0,1,...,

n
y+u 1

[Pn+1(Y) B! (y)] _ [y —Au ol (3.4)

Ry PYo| 1 o
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Desta forma, é possivel obter, para uma dado polinémio R(y)

(1)
. P —/yP—4Au+R(y)
lim 2172 — 2/ A, 2/ Aul.
MRG) 2T HTA) v [-2vam2v/iu]

Assim, para uma dada funcio ditribui¢do ¢, pelo Teorema de Markov,

- Y

oy AW 2u(z+A+n0)

/wd‘/)(y)_ ()__\/m—i—R(z) ZGC\[*z MLJ\/?TM}-

Tomemos agora, com base na férmula de inversao de Stieltjes,

B(y) = —— lim {x(y—ie) - x(v+ie)}

270 e—0+
VAL —y?
-2 2./
—{2ru(y+A+u)’ ye[ A, }L“}

0, y¢ {—2 lu,z\/m}

Denotemos por Ay o conjunto de pontos de descontinuidade de ¢ (y) no intervalo [—2\ JAWU,2+/A ,u} .
Note-se que Ay C {—(A + u)}. Tomemos entdo A, u (que sabemos serem reais e positivos), tais que

—“2V/Au < —(A+p) <24/Au. (3.5)

Dividindo ambos os membros da primeira desigualdade de (3.5) por u, facilmente se obtém

2

5

+=<

Y

=~
==

U

ot i< (3.6)
u u

A solugdo da desigualdade (3.6) é da forma A /u = 1, ou seja, A = p. Por outro lado, nestas condig¢des,

—(A4+p)=-2/An=-2

ou, de forma equivalente

e portanto, Ay C {—2u}.
Para finalmente obter o conjunto Ay, comecemos por encontrar a sequéncia de polinémios ortonor-
mados (P,,n € Ny ), que preserve a ortogonalidade da sequéncia de polinémios (P,,n € INy). Para tal,

consideremos a sucessao (), definida por

=1, yn:(lu)n7 Vn e N.
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Tomemos a recorréncia da forma (1.9) com coeficientes @, 3, (n € INy), definidos como em (3.2)-(3.3).
Dividindo a recorréncia por /¥, obtemos, paran =1,2,...,

Pu(y) = Bus1 \/% Pui1(y) —l—OcnPn( )_i_ﬁn\/'ynfl P )’)_

Y NN T NN =

Consideremos entdo, para n € IN,

_ V-1 N _Pn(x)
=BT R ="

by =1, Py(x) =1.
Assim, a sequéncia de polindmios (IA’n, ne ]NO) sera definida pela recorréncia

yﬁn()’) = bn+lﬁn+l(y) + anﬁn(y) +bn§171(y)a n=1,2,...

~ ~ y—
P(y)=1,P(y) = b

e portanto (}?,1, ne INO> é uma sequéncia de polinémios ortonormados, ortogonais relativamente ao
mesmo funcional de momentos que a sequéncia de polinémios (P,,n € INy) ([1]).

Sabemos entdo pelo Teorema 16, que para um dado ponto y* € [—2\ /A ,2\/1,11} Y EApsee
sO se

P2(y") < oo

agki

0

n

Assim sendo, resta-nos entdo estudar a convergéncia de

oo

Y B (—2u). 3.7)
n=0

Note-se que, para todo n € IN,
ﬁnz (_2“) =1,

pelo que a série (3.7) é divergente.
E possivel entdo concluir que Ay = 0 no intervalo [—2\ JAL,2\/ A ‘LL} , pelo que podemos concluir
que
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Assim, a sequéncia de polinémios (P,,n € INy) serd ortogonal relativamente a fung¢do peso

VIR v [-2y/Am2v/Ad]

@(y) =4 2rp (y+ A +u)’

0, y¢ [—2\/771’2@} |

Observe-se agora que, para n € N,

Yn—/:ﬁﬁ"(y /\FMz e &

2\/Ap+A+p VA — (x— (A +1))?
L/2Vf+l+u My () 27X “
/2\/>+/l+u M2 () V2 +2(A +u)x— (A —p)? dx

2/ TR+ n 2wUx

Wawihtn /=2 2(A+ p)x— (A— )2
/2\/7 aiul" ) 2mpx "
HAA+u

Analogamente, para m,n € INg, com m # n,

— /_ 72um(y)Pn(y)65(y) dy

2\F+k+u oo () ) VR 2t = (A—p)?
kmk 2\/7+l+# Pn 277:[1)6 '
Assim, para
—x242 _ — )2
o) = V22 +w)x— (A —u)
2mux
e m,n € Ny,
20/ AptAtp %, sem#n
/ Pm(X)pn (X) ©(x) dx = % ,
“2/Apta+n 0, sem=n

pelo que a sequéncia de polindémios (p,,n € INy) serd ortogonal relativamente a funcéo peso ®(x).
Note-se ainda que, tomando &, como em (2.15), temos nestas circunstincias que, para n € INo,

}Ln
én - E
e portanto
Y (Apw)" A"
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Assim, de forma semelhante a (2.19)-(2.20),

Pin(X)pn (X) ©(x) dx = ,
—24/ApHA+p ( () o 0, sem=n

/2\/7Tu+/l+u &, sem#n

para todo m,n € INy.

Antes de concluir esta secc@o, é preciso perceber se realmente a fungdo peso @(x) definine de
forma unica o funcional de momentos, a que chamaremos L, relativamente ao qual os polindmios com
que estamos a trabalhar sdo ortogonais. De facto, por [2], isto verifica-se se as sucessdes de nimeros
reais (a,) e (fB,) forem limitadas, como no caso que estamos a analisar.

Podemos entdo finalmente concluir que as probabilidades de transicio, do processo de nascimento
e morte que nos propusemos a estudar nesta sec¢do, serdo dadas por

m 2\/Aprddn —2+2(A+ “A_u?
pm,n(t) _ (%) / e xtpm(x)pn (x) \/ X ( ‘u)x ( [.L) dx.
—24/AptA+p 2mux

Note-se que, para qualquer n € IN o cdlculo dos polinémios p,(x) pode ser facilmente obtido a partir
do célculo dos polinémios P,(x), por sua vez obtido como em (3.8).

Tomando p = A /u é possivel ainda escrever

1\" [pHi42vp T T (o =112
@ = (1) [T e g YRR I
p p+1-2p -

em que os polinémios p,(1x) apenas dependem do pardmetro p, para qualquer n € IN.

Foi assim possivel obter, nesta sec¢do, a solucdo das probabilidades de transi¢éo p,, , () na forma
integral, em que todos os objectos estdo definidos no texto. Além de um diferente processo de raciocinio
no célculo destas probabilidades, apresentamos também a solucdo de uma forma alternativa a usual,
como a presente em [6], que € dada através de funcdes modificadas de Bessel.

3.4 Modelo M/M/2

Nesta secc@o, em que serd feita uma andlise da solugc@o das probabilidade de transicdo para o
modelo M /M /2, utilizaremos em muitos casos a mesma notagdo utilizada na sec¢do dedicada ao
modelo M/M/1, sem perda de clareza. Assim, neste caso, a sequéncia de polinémios ortogonais
associada a este modelo, que designaremos por (p,,n € Ng), pode ser definida de recursivamente da
forma

—Xpn(X) = Ap1Pn—1(X) + U1 P 1 (X) = (An + M) pa(x), n=0,1,...,
p*l(x) = 05 PO(X) = 17
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com

A1=0, A=A, Vn=0,1,...,
“0:07 H=u, .un:z.uavn:273a"'>

para A e (L nimeros reais positivos. Como jd sabemos, é possivel obter uma sequéncia de polinémios
moénicos (M,,n € INp) a partir da sequéncia anterior, preservando a ortogonalidade dos mesmos,

tomando
Mn(x) = knpn(x)v ne N,

com

ou seja, nas condicdes actuais,

ko=1,
k, = 2”’1(—;1)”, nelN.

Esta nova sequéncia de polindmios serd definida pela recorréncia

XMy (x) = Ap—1 aMyp—1 (x) +Myi1 (x) + (A + Wy )My (x) n=0,1,...,
M_i(x) =0, My(x) =1.

Mais uma vez continuaremos a simplificagdo dos polinémios considerando a mudanca de varidvel
y=x—(A+u)

e defina-se

Pa(y) =My (y+ (A +u)).

Nestas condigdes, a sequéncia de polinémios (P,,n € INp) pode ser definida da forma

=z

)=
Pi(y) =y+2u

M =0+wP(y)+Au

)

YPi—1(y) —2ApuP,5(y), n=3,4,...

P (y
P,

y
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Note-se que podemos escrever a recorréncia da forma (1.9), tomando

050:—2I~1a o) = —u, anzoa\v/n:253)"‘7
B0:17 ﬁlzl‘u, BnZZA,U,VI’IZZ,:;,...,

(Note-se que, tomando P_(y) = 0, By pode tomar qualquer valor). Podemos entdo também considerar
a sequéncia de polinémios numerador de (P,,n € INy), que denotaremos por <P,§1),n eN 0). Estes

polinémios sabemos serem definidos de froma recursiva por

P () =y+2u
PV (y) =y ) = 24P (y), n=2.3,...

Notemos que neste caso, paran = 2,3,...,

!Pnﬂ(Y) P! <y>] _ [y —27Lu]

RGy) PYUO| [t o ||ra) PG
com
PO RG] _[y+oe
Ry) PYy) 1 —1/A
c

V43uy+2u+Au y+2u

Py A0 _
y+2u 1

Pi(y) Pé”(y)

Assim, é possivel obter-se recorrentemente, paran = 2,3, ...,

V2 4+3uy+2u+Au y+2u

. 3.8
y+2u 1 38)

[Pn+1(y> P! (y)] _ [y —2/1;1 "
) PUo| 1o

E possivel tal como anteriormente obter, para um dado polinémio R(y),

1
o B 0) —(y= A +20)/\" —8AL +R()
n—se Py(y) Y 4H3Ay2 4+ 5uy? + 1240y +8uly +AZu + 12Au2 +4u’’

paray ¢ [—2 2A0,2+/2A u} . Logo, para uma dada func¢ao ditribuicao ¢, pelo Teorema de Markov,

ey AT AL S 1 1A s+ SuZz+ A2+ 12Ap% + 43

/°° 4900) _ ) —(2=A+20)V/2 —8AU +R(2)
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para z € C\ [—2\/22, W,2+/2A ‘LL}. Mais uma vez, com base na férmula de inversdao de Stieltjes,
considere-se agora

o(y) = ﬁg%g {x(y—ie)—x(y+ie)}

(y—A+2u)/8Ap —y? ve [_2 ) Tlu}
= w( 342 +5uy% + 1241y + 8u?y + A2u + 124 u? +4u3)’ ’
0, yé [—2 ZAM,Z\MM}
Denote-se entdo

D(y) =y + 30y +5uy* + 124y +8u’y + A2u + 12Au> + 4>,

Pretendemos agora analisar o comportamento das raizes deste polindmio no intervalo da recta real
[—2\/ 2A1,24/2A /.L} . Comecemos por notar que, como A, i > 0, o polinémio D(y) € estritamente

positivo no intervalo (O, 2,/27 u} , pelo que nos iremos concentrar apenas no comportamento das suas

raizes em [—2\ /20U, O] . Neste contexto, ¢ importante observar que

D<—2 uu) —u (5/1+2u—4\/2Tu)2 >0

D(0) = u (A* + 124 +4p?) > 0.

Assim, é possivel concluir que, caso D(y) possua apenas uma raiz real, entdo esta ndo se situa no
intervalo [—2\/ 2Au,0|. Por outro lado, as unicos casos em que o polinémio em causa se podera
anular neste intervalo, serdo:

1. D(y) tem exactamente duas raizes reais, simples, em [—2\ /2N [.170} ;

2. D(y) tem exactamente uma raiz real, de multiplicidade dupla, em [—2 2A ,u,O} .

Para analisar tais possibilidades, comcemos por notar que
D'(y) = 3y* + (64 + 10p)y + 12A 1 + 8u>.
Denote-se entdo as raizes de D' (y) por
2
Vi 2—5(31 +2u), Yo = —2U.
Por um lado,

2
yi=—3032+20) < 22 +4).
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Note-se ainda que a desigualdade

—2(A+pu) < —-24/2Au

&—\fZ &+1>0,
M M

que é verdadeira para todo A, 1 > 0. Assim

yi < —24/2Au
e portanto y; ¢ [—2\/ 21 ,I.L,O} . Por outro lado, a desigualdade
y2 = —2U < —=24/2Au

apenas se verifica quando y > 2A, pelo que, para 4 <27, y; € [—2\ /20U, 0} . No entanto, apesar da
possibilidade da existéncia de uma mudanga de sinal da derivada de D(y), neste intervalo, é importante

¢ equivalente a

notar que
D(y2) = A*u >0,

pelo que, mesmo nestas circunstancias, que o polindmio ndo se anula no intervalo [—2\ [2A,2+/2A u} .
Podemos entdo mais uma vez concluir que

e portanto a sequéncia de polinémios (P,,n € INp) serd ortogonal relativamente a fungdo peso

(y=A+2u)v/»>—8Au . ve | -2v/An2yvay]

B(y) = { TP+ 347 +5uy? + 1241y + 82y + A2 + 12402 + 4u13)

0, y¢ [—2\/7@,2\/77#}

Tomando agora
=1, %=2"1Au)", vneN,

e considerando

(3 +2ux? — 342+ 2A px + u2x +2A3 —3A2u +2Au?)’ '
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podemos notar que, para n € INy

x) ®(x) dx

—24/2A1 5 1 2V2Ap+A+p
- [

P-y)o(y)dy=—
/T (V) o(y) dy 2 s i

e, para m,n € INg, com m # n,

1 24/2Au+A+u
p
kky, —2+/2Au4+A+u

—24/2A1 .
-/ Pu(y)P(y)B(y) dy = o (%) P () 0(x) dix.
—24/2A1

E de observar ainda que, tomando &, como em (2.15), temos nas condi¢des actuais,

A
:17 = —
o & m

n

énzm,nZZ,S,....

e portanto

Y

D=1= 3.10
k(% 607 ( )
Y 2”“()Lu)” A"

2= = = IN. 3.11
K2 222yom T gnlgn &ny n € (.11

Desta maneira, tal como anteriormente, e de forma semelhante a (2.19)-(2.20),

224+ A+ &, sem#n
/ Pm(X)pn (x) @(x) dx = ,
—24/22 42+ 0, sem=n

para todo m,n € INy.

De formar andloga ao caso estudado anteriomente, também aqui a fun¢do peso @ definine de
forma dnica o funcional de momentos em relacio ao qual os polindmios que estamos a considerar sao
ortogonais. Assim, da mesma forma, podemos escrever para o modelo M /M /2,

() 1 /2\/2/1M+7L+u
1) = +—
Prmn ém —2+/2Au+A+u

com &,, definido em (3.10)-(3.11) e ®(x) definido em (3.9).
Mais uma vez, neste caso, conseguimos descrever as probabilidades de transi¢do p,, ,(f) por uma

e ' pm(x)pn (x) ©(x) dx,

forma integral, com todos os objectos, presentes na expressao, identificados.



Conclusao

Na presente dissertacio foi possivel cumprir o objectivo de construir um documento que permitisse,
de forma sélida e clara, entrelagar duas dreas aparentemente distintas da matematica. Comecando na
discussdo dos fundamentos da Teoria de Polinémios Ortogonais, passando pelos pontos essenciais
da Andlise Transitoria de Processos de Nascimento e Morte, conseguimos aqui evidenciar o natural
entruzamento destas dreas, ultrapassando barreiras ilusérias originadas por uma divergéncia de lin-
guagem matemadtica. Este trabalho deverd assim inspirar a continuagdo de utiliza¢do da linguagem de
polinémios ortogonais como ferramenta de anélise deste e outros assuntos, como tem sido feito por
varios autores.

Resta ainda observar que, naturalmente, esta dissertacdo deixa diversos pontos em aberto para
discussdo. No ambito do raciocinio efectuado no capitulo 2, serd interessante perceber como certos
resultados obtidos podem ser tteis na andlise de processos de nascimento e morte cujo espaco de estados
¢ finito e ainda discutir, de uma forma reciproca ao que € efectuado no capitulo 3, casos ja trabalhados
no ambito da teoria de polindémios ortogonais, que possam reflectir-se em aplicac¢des relevantes de
processos de nascimento e morte. Por outro lado, o trabalho efectuado no &mbito dos modelos de fila
de espera pode ser completo com o cdculo dos integrais apresentados e, consequentemente, com a
concretizacao de casos préticos de relevéncia, assim como a comparagdo do raciocinio efectuado e
resultados obtidos com trabalhos previamente realizados no contexto destes mesmo modelos.
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