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Resumo

Este trabalho tem por objetivo o estudo de métodos numéricos com estabilizacdo para uma equagao
de convecgdo-difusdo, tanto no caso estaciondrio como no caso nio estaciondrio, com aplicagdo aos
derrames de petrdleo.

No caso estaciondrio faremos a deducdo da formulagao fraca e a prova da existéncia e unicidade
da solucdo. De seguida serd introduzido o método de Galerkin com elementos finitos seccionalmente
polinomiais, para obter uma solucdo aproximada, e estudada a sua estabilidade e convergéncia.

Posteriormente, ainda no caso estaciondrio, serd mostrada por meio de exemplos, uma dificuldade
que ocorre na solucdo numérica, no caso que a convecgdo domina o comportamento da equacao.
Serd de seguida definido o método Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) e estudar-se-4 a
sua estabilidade e uma estimativa para o erro cometido, como estabilizador da solu¢do numérica do
método de Galerkin.

No caso ndo estaciondrio serd definido a nova formulacao variacional e o método SUPG devida-
mente adaptado. Para tratar da componente temporal, serd introduzido o método-0. Serdo estudadas
vdrias estimativas de convergéncia e estabilidade para dois casos particulares deste método, sendo eles
o método Euler Implicito e o0 método Crank-Nicolson.

Por fim serd realizada uma aplicacdo dos métodos descritos, no caso nao estaciondrio, a um evento
real de derrame de 64 mil litros de petréleo do navio Prestige, ocorrido no ano de 2002 na Galiza,
norte de Espanha. Para finalizar, serd feita uma comparagao, por sobreposicdo, entre os métodos
estudados e o método particle tracking, ja existente na modelacdo de derrames.

Palavras-chave: Convecgdo-Difusdao. Galerkin Elementos Finitos. Streamline Upwind Petrov-
Galerkin. Euler Implicito. Crank-Nicolson.
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Capitulo 1

Introducao

Um derrame tem consequéncias ambientais e econdmicas devastadoras. De acordo com [25]
o petréleo bloqueia a luz solar impedindo a realiza¢io de fotossintese no oceano pelo fitoplancton,
aumentando os niveis de diéxido de carbono, desequilibrando toda a cadeia alimentar e intoxicando a
vida marinha. Com toda esta gravidade, estudar a evolu¢do de um derrame de petrdleo, a nivel da
trajetéria da mancha, ¢ uma mais valia para minimizar os possiveis danos causados e tentar, com menor
tempo de resposta, prever quais os locais que serdo afetados pelo derrame. No entanto, a modelagéo
deste tipo de eventos é extremamente complexa na medida em que existem varios fenémenos que
estdo envolvidos nos derrames, como por exemplo: as correntes maritimas, vento, ondas [12], Stokes
drift [28], emulsificacdo, evaporacdo, biodegradagao, for¢a de Coriolis [4, 15].

Esta dissertacdo surge da iniciativa de um estdgio curricular na Critical Software, inserido no
projeto Oversee, no contexto de modelacdo de derivas de hidrocarbonetos.

Um exemplo simplificado de modelos envolvem a modelagdo da trajetdria de particulas usando
um modelo Lagrangeano, chamado particle tracking, que consiste em dividir a mancha em vdrias
particulas de 6leo e calcular a trajetéria de cada uma delas [11, 27]. Este modelo, apesar de ser de
facil implementagdo, ndo consegue traduzir o que se passa na mancha do derrame como um todo.

Uma outra alternativa aos modelos anteriores passa por utilizar modelos de equac¢des com derivadas
parciais (EDPs) que s@o um tipo de equacdes usadas na modelagdo de varios fendmenos na natureza.
Neste tipo de EDP, as equagdes de convecgao-difusido sdo exemplos de equacdes com derivadas
parciais capazes de modelar fendmenos de transferéncia de calor, transporte de substancias, entre
outros. Em geral, uma equacdo de conveccao-difusdo tem a seguinte forma

Z—V-(DVu—bu) =f

onde —V - (DVu) modela a componente difusiva do fenémeno e V - (bu) o transporte do mesmo. Na
equacido, D € a matriz dos coeficientes de difusdo, b € o vetor de velocidades e f é o termo fonte. A
este tipo de equacdo também estio associadas condi¢des de fronteira, que podem ser condicdes de
Dirichlet, de Neumann ou outras. As condicdes de Dirichlet sdo da forma u = g e estabelecem qual é o
valor da soluc@o na fronteira. J4 as condi¢des de Neumann tomam a seguinte forma (DVu—bu)-n =g
em que 7 ¢ a normal unitdria exterior a fronteira, e neste tipo é conhecido o fluxo que atravessa a
fronteira.



2 Introducio

No entanto, solucdes analiticas destas equacdes sao muitas vezes quase impossiveis de obter
devido a complexidade da equagdo, condi¢des de fronteira ou até do dominio onde o problema
estd definido. Assim, os métodos numéricos tornam-se importantes ferramentas pois podemos
calcular soluc¢des aproximadas com eles. Existem vdrias metodologias numéricas para obter solucdes
aproximadas, sendo elas: (i) método das diferencas finitas, que consiste numa discretiza¢do das
derivadas com diferencas finitas; (if) método de Galerkin combinado com elementos finitos, que
calcula uma aproximagdo da solugdo num espago de dimensao finita; (iii) métodos espetrais, que
calculam a solucdo através de transformadas de Fourier ou utilizam polinémios de ordem elevada. O
método de Galerkin combinado com elementos finitos é um desses métodos e que rapidamente se
tornou uma ferramenta de peso neste campo das EDP, pois permite uma modelacdo em geometrias
complexas e pode ser ainda programado num contexto mais geral [21].

Quando o efeito convectivo domina o comportamento da solugdo, a solu¢do numérica obtida pode
apresentar oscilagdes, pelo que € necessdrio alterar a discretizacdo ou introduzir um estabilizador.
No caso do método de Galerkin com elementos finitos, tal pode ser conseguido mudando o espago
de elementos finitos ou a formulagdo fraca. Existem vérios tipos de estratégias estabilizadoras ou
estabilizadores, entre os quais [24]: (a) difusdo artificial ; (b) bubble functions; (c) aproximacao
espetral; e (d) métodos fortemente consistentes [13, 18, 19, 30]. Neste trabalho serd analisada
esta dltima classe de estabilizadores, nomeadamente o método Streamline Upwind Petrov-Galerkin
(SUPG), no que diz respeito a estabilidade e convergéncia deste, tanto no caso estaciondrio como no
caso evolutivo.

Este trabalho esta dividido em quatro partes, além desta introdugdo: no Capitulo 2 comegaremos
por apresentar o problema de convecc¢ao difusdo estaciondria, ou seja, sem a componente temporal,
na sua forma diferencial. Serd feita uma breve revisao de espacos funcionais e alguns resultados
importantes ao longo da dissertacao, existéncia de uma formulagao fraca do mesmo problema, assim
como a existéncia e unicidade de uma solucdo fraca associada. Condi¢des suficientes para a existéncia
e unicidade de solucdo serdo estabelecidas neste capitulo.

No Capitulo 3 serd introduzido o método de Galerkin com elementos finitos segmentados lineares
e a sua versdo com o estabilizador SUPG. A andlise da estabilidade e de uma estimativa para o erro
associado ao método SUPG serd o foco deste capitulo e terd um papel importante na terceira parte.

No Capitulo 4 serd exposto o problema de conveccio difusdo na sua forma diferencial forte, agora
admitindo a presenca da componente temporal. Serd definido o método SUPG para a nova formulagao
fraca do problema e também serdo introduzidos os métodos-6, os responsaveis de lidarem com a
variavel do tempo. Serdo demonstrados varios resultados de convergéncia para dois valores especificos
de 6: método Euler Implicito (6 = 1) e o método Crank-Nicolson (6 = 1/2).

No Capitulo 5 serd apresentado o contexto do derrame Prestige [16]. Este problema, no seu
contexto evolutivo, serd foco de simulacdo usando o método estudado na dissertacdo assim como um

modelo de particle tracking para comparacao.



Capitulo 2

Equacao de conveccao-difusao
estacionaria

As equagdes de conveccao-difusdo estaciondrias sdo um tipo de EDPs de segunda ordem da forma

—V-(DVu—bu) = f 2.1)

onde D é uma matriz, b é um vetor e f é uma funcdo (que designaremos por fonte), que podem
depender das varidveis independentes do problema. Sao usadas para modelar fendmenos fisicos que
possam envolver o transporte e difusdo de particulas ou energia. Alguns casos de interesse para a
modelacdo usando este tipo de equacdes sao:

1. aconcentracdo de um determinado poluente num curso de dgua ou ar;
2. atemperatura de um objecto;

3. transporte de massa.

A equagdo anterior deve ser complementada com condicdes de fronteira adequadas. Estas
condi¢des traduzem o comportamento de u na fronteira do dominio e estdo intimamente relacionadas
com caracteristicas fisicas do problema.

A prova de existéncia e unicidade de solu¢do de um problema como (2.1), complementado com
condicdes de fronteira adequadas, € uma tarefa que depende fortemente da regularidade das fungdes
coeficientes e fonte. Um método cléssico, que impde regularidade reduzida aos coeficientes e fonte,
assim como a eventual solucdo do problema, é o método de Galerkin. Este método permite reduzir a
ordem das derivadas de maior ordem em (2.1), diminuindo a regularidade exigida da potencial solugao
do problema.

Uma técnica popular de aproximacdo de solug¢do de problemas diferenciais sujeitos a condigdes
de fronteira € o método de Galerkin com elementos finitos seccionalmente polinomiais. O caso
mais popular deste método recorre a polindmios segmentados lineares, embora possa ser estendido a
polinémios de grau mais elevado. Este método permite reduzir a dimensio do espaco onde procuramos
a solugdo, sendo que neste caso, passamos a procurar a solucao num espago de dimensao finita.

O objetivo deste capitulo € estabelecer a formulagdo fraca associada a equacao (2.1), comple-
mentada com condi¢des de Dirichlet, estabelecer condigdes suficientes para a existéncia e unicidade

3



4 Equacao de conveccao-difusao estaciondria

de solucdo desse problema variacional e analisar algumas propriedades dessa solucdo. O capitulo
estd dividido em trés partes. A primeira secc¢io serd dedicada a rever algumas notagdes e espagos de
fungdes necessdrios ao longo da dissertagdo. A demonstracdo da existéncia e unicidade de solugdo,
sob certas condi¢des de regularidade, serd objeto de estudo na Seccdo 2.3. Por fim, na Sec¢do 2.4 serd
exposto o estudo da estabilidade e das ordens de convergéncia do método de Galerkin.

2.1 Preliminares

Para formalizar o enquadramento funcional da equacao (2.1), necessitamos de introduzir alguns
espacos vetoriais e funcionais, e respetivas normas. Dado v € R? denotamos por

1/2

d
=Y vl
i=1

Voo :Orgg(\vi\)

as normas vetoriais euclidiana e do maximo em R?, respectivamente.

Vamos denotar por Q C R um conjunto aberto, limitado e com fronteira dQ continua a Lipschitz
(ver [5]). Observamos que nalguns dos espagos que serdo introduzidos, esta regularidade na fronteira
ndo € necessaria. No entanto, esta serd um requisito para alguns dos espacos introduzidos na secc¢io
seguinte (fundamental ao longo da dissertagdo). Comecemos por introduzir o espago C"(Q) o
conjunto de todas as fungdes reais de varidvel real u continuas em € tal que 98 u é continua, para todo
B € N’ tal que |B| < m € Ny onde dPu = 91Plu/(0Pix,...dPixs) e |B| = XL, B

Vamos denotar por C*(Q) o espago das fungdes infinitamente diferencidveis, isto é, o conjunto de
todas as fungdes u tais que u € C"(Q), Vm € Ny.

O conjunto denotado por C'(Q) € o subconjunto de C"(Q2) cujas fungdes tém suporte compacto!,
com m € Ny ou m = oo,

2.1.1 Espacos de Sobolev

Outros espacos fundamentais no estudo de EDP sdo os espagos de Sobolev, que serdo utilizados
ao longo da dissertacio e cuja notagdo introduzimos de seguida.

Seja p > 1 um nimero real. Denotamos por L”(Q) como
LP(Q) = {f :Q — R | f € mensurdvel a Lebesgue , || f| 1, q) < oo}

onde a norma que denotamos por ||-[|;,q) € definida por

1/p
Il = ( [, 7o a)

'Uma fungdo continua tem suporte compacto se o fecho do conjunto onde esta ndo se anula for compacto e estiver
contido no interior de Q. [5]
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e torna o espago normado.
Um outro espago importante a considerar, neste contexto, é

[7(Q) = { f:Q—R: f émensurdvel  Lebesgue, |f]]-(q) < oo}

munido com a norma
[/l =(q) = ess.sup | f(x)].
X

cQ

Seja m € Ny. Denotamos por H™(Q) os espagos de Sobolev
H"(Q) = {f € 12(Q): 9 f € 17(Q), |B| < m}.

Observando que as derivadas subjacentes a definicdo de H™(Q) sdo derivadas fracas (ver [14]), e
ainda, tomando m = 0, obtemos H’(Q) = L*(Q).
Vamos denotar por

) 1/2
| £llinie) = ( Y [|ofrw) Lz(g)> e flmm@= ) (Haﬁﬂx)
|BI<m |B|=m

2 1/2
L2<sz>> '

Por fim, denotamos por H} (Q) o subconjunto de todas as fungdes de H'!(Q) que se anulam em
Q.
A ideia por trds dos espacos funcionais introduzidos pode ser estendida a fun¢des que dependem

anorma e a semi-norma associadas a H"(Q), respetivamente.

de uma outra varidvel. Dado 7" > 0 e X um dos espagos introduzidos anteriormente, munido da
respetiva norma ||-||, definimos

LP(0,T;X) = {f: [0,7] — X | f é mensurdvel a Lebesgue, ||f1l1»(07.x) < 00}

munido com a norma

T 1/p
lorn = ([ 1) sep<oo

11l 0,7:x) = ess-sup || f(1)[[x , se p = co.
0<t<T

Podemos também definir o espago C([0,7T];X), o conjunto das fun¢des continuas f : [0,7] — X
munido da norma

1 oy = max [Lf(#)]]x -

0<t<T

Recordaremos de seguida alguns resultados conhecidos de Anélise Funcional, que serdo ferramen-
tas indispensdveis na andlise desenvolvida nesta dissertagao.

1 1

Proposicao 1 (Desigualdade de Holder) [5] Seja 1 < p,qg<ootal que | = —+—,seucLP(Q) e
P q

vE LI(Q) entdouv € L'(Q) e

vl @y < llull @) IVllag) -
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O préximo resultado apresentado € a desigualdade de Friedrichs-Poincaré que relaciona a norma
L?(Q), de uma fungdo em H{ (Q), com a sua semi-norma em H'(Q).

Proposicao 2 (Desigualdade de Friedrichs-Poincaré) [26] Se u € H(} (Q), entdo existe uma con-
stante Cq > 0, que ndo depende de u, tal que

2 2
[ullz20) < CallVullirg)-

2.1.2 [Espacos de elementos finitos

Por dltimo vamos introduzir alguns conceitos fundamentais no formalismo do método de Galerkin
com elementos finitos, como os conceitos de triangulacao, espacos de elementos finitos e alguns
resultados de aproximacio associados. No que se segue, vamos supor que Q C R? é poligonal. Seja
h > 0 e .7, uma triangulagio de Q em que, para qualquer elemento K € .7, hx =diam(K) < h.

Definicao 1 Uma triangulagdo diz-se admissivel se

1. Nenhum vértice de um qualquer elemento estd no interior de uma aresta ou face de um outro

elemento.
2. U =Q
Ke7,

Definicio 2 Uma triangulacdo admissivel 9}, diz-se regular se existir uma constante T > 0 tal que

h
VK e J, — —<ru,
Tk

onde Tk denota o didmetro mdximo da bola inscrita em K.

Para k € Ny, vamos denotar por [P, como sendo o conjunto de todos os polindmios de grau total
inferior ou igual a k e ainda

Xi={wmeCQ): vk P, VK € F}.

Seja K € .7, um elemento qualquer. Vamos denotar por {aX, i=1,2,...,(k+1)(k+2)/2} um
conjunto de pontos no elemento triangular K. Estes nds estdo distribuidos da seguinte forma: 3 estao
nos vértices; 3(k — 1) estdo no interior das arestas, equidistantes; os restantes (k—2)(k— 1) /2 estdo
nas faces, todos de modo a que sejam compativeis com os nds dos elementos vizinhos de K. Entdo
podemos definir

Ny={afi=12,....(k+1)(k+2)/2, VK € F,}

o conjunto de todos os nés de .7;,. Vamos denotar cada né de uma triangulacdo introduzido anteri-
ormente por a;, j =1,2,...,Mj. Assim, podemos definir facilmente uma base para o conjunto X,’Z‘
como

{(I),‘ EX}]: : ¢),-(aj) = 6,'j, i,j: 1,...,Mh}.
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Introduzimos agora um interpolador, chamado interpolador nodal, associado ao espago X/f . Para
cada v € C°(Q) denotemos por I ,’jv o elemento de X}’f da forma

Zv xGQ

Seja k € N. A seguinte proposicdo estabelece um majorante para o erro absoluto da aproximacao
de uma funcio em H**!(K) pelo respetivo interpolador nodal.

Proposiciio 3 [5] Sejav € H*(K) e ainda 0 < ¢ < k+ 1. Entdo existe C > 0 tal que
\v—lhv|Hf <Chk+1 | ’Hk+l(K)
O resultado seguinte resulta da aplicacdo direta da proposigdo 3.

Corolario 1 Sejav € H*''(Q)NH} (Q) e F, uma triangulagdo admissivel de Q. Entdo, existe C >0
tal que

v =192 ) + 1 [V O = B0 i)+ NIV = 39) |12 ) < CHE Vo), VK € T (22)

Por dltimo, enunciamos a desigualdade inversa e um resultado similar.

Proposiciao 4 (Desigualdade Inversa) [9] Seja 7, uma triangulagdo regular de Q, vy, € X,f NH™(Q)
e ainda 0 < £ < m. Entdo existe Cy > 0 tal que

(—
Y allgngy <Co Y, " allarexy

Keg, Keg,
Proposicao 5 [24] Seja 7, uma triangulacdo regular de Q, vy, € X,f NH Z(Q). Entdo existe Cy >0

tal que

Y mxllAvallzg <G5 Y 1IVvallz
Ke.9, Ke.9,

2.2 Problema diferencial e formulacao variacional

Seja Q Cc RY, d € N um dominio limitado com fronteira dQ continua a Lipschitz. O problema
diferencial que serd objeto de estudo nesta seccio é

{ —V- (D(x)Vu(x) —=b(x)u(x)) = f(x), x € Q 2.3)

u(x)=0,x€dQ

onde b = (by,...,by) com by,...,b; € C'(Q), D matriz simétrica com componentes D;; € C'(Q),
i,j=1,...,de f€C(Q).
Este problema diferencial também pode ser escrito na forma mais compacta

u(x) = f(x), x€ Q
{ u(x) =0, x € IQ 9
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em que L é um operador linear Lu = —V - (DVu —bu), com u € C*>(Q)NC'(Q). Uma fungio
u: Q — R tal que u € C*(Q)NC'(Q) é chamada de solucdo do problema diferencial.

No que se segue, vamos admitir que o operador L € uniformemente elitico, ou seja, existe oy > 0
tal que

d
Y Dii(x)&Gg > awlE5, (2.5)

ij=1

para todo o {€ R? para x € Q.
Vamos agora deduzir a formulagdo variacional para (2.3). Seja u uma solugdo do problema
diferencial. Multiplicando ambos os membros de Lu = f por w € C5'(Q) e integrando por partes,

- /Q V- (D(x)Vu(x) — b(x)u(x)) w(x) dQ — /Q (D(x)Vir(x) = b(x)u(x)) - Vw(x) dQ
— [ (DE) V) = bx)u() - () ds
onde 7 denota a normal exterior unitdria a dQ. Atendendo que w € C7’(Q) obtemos
/Q D(x)Var(x) - Viw(x)dQ — /Q w(x)b(x) - Vw(x) dQ /Q Fow(x) dQ.
Definindo a(-,-) : H} (Q) x H}(Q) — R com

a(u,v) = /Q D(x)Vie(x) - Vo(x)dQ — /Q u()b(x) - Vo(x) dQ

F0) = [ fov( de,

obtemos o seguinte problema variacional:
encontrar u € H} (Q) tal que
a(u,v) =F(v), YveHN(Q). (2.6)
A (2.6) chamamos formulagdo variacional e a uma tal funcdo u € Hj (Q) que satisfaga (2.6)
chamamos solucdo fraca do problema.
2.3 Existéncia e unicidade de solucio fraca

Nesta seccdo sdo estabelecidas condi¢des suficientes para garantir a existéncia e unicidade de
solu¢do fraca de (2.6). Para tal vamos recorrer ao lema de Lax-Milgram [6]. Comecemos por provar

que a forma bilinear a(-,-) € limitada.
Proposi¢io 6 Se D;j, b; € C1(Q), i,j=1,...,d, entdo existe M > 0 tal que

la(zw)| < M wliey el ey Vo € HY(Q).
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Demonstragdo

Sejam z,w € H} (Q). Assim,

la(z,w)| = /Q D(x)Vz(x) - Vw(x) dQ — /Q b(x)2(x) - V() dQ‘

<

/QD(X)Vz(x) -Vw(x) dQ‘ +

b(x)z(x) - Vw(x) dQ
f |

< max D3]] =

900 Vts) a0+ max b

/ z(x) - Vw(x) dQ' .
Q
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos facilmente que

|a(z,w)| < max {II}E}X HDinLw(g) ,max HbiHL‘”(Q)} <HVZHL2(Q) HVWHLZ(Q) + HZHLZ(Q) HVWHLZ(Q)>

< MWy (192l e+ lell 2y ) =M 19y g

com M = max {max HDiJ'HLw(Q) ymax [|bil| =) }, e conclui-se que a(-,-) € limitada.
i,] i
|

O resultado seguinte estabelece a coercividade da forma bilinear a(-, )
Proposicio 7 Seb; € C'(Q), i=1,...,d e V-b =0, entdo existe M > 0 tal que
a(z,z) > MHzHIqu , Vz € Hy (Q).

Demonstragdo
Sejaz € H}(Q). De

a(z,z) = /QD(x)Vz(x)-Vz(x) dQ—/Qz(x)b(x) -Vz(x) dQ
usando a propriedade (2.5) segue-se que
a(z,z) > o HVzHiz(Q) - /Qz(x)b(x) -Vz(x) dQ.

Vamos agora provar que [ z(x)b(x) - Vz(x) dQ = 0. Observemos que, integrando por partes o
termo [, V- (b(x)z(x))z(x) dQ, e como z =0 em JQ obtemos

/Q V. (b(x)2(x))z(x) dQ = — /Q Z()b(x) - Vz(x) dQ. 2.7
Por outro lado, aplicando a derivada do produto

L9200 a2 = [ 2007 -b(x) +2(1b(x) - V() a2
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e atendendo a hipdtese V - b = 0, segue-se
/Q V- (b(x)2(x))2(x) dQ = /Q 2(X)b(x) - V2(x) dQ. 2.8)
Combinando (2.7) e (2.8) obtemos
/Q 2(0)b(x) - Vz(x) dQ = 0. (2.9)
Logo,
a(z.2) = o || Vzl g

e, por fim, usando a Proposi¢do 2, concluimos o pretendido.
|

Por dltimo, € ficil estabelecer que F ¢ limitada.
Proposiciio 8 Se f € L*(Q) entdo existe C > 0 tal que
[FO) <Clvllg, WveH)(Q).

Assim estamos em condi¢des de aplicar, sob certas restricdes de regularidade, o lema de Lax-
Milgram [6] pelo que podemos concluir que existe uma tnica solucio para o problema (2.6).

Teorema 1 Suponhamos D;j,b; € C1(Q), i,j=1,....d, f € L*(Q) e que V-b =0. Entdo o problema

variacional:
encontrar u € H} (Q) tal que
a(u,v) =F(v), YveHN(Q)
admite uma tinica solugdo em HJ (Q).

Observacao 1 Observamos que exigindo regularidade suficiente aos coeficientes D, b e f, admitindo
que Q C R? é um poligono convexo e supondo que a solugdo fraca do problema pertence a H(} (Q), é
ainda possivel estabelecer que u € HZ(Q), (ver [14, Secgdo 6.3.2]).

Proposicio 9 Seja u a solugdo de (2.6). Se u € H*(Q) NH{ (Q) entdo

/ Lu(x)-v(x) dQ = / f(x)v(x) dQ, Yv € HL(Q). (2.10)
Q Q

Demonstracdo
Sejau € H*(Q)NHL(Q) a solugdo de (2.6). Sabemos que u satisfaz, para todo o v € H} (Q)

/Q D(x)Viu(x) - Vo(x) dQ — /Q u(x)b(x) - Vv(x) dQ = /Q F)v(x) d.



2.4 Método de Galerkin com elementos finitos 11

Integrando por partes cada um dos termos do membro esquerdo da equacio, e como v € H(} (Q),
obtém-se

/Q —V - (D(x)Vu(x) —b(x)u(x)) v(x) dQ = /Qf(x)v(x) dQ.

2.4 Método de Galerkin com elementos finitos

Nesta seccdo iremos analisar e estudar propriedades do método de Galerkin com elementos finitos
segmentados polinomiais para aproximar a solucdo do problema (2.3).

Seja .7}, uma triangulac¢do admissivel de Q. Denotamos por V,f‘ o espaco das funcdes de X;l‘ que se
anulam na fronteira, isto ¢, V¥ = X} N H/} (Q) e suponhamos que dim V¥ = N. Entdo {¢;,i = 1,...,N}
¢ uma base para Vh". Observamos que se uy, € V,f‘ entdo existem ¢; € R tais que uy,(x) = YN | op¢;(x).
Substituindo H(} (Q) por Vh" na formulacgao fraca obtemos o seguinte problema definido num espago
de dimensao finita:

encontrar uy, € V,f :
a(up,wp) = F(wp), Yw, € VE. (2.11)

Atendendo a linearidade de a(¢;,-) e F, (2.11) é equivalente a:

encontrar o;,i = 1,..,N tais que

M=

aia((pia(Pj) = F((Pj), .]: 17'-'7N
i=1

isto é,
Aa=U

com A = [a(e;, @)]Y,_; e Uj = [F(9))],-
O lema de Lax-Milgram garante que existe solucao Unica para este problema (2.11).

2.4.1 Estabilidade e convergéncia

Nesta sec¢do iremos provar a estabilidade e convergéncia para o método (2.11).
Proposicao 10 Sejam uy,, v, € V}f‘, duas solucdes dos seguintes problemas,
a(up,wp) =Fi(wp) e a(vy,wy) = F(wy), Yw, € V,f‘,
com Fy(wp) = [o fi(x)wn(x) dQ, fi,f2 € L*(Q). Entdo existe M > 0 tal que

[lun=vallgy @) < MIlA = fall2 ) - (2.12)
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Demonstragdo
Consideremos a diferencga das duas solugdes, wy, = u, — v;,. Atendendo a linearidade da forma
linear a(-,wy,), Vwy, e Fi, F, sabemos que

= i) = [ (1106 = L) wi(2), Sowy € Vi

Como wy, € V,f‘, usando a coercividade da forma bilinear a(-,-),

T cq e, = vl o Sa(uh—vhauh—vh):/Q(fl—fz)(uh—vh) < A = L2ll o) llun = vall gy o)

pelo que se conclui (2.12).

|

Assim o método (2.11) é estdvel, no sentido de pequenas altera¢des nos dados do problema resulta
em pequenas alteracdes na solugcdo. Vamos estabelecer a convergéncia do mesmo. O Teorema 2 € um
resultado auxiliar na prova da convergéncia do método.

Teorema 2 [24] Seja Q um dominio poligonal de R?, J}, uma triangulagdo regular de Q. Seja
também a(-,-) uma forma bilinear limitada e coerciva em H} (Q) e a funcional linear F (-) continua
em H}(Q). Se uy, for solugdo de (2.11) e u € H*(Q) para algum s > 2 entdo

[ =l () < ch' [l geer @)
em que £ = min(k,s —1).

No caso de Q ser um poligono convexo, ainda é possivel estabelecer o resultado seguinte, que
apresenta um majorante para a norma L? do erro.

Proposicao 11 [24] Suponhamos que as condicoes do Teorema 2 sdo vdlidas. Seja u € Hé Q)N
H?(Q) a solugdo de (2.6) e uy, a solugdo de (2.11). Entdo existe C > 0 tal que

[l = unl g1y < Chllull (g

l[u—unll2q) < Ch* ull () -



Capitulo 3

Estabilizacao Streamline Upwind
Petrov-Galerkin

Como ja foi referido, na equacdo diferencial que introduzimos, a equagdo de convecgao-difusio
(2.1), tem duas componentes que ditam o comportamento da sua solug@o: a componente difusiva e a
componente convectiva. Neste contexto, pode acontecer que o comportamento da solu¢cdo numérica
do problema seja dominado por uma das componentes, o que pode levar a existéncia de dificuldades
de resolucdo numérica adicionais. Para clarificar as dificuldades mencionadas, vamos considerar dois
exemplos.

Exemplo 1

Consideramos o domfnio Q = (0,1)? com b = (1,1), D;; = D§;j,i,j=1,2,comD =3 x 10"% ¢
o termo fonte f(x,y) =xy(x—1)(y—1). Consideremos duas malhas regulares diferentes, uma com
h= \/5/100 =1,414x 1072 e outracom h = \/5/1000 =1,414 x 1073, As solugdes correspondentes,
recorrendo ao método (2.11), podem ser visualizadas nas Figuras 3.1a e 3.1b, respectivamente.

(a) Solug¢do numérica com oscilacdes; (b) Solug@o numérica sem oscilagdes
e malha refinada;

Fig. 3.1 Exemplo de como a solucdo numérica, pode ou ndo, apresentar oscilagdes consoante a
discretizacio do espaco.

13
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Podemos observar na Figura 3.1b refinando a malha, a solucdo numérica deixa de apresentar
oscilacoes.

O caréter dominante da conveccdo introduz uma dificuldade adicional a nivel numérico, embora
esta possa ser contornada (em geral) refinando a malha. No entanto, tal refinamento pode ser
impraticdvel para obter, em tempo util, uma solug@o aproximada sem oscilagdes.

Exemplo 2

Consideremos as condi¢des do exemplo anterior, mas definamos agora D = 0.035. Vamos
considerar uma malha regular com /& = v/2/100 = 1,414 x 10~2. A solucio numérica, recorrendo ao
método (2.11), pode ser vista na Figura 3.2.

Fig. 3.2 Solucdo numérica obtida com o método de Galerkin com elementos finitos.

Podemos observar que, em comparag¢do com a solucao da Figura 3.1a, para uma mesma malha,
alterando o valor de D, a solugdo obtida ndo apresenta oscilagdes.

Tal leva-nos a crer que existe uma relagdo entre os coeficientes da equagdo e o didmetro da malha,
que indica se o problema pode ser mal condicionado, no sentido da solu¢do numérica apresentar
oscilacdes. Uma métrica que permite avaliar, no contexto do método de Galerkin com elemento
finitos segmentados lineares, o potencial aparecimento de oscilagdes na solu¢do numérica, é chamado
niimero de Péclet. Este, denotado por Pey, g, ¢ definido para cada elemento K € .7, dado por

h|b(x)|k o
Pepg(x):=—%—"—,x€kK
K ) 20p(x)
. Yi i D& : .
com 0p(x) = ?;BJT No caso particular dos exemplos anteriores, se D;; = DJ;j, com D
2

; _ hblge _
constante definimos Pej, x = =55 onde [b|x . = max {|b1]=(x), [b2]1=(x) } -
Podemos dividir os valores do nimero de Péclet em dois casos:

1. Quando Pej, ¢ < 1, indica que € a difusdo quem domina o comportamento da equagéo (local-
mente no elemento K);

2. Quando Pej, x > 1, indica que € a convec¢do quem domina o comportamento da equagio
(localmente no elemento K).
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No Exemplo 2, Pej, x = 0,202, para todo K € .7,.

Ja quando Pej, g > 1, a solucdo numérica pode apresentar oscilacdes, semelhantes as da Figura
3.1a. No Exemplo 1, o nimero de Péclet do primeiro caso € Pej ¢ = 23,57 e a soluglo apresenta
oscilagdes. Assim, foi necessdrio refinar a malha até que a solugdo deixasse de apresentar as oscilacdes,
e o numero de Péclet desta nova solug@do € Pe, g = 2,36.

Existem vérias metodologias para contornar a presenca de oscilagdes na solu¢ao numérica sem
refinar a malha, sendo que uma delas € a utilizagdo de métodos de estabilizacdo. Existem diversos
métodos de estabilizacdo que permitem controlar as oscilagdes. Alguns desses métodos sdo:

1. Difusdo Artificial [24] - consiste em adicionar uma nova componente ao operador L que vai
intensificar a difusdo de forma a aumentar o coeficiente ¢ (x) do nimero de Péclet;

2. Correcdo de Fluxo Algébrico [3] - este método consiste em tornar o problema inicial num prob-
lema nao-linear, modificando o sistema algébrico por meio de corre¢cdes de fluxo dependentes
da solucio.

3. Galerkin Leasts Squares (GALS) [19] - este método resulta da particularizacdo das func¢des
teste para vy, + 0hy/|b|k Lv; no método Minimos Quadrados, cujo objetivo é minimizar o
residuo entre a solugdo exata e a solugdo calculada.

4. Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) [18] - este método resulta de um processo semel-
hante ao anterior mas com fungdes teste vy, + 8/ /|b| g b - Vv, € permite aumentar a difusao
mas apenas na direcio da convecgao;

5. Bubble Function [7] - este método é uma melhoria dos dois métodos anteriores onde € modifi-
cado o espaco da solucdo aproximada, adicionando o espaco das bubble functions B, e a solu¢ao
calculada por este método serd uj, & up onde ug € uma funcdo em B.

O método que iremos estudar nesta dissertacdo serd o método SUPG, uma vez que € de simples
implementagdo e facil de generalizar para elementos finitos polinomiais.

Este capitulo esta dividido em trés partes. Na primeira sec¢io serd definido o método SUPG e
a prova de algumas propriedades do mesmo. O estudo de uma estimativa para o erro numa norma
adequada do método serd o foco da segunda sec¢@o. Na terceira e Ultima seccao serd revisitado o
Exemplo 1, introduzido neste capitulo e também serdo apresentados alguns resultados ilustrativos das
propriedades das estimativas para o erro associado ao método SUPG.

3.1 Método SUPG

Nesta sec¢@o vamos definir o método numérico SUPG. O método SUPG foi proposto pela primeira
vez em 1982 por Brooks e Hughes [18] para equagdes de convecgdo-difusdo e equagdes de Navier-
Stokes incompressiveis. Devido a sua simplicidade e boa qualidade nos resultados ¢ um método
utilizado e estudado até aos dias de hoje.

Consideremos o problema (2.4). A partir da seguinte relacdo e de manipulagdo numérica,

| |
V-(bu)ZEV-(bu)+§b-Vu+gV-b,
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o operador Lu, introduzido em (2.4), admite a seguinte representacao

49 /D;i+Dj du 1 49 (D;i—D; du 1 1
Lu—= S Bt Lt IR v Rt e 5V (bu) + 5b-Vu.
" Z 8x,< 2 9x; +2 “ dx; 2 dx; AN u)—|—2 "

i,j=1 i,j=1

Definamos, para u € C2(Q) NC'(Q)

9 (Djj(x)+Dji(x) du 1
Lsu= _i’ijl ox; (29xj> oV bu
{9 (Dij(x)—Dji(x) du 1 1

i,j=1

Observamos que Lu = Lsu + Lgsu para u € C2(Q)NC'(Q).
Se uy,, vy € V,f, definamos

s(up,vi) =) & <L”lu bl stsvh>K

Ke9,

5( -1 g
= L1 “v’*>,<

Keg,
em que (-,")x = (+,*)72(k) € 0 produto interno usual em L*(K), 8 > 0e vy, € VF. Assim, definimos o
seguinte problema:

encontrar uy € Vé‘ tal que
a(up, vi) +as(up, vi) = (f,va) + @u(vn), Yvi € V. 3.1)

Definindo a(-,-) = a(-,-) +as(-,-) € B (-) = F(-) + @p(-), (3.1) é reescrito como:

encontrar u;, € Vé‘ tal que
d(uh,vh) = Fh(vh), Vv, € V;{(.

As formas bilinear e linear do método SUPG sdo consistentes (no sentido da proposi¢éo seguinte)
com as correspondentes da formulacao variacional (2.6). Agora vamos mostrar uma propriedade de
(3.1).

Proposicio 12 Seja Q C R? um poligono convexo e sejam D;j(x), bi(x) € C1(Q), i,j=1,...,d,
f € L*(Q). Entdo
d(u,wh) = F(Wh), Ywy, € V;{c

onde u € H*(Q) NHL(Q) é a solugdo exata de 2.4.
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Demonstragdo
Sejau € H*(Q)NH(Q) e vy, € VF. Entdo

a(u,vy) = a(u,vy) +as(u,vy) Z /DU 5; 3;]1d9 Z/ ub;(x dQ+as(u Vh).
j i

i,j=1

Integrando por partes o membro direito da equagdo anterior, e como v, € H(} (Q) obtém-se

' h
au,vy) = /QLu(x)vh(x) dQ -+ Z o (Lu, \b\II:LSSvh> )
00 K

Ke,

Como u € H*(Q) NH(Q) e V¥ C HL(Q), pela Proposicdo 9 finalmente obtemos o pretendido.
|

3.2 Estimativa para o erro do método SUPG

Consideremos novamente o problema (2.6). No que se segue, vamos supor que D é constante e
positivo. Assim, neste caso, o operador L é definido pelas componentes

Lsu = —DAu
Lssu:b-Vu: \R (bl/t)

uma vez que V-b = 0. Observamos que, na demonstracdo da Proposi¢do 7, se ndo usarmos (2.5)
obtemos a(v,v) = H\@VVHZ, Vv € H} (Q).

Proposicao 13 Para 0 suficientemente pequeno, existe C > 0, dependente de D, 8 e da constante Cy
da desigualdade inversa, tal que a forma bilinear a(-,-) satisfaz a seguinte relagdo

~1/2 2 k
(vh,vh > CKGZ7 <H\/>VvhH 2k )+5hKH’b|K’°° LSSVhHLZ(K)) s vvh S Vh. 3.2)

Demonstracdo

Pela coercividade e como V -b = 0 vé-se que

a(vp,vi) = a(vp,v) +as(va,vn)

= H\/EVWH '@ + Z o (Lvh,’ hk - (bvh)>K

KeF, blk,
2 Ohg
w)* L
L*(K) K€7| |k oo

<H\FVW,H ) )+8h1(H|b|I;ZZLSSVh ( DAVh,LSSvh)

Keg,
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hg|b|k e
Agora, usando a Proposi¢do 1, a desigualdade de Young e K|2D|K >1
Ohk 1 Ohk
(—DAvh,LSSVh) < - (Lssvh,Lssvh + 1) (DAvh,DAvh)
bl €51 bl P ‘
1
<1 ¥ one|miclrssnl + 22 ¥ mlanl
Ke% L2(K) Ke.9,
Por outro lado, usando a Proposicdo 5
Shk ~1/2 2 C38D 2
(DAvy, Lssvi) g Shx H blg oo Lssvn + IVvillz2 o) -
KG%[ ’b‘Koo EZ K, LZ(K) 2 anws (-Q)

Finalmente, supondo que 6 < 2C, 2 obtemos

~ 1
a(vivn) = D(1=C38/2) [Vllfaay +5 X S |Ibl L Loswa||
Ke,
2
LZ(K))'
n

<H\FVvhH (k) +6hK)
No que se segue, estabelecemos uma estimativa para a norma SUPG

1/2
’ Vv, € VE
12 (K) , Vv, € he

Seja u a solugdo do problema (2.6) e u;, a solugéo de (3.1). Vamos decompor o erro absoluto

L*(K)

—1)2
\b|K,o£ Lssvy,

Keﬁ

ummm—<2H¢va)+Mwthﬂw
Ke 9,

uy, — u na forma
up —u= (up, — IF'u) + (IF'u— u)

onde I}’fu ¢ o interpolador nodal de . Denotando por o5, = uj, —I;fu ev=u —I;fu, entdo u, —u = 0, — V.
Comecemos por obter um majorante para a norma SUPG de o,.

‘b‘K'mhK

55— > L. Entdo, para § suficientemente pequeno,

Proposicao 14 Suponhamos que D é constante,

existe C > 0 tal que

2
HGhHSUPG <C Z h%(k+1|1)’?-]k+1(1()
Ke 7,

em que C depende de D, b e da constante Cy da Proposicdo 5.

Demonstragdo

Pela Proposicdo 12 sabemos que a(u;, — u, 0;,) = 0. Logo

C||Gh||§UPG < a(op, o)
< a(up—u+v,0y)
<

<d(v,op).
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Como

d(U,Gh) :D(VU,VGh)+ Z _(vaSSGI1)K+6 <

Lss@;)
Ke9,

‘b|K°° K

vamos agora estimar os termos do membro direito.

* Estimativa para D(Vv,Voy,)

Usando a Proposicdo 1 e a desigualdade de Young, do primeiro termo resulta

D(Vv,Vo,) < - HVGhHLz )+ DIVl 22(q) (3.3)

* Estimativa para Y xc 5, — (0, LssOn)x

Shi

Definamos € = .
bk e

Entio, para o segundo termo obtém-se

— Y (v,Lsson)k =— Y. ("0, VeLsson)x

KeZ, Ke.J,

e usando a Proposicdo 1 e a desigualdade de Young conclui-se

1
~ Y (v, Lsson)x < K;y J | VELssOw |22 g + Hgﬂ/zu (3.4)
T

Kef%l L2 (K)

* Estimativa para } g 7 6 ( , ‘b| LSSGh)

Para o dltimo termo, usando a Proposi¢do 1 e a desigualdade de Young resulta que

h
¥ 8 (1o pitsson) < T 3lIVeLsonl i+ [VeLssol i + VeLso |,
o0 K

Keg, KeF,

Usando a defini¢do de L, o facto de que Ak |b|k ./(2D) > 1, a Proposi¢do 5 e supondo que
0 <2C, 2 obtemos

Z IVeLsv| o < X DIVO[7a

Ke g, Ke g,
Assim obtém-se que
1
Z 0 <LD L556h> < Z Z H\/ELSSGhHLz + H\[LSSUHLz +DHVUHL2
Ke9, K Keg,

(3.5)

Portanto, usando as estimativas (3.3), (3.4) e (3.5), somando as parcelas iguais e atendendo a
defini¢do da norma ||-||qpg conclui-se

1 2 2 /2
(€= 3) IoulBur < 20190l + T 55 bli 2o

+ Z 6hKH‘b‘K°£ Lss‘l)
Ke,7 )

(K KeZ,

L2(K)
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blko O A
Seja C; = max {2, | ’g o) } . (C — 2) com ¢ suficientemente pequeno de modo que
K

C—1/2 > 0. Desenvolvendo os termos do membro direito

2 2
lonllsupe < C1 ), DIIVOllz k) + IIDHLz ) e[V 22 )
KeZ,

Sabemos que |b|k «hk/(2D) > 1, ou seja D < Chy, com C uma constante que depende de |b|k .
Assim

~ 1
2
lonlure <€ ¥, (0l + ik IV0lEze) )
Ke g,

Usando o Corolario 1 obtemos

2 2UA11,[2
16 lsupc < € Z h |U|Hk+1(1<)'
KeJ,
|
Iremos, de seguida, estabelecer uma estimativa andloga para v.

|b|k ohx

55— > 1. Entdo, para & suficientemente pequeno,

Proposicao 15 Suponhamos que D é constante,

2
Ivllsupe <C ) h?“’”‘%[kﬂ([()'
KeZ,

Demonstracdo

Pela defini¢do da norma SUPG

2
[0luee = X DIVOIR: g + S bl LLsso]|
Keg,

L2(K)
Sabendo que D < Chy, conclui-se

||U||SUPG <C Z hg HVU”LZ ) +hg ||VU||L2
Ke,

~ 1
<C) E(h%(HVUHI%z(K))

Ke9,

e por fim, pelo Corolério 1 resulta que

1/ 2%k+1
|w%wascg;hK@é+Um@wm)
[S/74

SC Z h%(k+l|1)’%.1k+l(1()
KeZ,
|

O préximo teorema é um resultado que garante um majorante para o erro absoluto associado ao
método SUPG.
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bk hk
2D

pequeno, o erro absoluto do método (3.1) na norma SUPG admite o majorante

> 1. Entdo se u € H**'(Q) e & é suficientemente

Teorema 3 Suponhamos que D é constante,

[ = unllsypg < Chk+1/2|u‘Hk+1(Q)7 k=>1.

Demonstracdo

Usando as Proposi¢des 14 e 15 resulta

2
ln —ullgups < C Y B |0l g
Ke9,

Como v =u— I}’fu ¢ o erro do interpolador nodal, pela Proposi¢do 3 conclui-se que

[t — unlsupg < Cth/ZWHkH(Q)-

3.3 Resultados numéricos

Nesta seccdo vamos apresentar dois exemplos para ilustrar numericamente os resultados de

convergéncia apresentados e demonstrados nos Capitulos 2 e 3.
Exemplo 3

Seja Q = (0,1)2, D=1, b= (1,1) e f de modo a que a solugio do problema (2.11) seja
u(x,y) = sin(7x) sin(7y), (x,y) € Q. Notemos que, introduzindo uma triangulagio regular em Q, o
nimero de Péclet é 1/2 < 1. As ordens de convergéncia para as normas L? e H' com polinémios
segmentados de grau k = 1,2, 3, sdo ilustradas na Figura 3.3.

—= P P, —5—P3
7],[2,,, h3 . ’/’l4
10°
102
10~#
1076 |
| | |
10719 10! 10712 107!
(a) Norma L?; (b) Norma H';

Fig. 3.3 Ordens de convergéncia nas normas L? e H' dependendo das ordens totais dos polinémios.
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Exemplo 4

Seja Q = (0,1)%, D=9 x 1078, b = (100,100) e com f de tal forma a que a solugio de (3.1)
seja u(x,y) = (1 —x)(1 —y)xy, (x,y) € Q. Notemos que, ao introduzir uma triangulagio de Q,
o ndmero de Péclet é 5,55 x 10® x h. Vamos considerar novamente os trés cendrios da ordem dos
polinémios, k = 1,2,3. Neste caso consideremos um valor constante para dx para todo elemento
K € 9, em cada ordem dos polinémios como 1 x 107!, 2,1 x 1073 e 2 x 107>, respectivamente.
Assim, na Figura 3.4 podemos observar como o erro medido na norma SUPG varia consoante o valor

de k, conforme o Teorema 3.

=P =P %Pg,
_h3/2___ h5/2_‘_,_h7/2

!
10—1.5 10—1

Fig. 3.4 Erro associado ao método SUPG, medido na norma SUPG.

Exemplo 1 (revisitado)

Utilizando os mesmo pardmetros de simula¢do que no Exemplo 1, mas recorrendo agora ao
método SUPG com pardmetro 0x = 0,3 para todo K € .7},, obtemos a solugdo numérica ilustrada na
Figura 3.5. O numero de Péclet permanece igual, Pej, ¢ = 23,57.

— 40e02

0.03
[ 0.02
0.01

— -6.0e-39

Fig. 3.5 Solugdo numérica sem oscilagdes obtida com o método SUPG.



Capitulo 4

Equacao de conveccao-difusao evolutiva

No capitulo anterior foi estudada a convergéncia do método SUPG para o caso estaciondrio da
equacdo de conveccao difusdo. No entanto, a solucao obtida por esse problema traduz pouca relevancia
no contexto dos derrames, no sentido de descrever como um derrame evolui ao longo do tempo.

Neste capitulo vamos estudar o caso evolutivo da equagdo de convecgao-difusdo, ou seja, uma
equacdo da forma

?;;(x,t) — V- (Dx)Vu(x,t) —b(x)u(x,1)) = f(x,t).

Para aproximar a solucdo desta equacio e obter um método completamente discreto, vamos dividir
o processo de discretizacdo em duas partes: espacial e temporal. Assim, a componente espacial
serd discretizada com a técnica SUPG introduzida no capitulo anterior, enquanto que a componente
temporal serd discretizada com recurso ao método-6.

O objetivo deste capitulo é estabelecer a convergéncia do método numérico que serd introduzido,
nos casos particulares 0 = 1 e 8 = 1/2, que correspondem a discretizagdes com o método de Euler
Implicito e Crank-Nicolson. Os resultados e demonstracdes sdao baseados em [20], com adaptagdes

devido a ndo existéncia de uma componente reativa na equacao.

4.1 Formulacao variacional

Seja 7 > 0 um niimero real e Q um poligono convexo. O problema diferencial em estudo neste
capitulo é

g?(%f) — V- (DVu(x,t) =b(x)u(x,1)) = f(x,1), x€Q, 1 € (0,T]
u(x,t) =0, x€ dQ, r € (0,7] 4.1
u(x,O) = ”O(x), xeQ

onde b = (by,...,bg) com by,...,bg € C1(Q), f € C(Qx (0,T]) e up € C(Q).
A semelhanca do capitulo anterior, a formulacdo variacional de (4.1) é:

encontrar u € L2(0,T;H} (Q)) com u’ € L2(0,T;L*(Q)) tal que
(' (t),v) +a(u(t),v) = (f(1),v),Yv € HY(Q) qc.em0<r<T 4.2)

23
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e u(-,0) = up onde a(u,v) = (DVu,Vv) + (b-Vu,v) e u' = du/dt representa a derivada no sentido
das distribuicdes.
O resultado seguinte estabelece a existéncia e unicidade do problema variacional anterior.

Teorema 4 [14] Se ug € Hé (Q), fel? ((), T;LZ(Q)) entdo o problema (4.2) tem solucdo vinica e
1. uel*(0,T;H*(Q))NL” (0,T; Hy(Q)); u' € L* (0,T;L*(Q))
2. ueC([0,T);L*(Q))
3. u(t) =u(s)+ [lu/(t)dt, paratodo 0 < s <t <T.

O Teorema 4 garante a regularidade necessaria para que seja garantida a existéncia e unicidade
de solucdo do problema (4.2). No entanto, posteriormente para estudar a convergéncia, as hipoteses
de regularidade assumidas nao serdo suficientes, pelo que € necessario impor mais regularidade aos
coeficientes e solucio.

dl’
Teorema 5 [14, pdg. 365] Seja ug € H*"*1(Q), o feL?0,T:H*"™ ")) parar=0,1,...,m. Se

r—1

dl‘r71

gO::MOEHéegr:: f(O)—Lgr_IEHé(Q),I’ZI,...,WL,

entdo o problema (4.2) tem solugdo iinica e

r

d
e L0, T; H*"1)(Q)), r=0,1,...,m+1

comm € N.

Aplicando o método de Galerkin com elementos finitos segmentados. O problema semi-discreto

(€N

encontrar u;, € L*(0,T;VF) e u), € L*(0,T;X}) tal que
)y (1), vi) +a(un(t),v) = (f(t),v),Yvn EVF qc.em0<t <T (4.3)

onde uy(-,0) = I,’l‘uo ¢ o interpolador nodal de ug e u), = duy, /dt.

Como j4 foi visto anteriormente, a solucdo aproximada obtida pelo método de Galerkin com ele-
mentos finitos segmentados pode apresentar oscilacdes quando a equagdo é dominada pela convecgao.
Para contornar esse obstaculo, vamos usar o método SUPG, adaptado ao caso evolutivo. Portanto, o
caso semi-discreto do método SUPG é:

encontrar u;, € L*(0,T;VF) e u), € L*(0,T;X[) tal que
(), (1), v + 8- Vvy) +a@(up(t),vi) = 8(f(1), v +b-Vv) Yy, €VF qc. 0<t<T
e uy(+,0) = Ifuy o interpolador nodal de up com

d(uh(t),vh) = a(uh(t),vh) + 5(Luh,L55vh).
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Observacao 2 O método SUPG cldssico, como formulado no capitulo anterior, recorre a um
pardmetro global de estabilizacdo § e utiliza o fator hg /|b|« para ponderar o efeito estabilizador em
cada elemento, dependendo das caracteristicas de b. Aqui serd introduzida uma versdo que permite

maior liberdade de escolha do pardmetro de estabilizagdo.

4.2 Método-0

Vamos fixar o comprimento do passo como At = T /M com M € N e .7, uma triangulagio regular
de Q. Vamos definir o instante de tempo , = nAt, com n =0, 1,...,M. O método completamente
discreto toma a forma

n n—1
Uh — Uh

At

Un_Un—]
<hAth’vh> +d(UZz+97vh) _ (fn+9’vh) +§ <fn+6 _

,b-Vvh> , Vv, € V;{c

onde U] a solugdo aproximada de u" = u(t,), U = Ifug, U'® = U + (1 - 6)U; !, com 6 € [0, 1].

Observacdo 3 O pardmetro 0 é um pardmetro global que pode depender de h e At. No entanto, o
niimero de Péclet depende apenas de h. Assim, quando At — 0, o pardametro 6 — 0 e o efeito da
estabilizacdo desaparece, mas o niimero de Péclet permanece inalterado, podendo surgir oscilacoes
na solucdo calculada. Assim, 8 terd apenas de depender de h.

Para analisar a convergéncia do método de Euler Implicito e Crank-Nicolson, vamos introduzir um
problema auxiliar. Dados f,u, u' € C([0,T];L*(Q)), para cada ¢ € (0, T] seja IT,u(t) € V¥ a solugdo
do seguinte problema estaciondrio

a(Mu(t),vy) = (f(t) — ' (1), vy + Sb-Vvy), Vv, € VF (4.4)

e para r = 0 temos que IT,u(0) = I}'fuo. Para que possamos aplicar o Lema de Lax-Milgram e mostrar
que o problema anterior tem uma tnica solu¢cdo em V}{‘ , 0 termo independente precisa de ser limitado.

Proposicdo 16 Seja f, u, u' € C([0,T];L*(Q)). Entdo, para cada t € (0,T] existe M > 0 tal que
|(F(6) —u' (1), v+ 8b - Vvi)| < M|vall () - Yon € Vi

Demonstracdo
Pela Proposicdo 1 obtemos

£~ (1), v+ 8b-V0) | < [|F(0) = 0)]| 3 g v+ 8B Tl 2y

Considerando M = || f(t) — || c(0.7).12 () Tesulta

|(f(t) —u(t),vi,+ b -Vv,)| <M (thHLZ(Q) +68/bl. HVVhHLZ(Q))

<M il (q)-
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Estamos nas condi¢des de aplicar o Lema de Lax-Milgram e portanto, o problema (4.4) tem
solucdo dnica. Assim, quando o termo independente é nulo, a Unica solug@o € a solugdo nula e
obtemos a seguinte relacdo

a(Ipu(t),vy) = au(t),vy), Y, € V,f. 4.5)
Usando o Teorema 3 chegamos a

lu(t) = Tyaa(t) | supg < CHHY2 [lu(t) e Gic- em 0 <1 < T. (4.6)

Mais ainda, pelo Teorema 5 para m = 2 é possivel garantir que f', u” € C([0,T];L*(Q)) e entdo
podemos derivar a equagdo (4.4) em ordem a ¢, pela linearidade da equacio e a independéncia temporal
dos parametros e fungdes teste, obtendo

a <§tnhu(1),vh> =(f'(t)—u"(t),vy, + b-Vvy).
Sabemos que (u”(t)a vh) +d(u/<t)v Vh) = (f/(t)a Vh) + (f/(t> - l/t”(l), ob- Vvh) ou Seja d(l/t/(t), Vh) =
(f'(t) —u"(t),vy+ 6b - Vvy,). Pela relagdo (4.5) obtém-se

a(Mlu (t),vy) = a(u' (t),vy)

. d
e conclui-se portanto que —IT,u = IT,u/. Denote-se IT,u" = [yu(-,t,) .

ot

Observaciio 4 Com as condigdes f, u, u' € C([0,T];L*(Q)) € possivel provar ITu € C([0,T); V).
Mais ainda, usando o Teorema 5 podemos garantir que d” /dt" f € C([0,T|;L*(Q)) comr=0,1,...,m,
d"/dt"u € C([0,T];L*(Q)) com r =0,1,...,m+ 1 e, consequentemente, é possivel provar que
d"/dt"yu para r=0,1,...,m— 1 existem e que pertencem a C([0,T]; V).

4.2.1 Método Euler Implicito: 6 =1

Vamos estudar o método referente ao caso 8 = 1. Assim, para cada n = 1,...,M queremos
encontrar U} € th tal que

vy -u;! k
42 b.-V 4.7
At At ) v |, Y €V, (47)

Ul;z — U/rzHI ~ (TN
. Vh +a(Uh 7Vh) = (f(tn)avh) +0 f(tn) -
e com U;? uma aproximacdo de up. Para que a regularidade exigida para realizar o estudo da
convergéncia do método, no Teorema 5 é preciso impor que m > (k+5)/2.
Vamos introduzir as notagdes " = UJ' — IT,u", também e = (e" — e"~') /At e ainda o erro de
truncatura

IT,u™ — Hhunfl
At

I = 00~ )+ (T () -



4.2 Método-9 27

Vamos introduzir as seguintes notagdes

2 2 2
valls = Ivallze (@) + 82 b~ Vvallz2 o
lle" Mageu = 8 €% +b- Ve |72

mat,eul —

O resultado seguinte é consequéncia imediata da definigao de [||-|[, e [ll€" |l at.cur-

Proposicao 17 Nas condicdes de regularidade do Teorema 5, existe C > 0 tal que

||Vh||L2 <C”Vh||SUPG

valll, < Clivallsure

el narent < Clle"llsupe -

Agora, pela definicdo de e” e €} obtemos

1 _ _ - -
(e7,vi) +a(e",vn) K — I, vy) — (U =Tt vy)| +a(UR, vp) — a(Tyuf), vy)

~Ur- 1 I — X!
( h) +a(Uy,vi) — (Wa"h) — a(puy,vi)

usando (4.4) e (4.7) é facil estabelecer que

Un_Un—l " —T1I n—1
(egavh)—i_d(enavh):(fn,Vh)+5 fn—hib Vvh Mavh
At At
— (f" = u(tn), v + Sb - V)

U"— Unfl
=(T",vp)) + 8( (1,),b - Vvy) — 6 (W,b.vvh>

o que é equivalente a
(e, vp) +a(e",vy) =(T", v+ 8b-Vvy) — 8(ez,b- V). (4.8)
Por um lado, escolhendo v;, = ¢" e usando (2.9) obtemos

(er,e")+D(Ve", Ve') 4+ (b-Ve", e")+6(—DAe" +b-Ve",b-Ve") = (T",e" + 6b- Ve")
—06(e},b-Ve")

por outro lado, escolhendo v;, = §¢’} em (4.8) segue-se que

5(e,e") +8D(Ve",Vel) +8(b-Ve" eh) + 82 (—DAe" +b-Ve' b-¢) = §(T", " + 5b - Ve')
- 62(6271) ’ Ve';)
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Somando estas dltimas igualdades estabelecidas e usando (2.9) obtemos

(¢},€")+D|[Ve" |12+ 82 (b- Ve, b-Ver) + [le"[[nyeu + SD(Ve", Ver) = (T", " + b - Ve")
+8(T", "+ 8b-Ve') 4+ §(DAe" b - Ve") + 8 (DAe", b - Vel) — 8% (", b-Ve!)  (4.9)

Vamos comecar por estabelecer estimativas para algumas parcelas da igualdade anterior.

Proposicao 18 Sejam ", e e T" como definidas anteriormente. Se

— mi b i d L2
5—m1n{4co||b m1n{2,||b|oo },1} (4.10)

Hoo

onde Cy é a constante da Proposicdo 4, ||b||., = ma}( b|k . € D < 8 entdo podemos obter as seguintes
Ke,

estimativas
(T","+8b-Ve") < C|T"| 720y + % IVe" |72 4.11)
§(T",ei+8b-Ve) <C|T"72q) + %Hle”lllfna,,euz + % IVe" 1720 (4.12)
8(DAe" b -Ve") < % IVe" |72 (4.13)
8 (DA b-¢3) < 2 Ve iy + gl B @14
8 Ve < 1 @15
Demonstragdo

* A primeira estimativa € estabelecida recorrendo as Proposi¢des 1 e 4 e a hipétese imposta sobre
0. Assim é possivel estabelecer que

n n n n n 1 n n
(T",¢" +8b-Ve") < [[T"[| 20 lle"ll2) + g 1T 20y ll€" 2@

e por fim utilizando a desigualdade de Young e a Proposicdo 2 obtemos (4.11) em que
C =65Cq /16D com Cg, a constante da Proposigdo 2.

» Para a segunda estimativa serdo usadas Proposicdo 1 e a hipétese (4.10). Vem sucessivamente

6(T",e1+0b-Ver) <& |[T"| 2(q) ll€z + b Ve 2 g

< 28 |72y (et +b- Vel ) + 1D Ve 2 )
n 1 1 n
< 1T (2820 e+ 3 1€ )

Finalmente, usando a desigualdade de Young e Proposicdo 2 obtemos (4.12) em que
C=88+Cq/8D.
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* Para a terceira estimativa, a Proposi¢@o 4 permite estabelecer que

§(DAe",b-Ve") < SD||Ae"|| 2 () [[b-Ve" [ 12(q)
< 8DCoh " b, HVe”Hiz(Q)

e usando novamente a hipétese (4.10) obtemos (4.13).

* A quarta desigualdade ¢ estabelecida de modo semelhante a terceira. Como

82(DA"b-et) < 8DCoh ™ b, [|1Ve | 2y (1€ +b- Vel 2 ) + [Ib- Ve
_ — 2 2
< 52DCoh ™2 b Vel 2 g0 1" ot + 82DCh 2 [bII% [ Ve |22y -

Usando(4.10) e a Proposi¢ao 1 temos
D? 1 D
2 2 2 2
6°(DAe",b- ) < 325 Ve llz2) + ﬁ‘“en’”mat,eul t16 Vel -

Notando que D < &, concluimos o majorante pretendido (4.14).

* Por fim, a dltima estimativa segue-se usando a Proposi¢do 4 obtendo

—8%(et.b-Ve) < 8 bl b Collefll7a(
<287 bl|.h~"Colet +b- Ve ||2q)

e portanto, usando a hipétese (4.10) conclui-se a estimativa (4.15).

|
Agora podemos aplicar (4.11)-(4.15) em (4.9) obtendo

D ni2 1 n|2 n n 2
(7, ") + 5 [[Ve HLZ(Q)+52(b'venab've'§)+§“\e lmat.eur +6D(Ve", Ver) < ClIT"|| 12 -
(4.16)

Observacao 5 Alguns dos termos que surgem em (4.16) admitem uma representacdo alternativa que

serd vantajosa para estabelecer o resultado final.

1 — n n—
(e = 5 (1) — e 720 + lle" =iy

52

8%(b-Ve"b-Vel) = o

2 112 _ 2
(Hb'W"HLZ(Q) — |- Ve 1HL2(§2)+ [6-V(e"—e" l)HLZ(Q))
Assim, considerando a Observagédo 5 em (4.16) resulta

le" 22y = [le" 172 0 + 8 (”b.venuzzm) = Hb.venw;(m) + DAY [[Ve" |22 0

2 2 112 2
A1l e+ D8 (V" 20y = 1V (1210 ) < CAIT 2y 417)
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Podemos agora provar a seguinte proposi¢ao que nos vai permitir concluir um majorante para o
erro associado a aproximacdo numérica.

Proposicio 19 Sejam u,u’ € C([0,T); H**1(Q)), Myu, I’ € C([0,T); L*(Q)), u” € L2(0,T;L*(Q))
ee" el e T" como definidas anteriormente. Admitindo que § satisfaz (4.10), entdo existe C > 0 tal

que

e+ D8 V¢ 2 +Ar2 (/Mg + P12y ) < € (124" + %)

onde k é o grau total dos polinomios de X,f .

Demonstragdo
Partindo de (4.17), somando para j = 1,...,n conclui-se que
eI + Z 81 (D[ 9€/ |20 + [/l muren) + D3 1V 20y < € Z ATy (18)

Para concluir a demonstragdo, basta estimar a dltimo termo do membro direito de (4.18). Facil
estabelecer que

Hhu(tj) — Hhu(l‘jfl) 2
At

u' (1) — Tt () + Tl (1) —

n 1 n
ZAtHTJHLZ(Q) =Nt .
j=1 j=1 L2(Q)

Hhu(tj) — Hhu(l‘jfl) 2

At

n
<& ¥ o)~ Tl 1) o —i—HHhu’(tj)—
=1

2@

Sabemos a partir de (4.6) que

(Ju(t) = au(0)]] 2 (g < [ult) = Tau(t)]|sypg < CH? (@) || e @) -

Por outro lado, usando a representagcdo
‘tj
Hhu(tj_l) = Hhu(tj) — Hhu’(tj)At + (l — tj_l)Hhu”(t) dt

ti—1

segue-se que

n . n
;Awwmmnsmz;§Wwaﬁnmﬂ a6 eoma a
J= J=

2
L2(9)>

(4.19)

logo

+CA |7,

Hc([o,r];hrk+l (Q))

n 2 2
¥ a7 gy < € wr@)

Finalmente, usando (4.19) em (4.18) conclui-se a demonstrag@o.
n
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Entdo podemos demonstrar o seguinte teorema

Teorema 6 Sejam u,u’ € C([0,T]; H**1(Q)), ju, I’ € C([0,T]; L*(Q)) e T € L*(0,T;L*(Q)).
Admitindo que 0 satisfaz (4.10) entdo existe C > 0 tal que a seguinte estimativa é vdlida

2 2
" = Uil + 8D IV (" = Ui 12

n .
+arY <‘Hu/—U,{
=1

2

mat,eul

. . 112
ol -wl, ) <cs).

Demonstracdo
Seja
Aw =l ~ U1+ 8D |Vt~ Uiy + & Y. ([Jw 0] ]|ovw —u)
" ko h 1L (Q) =1 h mat,eul h 12(Q) .

Somando e subtraindo IT,u em cada uma das normas obtém-se

2 2 2 2
An < " =y + 8DV (" =T [ 12y + ll€” Il + DS [[Ve" |2

n . L2 : 12 - P2 P12
+ At Ztl (H‘”J _Hhu]mmat,eul +D H(VM] o Hhu])HH(Q)) +Ar Zl (me]mmat,eul +D Hve]HLZ(Q)> :
J= J=

A segunda parte € estimada usando a Proposi¢do 19. J4 a primeira parte, usando a Proposi¢do 17
e a estimativa (4.6) conclui-se

A, <C (th“ + At2>

Esta estimativa foi obtida para a norma |[|-[|| ;..o © d€ seguida vamos estimar o erro relativamente

anorma ||-||gypg- Para isso recorreremos a equagéo (4.8), fazemos v, = €” e obtemos
(er,e")+a(e",e")=(T",e")+ 0 (T",b-Ve")—d(er,b-Ve").

Usando a coercividade da forma bilinear a(-,-), procedendo de modo andlogo a demonstragido
anterior, € possivel estabelecer os seguintes majorantes

(17,¢") < CIT" 2y + 5 19 ey
(1", b-Ve') < C5 | T" ) + 5 [0 Ve g
~5(63,b- V") < C8 k) + 5 Ve
Assim, atendendo a definicdo da norma SUPG, obtemos

2 —112 2 2 2
le" Iz — || ¢ 1HL2(Q) + At [|e"|supg < CAt (HT"||L2(Q) +6 ||6"$HL2(Q)) :
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Somando para j=1,...,n

er

i ; n . 2
1+ B e < €8 Y (7 8 el ) @20
j=

J=

Para concluir a estimativa para o erro associado a norma SUPG, falta ainda majorar cada termo

el ‘@) Para isso, vamos denotar 7 = (T" — T"~!) /At e estabelecer alguns resultados auxiliares.
L

Proposicio 20 Sejam u,u’,u" € C([0,T];H**1(Q)), «" € L*(0,T; H**(Q)), Myu, I, Tu" €
C([0,T;L*(Q)), " € L*(0,T;1*(Q)) e T", T" como definidos anteriormente. Entdo existe
C > 0 tal que

n .2
SAt T! < C(h*H1 1 A%,
j_; || oy SCHTT A

Demonstragdo
Ora, pela defini¢do de T,j temos

" — Tn_1 . I/t/(ln) — u’(tn_l) . tht(l‘n) — 2Hh1/t(tn_1) +Hhu(ln_2)
At At Ar?

_ (”W—“UO _u”(m) + (0 (1) = Tyt (1))

Al
I, u(t,) — 211,u(t,— +llut_
(Hh N(tn) h (’l) h (tnz 1) h (n 2))

T =

* O primeiro termo pode ser majorado, usando o Teorema 4 ponto 3, obtendo

u'(ty) —u (ty—1)

2
u” (t,) — Ar ‘ <CAt H”H/Hiz(zn,l,ln;Lz(Q)) '

* O segundo termo u”(t,) — [T,u" (¢,) é facilmente majorando usando (4.6)

Huu(tn) - Hh’/l”(tn) HLz(Q) < Cth/Z H”H(tﬂ) HHHl(Q) ’

* Finalmente, para o terceiro termo

I,u” (t)dt

-t (t —1,)?
+ / (t=1)° I, (¢)dt
th—2 2

o (t—1,)?
Hth(ln) — 2Hhu(tn_1) +Hhu(tn_2) = AtZHhu”(tn) — / 7( 2n>
th-1

n—
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e assim
' I (1) — Mpu(ty,) — 2 ,u(ty—1) + u(t,—2) 2
A2 o)
_ ' Aitz < /:1 O_znl)znhum(f)dt— /, ”’2' (f—zanHhu,,,(t) dt) ;(Q)

1 n 4 In=t 4 " 2
<A ([1 (t —1,)*dt + (t—1t,) dr> || TTu (I)HLZ(O,T;LZ(Q))

In—2
< CAt HHhM”/(f)d’HiZ(o,T;LZ(Q)) ‘

Logo, usando estas trés estimativas obtemos o resultado pretendido.
|

Proposicio 21 Sejam e" e € como anteriormente. Admitindo que § satisfaz (4.10) entdo existe
C > 0 tal que

AL e 12 ) < COPH 4+ Ar%).

Demonstragdo

Se a (4.8) fizermos n = 1 e v, = el entdo
8[et 12y = 8 [~ale! eb) + (T, ek +8b-Vel) — 8(el,b- Vel)] .
Vamos majorar cada termo do membro direito.
» Tendo em atengdo a que & < //(8Cy ||b||..) vamos majorar o primeiro termo do lado direito
—a(e',er) <D HV"I HLz(Q) HveerLz(g) + Hb Ve! HLz(Q) HeerLZ(Q)
+5||-DAe' +b-Ve! HLz(g) [b-Ve' HLz(Q)

D? 2 2 2 2
=C <hz Ve 2@+ llez iz + 10 Ve'll 2o + llezl 20y
S|bll..
2= ([IDae! 20y + B Ve 20 He‘ICHLZ(Q)>
D2 ) ) 2 D? 2 2
<O (22 19e i+ ekl + -9l [y + 2 19! oy + - e g

D2 ) 2 2
< (229 - [ )

_|_

* O segundo termo € andlogo a (4.12) obtendo
11 1 112 12
(' el 8b-9el) < C (T 1+ et 2)-
* Para o terceiro termo serdo usadas as Proposi¢des 1 e 4 seguindo-se

—5(eb,b-Vel) < C|let g -
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Assim, usando estas trés estimativas e absorvendo os termos correspondentes, obtemos

2 2 D? 2 2
ety < € (I ey + o 19€ i + 7! )
e portanto, usando o facto de D < 8 < h/(8Cy ||b||.,) e a norma ||-||gpg ficamos com

2 2 oD 2 2
Atd HeH‘LZ(Q) < CAr <6 |7t HLZ(Q) +52D [Ve! HLZ(Q) +8|[b-Ve! HL2(9)>

2 2
<C (At5 HTl HLZ(Q) +Ar Hel HSUPG)

e agora sO nos resta majorar At Hel HSUPG.

* Em (4.8) fazemos n=1e v, = e!. Assim
(el,e')+a(e' ') = (T",e' +8b-Ve') —5(el,b-Ve')
i le' 2 + % e ||eupg < (T, €' +8b-Ve') — Ast(el,b-Vel)
usando novamente estimativas feitas anteriormente, utilizando a Proposicdo 1 e a Desigualdade
de Young
e i+ 5 e Tor < CIT a5 1€y + o gy - 92 -

Finalmente, usando a Proposicdo 4 e (4.10)

1 2 1 2 2 1 2
ez + 5 e llsurs < CIT 2@+ 5 e 2
concluimos
At
5 e

2 2
Hisupe < CATIT" 120

e usando uma estimativa andloga a (4.19),
2
A (|7 [72 ) < € (W4 +242)
Assim, chegamos a que

a8 et < e ([leflspa +8 T2y )
=< CAZHTIHU(Q)
<cC (h2k+1 —|—At2)

Podemos agora encontrar uma estimativa para (4.20).
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Proposicio 22 Sejam u,u’,u" € C([0,T];H*"'(Q)), «" € L*(0,T; H**'(Q)), Myu, I, Iu" €
C([0,T);L*(Q)), u™ € L*(0,T;L*(Q)) e e" como definido. Admitindo que § satisfaz (4.10) entdo
existe C > 0 tal que

n
He”||i2(g) +ArY Hej}ﬁupc <C (thH +At2> .
=1

Demonstragdo
Partindo da equagéo (4.20) basta majorar o dltimo termo do lado direito.

Para simplificar a escrita, denotemos por " = e e 7% = (el — €27 1) /At .

* Vamos comecar por subtrair em (4.8), termo a termo, a mesma equagdo mas particularizando
para n — 1. Assim, obtemos

el — 1 Ae" — Ae" ! Ve —Ve! Ve —Ve1
(ﬁrAtT,Vh) +6 <_DA[ +b . T7b . VVh> "‘D (At7VVh>

Vet —V n—1 Tn—Tn71 n__ n—l1
(oY) = (b ) <6 (b ),

e, usando as notagdes iniciais, obtemos

(Z,vn)+a(",vp) = (TF vy +b-Vvy) — 8 (24, b- V).

A semelhanga do que foi feito em demonstragdes anteriores, vamos substituir v;, por 7" e por
07z} e somar. Assim obtemos

(28,2) 487 (b- V24, b- V') +D V2|2 0 + 12" [l e + D8 (V2", V25) = (T, 2"+ 5b- V")
+8(T!, 22+ 8b- V%) + DS (A", b- V") + D&% (A", b - V%) — 8% (2, b- VL),

Podem ser usadas as estimativas (4.11)-(4.15), devidamente adaptadas para este contexto,
chegando a

1220 = 12" 2y 82 (Ib- V2" 2y = b+ V2"~ [y ) + AP 12" e
A1 e +-08 (V2 ) = [V 21 ) < OO T 2
Somando para j =2,...,n e temos
|y|znu|2+mf(D||vZfH2 (1 et ) + DS NV 12y < [l + D8 [[V21;
b ~ 12(Q) mat,eul L2(Q) = b 12(Q)
=
n
+ArY
j=2

ilI?
T,2

2(Q)

Pela definigdo de |||, obtemos
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I/ 2y < 17115+ 20 Y5 (P19 72 )+ 1 gar) + 28 192 2

i=2
<l 0 +AIZHT1HL2

Logo, somando para j = 2,...,n e multiplicando por dAt é possivel estabelecer que

00§ 19y < €80 = )8
)y

@
Portanto, pela defini¢do de z/ = e{, chegamos a estimativa

2
el @ <CT5H4HL2 +C5AtZHT”HLz

n
OAt
j=1

Usando as Proposi¢des 20 e 21 conclui-se que

SAt c (h2k+1 +Az2) . 4.21)
=1

Combinando (4.19) e (4.21) em (4.20) resulta a estimativa pretendida.
|

Teorema 7 Sejam u,u’,u” € C([0,T];H*1(Q)), u" € L*>(0,T; H*1(Q)), Tju, ' , T,u" €
C([0,T];L*(Q)) e yu" € L2(0,T;L*(Q)). Entdo a seguinte estimativa é vdlida

|u" — Uy ”L2 "‘At

w— UJH <c(h2’<+1+m2)

= SUPG

em que C depende das normas de u e I1,u, nos respectivos espacos, dos dados do problema e Cy e
com 8 a satisfazer (4.10).

Demonstragdo
De modo semelhante ao Teorema 6, vamos somar e subtrair IT,u obtendo

n

|u" — Uy ||L2 +ArY
j=1

‘uj UJHSUPG_HM —Iu n||L2 "‘AIZH”H I/ HSUPG

+ He”HLz +AIZ e’ HSUPG
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Pelas Proposigdes 17 e 22 e por (4.6) conclui-se que

n

|u" — Uy ||L2 +ArY
j=1

‘u] UJH <h2k+1 +At2>.

SUPG

Como vimos, tanto na norma ||-||gypg como em |||-|| , chegamos a estimativas da mesma

mat,eu
ordem de convergéncia.

4.2.2 Método Crank-Nicolson: 6 = 1/2

Nesta sec¢do vamos estudar a convergéncia do método Crank-Nicolson e chegar a estimativas
semelhantes & do método de Euler Implicito. Assim sendo, comecgaremos por definir o método da
seguinte forma.

Para cadan=1,...,M queremos encontrar U;’ € V}f‘ tal que

Uy —Uy! Ui+t et
( Ar v | +a > Vi > Vi

_ —1
+6<f"+f" LUy

k
> A ,b-Vvh) ,YvpeVy (4.22)
com U, ,(Z) = I,’l‘uo. Da mesma forma, para que as regularidades exigidas na prova da convergéncia deste
método estejam garantidas, no Teorema 5 é preciso que m > max{(k+5)/2; 5}.
Nesta seccdo, o procedimento para derivar a estimativa de erro serd semelhante ao que j foi feito
na seccio anterior. Primeiramente definamos e"* = (" +¢"~!) /2, o erro de truncatura

T (u’(tn) — Hhu’(tn)) + (u’(tn_l) — Hhu’(tn_l)) i Hhu’(tn) —i—Hhu/(l‘n_l) B IT,u" — Hhun_l
N 2 2 At

e ainda
2 2
lle™ [ macen = 6 ll€z +b- Ve[| 72(q)

De forma andloga a sec¢do anterior, é possivel chegar a seguinte equacao.
(e, v) +a(e™ ,v) = (T8, v+ 8b-Vv,) — (e, b-Vvy,), Vv, € VL. (4.23)
Substituindo vy, por ¢"* e de seguida por ¢ e somando, chegamos a

(¢4,€"™) + D || Ve |72+ DE(Ve™, Vey) + 8 (b-Ve™ b-Veh) + [l |7 .on = —67(¢F, b- Ver)
—I—(TCN,e”*—|—5b-Ve”*)—|—5(TCN,eT+6b-Ve’;)+52(DAen*,b-VeT)+5(DAe"*,b-Ve"*).

Esta igualdade € semelhante a (4.9) com diferenca que, em vez de estar " tem e**. Assim,
podemos fazer estimativas semelhantes as da Proposi¢do 18.
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Proposicao 23 Sejam €", e, €" e T}, como definidos. Se 0 satisfaz (4.10) entdo vale

D
n * * 2 %112
(Tey, €™ +8b-Ve" )§C||T51N||L2(Q)+§||V€" 1220

D 1
2 2
6(Iey, €z +6b-Ver) < CHTCnNHLZ(Q)+§ Hven*HLz(Q)+§|Hen*mmat,CN

D
8(DAC™,b-Ve™) < ||V " |20
nx D nx* 1 1
§%(DAe™,b-Vey) < ||Ve 1720 +gllle e
1

5 (e‘L'?bve ) |”en*‘”mat CN*

Portanto, usando a Proposi¢do 23 na igualdade anterior obtém-se

D 1
(€7,€"™) + *IIW"*HLz ) +Do(Ve "*,Ve¥)+52(b‘V€”*ab‘W'$)+§|H€"*|HmatCN < ClITevl7z 0
(4.24)

Vejamos a seguinte proposicao

Proposicao 24 Sejam e", €} e €', entdo as seguintes igualdades valem

1
) (1" = Nl )
(v, 9¢) = 5 (IVe B~ [V [

Aplicando a Proposi¢do 24 a (4.24) conclui-se que

* 1112
1" 3200y = 1" 72y + DALV [y + 82 (Il Ve [y = B Ve[ )
_ * 2
+D8 (Hw"um) [V gy ) + Al Rron < OO [T gy (425)

2
A seguinte proposicao permite majorar H TCJN

12(Q)

Proposicdo 25 Sejam u,u’ € C([0,T); H*1(Q)), Tu, I/, " € C([0,T]; L*(Q)), T €
L*(0,T;L*(Q)) e Ty como definido anteriormente. Entdo existe C > 0 tal que

C(h2k+] +At3)

J
HTCN Q)

Agora podemos obter a seguinte estimativa.

Proposi¢ao 26 Sejam u,u’ € C([0,T); H*1(Q)), Tju, I, " € C([0,T]; L*(Q)), ' €

L*(0,T;L*(Q)) e ", €™ como definidos anteriormente. Entdo a seguinte estimativa vale

113+ D8 Ve ) +80 Y. (DIVe” [+l 2y) < € (5 + a14)
j=1
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Demonstragdo

Partindo da inequacédo (4.25) vamos somar para j = 1,...,n, obtendo

n . . n -2
"1 +D3 19" 20y + 8¢ Y. (D€ 20y + " rusen) < €80 X [T
j=1 j=1

Usando a Proposicdo 25 conclui-se que
n .
lle"I3 + D3 1Ve" [+ Ar Y. (D]IVer |1 g + e [en ) <€ (B +a¢)
j=1

Estamos em condicdes de provar o seguinte teorema.
Teorema 8 Sejam u,u’ € C([0,T]; H*1(Q)), Tj,u, T, I,u" € C([0,T];L*(Q)) e u" €

L*(0,T;1*(Q)). Entdo é vdlida a seguinte estimativa

. . ; i 2
Vi +ui=Y) VU + Ul
2 2

W+ Ui+ Ul

D
2 2 +

mat,CN

+ 8D V(" — U ) < € (W + )

n

2
e = UR I, +ar Y,
j=1

L(Q)

em que C depende da norma das fungdes nos espacos indicados, dos dados do problema e Cy e com 0
a satisfazer (4.10).

De modo andlogo ao exposto na seccdo anterior, podemos estabelecer uma estimativa para a
norma SUPG. Fazendo v;, = ¢"* na equacéo (4.23), vem

(€, ™) +a(e™,e"™) = (T, ™ + b - Ve™) — §(e" b - V™). (4.26)

E agora possivel, com a representacio anterior, € usando técnicas andlogas a Proposi¢do 23, a
seguinte proposicao.

Proposicio 27 Sejam e", e, e"* e Ty Entdo sdo vdlidas

n nx n 2 D nx (|2

(Ten, ™) = CllTenllzzg) + 5 Ve i)

é
* 2 *(12
6(Ten:b-Ve™) < C||Tc"lN||L2(Q) + g [b-Ve" ”LZ(Q)

o(el,b-Ve™) <C5||e”||2 éHb-Ve”*H2

T = TllL2(Q) 8 L2(Q) -

Assim, usando as Proposicoes 13, 23 e 27 na equacio (4.26), obtendo

||en”L2(Q) - ”en IHLZ(Q) + At [le" [[gypg < CAt (HTCr‘lNHLZ(Q) +6 ”e’;HLZ(Q)> :
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, Q)) . (4.27)

O primeiro termo pode ser majorado pela Proposi¢do 25. Para majoracdo do segundo termo é

Somando para j=1,...,n

n ) n 212
a8 e <€ (B 74
J= /=1

preciso provar primeiro uma estimativa intermédia.

Proposicdo 28 Sejam u,u’,u" € C([0,T]; H**'(Q)), " € L*(0,T;L*(Q)), Tj,u, T, T’ Tu™ €
C([0,T1LA(Q)), u"” ™ € L*(0,T;L(Q)) e Tfy . = (Téy — T4y ')/ At. Entéio vale

<cC (h2k+1 +At4) _

CN7:

Podemos agora majorar o dltimo termo de (4.27).

Proposi¢ao 29 Sejam u,u’,u" € C([0,T]; H**1(Q)), u” € L*(0,T;L*(Q)), Mpu, My, T’ Tu €
C([0,T);L2(Q)), ", Tu™ € L*(0,T;L*(Q)) e " como definido anteriormente. Entdo

S C <h2k+l +At4>

(Q)
Assim, podemos provar a seguinte proposi¢ao

Proposicio 30 Sejam u,u’,u" € C([0,T); H**1(Q)), u" € L*(0,T;L*(Q)), Myu, I, T T’ €
C([0,T;L*(Q)), u"" " € L*(0,T;L*(Q)) €" e ™. Entdo vale

||e””LZ + At Z He]*HSUPG =C <h2k+1 +At4> (4.28)

Portanto, podemos demonstrar o seguinte resultado de convergéncia.

Teorema 9 Sejam u,u’,u" € C([0,T];H**1(Q)), u" € L*(0,T;L*(Q)), Wy, !, T T €
C([0,T);L2(Q)) e " T € L*(0,T;L*(Q)). Assim, é vdlida a seguinte estimativa

n

- 2
uf—l—uf 1 U]—i—UJ !
" —UhHLZ "‘AIZ bk

2

<C <h2k+1 —|—At4>

SUPG

em que C depende da norma das fungcdes nos respectivos espagos, dos dados do problema e de Cy e
com 8 a satisfazer (4.10).
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Demonstragdo
Vamos utilizar a mesma estratégia de somar e subtrair I1,u, adaptado em cada norma

w +u~! U}{—i-U}{f1
2

2
" = Upll72(0) + 41 Y,

n
j=1

n .
< HEHHiZ(Q) +ArY, He]*Héupc
SUPG J=1
n

+ " = T2 ) + At Y.
=

W= Tl + T~
2 2

SUPG
Pelas Proposi¢des 17 e 30 e por (4.6), obtemos o resultado

n

" = Upl[Z2(0) + A Y

Jj=1

Wrw Ul rU
2

<cC (h”‘*‘ 4 At4> .
SUPG

4.3 Resultados numéricos

Nesta seccao vamos ilustrar os resultados de convergéncia provados neste capitulo, com recurso a
alguns exemplos numéricos. O exemplo serd semelhante, tanto para o caso de Euler Implicito como
para o Crank-Nicolson e é o mesmo exemplo presente no artigo [20].

Exemplo 5

Vamos assim considerar o problema definido por @ = (0,1)2, T=1,D=10"% b= (1,-1)e f
de tal forma a que a solucdo do problema seja

u(x,y,t) = "™ sin(27x) sin(27y), (x,y,1) € Q x [0,T].

Vamos fazer os estudos com trés valores para o grau total dos polinémios k com k = 1,2,3.
Quando inicidmos o estudo das estimativas supusemos que & teria que satisfazer (4.10), e portanto,
uma questdo natural numa simulagdo numérica deste tipo é: qual valor de o escolher? Infelizmente, de
acordo com (4.10), e ndo conhecendo Cy, apenas sabemos que 0 terd de ser suficientemente pequeno.
Nesse sentido, vamos tomar 6 = O(h), para ambos os casos. Observemos que 0 também poderia
depender de Ar. Nos exemplos que vamos analisar, teremos de considerar um valor para cada caso.
Assim, no caso do Euler Implicito, como as estimativas dos Teoremas 6 e 7 aparece At>, vamos
considerar Ar = O(h*+1/2) para que a estimativa final seja O(h***!) . Podemos ver na Figura 4.1 o
caso do Euler Implicito.

Para o caso do Crank-Nicolson vamos considerar, de forma anéloga, At = O(hk/ 2+1/ 4) para que
as estimativas finais dos Teoremas 8 e 9 sejam O(h**!). Podemos observar os resultados na Figura
4.2 para este caso.

Observamos que em ambos os testes, tanto para o método de Euler Implicito (4.7) como o
método Cranck-Nicolson (4.22), os resultados numéricos corroboram com as ordens de convergéncia
estabelecidas nos Teoremas 6, 7, 8 € 9 em funcido de k = 1,2, 3.
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Equagao de convecgdo-difusdo evolutiva

—=— P

7,,13/2,,, h5/2, - ,h7/2

P,

—a—P3

—— P

7}13/2,,, hS/Z, - ,h7/2

P,

—o—P3

100 g 0 10° 8 <
10*1{ é 10*12 %
103 1073}
104 o ] 1074 oo ]
105 L— ‘ _— 1075 L—— ‘ —

1014 1012 107! 10°4 10712 107!
(a) Norma ||-||upg- (b) Norma [ || ya¢ eut-

Fig. 4.1 Ordens de convergéncia das normas ||||sypg € |||l nateur dependendo da ordem total dos

polinémios para o Euler Implicito.

—= P P, —&=—P;
—— 32— pS2 -T2

102

\\

103

10~

107 -
1072 10713

(a) Norma ||- “SUPG'

Fig. 4.2 Ordens de convergéncia das normas
polinémios para o Crank-Nicolson.

—— P P, ——Ps
R Ayl R T -

102

X

1073

107

1077 &
1072 10712

(b) Norma |||'|Hmat,CN'

I-llsupg € lll-llma.cn dependendo da ordem total dos



Capitulo 5

Simulacao numérica do derrame do
Prestige

O petrdleo € uma mistura de vérios hidrocarbonetos que sao inflamaveis, toxicos e que, na maioria
das vezes, apresenta uma densidade menor que a da dgua. Os derivados do petréleo sdo muito
usados no dia a dia, por exemplo como combustivel para automoveis e avides (gasolina, GPL e
querosene), asfalto para a construcio das estradas, parafina para o desenvolvimento de cosméticos e
velas. O petréleo € extraido do subsolo através de uma perfuragdo num pogo de petréleo, previamente
localizado.

Quando o petréleo € extraido no mar, ele precisa de ser transportado para as refinarias, através
de navios petroleiros. Por vezes ocorrem acidentes e naufridgios desses navios causando assim um
derrame de petréleo no mar. Alguns exemplos deste tipo de catéstrofes sdo: (a) Alasca [29] - 1989, a
colisdao do navio Exxon Valdez com rochas causou um derrame de cerca 40 milhoes de litros do mar,
causando a morte de cem mil aves, salmdes e baleias; (b) Golfo da Pérsia [2] - 1991, Saddam Hussein
ordenou a destrui¢do de centenas de pogos de petréleo no Kuwait e acabaram por ser derramados mais
de 11 milhdes de barris de 6leo no Golfo da Pérsia; (c) Galiza [16] - 2002, o navio Prestige afundou
na costa galega, causando um derrame com mais de 64 mil toneladas de petréleo, cerca de 25000 aves
foram encontradas mortas ou com danos graves, e (d) Brasil [10] - 2019, o derrame contaminou 132
praias de 61 municipios de nove estados da regio.

As consequéncias de um derrame de petrdleo sdo muito nefastas para o meio ambiente, indo
desde a diminuicdo da fotossintese na 4gua, intoxicagdo a fauna marinha, asfixiamento, desequilibrio
térmico nas aves, até ao impacto negativo do turismo local e atividade pesqueira, assim como em
investimentos para a limpeza das praias e d4guas contaminadas [25]. Deste modo, a modelagdo deste
tipo de desastres é de extrema importancia e necessidade. Atualmente, existem duas formas mais

usadas para modelar derrames de petréleo:

1. Particle Tracking - esta abordagem considera a mancha de petréleo como um aglomerado de
particulas, cujo comportamento evolui de acordo com um sistema de equagdes diferenciais

ordindria do tipo
X

W(xo,t) =b(x(x0,1),1),

onde x é posicdo Lagrangeana da particula x, € b € a velocidade Euleriana [11, 27].
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2. Equagdo com Derivadas Parciais - este método modela a mancha de petréleo através de uma
func¢do densidade e estabelece uma equacao de convecgdo-difusdo (e potencialmente reagdo)
para esta func¢do densidade.

Em ambos os métodos, particle tracking ou usando uma equacio de conveccao-difusdo, o campo
de velocidades b, deve ser conhecido a priori. Tal campo pode ser reconstruido com base em leituras
[11] ou entdo, em certos cendrios, pode ser modelado através de sistemas de EDPs [8].

Para modelar um derrame usando EDP, vamos considerar a seguinte equacao de convec¢do-difusao

du

E(x,t) — V- (D(x)Vu(x,t) —b(x,t)Vu(x,t)) = f(x,1),

onde D é a matriz dos coeficientes de difusdo, b é o vetor da velocidade das correntes e f € o
termo fonte. Segundo [17], vamos tomar D = Dg;; com D =3.2x 1078 (141.5/p-131.5 )0'67Tg'6261/2
m?h~! onde T¢ € a temperatura, p densidade do 6leo, p < 1, e [ a forca idnica, ou seja, se ndo
houver alteracdes fisicas e quimicas na 4gua em que o 6leo foi derramado, b esta relacionado com
a velocidade do vento e das correntes maritimas, e estd na grandeza de 10! quilémetros por hora.
Quando aplicamos o método de Galerkin com elementos finitos neste tipo de equacdes, o niimero de
Peclet serd constante em todo o dominio e aproximadamente igual a & x 10%, pelo que precisarfamos
de refinar a malha até 2 < 10~° para que Pej, k < 1, pelo que ndo € vidvel. Deste modo, o método
SUPG estudado no capitulo anterior, torna-se uma mais valia a simulacdo deste tipo de fenémenos,
filtrando as oscilagdes que poluiriam a solu¢do numérica, caso apenas se aplicasse o método de
Galerkin com elementos finitos segmentados polinomiais.

Neste capitulo serd apresentado o caso particular do derrame do Prestige e o seu principal objetivo
¢ aplicar os métodos introduzidos no Capitulo 4 para proceder a simulag@o do referido derrame. Serd
usado o software FREEFEM e um c6digo escrito pelo mestrando (Anexo A). Assim este capitulo estd
dividido em duas partes, sendo a primeira a apresentacido do problema, modelacdo para as diretrizes
estabelecidas nos outros capitulos e o calculo da solucdo aproximada pelos dois métodos numéricos
estudados no Capitulo 4 e a segunda parte serd a comparagdo entre os resultados obtidos e outras
propostas de modelacao.

5.1 Prestige

A 13 de novembro de 2002, no norte da costa galega (Espanha), o navio Prestige enfrentaria uma
tempestade que resultou na explosao de um tanque, comecando assim o derrame de um combustivel
pesado. A partir do dia 15, o navio mudou o rumo para sudoeste, acabando por afundar a 19 de
novembro de 2002, derramando um total de 64 mil litros de petréleo [1].

Neste contexto, seja Q = (0,300) x (0,250), vamos considerar a temperatura 7c = 11°C, I = 0.35
e p =0.97, para um crude genérico n° 6 [17, 23]. Como mencionado anteriormente, o pardmetro D é
igual a 1.1 x 10~ ""km*h~!. Vamos considerar a evolucio do petréleo a partir do momento em que o
barco foi obrigado a mudar o rumo, 15 de novembro, até que este afunda. Assim, o intervalo temporal
€ de 120 horas e o termo fonte serd f(x,y,1) = 533.3 X I(_ 1784 148¢/120)2+ (y—191+161¢/120)2<2) (X; ;)
com (x,y,t) € Q x (0,120], onde I € a fun¢do indicatriz. Para o Euler Implicito foram considerados
h=2.603,At=1e 6 =0.1x he para o Crank-Nicolson 7 = 1.953, At =0.5e¢ 6 = 0.3 x h.
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Vale salientar que o transporte to 6leo pode ser causado por trés fatores: correntes maritimas,
movimento induzido pelo vento e o movimento induzido pelas ondas [31]. Neste caso vamos
apenas considerar o movimento induzido pelo vento, e na literatura é referido que este movimento é
parametrizado cerca de 3% da velocidade do vento [31]. Embora os resultados do Capitulo 4 tenham
sido obtidos com campo de velocidades constante no tempo, nas simulagdes que se seguem vamos
considerar que a velocidade € seccionalmente constante e ilustrar a robustez da metodologia. A
velocidade e dire¢do do vento pode ser visto na Tabela 5.1 [23].

Tempo (horas) | 10,23] 123,49] 149,711 171,731 173,87] 187,95] 195,971 197,120]
Direcdo (°) -45 45 45 -21 -45 -20 -45 -45
Velocidade (Km/h) 31.5 55.56 46.3 37.04 24.1 37.04 42.6 31.5

Tabela 5.1 Velocidade e dire¢do do vento de 15 a 19 de novembro de 2002.

Aplicando as metodologias numéricas cujo suporte foi desenvolvido no capitulo anterior, vamos
obter solucdes numéricas para este problema, tanto com o método de Euler Implicito, como com

método de Crank-Nicolson, ambos com estabilizacdo por método SUPG e para diferentes ordens
polinomiais, k = 1,2, 3.

(a) Simulag@o numérica obtida com o (b) Simulacdo numérica obtida com o
método Euler Implicito e SUPG; método Crank-Nicolson e SUPG;

Fig. 5.1 Solucdes numéricas obtidas na modelacdo do derrame do navio Prestige com k = 1.

Os resultados numéricos, para ¢ = 120, usando os métodos de Euler Implicito e Crank-Nicolson,
podem ser vistos na Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 usando espacos diferentes de aproximagdo no espago
(k=1,2,3, respectivamente).

Uma rédpida andlise aos gréficos apresentados aparenta mostrar que a solucdo calculada pelo
método Euler Implicito parece ser mais difusiva que a calculada pelo método Crank-Nicolson.

5.2 Outras simulacoes e comparacoes

Agora vamos obter uma simulacdo com um método de particle tracking usando o open source
WebGNOME [22] desenvolvido pela Administragdo Nacional Oceénica e Atmosférica (em inglés
National Oceanic and Atmospheric Administration - NOAA). Com os mesmos dados na seccdo
anterior obtemos o resultado que pode ser visto na Figura 5.4a.
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200

— 0.0e+00

(a) Simulagdo numérica obtida com o (b) Simulacao numérica obtida com o
método Euler Implicito SUPG; método Crank-Nicolson e SUPG;

Fig. 5.2 Solu¢des numéricas obtidas na modelacio do derrame do navio Prestige com k = 2.
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(a) Simulagdo numérica obtida com o (b) Simula¢ao numérica obtida com o
método Euler Implicito e SUPG; método Crank-Nicolson e SUPG;

Fig. 5.3 Solu¢des numéricas obtidas na modelacdo do derrame do navio Prestige com k = 3.

Santi
‘.‘ de Compos!

(a) Simulagdo do derrame do navio Prestige (b) Sobreposicdo das solu¢des do Euler
obtida com particle tracking. Implicito com k = 1 e particle tracking.

Fig. 5.4 Solucao obtida pelo método particle tracking e comparacao com o modelo de EDPs.

Podemos observar na Figura 5.4b que neste tipo de simulacdo, a mudancga da trajetoria nao € tdo
nitida, mas ambos os métodos permitem obter solu¢des que estdo em conformidade.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho comegdmos por apresentar uma equacdo de conveccao-difusdo estaciondria, cuja
solucdo cldssica requer certas restri¢cdes de regularidade aos coeficientes. No entanto, transformando a
formulacgdo do problema para um contexto diferente, conseguimos definir a formulacio variacional e
encontrar condicdes suficientes, no contexto da formulacdo fraca, para os coeficientes da equagdo, de
modo a que consigamos garantir a existéncia e unicidade de solucio fraca, exigindo condi¢des menos
restritivas que a solucdo cldssica. Avangamos para a discretizagdo dos espagos e definimos assim
o método de Galerkin com elementos finitos seccionalmente polinomiais, para calcular a solucéo
aproximada.

De modo a motivar a necessidade de métodos de estabilizacdo, introduzimos um exemplo onde
a solucdo aproximada, obtida pelo método anterior, apresenta oscilagdes, uma limitagdo numérica,
quando o comportamento convectivo € o dominante na equacdo. Vimos, muito brevemente que,
uma alternativa em resposta destas oscilagdes € refinar a malha. No entanto, pode ndo ser exequivel
em certas circunstincias, pelo que € preciso elaborar outro tipo de ferramenta, que nos levou a
introduzir métodos de estabilizacdo, nomeadamente, o0 método SUPG. Introduzimos assim a defini¢do
de métodos SUPG e estudamos a sua estabilidade e uma estimativa para o erro cometido relativo a
uma norma adequada.

De seguida apresentdmos uma equacao de convecgao-difusdo ndo estaciondria e, a semelhanca
do que foi feito anteriormente, definimos a formulagdo fraca e o método SUPG para este tipo de
equacdo. A componente temporal da equacgdo, foi tratada pelo método-6. Os casos particulares de
0 estudados foram 6 = 1 e 6 = 1/2, que correspondem aos métodos clédssicos de Euler Implicito e
Crank-Nicolson, respetivamente. Para cada um destes métodos, foram estabelecidos dois resultados
de convergéncia, muito semelhantes entre eles, um para a norma ||-||gypg € outro para |- | ,,.;-

Com base no naufragio e derrame do navio petroleiro Prestige, modeldmos o problema de forma a
podermos calcular uma solucio aproximada usando os método numéricos estudados no Capitulo 4.
Com as vdrias solugdes obtidas, percebemos que o método Euler Implicito induz um efeito difusivo
maior que o método Crank-Nicolson. Por fim foi realizada uma comparacdo entre uma solugdo obtida
pelo mestrando e uma solucido do método particle tracking. A comparagdo foi feita por meio de uma
sobreposicao a escala das duas solucdes, 0 que permitiu observar que ambas sdo muito semelhantes
quanto a forma da solug¢do. No entanto, na solugdo obtidas pelo modelo de EDPs, as mudancas da

direcdo da componente b sdo mais nitidas.
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Vale salientar que nestas simulagdes foi apenas considerado o vento, o que pode levar a um
distanciamento com a mancha de petréleo real. Para nos aproximarmos da mancha real seria necessério
incorporar as correntes maritimas, as ondas, movimentos induzidos pelo vento pois todos estes afetam
a trajetdria a superficie do oceano.
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Anexo A
Codigo

load "Element_P3"

// Parameters
real tau;
real D =1.1e-11;

func real bl (real t){

real B1 = 31.5%cos(-pi/4)*(t<=23)+55.56*cos(pi/4)*(23<t && t<=49)+46.3*cos(pi/4)*(49<t &&
t<=71)+37.04*cos(113*pi/60)*(71<t && t<=73)+24.1*cos(-pi/4)*(73<t && t<=87)+37.04*cos(17*pi/9)
*(87<t && t<=95)+42.6*cos(-pi/4)*(95<t && t<=97)+31.5*cos(-pi/4)*(97<t);

return 0.03*B1;

func real b2 (real t){

real B2 = 31.5%sin(-pi/4)*(t<=23)+55.56*sin(pi/4)*(23<t && t<=49)+46.3*sin(pi/4)*(49<t &&
t<=71)+37.04*sin(113*pi/60)*(71<t && t<=73)+24.1*sin(-pi/4)*(73<t & & t<=87)+37.04*sin(17*pi/9)
*(87<t && t<=95)+42.6*sin(-pi/4)*(95<t && t<=97)+31.5*sin(-pi/4)*(97<t);

return 0.03*B2;

// Mesh
int m = 200; int L = 300; int LL=250;
mesh Th = square(m, m, [L*x, LL*y]);

/l Fespace
fespace Vh(Th, P1);
fespace Xh(Th, PO);
Vhu, v, 0ldU, f0,f1,B1,B2, F;
Xh hK = hTriangle;
tau = 0.5; //Delta t
real delta = 0.1*hK][].max;
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52 Cédigo

real theta=0.5;//0-EI;0.5-CN

// Function
func real f (real t){
return (533.3*%((x-178+t/120%148) 2+(y-191+t/120*%161)"2<2));

// Macro
macro Laplacian(u)(dxx(u)+dyy(u)) //
macro bgrad(u) (B1*dx(u) + B2*dy(u))//
macro gradgrad(u,v)(dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v))//
macro atilde(u,v) (delta*(-D*Laplacian(u) + bgrad(u))*bgrad(v)) //

varf a(u,v)
=int2d(Th)(u *v )
+int2d(Th)(tau*theta*D*gradgrad(u,v))
+ on(1, 2, 3, 4,u=0);

matrix Aspace = a(Vh, Vh);

varf aTime(u,v)
=int2d(Th)(tau*theta*(bgrad(u)*v + atilde(u,v)))
+int2d(Th)(delta*u*bgrad(v))
+ on(1, 2, 3, 4,u=0);

varf 1(unused,v)
= int2d(Th)(tau*(theta*f1 + (1-theta)*f0)*(v + delta*bgrad(v)))
+int2d(Th)(oldU *(v+delta*bgrad(v)))
-int2d(Th)(tau*(1 - theta)*( D*gradgrad(oldU,v) + bgrad(oldU)*v + atilde(oldU,v) ))
+on(l, 2, 3, 4,unused=0);

matrix A,Atime;
real T = 120;

int M = int(T/tau);
oldU = 1(0);

/Iplot(oldU, cmm="t="+0+", min="+o0ldU[].min+", max="+o0ldU[].max,fill=true, value=true);

for (int n = 1; n <= M; n++){
// Update
fO = f((n-1)*tan);
f1 = f((n)*tau);
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B1 = bl(n*tau);
B2 = b2(n*tau);

// Solve
Atime = aTime(Vh,Vh);
F[]=1(0,Vh);
A = Aspace + Atime;
set(A,solver=UMFPACK);
uf] = A™-1*F[;
oldU = u;

/fplot(u, cmm=" t="+n*tau+", min="+u[].min+", max="+u[].max,fill=true, value=true);
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