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Resumo

No ambito da satide, os centros de diagndstico médicos como centros de Ressonancia Magnética
(RM), Raio-X (RX), Tomografia Computadorizada (TAC), entre outros, sdo uma das componentes
criticas da gestao hospitalar. Esta dissertacdo incide na gestdo de um centro de ressonancia magnética
(RM), ao qual acorrem pacientes de trés tipos e competem pela utilizacdo da tnica maquina para o
efeito. Pacientes externos que agendam previamente o exame; pacientes internos que se encontram
no hospital e requisitam a realizagdo do exame de forma aleatdria; e pacientes emergentes que
surgem de forma inesperada, e devem ser atendidos o mais depressa possivel. Esta dissertacdo
assenta essencialmente em dois problemas. O primeiro consiste em definir estratégias que permitam
gerir o atendimento dos vdrios pacientes. O segundo consiste em encontrar a melhor forma de
calendarizar os pacientes externos para a realizacdo desse exame. Estes dois problemas estdo inter-
relacionados. A escolha de uma mapa didrio para o agendamento de pacientes externos, influéncia a
gestdo operacional do atendimento. Reciprocamente, a boa gestio operacional do atendimento poderd
permitir o agendamento didrio de mais pacientes externos.

Neste sentido é definida uma estratégia de atendimento 6tima, que constitui a base da experiéncia
computacional e permite realizar uma andlise comparativa por forma a encontrar a estratégia de
atendimento que resulta no maior lucro didrio, para o centro de diagndstico. Para o efeito foi
usado um modelo de Programacdo Dindmica a horizonte finito. Também serdo utilizadas outras
estratégias de atendimento como regras préticas a tempo real - regras de senso comum. No caso da
calendarizacio dos pacientes, ¢ definida uma estratégia que serve como termo de comparacdo com
as restantes. Também aqui € realizada uma experiéncia computacional que permite uma andlise em
termos lucrativos. Por dltimo € feita uma andlise comparativa do desempenho entre determinadas
estratégias de atendimento e formas de agendar os pacientes, com o intuito de encontrar a combinagao
das duas decisdes que permite maximizar o lucro didrio do centro de diagndstico.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Exposicao do problema

A medida que a inddstria da satide evolui, a competitividade nesta drea torna-se cada vez maior. Esta
competitividade traduz-se no interesse de gerir as unidades de saide de uma forma cada vez mais
eficiente e eficaz, num cendrio onde as expectativas dos utilizadores sdo cada vez maiores. No ambito
da satdde, os centros de diagndstico médicos como centros de Ressonancia Magnética (RM), Raio-X
(RX), Tomografia Computadorizada (TAC), entre outros, sdo uma das componentes criticas da gestao
hospitalar uma vez que, na maioria das vezes, estdo implicadas no atendimento dos pacientes. Esta
dissertacdo incide na gestdo de um centro de RM.

Um centro de ressondncia magnética funciona dentro do hospital apenas no periodo diurno, em
geral, 9h-17h. A este centro acorrem pacientes agendados e ndo agendados. Os pacientes agendados
sdo pacientes externos ao hospital (portanto, nao estdo internados ou em urgéncia). O seu exame no
centro foi agendado com dias, ou semanas, de antecedéncia. Os pacientes nao agendados podem
ser de dois tipos, internos ou emergentes. Ambos podem surgir no servico de forma imprevisivel, o
que os distingue € o fato de que os emergentes tém prioridade sobre todos os restantes. Os pacientes
internos surgem no servico sem qualquer agendamento e aguardam pela realizacdo do seu exame
sem beneficiar de prioridade. Para além disso, as carateristicas financeiras de cada tipo também
diferem entre si. O centro de diagndstico recebe uma taxa pelo atendimento de pacientes agendados,
ao contrdrio dos pacientes ndo agendados, e por este motivo, os primeiros sdo vistos como uma forma
adicional de obtencdo de receita.

Tendo em conta o elevado custo de um equipamento de RM, bem como todos os custos inerentes
a sua manutencdo, os gestores hospitalares sdo pressionados no sentido de maximizar a sua utilizacao,
tanto quanto possivel. Frequentemente, esta pressio resulta numa gestdo em que um elevado nimero
de periodos, sendo todos, sdo disponibilizados para calendarizar exames de pacientes externos, o que
implica um adiamento do atendimento de pacientes internos durante horas ou dias, uma vez que o
numero de periodos disponiveis para estes, é reduzido, ou inexistente. Uma utilizagdo racional do
servigo ndo deixard pacientes agendados (em ingl€s, scheduled) e internos (em inglés, nonscheduled)
muito tempo a espera para serem atendidos, nem permitird uma acumulacao de pacientes que nao
sejam atendidos (no periodo normal de funcionamento) no final do dia. Assim, poderé fazer sentido
ndo disponibilizar todo o periodo de funcionamento do centro para o atendimento de pacientes
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externos. Pois, se por um lado hé interesse (financeiro) neste tipo de pacientes, por outro lado uma
agenda sobrecarregada com pacientes externos pode levar a uma acumulacio excessiva (e custosa) de
pacientes, no final do dia.

Assim, neste trabalho estaremos interessados em dois aspetos essenciais. O primeiro consiste em
estabelecer uma janela didria de agendamento de pacientes externos, i.e., de que horas a que horas
se permite agendar previamente exames para pacientes externos. Porém, esta tarefa ¢ dificultada
pela imprevisibilidade das chegadas de pacientes internos e emergentes, ou pela possibilidade de
cancelamento por parte do paciente externo. O segundo pretende estabelecer regras dinamicas de
prioridade para o atendimento dos pacientes externos e internos, i.e., estabelecer regras que permitam
decidir entre o atendimento dos pacientes externos e pacientes internos quando ambos se encontram em
espera, em simultaneo. No caso de existir um paciente emergente, ndo € necessario fazer uma escolha,
uma vez que este assume prioridade sobre os restantes, e portanto € o paciente que deve ser atendido.
Caso contrdrio, é preciso fazer a escolha entre qual dos pacientes se deve atender. Esta escolha é
condicionada pelo facto de que atender um paciente externo pode resultar em atrasos no atendimento
de pacientes internos que consequentemente poderdo necessitar de permanecer noites extras no
hospital, refletindo assim um custo acrescido. Por outro lado, a decisdo de atender um paciente
interno pode resultar num adiamento de pacientes externos que posteriormente podem abandonar o
servico sem serem atendidos, o que reflete uma perda de receita para o centro de diagnostico. Por
dltimo estaremos interessados em encontrar a jungdo destas duas tarefas que representa a gestdo mais

lucrativa de uma unidade de saide deste tipo.
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1.2 Pesquisa bibliografica

O problema da calendariza¢do de um paciente para um determinado servi¢o € uma questiao que tem
sido cada vez mais estudada. Tal como neste trabalho, a maioria da literatura existente sobre esta
questdo, considera modelos a horizonte finito. No entanto, a medida de desempenho de cada modelo é

variavel.

Kaandorp e Koole(2007) [8] estudaram este problema e definiram como objetivo minimizar
a média ponderada dos tempos de espera previstos. Vermeulen (2009) et al. [12] desenvolveram
uma abordagem para o problema do agendamento de pacientes, no contexto da realizacdo de uma
Tomografia Computadorizada (TAC), onde a capacidade para agendar pacientes de vdrios tipos
¢ adaptada as necessidades presentes e futuras, i.e., ndo existe um limite de capacidade fixado
a priori. Neste caso, 0 objetivo era maximizar a quantidade de pacientes atendidos. Patrick e
Puterman(2008) [10] debrucaram-se sobre este problema no caso em que é necessdrio agendar
diferentes tipos de pacientes externos. Tal como no nosso modelo, existe a possibilidade de surgirem
de forma incerta, pacientes internos e/ou emergentes. O objetivo deles era minimizar o custo total
das penalidades a que o hospital estd sujeito, no final do dia, perante a impossibilidade de atender
todos os pacientes, ou quando o tempo de espera dos pacientes excede uma quantidade recomendada.
Modelaram este problema segundo um Processo de Markov (PM) a horizonte infinito, e usaram
uma aproximag¢do a um problema de Programagdo Dinamica, para o resolver. Existem ainda outros
estudos mais antigos sobre esta questdo, como Bailey(1952) [1], Ho e Lau(1992) [6] ou Fries e
Marathe(1981) [3] em que a medida de desempenho dos modelos consiste em minimizar o tempo de
espera experienciado pelos pacientes e pelos profissionais de satide, envolvidos no atendimento.

Quanto ao problema da gestdo do atendimento dos pacientes, também existem estudos na literatura
a respeito desta questdo. Green et al.(2006) [5] modelaram este problema segundo um PM a horizonte
finito. O modelo considera trés tipos de pacientes, internos, externos € emergentes que acorrem a um
servico de diagndstico de Ressondncia Magnética (RM), e competem pela utilizacdo da dnica méquina
disponivel para o efeito. O objetivo é maximizar o Iucro didrio esperado, que resulta da receita obtida
pelo atendimento de pacientes internos ou externos menos a soma dos custos associados ao tempo
de espera dos paciente com as penalizacdes a que o hospital esta sujeito, no final do dia, perante a
impossibilidade de atender todos os pacientes. As probabilidades de chegada de cada tipo de pacientes
sdo constantes ao longo de todos os periodos. No caso dos pacientes externos, que sdo agendados
previamente, existe a possibilidade de nao comparecerem. Eles concluem que, independentemente
da forma como se agendam os pacientes externos, a trajetdria 6tima de atendimento é descrita por
uma curva que satisfaz certas propriedades estruturais. Mais concretamente, de entre um conjunto de
pacientes externos e internos em espera, ¢ atendido um paciente interno se o nimero total desse tipo
de pacientes, for superior a um certo limite, que depende do nimero de pacientes externos em espera.

Também € valido o raciocinio simétrico.

Kolisch e Sickinger(2008) [7] estenderam o modelo de Green et al.(2006) [5] no contexto da
realizag¢do de um TAC, com dois aspetos distintos. O primeiro € o facto deste modelo supor a existéncia
de duas méquinas para a realizacdo do exame. O segundo tem haver com o nimero de pacientes
agendados. Neste modelo, eles consideram a possibilidade de agendar, por periodo, um nimero de
pacientes superior ao nimero de maquinas disponiveis para o efeito. Concluiram que um atendimento
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do tipo first-in-first-out (FIFO) representa o tipo de gestdo com melhor desempenho, tendo em conta
os resultados obtidos e a simplicidade desta regra.

Gocgun(2011) et al. [4] adaptaram igualmente o modelo apresentado por Green et al.(2006) [5].
No mesmo contexto, modelaram o problema segundo um PM a horizonte finito com o objetivo de
maximizar a receita liquida didria resultante do atendimento. Consideraram os mesmos trés tipos
de pacientes, no entanto, motivados pelo facto de nem todos os pacientes emergentes serem doentes
graves, subcategorizam este tipo em, pacientes criticos e nao criticos. Os primeiros beneficiam
de méaxima prioridade e devem ser atendidos imediatamente. O modelo pressupde ainda que na
impossibilidade de atender um paciente interno no préprio dia, este € reagendado para o dia seguinte.
Consideram igualmente a hipdtese de duas maquinas no sistema e, neste caso, concluem que a melhor
forma de gerir o atendimento € seguindo uma trajetéria em que o paciente de um determinado tipo é
priorizado, quando o nimero total desse tipo de pacientes em espera, excede um determinado limite.

Gerir a capacidade de um servico ao qual acorrem vdrios tipos de clientes, € uma questao estudada
noutros contextos. Liberman e Yechiali(1978) [9] debateram este problema no contexto da gestao
hoteleira. O problema surge por existir a possibilidade do cliente cancelar a reserva feita previamente,
sem qualquer penalizagdo. Neste sentido, desenvolveram um modelo a N-periodos com o objetivo
de encontrar a estratégia de overboking que maximiza a receita liquida. Por overboking entende-se
uma forma de gerir o sistema no qual se aceitam mais reservas do que a capacidade real do servigo,
com o intuito de equilibrar a lotacdo do hotel. Belobaba(1989) [2] estudou o problema no contexto da
aviacdo. Ross e Tsang(1989) [11] abordaram o problema no contexto das telecomunicagdes.

1.3 Abordagem sumaria

A escolha de uma mapa didrio para o agendamento de pacientes externos tem, obviamente, reper-
cussoes na gestdao operacional do atendimento. Reciprocamente, a boa gestao operacional do atendi-
mento poderd permitir o agendamento diario de mais pacientes externos. Os dois problemas abordados
nesta dissertacio estdo, portanto, inter-relacionados.

Na nossa abordagem optdmos por, a semelhanca de [5], construir um modelo de Programacao
Dinamica que, para um dado mapa de agendamentos, simula o sistema supondo decisdes de gestdo
operacional 6timas. As funcdes envolvidas nesse modelo possuem propriedades estruturais que
inspiram regras praticas de decisdo. Neste trabalho procura-se também validar essas regras praticas
de decisdo em funcdo de diversos cendrios que, segundo [5], cobrem a grande generalidade deste
servico de atendimento. Portanto, em funcao da proximidade da sua situagdo real aos parametros do
modelo, o utilizador podera perceber qual € a regra prética que melhor se lhe adequa.

Posteriormente, consideramos duas formas de definir o agendamento de pacientes externos, ambas
do tipo agendar desde a abertura até um determinado momento do dia anterior ao fecho do servico.
Comparamos esse tipo de agendamento com o 6timo tedrico e terminamos com a identifica¢do, para
cada cendrio, da forma de definir agendamento supondo uma determinada regra pratica de gestao
operacional que sobressaiu na primeira parte.

Esta dissertacdo acomoda mais quatro capitulos, para além deste capitulo introdutério. No segundo
capitulo recordamos o modelo proposto em [5], agora descrito com a possibilidade de que alguns
dos parametros, nomeadamente os que caraterizam os fluxos de pacientes, possam ser distintos em
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diferentes momentos do dia. Portanto, o modelo que aqui se propde € nio estaciondrio. Mostramos
que a trajetdria 6tima possui determinadas propriedades estruturais. As nossas demonstragdes, ainda
que semelhantes as [5], sdo distintas na medida em que (i) assentam em pardmetros que podem
variar ao longo do dia, e (ii) num conjunto distinto de nota¢des que simplifica muitos dos argumentos
dedutivos. Destaque-se que as demonstragdes em [5] estdo apresentadas num anexo com 44 paginas,
disponivel aqui. Mostramos ainda que, em determinados cendrios dar sempre prioridade absoluta
a uma determinada classe de pacientes define uma trajetéria 6tima, e uma versdo simplificada do
modelo possui uma trajetéria 6tima muito simples de caraterizar em termos praticos. Esta versao
simplificada do modelo permitird definir uma boa regra heuristica de atendimento.

No terceiro capitulo apresentamos uma experiéncia computacional, recorrendo a uma implemen-
tacdo em R, visando a validacdo de algumas regras heuristicas de gestdo operacional. No quarto
capitulo, abordamos a questdo da calendarizac¢do dos pacientes e faremos uma anélise empirica, onde
se compara o desempenho de vdrias heuristicas de agendamento de pacientes externos. Finalmente,
no quinto e ultimo capitulo, faremos alguns comentérios globais acerca do trabalho desenvolvido,
identificaremos algumas limitacdes presentes neste trabalho, algumas das quais poderemos abordar

em pesquisas futuras.
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Capitulo 2

O modelo e suas propriedades

Neste capitulo, apresenta-se o modelo subjacente a um dos problemas em questdo. O capitulo esta
dividido da seguinte forma. Na primeira seccdo faremos uma exposi¢do do modelo no contexto
do problema de gestdo do atendimento dos pacientes. Na segunda sec¢do enunciamos € demon-
stramos resultados auxiliares e posteriormente, propriedades das fungdes envolvidas no modelo. Na
terceira seccao, enunciamos e demonstramos o teorema que, através das propriedades estabelecidas
anteriormente, carateriza uma propriedade estrutural de uma trajetdria 6tima. Na seccdo seguinte, ap-
resentamos uma versao simplificada do modelo inicial, motivados pela dificuldade de implementacéo,
em determinadas circunstancias. Na quinta seccdo enunciamos e demonstramos dois teoremas que
definem dois casos particulares do modelo original. Finalmente, na dltima sec¢ao, é apresentada a
versdo estaciondria do modelo original.

2.1 O modelo

Vamos modelar a dindmica de um servico de diagndstico médico (de ressondncia magnética, de
raios X, ou outro similar), com uma mdaquina, através de um modelo de Programac¢do Dinamica
estocdstica com horizonte finito, correspondente a um dia normal de funcionamento - o modelo que
descreveremos foi proposto em [5]. Em cada uma das etapas de um horizonte diario € necessario
efetuar uma escolha (ou decisao), de entre duas possiveis. O conjunto de todas as decisdes tomadas
define o que se chama a trajetoria (de decisdes). Pretende-se identificar a trajetéria que maximiza
o valor esperado do lucro. Como a caraterizacdo completa de uma trajetéria pode ser complexa,
também terd interesse a caraterizacao de trajetdrias que, ainda que ndo sejam 6timas, sejam simples
de implementar.

Assumimos o dia particionado em N periodos (slots), com a mesma duracdo, em cada um dos
quais ocorrerd o atendimento (exame) de um tnico paciente - por exemplo, num centro que funcione
ininterruptamente das 8 as 18 horas, um exame podera ter a duracdo de meia-hora, que correspondera
a 20 periodos didrios. Assumiremos que 0os exames nao podem ser interrompidos e t€m a duracao
exata do periodo a que dizem respeito. Também, por simplicidade de modelagdo, assumimos que os
periodos livres ndo podem ser parcialmente ocupados. H4 trés tipos de pacientes que usam o centro de
diagnéstico médico: os internos, origindrios do hospital onde estd sediado o servi¢o de diagndstico, os

7
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externos, que procuram o centro de diagndstico para um exame pontual, e os emergentes que surgem
de forma inesperada.

Num periodo genérico i pode estar calendarizado o atendimento de um paciente externo. Uma
coluna a = (aj,ay,...,ay) de zeros e uns caraterizard os periodos destinados aos pacientes externos.
Uma vez que hd uma grande procura por este tipo de servigos e escassez de oferta universal, assumi-
mos que todos os periodos disponiveis para o agendamento (de pacientes externos) estido efetivamente
preenchidos. Nao prevemos a possibilidade de atraso de pacientes externos mas prevemos a possibili-
dade de falta, i.e., ndo estar presente no inicio do periodo para o qual foi agendado. Assim, assumimos
que um qualquer paciente agendado para o periodo i comparecerd com probabilidade p;s € [0,1] -
s de scheduled. Portanto, no inicio de cada periodo i antecipa-se um novo paciente externo com
probabilidade p;a;.

Em cada periodo i € {1,2,...,N — 1}, surgird, de forma incerta, um paciente emergente com
probabilidade p;, € [0, 1] - e de emergent - e um paciente interno com probabilidade p;, € [0,1] - n
de nonscheduled. Pacientes internos sdo pacientes nao prioritarios origindrios de outros servicos do
hospital (como servigo de enfermarias), pacientes emergentes sao pacientes prioritarios (sobre os
outros dois tipos, internos e externos), mas nio sao preemptivos. Nao se prevé a chegada de mais
do que um paciente emergente e mais do que um paciente interno em cada periodo. As ocorréncias
destas duas classes de pacientes sao independentes entre si e independentes em periodos distintos.

Assumiremos a seguinte estrutura de custos e receitas. Por cada paciente externo atendido, o
hospital recebe uma receita r e por cada paciente interno recebe uma receita r,,. O efetivo recebimento
da receita é simultaneo com o inicio do exame. Tal como em [5], é razodvel assumir que ry > r, > 0.
Por cada periodo (completo) de espera, o hospital incorre numa penalidade w; por cada paciente
externo, e w, por cada paciente interno. Pelo facto de, pacientes internos ja se encontrarem nas
instalacdes, quando da necessidade de realizacdo do exame, € razodvel assumir que wy > w;, > 0.
Se no final do N-ésimo periodo persistirem em espera s pacientes externos e n pacientes internos, o
hospital incorrerd num custo f(n,s) que tem a ver com a penalizac@o associada a incapacidade de
atendimento desses pacientes. No caso dos pacientes internos, a penalizacdo pela falta de atendimento
tem a ver com o tempo extra de permanéncia no hospital, pois pode haver um custo acrescido ndao
reembolsdvel para o hospital. No caso dos pacientes externos, a penalizacdo pela falta de atendimento
tem a ver com a possibilidade de perder o paciente, porque este, entretanto, desistiu ou reagendou num
outro hospital. Podemos, por exemplo, assumir que f(n,s) = m,n + mys, com 7, T, € R. E razodvel
assumir que 7, > 7, > 0. Todos os pardmetros envolvidos no modelo estdo descritos na Tabela 2.1.

Paciente | Probabilidade | Receita | Penalidade | Custo de espera

Externo: pis € [0,1] rs > 1y T, >0 Wy > wy,
Interno: pin € [0,1] r, >0 T, > T, w, >0
Emergente: pie € [0,1] — — —

Tabela 2.1 Parametros do modelo incluindo relacdes plausiveis.

Vamos, entdo, proceder a descri¢do detalhada do modelo de Programacio Dindmica. O periodo 1
estd destinado a um paciente externo, agendado para este periodo. Em cada periodo i € {2,3,...,N}
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ocorrerd: (i) o atendimento de um paciente emergente que tenha chegado durante o periodo i — 1
ou, se nenhum emergente chegou, (ii) ocorrerd o atendimento de um paciente em espera (interno ou
externo) ou, se nenhum paciente estiver em espera (no instante imediatamente anterior ao inicio do
periodo i), (iii) ndo ocorrerd qualquer atendimento. Portanto, o momento de decis@o acontece no exato
momento que antecede o inicio do periodo i e s6 acontece se se estiver na situagdo (ii) com, pelo
menos, um paciente interno e um externo em espera. Na descricdo que faremos a seguir assumimos
uma trajetdria tima mas outras trajetdrias poderdo ter interesse.

Fig. 2.1 Particdo do dia em N periodos.

Para cada periodo i € {2,3,...,N}, denote-se por H;(n,s) o maior valor do lucro esperado (acu-
mulado), desde o inicio do periodo i até ao final do dia, quando no exato momento que antecede o
inicio do periodo i - na Figura 2.1, o momento i~ - ndo hd qualquer paciente emergente em espera
e hd n pacientes internos e s pacientes externos em espera. Atendendo ao modo como os pacientes
chegam ao centro de diagndstico, os tnicos valores de (n,s) para os quais faz sentido avaliar H;(n, s)
correspondem a

i
neN;={0,1,....i—1}, s€8i=401,....5=(Ya;|-1;. (2.1
j=1

De modo analogo, para cada periodo i € {1,2,3,...,N — 1} denotamos por V;(n,s) o maior
valor do lucro esperado (acumulado), desde o instante imediatamente apds o inicio do periodo i -
na Figura 2.1, o momento i - até ao final do dia, quando ficam em espera n pacientes internos
e s pacientes externos no momento i*. Adicionalmente, Vy(n,s) denota o lucro (ou melhor, o
simétrico do custo) associado a impossibilidade de atendimento dos n pacientes internos e s pacientes
externos, em espera, no inicio do tltimo periodo - recorde-se que ndo ha qualquer paciente, interno,
externo ou emergente, a chegar durante o ltimo periodo. Em geral, Vyy(n,s) é uma func¢do explicita
de (n,s), por exemplo, Vy(n,s) = —m,n — mys. Atendendo a forma como os pacientes chegam ao
centro de diagndstico, os dnicos valores de (n,s) para os quais faz sentido avaliar V;(n, s), para cada
i€{1,2,3,...,N}, correspondem aos pares (n,s) que verificam (2.1). As duas medidas do lucro, H; e
V; estdo relacionadas quando i € {2,3,...,N}, pois

,

max (Vi(n— 1,s)+ry, Vi(n,s — 1)+rs) sen>1,5>1,

Vi(n—1,0)+ry, sen>1,5=0,
Hi(n,s) = (2.2)
Vi(0,5s — 1) +ry sen=0,s>1,

Vi(0,0) sen=0,5s=0.
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k qik X | k| (n2x0, 8+ k)
1| (1= pin) X (1 = pisisaiv1) | 0] O (n,s)

2| (1=pin)X  Pit1,5Git1 011 (n,s+1)

3| pn X(I=pitisaiv1) | 1] 0 (n+1,5)

4| pin X Pit1s@i1 L] 1] (n+1,s+1)

Tabela 2.2 Os escalares g parai € {1,2,...,N—1}.

Além disso, para cadai € {1,2,...,N — 1}, por defini¢do,

4 4
Vi(n,s) = —sws —nwn+ pie Y qix Vis1 (04,5 + ) + (1= pie) Y qix Hiv1(n+xe,5+y0)  (2.3)
k=1 k=1
4
= —sws—nwn+ Y, qik [PieVi1 (4,54 i) + (1= pie) Hiy1 (n+ X1, 5+ yi )]
k=1

com os escalares g, xg,yr definidos na Tabela 2.2. Portanto, o valor mdximo do lucro esperado
(diério) é dado por
Vi = prsarrs+Vi(0,0). (2.4)
Por exemplo, se N = 2 entdo, assumindo que a = (1,1) e Va(n,s) = —m,n — mzs, paran € N, =
{0,1} es € S, ={0,1} (pois so = Zl-zzlai —1=2-1=1), temos que

Hy(0,0)=0, H»(0,1)=r;, Hx(1,0)=ry, Hp(1,1)=max(— T+ r,,—m,+ry),
€
4
Vi(0,0) = Y quk[p1eVa (e, y6) + (1= pre) Ha (xe, )] -
k=1

Se, adicionalmente, assumirmos que p;; = pin = pie = 1/2, para todo i, entdo,

V1(0,0) = ( V2(0,0) + H2(0,0) + V2(0,1)+ H(0,1) + V2(1,0) + Hy(1,0) 4+ Va(1,1)+Hp(1,1) ) /8
- ( 0 +(_7ts+rs)+ (_nn+rn)+ (_ﬂn_Es“‘max(_ns"‘rn;_ﬂn“‘rs)) )/8
=max (r, —2(ms+ m,) + (rn+rs) — Mg, 15 — 2 (Mg + 7)) + (rn +15) — 1) /8

de modo que V, = r;/2+4V;(0,0). Neste exemplo simplificado, o inico momento de decisdo acontece
quando, no momento imediatamente anterior ao inicio do segundo e dltimo periodo, e face a nao
chegada de um paciente emergente no primeiro periodo, existem em espera um paciente externo
(agendado para o tultimo periodo) e um paciente interno. Por definicdo de V, o paciente escolhido é
aquele que conduz ao lucro esperado maximo. Portanto, a decisdo serd a de atender no dltimo periodo:
(i) o paciente interno se —m; +r, > —T, + 1; (il) 0 paciente externo se —7; +r, < —T, + 15, OU,
(ii1) indiferente a escolha se —m; +r, = —, + ;. Dito de outro modo, a trajetdria 6tima podera ser

descrita como prioridade ao paciente cuja soma da receita com a penalidade seja o maior possivel
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2.2 Propriedades das funcoes envolvidas

Sejam ry,, ry dois escalares ndo negativos. Diremos que v € ¥ se v: Z2 — R, onde Z2 = {(n,s): n,s =
0,1,2,...}, é tal que

v(n+1,s) —v(n,s)

T
" ara todo (n,s) € Z2. 2.5
v(n,s+1)—v(n,s) } P (n,s) € Z: (23)

Is,

IA A

Se interpretarmos v(n,s) como sendo o lucro (ou utilidade) associado a um determinado estado
(n,s) - por exemplo, a cardinalidade de dois conjuntos distintos de individuos do Tipo 1 e do Tipo 2 -
entdo as duas condi¢des (2.5) impdem um patamar maximo (distinto) no valor do incremento do lucro
quando mais um individuo se junta a um dos conjuntos. Para esta classe de fun¢des consideraremos,
ainda, as seguintes duas condicdes:

v(n,s+1)—v(n+1,s) <v(n+1,5+1)—v(n+2,s), paratodo (n,s) € Z2. (2.6)
v(n+1,5) —v(n,s+1) <v(n+1,5+1) —v(n,s+2), paratodo (n,s) € Z3. (2.7)

A condi¢do (2.6) significa que, quando um individuo do Tipo 1 muda o seu estado para Tipo 2, o
incremento no lucro € tanto maior quanto maior for o nimero de individuos do Tipo 1. Semelhante
interpretacdo podemos fazer de (2.7) considerando os tipos trocados.

Uma outra interpretacio destas duas condicdes € relevante. Note-se que (2.6) € o mesmo que dizer
que, para todo s fixo (a segunda componente), a sucessao de termo geral

wp=v(n,s+1)—v(n+1,s), paran=0,1,...,

€ ndo decrescente. De modo andlogo, (2.7) é o mesmo que dizer que, para todo n fixo (a primeira
componente), a sucessao de termo geral

ws=v(n+1,s)—v(n,s+1), paras=0,1,...,

€ nao decrescente.

Comegamos com a questdo da existéncia de func¢des v € ¥ que satisfazem (2.6), ou (2.7). Fixadas
constantes ,, T, > 0 se v for a fungdo afim v(n,s) = —m,n — m,s entdo, claramente, v € ¥ e

v(n,s+1)—v(n+1,8)=m, — 7 =v(n+1,s+1)—v(n+2,s), paratodo (n,s) € Z%.
Portanto, neste caso, a desigualdade em (2.6) verifica-se sempre como igualdade. Conclusao

idéntica verifica-se para (2.7). Para as mesmas constantes, se v for a fun¢io quadrética, sem monémios
mistos, v(n,s) = —m,n’> — s entdiov € ¥ e

v(in+1,s+1)—v(n+2,s)] — [v(n,s+1) —v(n+1,s)]=2m, >0, paratodo (n,s) € 72
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Portanto, também neste caso, obtemos uma classe de fungdes que satisfazem (2.6). De modo
andlogo,

V(n+1,s4+1)—=v(n,s+2)] — [v(n+1,5) —=v(n,s+1)] =27, >0, paratodo (n,s) € Z3.

Portanto, também neste caso, obtemos uma classe de fun¢des que satisfazem (2.7).
A custa de fungdes v que satisfacam (2.6) ou (2.7), podemos construir outras fungdes que satis-
facam a mesma propriedade. Nesse sentido temos os Teoremas 1-4.

Teorema 1. (translacao nao negativa) Se v € ¥ satisfaz (2.6) (ou (2.7), respetivamente) entdo, para
todo o par de inteiros ndo negativos (x,y), também a fungdo vy ,(n,s) = v(n+x,s+y) pertence a ¥
e satisfaz (2.6) (ou (2.7), respetivamente).

Prova: Suponhamos que v € ¥ e satisfaz (2.6). Entdo, para todo (n,s) € Zi,

vew(m+1,s) =vin+1+x,5+y) <v(in+x,s+y)+r, =veu(n,s)+r,
Vew(,s+ 1) =v(n+x,s+14+y) <vn+x,s+y) +rs = vew(n,s)+ry,

pelo que vy, € #. Além disso, para todo (n,s) € Zi,

Vew(m,s+1)—vew(n+1,5) = vindx,(s+1)+ (n+1)+x,s+Yy)

v((n+x)+1,5+y)

) —v((n+x)+2,5+y)
(

+y)+ (
x,(s+1)+y)—v((n+2)+x,s+y)

ol
§<
—
P
s 4
—I_D—l
=
)
_|_
=
SN—
|
o=
=
—
S
_|_
[\]
[
S—

Por simetria, se v satisfaz (2.7) entdo também v, , satisfaz (2.7), porque os argumentos se repetem
agora relativamente & outra componente. U

Teorema 2. (combinacao linear convexa) Se, parai=1,2,... .k, v; € ¥ e satisfazem (2.6) (ou (2.7),
respetivamente) entdo,

k
5) = ; oyvi(n,s)

também pertence a ¥V e satisfaz (2.6) (ou (2.7), respetivamente), onde o, 0, . . ., 0 denotam escalares
ndo negativos que somam um.

Prova: Suponhamos que, parai=1,2,....k, v; € ¥ e satisfazem (2.6). Entéo, para todo (n,s) € Z%r,

k k
w(n+1,s) —w(n,s) = Zoci vi(n+1,5) —vi(n,s)] S;airn:rn,

i=1

(gl

wn,s+1)—w(n,s) =Y o;vi(n,s+1)—vi(n,s)] < ) oirg =rs.

-

Il
—
I
—
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Portanto, w € 7. Além disso, para todo (n,s) € Z3,

k
wn,s+1)—wn+1,5) =Y o;[vi(n,s+1) —vi(n+1,5)].
i=1
Por (2.6), em cada parcela deste somatério tem-se que v;(n,s+1) —v;(n+1,s) <v;(n+1,s+1) —
vi(n+2,s), pelo que, w(n,s+1) —w(n+1,s) <w(n+1,s+ 1) —w(n+2,s) decorre do fato de ;’s

serem ndo negativos. Por simetria, se, parai =1,2,...k, v; satisfazem (2.7), entdo também a funcio
w satisfaz (2.7). O
Teorema 3. (soma) Se u(n,s) = —m,n — mys, com W, T, > 0 e v €V e satisfaz (2.6) (ou (2.7),

respetivamente) entdo, u-+ v também pertence a ¥ e satisfaz (2.6) (ou (2.7), respetivamente).

Prova: Suponhamos que v € ¥ e satisfaz (2.6). Entdo, para todo (n,s) € Zi,

(w+v)(n+1,s)— (u+v)(ns) =un+1,s) —u(n,s)|+[v(n+1,s) —v(n,s)]
(u+v)(n,s+1)— (u+v)(n,s) = [u(n,s+1) —u(n,s)|+ v(n,s + 1) —v(n,s)]

IN

[_nn] + [rn] <1y,
[—m] + [rs] <rs.

IN

Portanto, u+v € . Além disso, para todo (n,s) € Z2,

(u+v)(n,s+1)—(u+v)(n+1,s) = [u(n,s+1) —u(n+1,s)] + [v(n,s + 1) —v(n+1,s)]
<[m—m]+vin+1l,s+1)—v(n+2,5)]=wu+v)(n+1,s+1)— (u+v)(n+2,s),

pelo que, u-+v satisfaz (2.6). Por simetria, se v € ¥ satisfaz (2.7), entdo também u+ v satisfaz (2.7). [

Uma outra construcio relevante € a seguinte. Dada uma fungdo v: Z%r — R definimos A(v): Zi —
R através de

max (v(n—1,5) +ry,v(n,s—1)+r) sen>1s>1,
v(n—1,0)+r, sen>1,5=0,

h(v)(n,s) = (2.8)
v(0,s — 1)+ sen=0,s>1,
v(0,0) sen=0,s =0.

Usaremos o seguinte lema na demonstracdo do Teorema 4.

Lema 1. Para todo a,b,c,d,v € R, max(a,b) — max(c,d) = max(a+v,b+v) —max(c+v,d +v).
Prova:

max(a+v,b+v) —max(c+v,d+v) = (max(a,b) +v) — (max(c,d) +v) = max(a,b) —max(c,d).

g
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Teorema 4. Se v € ¥ e verifica (2.6) ( ou (2.7), respetivamente) entdo h(v) € ¥ e verifica (2.6) ( ou
(2.7), respetivamente).

Prova: Suponhamos que v € ¥ e verifica (2.6). Seja (n,s) € Z%r, qualquer. Sen > 1 e s > 1 entdo

h(v)(n+1,s) = max (v(n,s) +ry,v(n+1,s— 1) +ry)
<max(v(n—1,8)+r,+ryv(n,s—1)+rs+r,) =h(v)(n,s)+r;

sen>1es=0entdo
h(v)(n+1,0) =v(n,0)+r, <v(n—1,0)+r,+r, =h(v)(n,0) +ry;

sen=0es > 1entdo

h(v)(1,s) = max (v(0,s) + ry,v(1,s — 1) +rs) < max (v(0,s) + 7y, v(0,s — 1) +rs+1y)
<v(0,s—1)+rs+r, =h(v)(0,s) +ry;

sen=0es=0entio
h(v)(1,0) =v(0,0) +r, = h(v)(0,0) + ry.

Portanto, h(v)(n+ 1,s) < h(v)(n,s) + r,, para todo (n,s) € Z2. De modo andlogo se mostra que
h(v)(n,s +1) < h(v)(n,s) + rs, para todo (n,s) € Z%. Para mostrar que h(v) satisfaz (2.6), seja
(n,s) € Zi, qualquer. Se n > 1 e s > 1 entdo

h(v)(n,s+1)—h(v)(n+1,s) =
= max (v(n—1,s+1) 4 ry,v(n,s) +ry) —max (v(n,s) +rp,v(n+1,5— 1) +ry).
= max (v(n+1,s) —v(n,s) +v(n—1,5+1)+ry,v(n+1,s)+ry)
—max (v(n+1,s)+rp,v(n+1,s) —v(n,s)+v(n+1,s—1)+r)
< max (v(n,s+1)+ry,v(n+1,s)+ry) —max (v(n+1,5) +ry,v(n+2,5 — 1) +ry)
= h(v)(n+1,s+1)—h(v)(n+2,s),

onde a primeira e a ultima igualdade decorrem do facto de que para todo (m,t) > (n,s), h(v)(m,t) é
definida pelo primeiro ramo. A segunda igualdade decorre do Lema 1 e a desigualdade decorre do
seguinte:

vin+1,s)—v(n,s)+v(in—1,s+1) <v(n,s+1)
< vin—1,s+1)—v(n,s) <v(n,s+1)—v(n+1,s), por (2.6),

v(in+1,5) —v(n,s)+v(n+1,s—1)>v(n+2,s—1)
& vns)—v(in+1,s—1)<vn+1,s)—v(n+2,s—1), por (2.6);
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sen=0es > 1entido

h(v)(n,s+1)—h(v)(n+1,5)=h(v)(0,s+1)—h(v)(l,5) =
= v(0,s) + ry—max (v(0,s) + ry,v(1,s — 1) +ry)
( s)+ry—max (v(1,s) +ry,v(1,s— 1) +rg+v(l,s) —v(0,s))
ax (v(0,s+ 1) +ryv(1,s) +rg) —max (v(1,5) +ry,v(L,s — 1)+ rg+v(1,5) —v(0,s))
ax (v(0,s+ 1) +ry,v(1,5) 4+ rs) —max (v(1,) + ra,v(2,s — 1) +ry)
h(v)(Ls+1)=h(v)(2,s) =h(v)(n+1,s+1)—h(v)(n+2,s),

ININ

onde a segunda igualdade decorre do Lema 1; a primeira desigualdade decorre por substitui¢do de
uma parcela por uma parcela maior ou igual; a segunda desigualdade decorre do seguinte:

v(l,s) —v(0,5)+v(l,s—1) >v(2,5—1)
< v(0,s) —v(l,s—1) <v(l,s)—v(2,s—1), por (2.6);

sen>1es=0entdo

h(v)(n,s+ 1) —h(v)(n+1,s)=h(v)(0.s+ 1) —h(v)(l.s) =
= v(0,5) 4+ ry—max (v(0,s) + ry,v(1,s — 1) +ry)

v(1,5) +ry—max (v(1,5) +ry,v(1,s = 1) +rg+v(1,5) —v(0,s))
max (v(0,s+ 1) +ry,v(1,5) +ry) —max (v(1,5) +ry,v(L,s — 1) +rg+v(1,5) = v(0,s))
(vOs—|—1 +rp,v(1,s)+ rg) max(v(l,s)+rn,v(2,s—1)—|—rs)

= B (s 1) = A)(205) =)+ 1,5+ 1) — A (n-+2,5),

INIA

onde a segunda igualdade decorre do Lema 1; a primeira desigualdade decorre por substituicao de
uma parcela por uma parcela maior ou igual; a segunda desigualdade decorre do seguinte:

v(1,s) —v(0,s) +v(l,s—1) >v(2,5—1)
< v(0,5)—v(l,s—1) <vy(l,s) —v(2,s— 1), por (2.6).

Finalmente, suponhamos que n = 0 e s = 0. Entéo,

h(v)(n,s+1)—h(v)(n+1,s)=1(v)(0,1) = h(v)(1.0) =

v(0,0) +r; — (V( ) )"’rn)

v(1,0) +rs— (v(1,0) + 1)

< max (v(0,1) 41, v(1,0) 4+ r5) — (v(1,0) + 1)

h(v) (1 1) =h(v)(2,0) =h(v)(n+1,s+1) —h(v)(n+2,s),

onde a desigualdade decorre por substituicdo de uma parcela por uma parcela maior ou igual. U

Podemos mesmo ampliar o resultado do Teorema 4 através de uma defini¢do alternativa para h(v).
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Teorema 5. Se v € ¥ satisfaz (2.6) entdo, para ii(-) definida por ii(s) = 0, se s = 0, e!
i(s) =min{n € No: v(n,s) —v(n+1,s—1) > ry—ry},
se s > 1, tem-se que

vin—1,8)+r, sen>i(s)

h(v)(n,s) =< v(n,s—1)+r, sen<ia(s),s>1 (2.9)
v(0,0) sen <i(s),s=0
Prova: Se s = 0 entdo, por (2.8),
vin—1,0)+r, sen>1 vin—1,0)+r, sen>n(0)=0
h(v)(1,0) = -
v(0,0) sen=0. v(0,0) sen <7(0) =0.

pelo que, (2.9) verifica-se quando s = 0. Se s > 1 entdo, por (2.8), e usando o Lema 1,

max (v(n—1,5) +ry,v(n,s—1)+r) sen>1,

h(v)(n,s) =
v(0,5s — 1) +ry sen=0.
v(n,s — 1)+ max (v(n— L,s)—v(n,s—1)+ryv(n,s—1)—v(n,s— 1)+rs) sen>1,

v(0,s—1)+rq sen=0.

v(n,s—1)+ry,+max (v(n—1,5) —v(n,s—1),ry—r,) sen>1,

v(0,s —1)+rg sen =0,

Como v satisfaz (2.6), a sucessiao (v(n —1,s)—v(n,s—1),n=1,2,.. ) é ndo decrescente. Consid-
eremos duas situacdes para o primeiro termo dessa sucessdo: (i) v(0,s) —v(l,s — 1) > ry — ry; (ii)
v(0,s) —v(l,s — 1) < ry—ry. No caso (i) temos que 7i(s) =0 e

vin—1,8)4+r, sen>1, vin—1,8)4+r, sen>i(s),
h(v)(n,s) = =
v(0,s—1)4+r, sen=0. v(in,s—1)+ry  sen<n(s),

pelo que, (2.9) verifica-se. No caso (ii) hd ainda a considerar duas possibilidades: (ii.1) v(n,s) —v(n+
l,s—1) > ry—r, para algum n € N, e (ii.2) v(n,s) —v(n+1,s — 1) < ry— r, para todo n € N. No
caso (ii.1), i(s) e Ne

1,s) —v(nys—1 i
max (v(n—1,5) —v(n,s— 1),r, — 1) :{ vin—1,s)—v(n,s—1) sen€Nen>i(s),

o sen € Nen <iq(s),

ladmita-se que 7i(s) = +oo quando 0 minimo ndo existir.
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pelo que,

vin—1,8)+r, sen>n(s),

h(v)(n,s) =

v(in,s—1)+ry  sen <i(s).
Portanto, (2.9) verifica-se. No caso (ii.2), ii(s) = 4oo e
max (v(n—1,s) —v(n,s —1),ry—ry) =rs—r,, paratodon €N,
pelo que,

vinys—1)4+ry sen>1, vin—1,8)+r, sen>ia(s),
h(v)(n,5) = =
v(0,s—1)4+r;, sen=0. v(n,s—1)+ry  sen <i(s).

Portanto, (2.9) verifica-se também neste caso.

Por exemplo, se v(n,s) = —5n* =752 +8,r,=12er,= 11, entdo, paratodo s > 1,
v(n,s)—v(n+1,s—1)=10n— 14s+ 12, rg—1, =—1.

Portanto, 7(0) =0 e, paras > 1,

14s—13
A(s) =min{n € No: 10n—14s+12> —1} = {S-‘ ,

10

que, para s = 1,2,..., s8o, sucessivamente, os seguintes valores:
1,2,3,5,6,8,9, 10, 12, 13, 15, ...
Assim, por exemplo, comn =5 < i(7) =9,

h(v)(5,7) =v(5,6) +rs= (—=5x 5" —Tx 6> +8) + 11 = —358.

Também existe uma caraterizag@o alternativa para h(v) para fungdes v € ¥ que satisfagcam (2.7).

O Teorema 6, abaixo, é uma consequéncia do Teorema 5, pois para a sua demonstracio basta usar os

mesmos argumentos usados na demonstragdo do Teorema 5 mas aplicados a segunda componente de

(n,s).

Teorema 6. Sev € ¥ e satisfaz (2.7), entdo, para 3(-) definida por 5(n) =0, se n = 0, e>

§(n) =min{s € No: v(n,s) —v(n—1,s+1) > r, —rs},

2admita-se que §(1) = 40 quando 0 minimo ndo existir.
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sen > 1, tem-se que

v(n,s—1)+ry ses>35(n)

h(v)(n,s) =< vin—1,s)+r, ses<35n),n>1 (2.10)
v(0,0) se s <§(n),n=0
Por exemplo, se v(n,s) = —5n> —7s> 48, r, = 12 e ry = 11, entdo, para todo n > 1,

v(n,s)—v(in—1,s+1)=—10n+ 145+ 12, rp—rs=1.

Portanto, 5(0) =0 e, paran > 1,

10n—11
§(n)=min{s € Nyg: —10n+14s+12> 1} = [’114—‘7

que, paran =1,2,..., sdo, sucessivamente, os seguintes valores:
0,1,2,3,3,4,5/5,6,7,8,8, ...

Assim, por exemplo, com s =7 > 5(5) = 3, h(v)(5,7) = v(5,6) + r; = —358. Finalmente, um
resultado que € vélido para funcdes v que satisfagcam as duas condicdes, (2.6) e (2.7).

Teorema 7. Se v € ¥ satisfaz (2.6) e (2.7) entdo:
1. para i(-) definida no Teorema 5, 0 < 51 < 55 implica ii(s1) < ii(s2);
2. para §(+) definida no Teorema 6, 0 < n; < ny implica §(n;) < §(ny).

Prova: Sejam sy, 5, € N tais que 51 < 5. Suponhamos, por absurdo, que 7i(s;) > 7i(s2). Em particular,
0 < s1 <speii(s2) < +oo. Ento, para ny = 1(sy),

v(ng,s2) —v(na+ 1,50 — 1) > rg—ry.

Como s; < s5; e v satisfaz (2.7), v(np + 1,51 — 1) —v(na,s1) < v(np + 1,50 — 1) —v(nz,s2). E como
ny < fi(sy) entdo v(na,s;) —v(np + 1,51 — 1) < ry— ry,. Portanto,

ry—rp >v(ng,s1) —v(na+ 1,51 — 1) > v(ng,s2) —v(npg+ 1,50 — 1) > ry —ry,

o que ¢ absurdo. Por simetria, ou usando argumentacgdo andloga, se prova que 0 < n; < np implica
E(nl) < 5(112) O
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2.3 Trajetoria 6tima

Recorde-se a defini¢do recursiva (2.3) de V;: Z%r — R apartirde Vi : Zi — R, realgando o facto de
que H;+1 = h(Vi41). O préximo teorema usa as propriedades estabelecidas na sec¢do anterior para
caraterizar uma propriedade estrutural da, ou de uma, trajetéria 6tima, i.e., uma que define o lucro
esperado méaximo V,, definido em (2.4).

Teorema 8. Se Viy € ¥ e satisfaz ambas as condigdes (2.6) e (2.7) entdo, para cada i € {2,3,...,N},
existe uma fungdo ni;: S; — N; satisfazendo

0=17;(0) <m(1) <--- <d(s;) <N—1 (2.11)
tal que, para todo n € N; e todo s € §;,

Vilm—=1,8)+r, sen>is),
Hi(n,s) =< Vi(n,s—1)+r,  sen<i(s)es>1, (2.12)

V;(0,0) sen <i;(s)es=0.

Prova: Por inducdo matemadtica em i de N até 2. Como Hy = h(Vy) e Vy € ¥ e satisfaz ambas as
condigdes (2.6) e (2.7) entdo, pelo Teorema 4, também Hy € ¥ e satisfaz ambas as condi¢des (2.6) e
(2.7). Pelo Teorema 5, existe uma funcao 7y que, sem perda de generalidade, € definida do seguinte
modo, 7iiy(s) =0,se s =0, e, paracadas € {1,2,...,sy} = Sy \ {0},

ﬁN(s):N_l7
se Vy(N—2,5) —Vy(N—1,5—1) <ry—ry,ou
An(s) =min{n € No: Wy(n,s) —Vy(n+1,s—1) >rs—r,} (SN-2),

se Vy(N —2,5) —Vy(N —1,s — 1) > ry — ry, tal que Hy é definida através de (2.12) quando i = N.
Pelo Teorema 7, iy (+) verifica (2.11) quando i = N.

Por hipétese de inducdo, suponhamos que para algum i+ 1 € {3,4... N}, temos que Vi € ¥
e satisfaz ambas as condig¢des (2.6) e (2.7). Como H; ;1 = h(V;1) entdo, pelo Teorema 4, também
H;.1 € V e satisfaz ambas as condi¢des (2.6) e (2.7). Como V; é definido por

4 4
Vi(n,s) = —Winn — wiss + pie Y, Git Vie1 (n+ X, 5+ i) + (1= pie) Y. qix His1 (4,5 + yi).
k=1 k=1
entdo, pelos Teoremas 1, 2 e 3, também V; € ¥ e satisfaz as condi¢des (2.6) e (2.7). Como H; = h(V;)
entdo, pelo Teorema 4, também H; € ¥ e satisfaz ambas as condicdes (2.6) e (2.7). Pelo Teorema 5,
existe uma funcdo 7; que, sem perda de generalidade, é definida do seguinte modo, 7i;(s) =0, se s =0,
e, paracadas € {1,2,...,s,} =S5;\ {0},

}’_l,'(S) =N-— 1,
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se Vi(i—2,s)—Vi(i—l,s—1) < rg—ry, 0ou
fii(s) =min{n € No: Vi(n,s) = Vi(n+1,s—1) > r;—r,} (<i—2),

se Vi(i—2,s) —Vi(i— 1,5 — 1) > ry— ry, tal que H; é definida através de (2.12). Pelo Teorema 7, 7i;(-)
verifica (2.11). Il

Recorde-se que ambas as fungdes Vi (n,s) = —m,n — mgs e Vy(n,s) = —m,n* — ms? satisfazem o
enunciado do Teorema 8 desde que 7, t; > 0. De acordo com este teorema, uma possivel verbalizagdo
da trajetdria 6tima € a seguinte. Nao havendo qualquer paciente emergente para atender no instante
imediatamente anterior a um dado periodo i € {2,3,...,N} entdo, com n > 1 internos e s > 1 externos
em espera, deve escolher-se um paciente interno se e sé se n > ii;(s). A demonstra¢do do Teorema 8
€ construtiva na medida em que estabelece uma defini¢do explicita de 7;: S; — N;. Contudo, essa
definicdo depende das fungdes V;, que a tempo real, s@o dificeis de definir. Estaremos interessados
em usar uma trajetéria semelhante & 6tima, na qual 7;: S; — N; é substituida por uma fungdo mais
simples de definir a tempo real - uma regra de senso comum, chamemos assim - € com a qual ndo haja
uma degradacio significativa no valor do lucro esperado, quando comparado com V..

A titulo ilustrativo, considere-se o caso N =3 com a; = 1, i = 1,2,3, cujos parimetros siao
ps =0.84, p, =04, p, = 0.1, ry = 1000, r, = 200, wy = 15, w,, = 0, 7, = 400, 7, = 500 e V3(n,s) =
—500n% — 400s? provenientes de [5]. Os valores de #;(s) para este cendrio sdo, 13(1) =ny(1) =1
o que significa que € atendido um paciente interno se e s6 se n > 1 e 713(2) = 2 o que significa que
¢ sempre atendido um paciente externo, uma vez que n € N3 = {0,1,2}. Observa-se que de facto,
1 =a3(1) <a3(2) = 2, confirmando a caracteristica teérica enunciada no Teorema 8.

O Teorema 8 também pode ser enunciado de um modo alternativo. A demonstragdo do Teorema 9
decorre por argumentos de simetria do Teorema 8.

Teorema 9. Se Viy € ¥ e satisfaz ambas as condicdes (2.6) e (2.7) entdo, para cada i € {2,3,...,N},
existe uma fungdo §;: N; — S; satisfazendo

0=25(0) <§(1) <--- <S5i(n;) <s; (2.13)
tal que, para todo n € N; e todo s € §;,
Vi(n,s—1)+ry  ses> 5i(n)
Hi(n,s) =4 Viln—1,8)+r, ses<sn),n>1 (2.14)
V;(0,0) se s <S5in),n=0

De acordo com o Teorema 9, uma outra verbalizacdo da trajetdria 6tima é: ndo havendo qualquer
paciente emergente para atender no instante imediatamente anterior a um dado periodoi € {2,3,...,N}
entdo, com n > 1 internos e s > 1 externos em espera, deve escolher-se um paciente externo se e so se
s > §;(n).
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2.4 Trajetoria 6tima para um modelo aproximado

Nesta sec¢do vamos considerar uma versao simplificada do modelo estudado na seccao anterior, cuja
motivagdo € a seguinte. Com uma elevada afluéncia de pacientes internos, externos e emergentes é
razodavel assumir que, mesmo adotando uma trajetéria Gtima, os estados (n,s), com n,s > 1 acontecam
com elevada probabilidade. Portanto, num modelo aproximado a fungcdo H; € substituida por

A A

I?,-(n,s)zmax( ,-(n—l,s)+rn,V,(n,s—1)+n,) (2.15)

paracadai € {2,3,...,N}, e a fungdo V; é substituida por
Vi(n,s) = —swy —nwn+ pie Y, qix Vi1 (04,5 +yi) + (1= pie) Y, qi Hiv1(n+ x5+ yi) (2.16)
k=1 k=1

4
= —SWs —nw, + Z qik [PieVi+1 (n+x1,5+yx) + (1 = pie) Hita (n+xk7S+Yk)]
k=1

paracadai€ {1,2,...,N— 1}, com os mesmos escalares g, X, yx definidos na Tabela 2.2, e

V* = P1sAa1Fs +‘71 (070)

Naturalmente, os dominios das fun¢des H; e V; passam a ser Z2. Iremos ver que este modelo possui
uma trajetdria 6tima simples de caraterizar.

Teorema 10. Se Vy(n,s) = —m,n — mys entdo, Vi(n,s) = an+ Bis + ¥, onde

O =0y — Wy (: — Ty — (N_ i) Wn)a
Bi =Biv1 —ws (= -1 — (N—i)wy),

Yi =Yit1 + PinC®it1 + Pit1,saiv1,sBiv1 + (1 — pie) max (r, — 1,75 — Bit1)
paracadai=1,2,...,N—1, a partir de oy = — 7, By = —7s e Yy = 0.

Prova: Por indugio matemdtica em i, de N até 1. Quando i = N, Vy(n,s) = —m,n — ms = oyn +
Bys + 7v. Por hipétese de indugdo, suponhamos que Vi, (n,s) = 0y 1n+ Bi 15+ i1, para algum
i+1€{2,3,...,N}. Entdo, paracada k = 1,2,3,4,

Vigr (n+ x5 +y0) = Qi1 (n+x0) + Bior (s+ i) + Vi1
Hip1(n+xi,s + k) = st (n+x1) + Bist (5 + Vi) + Vet +max (r, — Q1,75 — Bir1),  (2.17)

pelo que,
4 A A
Y. ik [pieVie1 (n+xi,54 yi) + (1 = pie) Hi1 (n+ x5+ yi) | =
k=1

4
= Q10+ Bir1S+ Va1 + Y, Gik [0 1%+ Biv1yk] + (1 — pie) max (ry — Q1,75 — Pis1) -
k=1
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Como

4
Y qin [0 12 + Bivavi] = qioPiv1 + 4301 + qia (Cip1 + Bis1) =
k=1

= (qi3 +qia) Qi1+ (g2 + qia) Biv1 = PinGiz1 + Piv1,5@iv1,5Biv1-
concluimos que
Vi(n,s) = (Qip1 — wa) n+ (Big1 — wy) s+
+Yit1 + PinCit1 + Pi1,58iv1,sBiv1 + (1 — pie) max (r, — 1,75 — Piy1),

o que conclui a demonstracao. O

Em particular, V, = pisa17;+ % € o leque de decisées associadas i obtencdo deste valor sdo, em
cada perfodo i, independentes do valor do estado (n, s), i.e., do nimero e distribui¢do dos pacientes em
espera no momento que antecede o inicio do periodo i - veja-se a expressdo (2.17) -, e pode ser descrito
por: dar prioridade absoluta a pacientes externos (internos, resp) se e s6 se ry, — 0; < (>, resp) rs— B.
Como

Fn— 0 =1+ T+ (N—i)wy = (rp+ 7t + Nwy) — iwy,
rs—Bi=rs+am+ (N—i)wy = (rg+ T+ Nwy) — iwg,
e, se assumirmos que ws > w, > 0, entdo, r, — o; < ry— f3; se e s6 se i < i, para
. 1 se rp— 0 Ern+7tn+(N—2)Wn >rs—|—7rs+(N—2)wS Ers—ﬁZ;
Iy =

N se rm—0oy =r+m, <re+ T =r,— PBw,

ou, no caso restante (o que, em particular, obriga a que w; > wy,),

P (ry+ 7+ Nwg) — (rn + @, + Nwy,)
- Wy — Wy,

Je{l,z,...,N}.

Veja-se a Figura 2.2. Com base neste desenvolvimento, podemos definir uma regra heuristica de
atendimento: paran(i) =N —1,quandoi € {2,3,...,i.} en(i) =0, quando i € {i, +1,i,+2,...,N},
entdo, mediante um estado (n,s) no momento que antecede o inicio do periodo i, é dada prioridade
absoluta a pacientes internos (externos, resp.) se e s6 se n > (<, resp.) n(i).



2.5 Casos particulares 23

~
AN

(a) (b) (©

Fig. 2.2 Caraterizagdo de i,.

2.5 Casos particulares

Nesta seccdo consideremos dois casos particulares do modelo inicial. Considera-se que a configuracio
do agendamento de pacientes externos a = (aj,ay,...,ay) € a jungdo de um vetor de tudo-uns com
um vetor de tudo-zeros, por esta ordem. Portanto, existe a, € {1,2,...,N}, que chamaremos ltimo
periodo para agendamento (de pacientes externos), tal que a; = 1 se e s6 se i < a,. Na prética, os
periodos i > a, destinam-se ao atendimento dos pacientes que se encontram em espera no inicio do
periodo a, mas o servico, ndo se encontrando fechado, permite o atendimento de novas chegadas de

pacientes internos ou emergentes.

O préximo teorema estabelece uma caraterizacdo detalhada da trajetéria 6tima quando, sob
determinadas condicdes, é dada prioridade absoluta a um dos tipos de pacientes.

Teorema 11. Suponhamos que 7, +r, > T;+rg e wy, > wy. Se Vy(n,s) = —m,n — mgs, com m,, w5 > 0,

entdo existe uma trajetoria étima tal que 7i;(s) = 0, para todo s € S; e para todo i =2,3,...,N.

Prova: A prova decorre por inducdo matemdtica em i, de N até 2. Primeiro, observe-se que para todo
se{1,2,....sn} = Sn\ {0} e para todo n,

Vn(n,s) =Vn(n+1,5s—1) =uy — Onn > s — I,

com uy = m, — 7; € Oy, = 0. Portanto, segundo a defini¢do de 7i(-) na demonstra¢do do Teorema 8,
fin(s) = 0, para todo s € Sy. Por hipétese de indug@o, suponhamos para algum i+ 1 € {3,4... N},

Vigr(n,s) =Vigr(n+1,s — 1) = ujp) — Sip10 > 15— I,
para todo s € ;41 \ {0} e para todo n, onde
i1 = (N—(i+1)) (W —wy) + (T = 1), Si1n € (0,01 — (ry—1a)] -
A hipétese de inducdo é, como vimos, verdadeira quando i+ 1 = N. Recorde-se que, pelo Teorema 13,

Uip1 — (rg—1ry) > 0i31,0 > Oiy1,1 > --- > 0.
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Recorde-se também que, para todo s > 1 e para todo n,

Vi(n,s) = Vi(n+1,s—1) =

4
= Wv+plezq#€ Vier(n+xe,5+ k) = Vigr (n+ 1+ xi,5 — 1+ i)
k=1
4
+ (1= pic) Zqzk Hir(n+x,5+y) — Hip1 (n+1+2x0,5 — T4+ yi)]. (2.18)

Se n > 0 entdo, conforme Tabela 2.3,
Vi(n’s) - V,(l’l-l— I,s— l) =Wy —Ws+ Uiy — Oin = Ui — Ojn (2.19)
para

Oin = Pie [(1 = Pin) Gix1.0+ (Pin) Oit1.041) + (1 = pie) [(1 = pin) Oit1.n—1 + (Pin) i1, -

Portanto, J;, ¢ uma média de quatro escalares, todos pertencentes ao intervalo [0,u; 1 — (ry —ry)].
Consequentemente,
8in € [0, uip1 — (rs—1a)] € [0,u; — (rs —1a)], (2.20)

uma vez que u;1 = u; — (w, — wy) < u;. Se n = 0 entdo, conforme Tabela 2.4, (2.19) verifica-se com

Oin = Pie [(1 = pin) Six1.0+ (Pin) Git1.n+1) + (1 = pie) [(1 = pin) (i1 — (rs — 1)) + (Pin) Oit1.0] -

Portanto, também neste caso, J;, ¢ uma média de quatro escalares, todos pertencentes ao intervalo
[0,u;+1 — (ry — ry)]. Consequentemente, também (2.20) se verifica. Em particular, para todo s > 1 e
para todo n,

Vi(0,5) = Vi(1,s — 1) > ry—ry.

Portanto, 77;(s) = 0, para todo s € S;. O resultado desejado decorre, entdo, pelo principio de indugao
matematica.
O

Diremos que o paciente critico € o paciente interno quando 7, + r, +w, > @, + rs +w. Mediante
esta hipdtese, se w,, > w; entdo, o Teorema 11 estabelece que, se o custo de espera (por periodo) dos
pacientes internos for superior ou igual ao custo de espera dos pacientes externos entao a trajetoria
6tima € dar prioridade absoluta aos pacientes internos, que consiste numa trajetéria muito simples de
descrever. Por simetria, o Teorema 12 estabelece uma trajetdéria 6tima na qual o paciente critico é o
paciente externo.

Teorema 12. Suponhamos que Tts+ry > T, + 1y, e wy > wy,. Se Vy(n,s) = —m,n — ms, com @, w3 > 0,
entdo existe uma trajetoria étima tal que 7i;(s) = N — 1, para todo s € S; e para todoi =2,3,....N

Esta trajetdria € igualmente simples de descrever e pode ser interpretada da seguinte forma. Se
o custo de espera (por periodo) dos pacientes externos for superior ou igual ao custo de espera
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dos pacientes internos entdo a trajetéria 6tima € dar prioridade absoluta aos pacientes externos A

demonstracdo deste resultado decorre por argumentos de simetria da demonstracao do Teorema 11.

|k | Viei(n+xs+310) = Vier (n+ 1+ 20, — L+31) | Hip(n x5 +30) — Higa (n+ 13,5 — 1+ y) |

1| Vigi(nys) = Vigi(n+1,s—1) Hiyi(n,s)—Hiy1(n+1,5—1)
=Uit1 — it 1 = [rn+Vig1(n—1,5)] = [rn +Vig1(n,s — 1)]
=Vipi(n—1,5) =Vipi(n,s—1)
=Uit1— Oip1 01
2 | Vigr(nys+1) =V (n+1,s) Hi i (n,s+1)—Hip(n+1,s)
=Ui+1 — Git1n = [+ Vipi(n= Ls+ D] = [rn+Vigi(n,s)]
=Viri(n—1Ls+1) = Visi(n,s)
=uir1 — Oir10-1
3| Viri(n+1,8)=Vigi(n+2,5—1) Hiyi(n+1,s)—Hip1(n+2,5—1)
=Uit1 — Oi+1p+1 = [+ Vit (n,8)] = [ra +Visa(n+ 1,5 = 1)]
=Vir1(n,s) = Vi (n+ 1,5 — 1)
= Uit+1 — 5i+1,n
4 | Vigr(n+1,s+1) =V (n+2,5) Hiyi(n+1,5s+1)—Hip1(n+2,s)
= Uit1 — Oit1nt1 = [rn+Vipr(n,s + 1)) = [rn +Viga(n+ 1,5)]
=Vii(n,s+1) =V (n+1,s)
= Uit —5i+1,n
Tabela 2.3 Vi (n,-) e Hiy1(n,-), paran > 0.
’ k ‘ Viei(n+xe, s +y6) = Vier(n+ 14+ x5 — L+ i) ‘ Hipi(n+xg,s+yi) —Hipr(n+ 1+ x5 — 1+ yg) ‘
1| Vigi(n,s) = Vipi(n+1,s—1) Hiii(n,s)—Hip1(n+1,5—1)
= Uit1 — it 1 =[rs+Vigi(n,s = )] = [ra +Vig1(n,s — 1)]
=ry—1y
=uir1 — (i1 — (rs—12))
2| Vis(nys+1)=Vig (n+ 1,s) Hiyi(n,s+1)—Hii(n+1,s)
=Uit1 — Ot 1 = [ry+Vit1(n,8)] = [ra + Vg1 (n,5)]
=TFs—TIp
= Uiyt — (Uiv1 — (ry—1a))
3| Viri(n+1,8)=Viei(n+2,5—1) Hiii(n+1,s)—Hip1(n+2,5—1)
= Uit1 — it 041 = [ra+Vig1(n,s)] = [rn +Vigr (n+ 1,5 — 1)]
=Vit1(n,s) = Vipr(n+ 1,5 1)
=Uiy1— Ot 10
4| Vipi(n+1,5+1) = Vi (n+2,s) Hii(n+1,5s+1)—Hip1(n+2,s)
= Uit1 — Oit1nt1 = [+ Vipr(n,s+ 1)] = [ra +Vig1(n+1,5)]
=uit1— Oiy1n

Tabela 2.4 Vi (n,-) e Hiy1(n,-), paran=0.
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2.6 Modelo estacionario

Nesta sec¢cdo vamos considerar o caso particular do modelo original onde os pardmetros permanecem
os mesmos em diferentes periodos e a configuracio do agendamento de pacientes externos coincide
com a definida na sec¢do anterior. Sob a hipdtese anterior do paciente critico ser o paciente interno
quando 7, +r, +w, > T, + rs + w;s, se o custo de espera dos pacientes internos for inferior ao dos
externos entdo o Teorema 13 estabelece que a trajetdria 6tima depende do conhecimento de um
patamar n;, distinto em cada periodo i, e consiste em atender um paciente interno se e so se o
niimero de pacientes internos em espera for superior a n;. O teorema ndo explicita o valor de n; mas

estabelece uma relagdo de monotonia entre os diversos n;.

Teorema 13. Suponhamos que 0, +r, +wy, > T+ 1+ ws € Wy < Wy € Die, Pin, Pis S0 constante
para diferentes i. Se Vy(n,s) = —m,n — ms, com m,, T, > 0 entdo existe uma trajetoria étima tal que

fii(s) = n}, para todo s € S;\ {0} e para todo i =2,3,...,N, com
ny>n3 > >ny=0.

Prova: Ver apéndice de [5] disponivel aqui. O

Atendendo a simetria do problema, podemos enunciar o Teorema 13 de uma maneira alternativa.

Teorema 14. Suponhamos que 7, +r, +w, < T+ ry+wy. (i) Se w, < wy entdo a trajetoria 6tima é
definida por 5;(n) = 0, para todo n € N; e para todo i = 2,3,...,n; (ii) Se w, > w; entdo, existe uma
trajetdria dtima tal que §5;(n) = sf, para todo n € N; e para todo i =2,3,...,n, com

s >85> >85y >0

Perante a incapacidade de demonstrar o Teorema 13 (resp. Teorema 14 que decorre por simetria),
apresentamos um exemplo ilustrativo da dindmica de n. Para o efeito, a Tabela 2.5 compila diversos
valores de teste. Estes valores, provenientes de [5], resultam de uma combinagdo entre dados empiri-
cos, recolhidos num hospital, e dados tedricos existentes.

p/ paciente p/ vaga
Paciente | Pobabilidade Receita Penalidade Custo de espera
Externo: 0.84 1000 {100,200,300} {10,15,20}
Interno: 0.4 {0,200,800} | {500,1000,2000} 0
Emergente: 0.1 — — —

Tabela 2.5 Valores de teste dos parametros do modelo. A negrito, o caso de referéncia.
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Na Figura 2.3 € possivel observar os valores de n; obtidos para o caso de referéncia, com a, = 15.
Os resultados obtidos correspondem ao cédlculo de V, através de uma implementacido em R, e por
observacdo direta da forma como H; ¢é definida em cada periodo i. Na Figura 2.3, apenas se representam
os valores de n} para i > 5 pois s6 a partir deste periodo podem existir pacientes internos em espera,
em ndmero superior a n; (portanto, para i < 5, a estratégia 6tima, pode dizer-se, é dar prioridade
absoluta aos pacientes externos).

w4 o o o
< - o o
= o o o
o~ o o o
- o o o o o o
I T I |
5 10 15 20

periodo i

Fig. 2.3 Configuracdo de n; para o caso de referéncia

Uma observagao relevante surge do facto do valor a, = 15 coincidir com o instante a partir do qual
os pacientes internos adquirem prioridade absoluta, com n; = 1. Esta sobreposi¢do pode conduzir a
ideia de que o conhecimento do #ltimo periodo para agendamento (de pacientes externos), é suficiente
para decidir o instante a partir do qual o atendimento de pacientes internos passa a ser prioritdrio. Em
geral, esta ilacdo ndo € verdade, tal como demonstra o contra exemplo de [5] para o caso em que
a, =20 e, no entanto, n; = 1 paratodoi=1,---,20.






Capitulo 3

Experiéncia computacional

Neste capitulo estaremos interessados em validar a utilidade/eficiéncia de algumas regras de atendi-
mento (comparando-as com a trajetdria 6tima). Os resultados numéricos foram obtidos através de uma
implementagdo em R disponivel aqui. Este capitulo est4 estruturado da seguinte forma. Comecamos
por apresentar os valores do lucro que resultam de uma gestdo do sistema segundo a trajetdria 6tima, e
como tal, representam os valores do lucro 6timo. Nas sec¢des 3.2, 3.3 e 3.4, avaliamos o desempenho
de trés regras de atendimento, que priorizam de forma absoluta, ao longo de todo o dia, um determi-
nado tipo de pacientes. Na sec¢do 3.5 analisamos o desempenho de outras trés regras préticas que
definem prioridade absoluta a cada tipo de pacientes, internos ou externos, em diferentes momentos
do dia. Na seccdo 3.6 apresentamos duas regras nas quais, ao contrario das anteriores, a prioridade néao
estd previamente definida e € determinada ao longo do dia. Finalmente, na dltima sec¢io apresentamos
as conclusdes gerais dos resultados obtidos.

3.1 Valor 6timo para o modelo original

Consideremos um centro de diagnéstico de Ressonancia Magnética que funciona ininterruptamente
durante dez horas e no qual a duragdo de cada exame é exatamente meia-hora, isto é, N = 20.
Assumimos que todos os periodos estdo disponiveis para calendarizar pacientes externos, ou seja,
a;=1paratodoi=1,---,N. Na Tabela 3.1 encontram-se os valores do lucro 6timo associados a cada
conjunto de parametros definidos na Tabela 2.5 considerando que uma gestao do sistema segundo o
plano otimo de decisoes. O valor destacado a negrito corresponde ao caso de referéncia.

O menor valor do lucro é de 7151 u.m. e corresponde a situacdo em que a receita resultante do
atendimento de pacientes internos € nula, enquanto o custo de espera de pacientes externos e as
penalizagdes de ambos os tipos assumem o0s valores mais elevados. Exatamente na situacao oposta
encontra-se o0 maior valor do lucro de 15076 u.m.. Assim podemos inferir que, independentemente
do tipo de paciente, valores de penalizagdo e custos de espera mais baixos, juntamente com elevados

valores de receita, conduzem a maximizag¢ao do lucro.

29
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w,;=10 we=15 w=20

n T, | =100 m=200 m=300 | 7=100 mw=200 7=300 | 7,=100 m=200 =300

500 | 12917 12845 12773 | 12876 12803.71 12731 | 12835 12762 12690
0 1000 | 9913 9841 9768 9872 9799 9727 9830 9758 9686
2000 | 8848 8189 7531 8643 7989 7334 8449 7799 7151

500 | 13236 13163 13091 | 13194 13122 13050 | 13153 13081 13008
200 1000 | 10578 10159 10087 | 10468 10118 10045 | 10379 10076 10004
2000 | 10342 9681 9022 10131 9473 8817 9931 9277 8622

500 | 15076 14464 14046 | 14929 14354 14004 | 14800 14265 13963
800 1000 | 14957 14301 13646 | 14760 14110 13462 | 14578 13931 13291
2000 | 14834 14171 13509 | 14610 13949 13288 | 14395 13736 13078

Tabela 3.1 Valores 6timos, V, (u.m.)

E deixada uma nota sobre o facto da andlise dos resultados coincidir com a intui¢do esperada, o
que nos permite de certo modo, validar a implementacdo feita no software R, uma vez que nfo existe

qualquer referéncia a estes valores em [5].

3.2 Prioridade absoluta a pacientes externos

Vamos assumir que ao longo do dia os pacientes externos adquirem prioridade absoluta sobre os
pacientes internos. Este cendrio equivale a um caso particular do Teorema 8 no qual 77;(s) = N — 1 para
todo s € S; e paratodoi=2,---,N e portanto, € atendido um paciente interno se e sé se n >N — 1. Na
prética, na auséncia de um paciente emergente, ¢ sempre atendido um paciente externo. A Tabela 3.2
apresenta o desvio percentual do lucro relativamente ao plano étimo de decisées.

ws=10 we=15 w=20

Tn T, =100 =m=200 m=300 | 7,=100 m=200 m,=300 | m;=100 m=200 m,=300
500

0 1000
2000 | 55.87 53.21 50.08 55.31 52.55 49.30 54.77 51.93 48.58
500

200 1000 3.27 2.65 2.22
2000 | 59.17 57.13 54.80 58.73 56.62 54.22 58.32 56.15 53.66
500 5.87 2.39 5.23 1.93 4.68 1.61

800 1000 | 25.21 22.29 19.09 24.50 21.53 18.29 23.83 20.82 17.55
2000 | 65.10 63.98 62.74 64.84 63.70 62.44 64.61 63.44 62.15

Tabela 3.2 Desvio percentual do lucro em relagdo ao plano otimo de decisoes

A aplicacdo desta regra resulta numa perda de 58.73% no caso de referéncia. No entanto, em 36
dos 81 casos analisados, o desempenho coincide com o 6timo, isto €, nos cendrios em que os valores
da receita e das penalizacdes associadas aos pacientes internos assumem valores médios/baixos, e
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independentemente dos valores de w; e 7, priorizar o atendimento de pacientes externos representa a
forma mais lucrativa de gerir o sistema. Nos casos simétricos, o desempenho da regra afasta-se do
6timo num valor maximo de 65.10%, o que representa uma perda acentuada no lucro didrio.

3.3 Prioridade absoluta a pacientes internos

Consideremos agora que, ao contrario da regra anterior, 0s pacientes internos sdo prioritarios em
relac@o aos pacientes externos. Entéo, equivale ao caso particular do Teorema 8 no qual 77;(s) = 0 para
todo s € S; e paratodo i =2,--- ,N e portanto, é atendido um paciente interno se e s6 se n > 0. Na
pratica significa que, na auséncia de um paciente emergente, é¢ sempre atendido um paciente interno.
A Tabela 3.3 apresenta o desvio percentual do lucro relativamente ao plano otimo de decisoes.

we=10 we=15 w=20

n m, | =100 m=200 m=300 | 7,=100 m=200 m=300 | m=100 m,=200 m=300

500 | 31.62 36.41 41.26 33.76 38.58 43.46 3592 40.77 45.68
0 1000 | 11.29 17.40  23.60 14.01 20.16 26.41 16.75 22.95 29.24
2000 1.52 1.72 1.96 2.71 3.07 3.49 4.08 4.62 5.28

500 | 21.90 26.52 31.20 23.96 28.61 33.31 26.04 30.72 35.44
200 1000 | 2.65 5.18 11.10 4.54 7.81 13.77 6.65 10.45 16.46

2000 1.21 .33 1.49 2.15 2.38 2.66 3.26 3.60 4.00
500 1.50 1.94 3.75 2.58 3.31 5.64 3.78 4.84 7.54
800 1000 0.99 1.09 1.22 1.73 1.92 2.14 2.59 2.85 3.17
2000 0.70 0.75 0.81 1.26 1.36 1.46 1.91 2.05 2.20

Tabela 3.3 Desvio percentual do lucro em relagdo ao plano étimo de decisoes

Numa andlise detalhada ¢ possivel observar que o caso de referéncia representa agora uma perda
de apenas 2.15% em relacdo ao lucro 6timo, contrastando assim com o anterior valor de 58.73%. No
entanto, neste cendrio ndo existe nenhum caso para o qual, priorizar os pacientes internos coincida
com a decisdo 6tima. Assim, o valor mais proximo do 6timo é 0.7% e representa a situagdo na qual os
parametros das receitas e das penalizacdes, associadas aos pacientes internos, sdo mais elevados. De
um modo geral, a regra representa um desempenho razoavel sendo que, dos 81 casos estudados, 44
apresentam um desvio inferior a 5%, em relacio ao valor do lucro 6timo.

3.4 Prioridade absoluta ao paciente critico

Nesta seccdo vamos considerar uma regra que, ndo sendo igual, contempla as regras anteriores.
Conforme o definido na Pagina 24 dizemos que o paciente critico é o paciente externo quando
rs+ 7 > r, + W, e em particular ws; > w,,. Nesta situacio, o Teorema 12 diz-nos que a trajetéria 6tima
¢ definida por 71;(s) = N — 1 para todo s € S; e para todo i =2, --- ,N. Portanto, quando o paciente
critico € o paciente externo, esta regra coincide com Prioridade absoluta aos pacientes externos. Por

este motivo, os desvios do lucro em relagdo ao lucro 6timo, estdo assinalados na Tabela 3.2. No caso
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simétrico, quando r, + 7, > rs+ T € w, > wy, o Teorema 11 diz que existe uma trajetoria Gtima tal
que 7;(s) = 0 para todo s € S; e para todo i = 2,--- ,N. Entdo o paciente critico é o paciente interno
e dar prioridade absoluta ao paciente critico, coincide com dar Prioridade absoluta aos pacientes
internos. Assim, na Tabela 3.3 encontram-se assinalados os desvios do lucro em relag@o ao lucro
6timo.

Dos valores assinalados na tabela 3.2, conclui-se que priorizar o paciente externo, quando este € o
paciente critico, representa uma forma 6tima de gerir o sistema. No entanto, no caso em que o paciente
critico é o paciente interno, dos valores da tabela 3.3 observa-se que o menor desvio percentual é
0.7% e corresponde a situagdo o, = 2800 e oz = 1110 com o; = mx + s +ws € 0 = Ty + 1y + W
Por outro lado, o maior desvio é de 6.65% quando o, = 1200 e a; = 1120. Portanto, da andlise geral
dos valores, e em particular destes dois casos, surge a intui¢do de que a distancia entre as somas o, €
Q, pode influenciar o desempenho desta regra.

Na Tabela 3.4 encontram-se os desvios percentuais entre estas duas somas dados por

O — 0O

Ta, Oy > Ot
desv =
O — 0y
T 0y < 0.
we=10 we=15 w=20

Tn T, =100 =m=200 m=300 | 7,=100 m=200 m,=300 | m;=100 m=200 m,=300

500 | 54.95 58.68 61.83 55.16  58.85 61.98 5536 59.02  62.12
0 1000 | 9.91 17.36  23.66 10.31 1770 23.95 10.71 18.03 24.24

2000 | 44.50 39.50 34.50 44.25 39.25 34.25 44.00 39.00 34.00
500 | 36.94  42.15 46.56 37.22 4239  46.77 3750 42.62  46.97
200 1000 | 7.50 0.83 8.40 7.08 1.23 8.75 6.67 1.64 9.09

2000 | 49.55 45.00 40.45 49.32 44.77 40.23 49.09 44.55 40.00

500 14.62 6.92 0.76 14.23 6.54 1.14 13.85 6.15 1.52
800 1000 | 38.33 32.78 27.22 38.06 32.50 26.94 37.78 32.22 26.67
2000 | 60.36 56.79 53.21 60.18 56.61 53.04 60.00 56.43 52.86

Tabela 3.4 Desvio percentual entre 7, 41, +wy, € Ty + 1y + w;

De facto, os valores aqui apresentados confirmam a intui¢do. Os menores desvios do lucro, nos
casos em que o paciente critico € o paciente interno, estdo associados a desvios da Tabela 3.4, na
ordem dos 55%. Por outro lado, a maioria dos menores desvios do lucro, correspondem a casos em
que os desvios percentuais sdo na ordem dos 7%. Recorde-se que a definicdo de paciente critico
depende do valor dos parAmetros, que regra geral sao dificeis de estimar, em particular o valor das
penalizacdes, T, e ;. Por este motivo, quando as somas entre os pardmetros de cada tipo de pacientes,
se aproximam de forma significativa, pode ndo ser inequivoco qual o paciente critico. Nestas situagdes,
o desempenho da regra é afetado, de forma negativa.
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3.5 Prioridade absoluta em periodos distintos

Nesta seccdo estaremos interessados em formas de gerir o sistema nas quais nao se priorize exclu-
sivamente um tipo de pacientes. Por exemplo, uma vez que os pacientes internos se assumem mais
custosos no final do dia, a intui¢do sugere que penalizag¢des por falta de atendimento destes pacientes,
devem ser evitadas, dando-lhes maior prioridade a medida que nos aproximamos do final do dia.
Um exemplo deste tipo de atendimento é descrito pela trajetéria 6tima para um modelo aproximado,
definida pelo teorema 10. Recorde-se que, para um determinado i, calculado a partir dos pardmetros
de custos, receitas e penaliza¢des, deve atender-se um paciente externo se e sé se i < i,, € um paciente
interno, caso contrario. Designemos esta regra por Prioridade segundo i,. A Tabela 3.5 apresenta os
valores de i, para os valores de teste definidos na Pag. 26

we=10 we=15 w=20
n , n=100 m=200 m=300 | =100 m=200 =300 | ;=100 m=200 m;=300

500 20 20 20 20 20 20 20 20 20

0 1000 20 20 20 20 20 20 20 20 20
2000 0 0 0 0 0 0 0 0 0

500 20 20 20 20 20 20 20 20 20

200 1000 10 20 20 13 20 20 15 20 20
2000 0 0 0 0 0 0 0 0 0

500 0 10 20 6 13 20 10 15 20

800 1000 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2000 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 3.5 Valores de i,.

Note-se que, mesmo sem observar os lucros resultantes de uma gestdo segundo esta regra, é
possivel antecipar que nas situagdes em que i, = 20 o lucro coincide com o 6timo, uma vez que
esta regra equivale a dar Prioridade absoluta aos pacientes externos e quando i, = 0 equivale a dar
Prioridade absoluta aos pacientes internos. Na Tabela 3.6 encontram-se os desvios percentuais do
lucro em relacdo ao lucro 6timo, V.

we=10 w=15 w=20

n T, =100 m;=200 m=300 | 7,=100 m;=200 m=300 | =100 m;=200 m,=300

500 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0 1000 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
2000 1.52 1.72 1.96 271 3.07 3.49 4.08 4.62 5.28

500 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

200 1000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
2000 1.21 1.33 1.49 2.15 2.38 2.66 3.26 3.60 4.00
500 1.50 0.00 0.00 0.00

800 1000 | 0.99 1.09 1.22 1.73 1.92 2.14 2.59 2.85 3.17
2000 | 0.70 0.75 0.81 1.26 1.36 1.46 1.91 2.05 2.20

Tabela 3.6 Desvio percentual do lucro em relagdo ao plano étimo de decisoes
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De facto, o lucro obtido coincide com o 6timo em 44% dos casos. Nos restantes, os maiores
desvios do lucro verificam-se quando as penalizacdes dos pacientes internos ou externos sdo elevadas.
Em particular, o maior desvio de 5.28% surge quando as penalizacdes de ambos os tipos assumem 0s
valores mais elevados. Numa andlise comparativa com as regras anteriores, esta heuristica replica
exatamente os valores da regra Prioridade absoluta ao paciente critico em 71 dos 81 casos estudados.
Nos restantes casos, assinalados na Tabela 3.6, o desempenho é melhor e, em particular, 0 maior
desvio do lucro de 6.65% dessa regra, é agora de 0.06%. Concluimos que, de facto, é mais vantajoso

dar prioridade aos pacientes internos a medida que o final do dia se aproxima.

Observe-se que, o cdlculo de i, corresponde a uma expressdo algébrica que depende, praticamente,
de todos os parametros associados aos pacientes em questdo. Na tentativa de simplificar este aspeto, a
préoxima regra designada Prioridade Mista é definida por i, = %, independentemente do valor dos
parametros para cada tipo de pacientes. Na pratica significa que deve dar-se prioridade aos pacientes
externos se i < %, e prioridade aos pacientes internos no caso contrario. A Tabela 3.7 apresenta os

desvios percentuais do lucro em relag@o ao lucro 6timo.

wy=10 wy=15 w=20
ra W | =100 m=200 m=300 | =100 m=200 m,=300 | =100 =200 m,=300
500 | 27.65 3212  36.64 | 2870 33.19 3773 | 29.76 3427  38.83
0 1000| 809 1378 1955 | 938  15.10 2091 | 10.68 1644 2228
2000 | 2.33 2.12 1.88 1.94 1.74 1.51 1.63 1.47 1.30
500 | 18.62 2293 2728 | 19.61 2394 2832 | 2062 2497 2937
200 1000 | 038 244 795 092 368 922 1.66 493  10.50
2000 | 2.65 248 229 225  2.08 1.90 1.96 1.79 1.60
500 | 0.17 0.8 1.77 030 067 266 | 0.55 1.21 3.55
800 1000 | 095 078 0.6l 075 0.6l 048 | 064 052 044
2000 | 329 3.8 3.07 294 283 271 264 253 2.41

Tabela 3.7 Desvio percentual do lucro em relagdo ao plano étimo de decisées

A generalidade dos valores indica-nos que o desempenho desta regra estd afastado do 6timo. No
entanto observa-se que, nos casos da regra anterior, para os quais i, = 0, definir uma Prioridade
Mista resulta num desempenho melhor, a exce¢do dos casos em que ry, + 7, = 2800 e portanto maior
prioridade aos pacientes internos, € mais vantajoso. Conclui-se ainda que, regra geral, desvalorizar os
parametros no momento da decisio acerca do paciente que se deve atender, ndo é uma boa forma de

gerir o sistema.

Da andlise feita até ao momento concluimos que, regra geral, quando o paciente externo é o
paciente critico ou quando os pacientes internos beneficiam de maior prioridade no final do dia, os
lucros resultantes aproximam-se, ou coincidem, com o lucro 6timo. Desta observagdo surge a regra,
Prioridade Hibrida definida da seguinte forma. Se o paciente critico for o paciente externo, entdo
i, = N, caso contrario, i, = % A Tabela 3.8 compila os desvios percentuais do lucro em relacio ao

lucro 6timo.
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w,;=10 we=15 w=20

Tn T, | ;=100 m=200 m=300 | L=100 m=200 m,=300 | m=100 m,=200 m=300

500 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0 1000 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
2000 | 2.33 2.12 1.88 1.94 1.74 1.51 1.63 1.47 1.30

500 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
200 1000 | 0.38 0.00 0.00 0.92 0.00 0.00 1.66 0.00 0.00
2000 | 2.65 2.48 2.29 2.25 2.08 1.90 1.96 1.79 1.60

500 0.17 0.28 0.00 0.30 0.67 0.00 0.55 1.21 0.00
800 1000 | 0.95 0.78 0.61 0.75 0.61 0.48 0.64 0.52 0.44
2000 | 3.29 3.18 3.07 2.94 2.83 2.71 2.64 2.53 241

Tabela 3.8 Desvio percentual do lucro em relagdo ao plano otimo de decisoes

Tal como era expectdvel, os valores da tabela 3.8 confirmam um desempenho préximo do 6timo,
em termos lucrativos. Mais concretamente, o lucro 6timo € atingido exatamente nos casos em que
0s pacientes externos assumem a carateriza¢io de paciente critico, tal como em exemplos anteriores.
Nos restantes casos, estes valores sao melhores do que os valores da Tabela 3.6 em 26 casos, dos quais
19 apresentam uma melhoria, de pelo menos, 50%. Em particular, o maior desvio de 5.28%, € agora
de 1.30% em relagdo ao lucro 6timo. Notemos ainda que, a excecdo dos casos em que o paciente
externo € o paciente critico, os desvios do lucro coincidem exatamente com os da Tabela 3.7.

3.6 Regras de prioridade dinimicas

Nesta sec¢do estaremos interessados em duas regras nas quais, ao contrario das regras anteriores, a
prioridade dos pacientes nio estd previamente definida no inicio do dia. Nestes dois casos, a prioridade

¢ varidvel ao longo do dia e determinada no instante anterior ao exato periodo a que diz respeito.

3.6.1 tendo em conta homogeneidade de grupos

Até a0 momento, as escolhas do atendimento t€ém em conta, os pardmetros associados ao tipo de
pacientes a que pertencem. No entanto, podemos pensar num atendimento em que a tomada de
decisdo ignore o papel desses parametros. Uma sugestdo de regra, denominada Grupos Homogéneos,
consiste em manter os grupos de cada tipo de pacientes, o mais homogéneos possivel, ao longo de
todos os periodos. Deste modo, no momento da decisdo de qual dos pacientes se deve atender, apenas
¢ necessdrio contar o nimero de cada tipo de pacientes em espera e atender o paciente proveniente do
grupo mais numeroso. Na Tabela 3.9 encontram-se os desvios do lucro em relagdo ao lucro étimo.
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w,;=10 we=15 w=20

Tn T, | ;=100 m=200 m=300 | L=100 m=200 m,=300 | m=100 m,=200 m=300

500 15.50 17.89  20.30 16.46 18.86  21.28 17.42 19.83 22.27
0 1000 | 5.33 8.37 11.45 6.54 9.60 12.70 7.75 10.83 13.96
2000 | 28.53 2726 2578 28.67 2742 2594 2890  27.68 26.26

500 10.68 12.97 15.30 11.60 13.91 16.24 12.52 14.84 17.19
200 1000 | 2.70 2.30 5.24 3.19 3.47 6.43 3.88 4.64 7.62
2000 | 30.07 29.09 2798 30.18 29.20  28.10 30.37 2941 28.31

500 3.51 1.97 1.66 3.62 2.32 2.50 3.85 2.82 3.35
800 1000 | 12.98 11.55 10.00 12.89 11.48 9.94 12.88 11.48 9.97
2000 | 32.89 3234 31.74 3294 3239  31.80 | 33.04 3250 3191

Tabela 3.9 Desvio percentual do lucro em relacdo ao plano 6timo de decisées

E deixada uma nota para os casos em que n = s. Nestas situacdes a decisdo do atendimento foi
feita tendo em conta a regra Prioridade Mista. Da anélise da Tabela 3.9 conclui-se que, tal como na
Tabela 3.7, desvalorizar o papel dos pardmetros na decisdo do atendimento, ndo é uma boa pratica.
Dos 81 casos estudados, 54 representam perdas situadas entre 10.44% e 38.38% em relacdo aos
respetivos valores 6timos. Em particular, os maiores desvios do lucro correspondem a situacdes em

que os custos e penalizacdes de um dos tipos, ou ambos, sdo elevados.

3.6.2 tendo em conta custos pontuais

Suponhamos que num qualquer instante, existe uma situagao pontual de descontrolo do sistema, isto €,
o sistema ndo se comporta como esperado. Nesta situagdo propomos uma regra designada por Caos que
¢ descrita da seguinte forma. Numa situagdo em que se encontrem (n,s) pacientes em espera, é feita
uma estimativa grosseira do lucro, supondo que um desses pacientes € selecionado para o atendimento
e os restantes permanecem por atender até ao final do dia. O paciente selecionado corresponde aquele

para o qual essa estimativa resulta no maior valor. Mais concretamente, considere-se
o=Mn—1)(N—i+1)w,+(n—1)m,+s(N—i+1)wy+sm,
Bi=nN—i+1)w,+nm,+(s—1)(N—i+1)ws+ (s —1)m,

em que ¢; e 3 representam as estimativas do lucro resultante do atendimento de um paciente
interno e externo, respetivamente. Assim, no momento de decisdo, deve atender-se um paciente
interno se r, — ; > ry — fB; e um paciente externo, caso contrario. A Tabela 3.10 apresenta os desvios

percentuais do lucro em relagdo ao lucro étimo.
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w,;=10 we=15 w=20

Tn T, | ;=100 m=200 m=300 | L=100 m=200 m,=300 | m=100 m,=200 m=300

500 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0 1000 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
2000 1.52 1.72 1.96 271 3.07 3.49 4.08 4.62 5.28

500 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
200 1000 | 0.38 0.00 0.00 0.13 0.00 0.00 0.11 0.00 0.00
2000 1.21 1.33 1.49 2.15 2.38 2.66 3.26 3.60 4.00

500 1.46 0.28 0.00 1.14 0.10 0.00 0.55 0.08 0.00
800 1000 | 0.99 1.09 1.22 1.73 1.92 2.14 2.59 2.85 3.17
2000 | 0.70 0.75 0.81 1.26 1.36 1.46 1.91 2.05 2.20

Tabela 3.10 Desvio percentual do lucro em rela¢do ao plano étimo de decisées

Existem conjuntos de pardmetros para os quais esta gestao se revela dtima, coincidindo com outras
regras anteriores, como por exemplo, Prioridade absoluta a pacientes externos. Observa-se ainda que,
em 36 dos restantes 45 casos, estes valores coincidem com a regra Prioridade segundo i, e revelam-se
melhores do que as regras anteriores em apenas 3 casos.

3.7 Conclusoes

Nesta seccao pretendemos sumariar a andlise empirica feita anteriormente. Das regras Prioridade
absoluta a pacientes externos, Prioridade absoluta a pacientes internos e Prioridade absoluta ao
paciente critico, concluimos que nos casos em que os custos de espera ou da falta de atendimento de
pacientes internos sao reduzidos, dar prioridade absoluta a pacientes externos define uma forma 6tima
de gerir o sistema. Na situagc@o simétrica, em que os custos e as penalizacdes associados a pacientes
internos sdo elevados, dar prioridade absoluta a este tipo de pacientes, consiste na melhor forma de
gerir o sistema. Portanto, a regra Prioridade absoluta ao paciente critico compila o melhor das duas
anteriores e representa a melhor forma de gerir o atendimento dos pacientes mesmo nas situacdes em
que possa ndo ser inequivoco qual é o paciente critico.

Das regras Prioridade segundo i, e Prioridade Hibrida conclui-se que gerir o sistema com
prioridades repartidas ao longo do dia, entre ambos os tipos de pacientes, representa uma gestao mais
lucrativa. No entanto, ndo € vantajoso desvalorizar a importancia dos pardmetros associados aos
pacientes, tal como concluimos na regra Prioridade Mista.

Finalmente das regras dindmicas concluimos que, num hospital onde o atendimento de pacientes
assuma um papel prioritario em relagcao aos lucros que dele resultem, uma regra do tipo Prioridade
dindmica tendo em conta homogeneidade de grupos deve ser o tipo de gestao adotado, uma vez que
promove o equilibrio entre o nimero de pacientes de cada tipo. Em situagdes de descontrolo do
sistema, como por exemplo, no caso em que surgem mais pacientes do que os esperados, a regra
Prioridade dindmica tendo em conta custos pontuais ¢ uma boa forma de gerir o sistema, tendo em

conta que permite analisar uma situagdo pontual.






Capitulo 4

Agendamento

Neste capitulo iremos debrucar-nos sobre a segunda parte do problema a que nos propusemos, o
agendamento dos pacientes. Na andlise que iremos fazer, vamos considerar um tipo de agendamento
muito utilizado na prética, em unidades de satde, tendo em conta a fcil implementagdo. Neste sentido,
o capitulo estd dividido da seguinte forma. Na primeira secc¢ao € feita uma descri¢do deste tipo de
configuracdo e apresentada uma tabela que compila os valores 6timos, que servirdo de referéncia
na andlise feita posteriormente. Ao longo da segunda seccdo sdo enunciadas duas heuristicas e
simultaneamente € feita uma andlise empirica dos resultados obtidos. Na primeira parte da andlise
computacional, estd subjacente a hipdtese de que o atendimento dos pacientes ¢é feito segundo Plano
otimo de decisoes, definido anteriormente. Na outra parte da andlise, considera-se que as decisdes de
atendimento dos pacientes sao feitas seguindo uma Prioridade segundo i, também esta ja definida.
Em apéndice é possivel consultar uma outra heuristica para a qual ndo apresentamos resultados

computacionais.

4.1 Configuracao

Uma das configuragdes mais usadas para gerir o agendamento de pacientes € aquela que considera a
existéncia de um limite, a., - tltimo periodo para agendamento - até ao qual todos os periodos sido
disponibilizados para agendar pacientes externos, e os restantes sdo deixados livres. Deste modo, é
apenas necessario definir o valor de a,. O interesse principal prende-se na determinagdo do valor de
a, 6timo, aquele que maximiza o lucro diario. Neste sentido, foi implementado um algoritmo em
R que determina, para cada conjunto de parametros, o valor de V, com a, = 2,--- ,N. Os valores
apresentados na Tabela 4.1 correspondem aqueles que maximizam o lucro.

A andlise da tabela confirma que de facto existem situacdes para as quais a, = N, utilizado em
todo o capitulo anterior, representa o dltimo periodo 6timo para agendar pacientes externos. Isto
verifica-se, por exemplo, quando as receitas e as penalizacdes associados a pacientes internos assumem
valores menores. No entanto, na grande maioria dos casos apresentados, o valor de a, 6timo é menor
do que o definido, como por exemplo quando as penalizacdes dos pacientes internos sdo elevadas.
Esta observagdo levanta uma questdo relativa a diferenca no lucro obtido nos casos em que o limite
ndo coincide com o valor 6timo, isto €, se existe uma perda significativa no lucro diario.
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we=10 we=15 w=20

Tn T, | m=100 m=200 m=300 | r=100 m=200 m=300 | =100 m=200 m=300
500 20 20 20 20 20 20 20 20 20
0 1000 18 18 18 18 18 17 18 18 17
2000 16 15 14 15 14 14 15 14 14
500 20 20 19 20 20 19 20 20 19
200 1000 16 15 15 15 15 15 15 15 15
2000 16 15 14 15 14 14 15 14 14
500 16 15 14 15 14 14 15 14 14
800 1000 16 15 14 15 14 14 15 14 14
2000 16 15 14 15 14 14 15 14 14

Tabela 4.1 Valores de a, 6timos segundo o plano 6timo de decisdes

4.2 Experiéncia Computacional

Na andlise do desempenho das regras de atendimento, no capitulo anterior, considerdmos a, = N, o
que significa que todos os periodos estavam disponiveis para agendar pacientes externos. Esta escolha
baseou-se na simplicidade de implementac¢ao e na intuicdo de que seria mais vantajoso, em termos
lucrativos, disponibilizar o maior nimero de periodos para o atendimento desse tipo de pacientes. No
entanto, da Tabela 4.1 é possivel observar que esta definicdo nem sempre coincide com o valor de a.

6timo. A Tabela 4.2 apresenta o desvio percentual do lucro em rela¢io ao lucro com a, 6timo.

ws=10 we=15 w=20
n n, | =100 m=200 m=300 | ;=100 m=200 m;=300 | ;=100 m=200 m;=300
500 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0 1000 | 0.50 1.12 1.74 0.52 1.14 1.77 0.54 1.17 1.83
2000 | 2.91 7.43 12.84 3.35 8.12 13.76 3.88 8.95 14.67
500 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.01
200 1000 | 2.45 5.57 6.24 2.77 5.69 6.36 3.14 5.81 6.49
2000 | 2.50 6.35 10.95 2.87 6.94 11.71 3.32 7.63 12.49
500 1.73 4.34 6.76 1.97 4.65 6.88 2.24 5.01 6.99
800 1000 1.74 4.39 7.52 1.99 4.77 7.99 2.28 5.21 8.47
2000 1.76 4.43 7.59 2.01 4.82 8.09 2.31 5.28 8.60

Tabela 4.2 Desvio percentual do lucro em relacdo ao lucro com a. 6timo (segundo o plano dtimo de
decisoes)

Tal como observado na tabela anterior, disponibilizar todos os periodos para o agendamento de
pacientes externos, nem sempre coincide com a escolha 6tima. No entanto, regra geral, a, = N resulta
em valores do lucro razoavelmente préximos do 6timo. Dos 81 casos apresentados, 15 coincidem
com o 6timo e em 37 o desvio obtido € de, no mdximo, 5%. O maior desvio de 14.67% corresponde a
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situagdo em que a receita proveniente do atendimento de pacientes internos € nula, e a penalizacdo
desse tipo de pacientes assume o valor maximo de 7, = 2000. Note-se ainda que, um aumento dos
custos de espera dos pacientes externos também contribui para um pior desempenho desta heuristica.
Em particular, para o caso de referéncia obtém-se um desvio de 2.87% em relag@o ao lucro 6timo.

Suponhamos agora que nem todos os periodos estdo disponiveis para agendar pacientes externos
mas que existe um equilibrio entre o niimero de periodos a disponibilizar para esse efeito e o nimero
de periodos deixados livres. Esta heuristica designada por Heuristica Equilibrada, procura definir o
ndmero de periodos a disponibilizar para pacientes externos tendo em conta o nimero médio didrio de
pacientes externos que chegam ao centro de diagnéstico.

Mais concretamente, se o nimero médio de pacientes externos for muito elevado (> N) o valor de
a, = N, que coincide com o caso anterior. Por outro lado, se o nimero médio de pacientes externos
for muito baixo (< 0), a, = 0. Caso contrdrio,
N(1—p,— N1 —p,—
a, = " ( Pn pe) ( DPn pe) <N.
Ps Ps

Na Tabela 4.3 encontram-se os desvios percentuais do lucro em relagdo ao lucro com a, 6timo.

W, quando 0 <

we=10 we=15 w=20
n T, n,=100 m=200 m,=300 | m,=100 m=200 m,=300 | ;=100 m=200 m,=300

500 26.38 25.97 25.55 26.31 25.89 25.47 26.23 25.81 25.39

0 1000 | 9.87 9.77 9.68 9.72 9.62 9.53 9.57 9.47 9.40
2000 | 5.85 4.04 2.81 5.16 3.46 2.32 4.51 2.99 1.83

500 18.27 17.82 17.38 18.17 17.72 17.27 18.07 17.62 17.16

200 1000 | 5.05 4.37 4.37 4.62 4.30 4.30 4.37 422 422
2000 | 5.02 3.45 2.40 4.42 2.95 1.97 3.85 2.53 1.54

500 3.51 2.46 2.15 3.12 2.21 2.11 2.79 2.11 2.08

800 1000 3.50 2.39 1.65 3.07 2.04 1.36 2.67 1.76 1.08
2000 3.53 2.41 1.66 3.09 2.04 1.36 2.68 1.74 1.05

Tabela 4.3 Desvio percentual do lucro em relacio ao lucro com a, 6timo (segundo o plano étimo de
decisoes)

Tal como era expectavel, o desempenho desta heuristica € pior em 60 dos 81 casos estudados,
quando comparada com a anterior. Uma possivel justificacdo prende-se com o facto desta heuristica
ndo ter em conta a influéncia dos parametros de custos e receitas, na determinacio de a.. No caso de
referéncia o desvio sofre um aumento em relacdo ao caso anterior e é agora 4.42%.

Suponhamos agora que o sistema € gerido segundo a trajetéria 6tima para um modelo aproximado
definida na Pdg. 21. Na Tabela 4.4 estd indicado para cada conjunto de pardmetros, qual das heuristicas,
a, = N ou Heuristica Equilibrada, representa o melhor desempenho.
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we=10 we=15 w=20
n T, n,=100 m=200 m,=300 | ,=100 m=200 m,=300 | ;=100 m=200 m,=300
500 N N N N N N N N N
0 1000 N N N N N N N N N
2000 N N.E E N N.E E N N.E E
500 N N N N N N N N N
200 1000 N N N N N N N N N
2000 N N.E E N N.E E N N.E E
500 N N,E N.E N.E N.E N.E N.E N.E N.E
800 1000 N N.E E N N.E E N N.E E
2000 N N.E E N N.E E N N.E E

Tabela 4.4 Desempenho das heuristicas a, = N (N) e Heuristica Equilibrada(E) com Prioridade
segundo i,

Da generalidade dos valores observados, os lucros obtidos sdo muito semelhantes, no entanto, a
Tabela 4.4 indica que, quando todos os periodos estdo disponiveis para agendar pacientes externos,
a, = N, o desempenho é melhor em 52 dos 81 casos estudados e, em particular, no caso de referéncia.
E importante observar que, nesta situa¢io, um aumento do valor de 7, = 100 para 7, = 300 faz com
que a segunda heuristica passe a ser a melhor escolha, o que sublinha a importancia da escolha de
determinados parametros num determinado tipo de agendamento. Apesar de, na maioria dos casos, a
primeira heuristica ter um desempenho melhor, a heuristica equilibrada revela-se melhor em situagdes
onde as penalidades dos dois tipos de pacientes sdo ambas elevadas.



Capitulo 5

Conclusao

Neste capitulo faremos uma conclusao geral sobre os resultados obtidos nas sec¢des de experiéncia
computacional. Posteriormente, sdo deixadas algumas observagdes acerca das limitacdes deste
trabalho e finalmente faremos referéncia a possiveis pesquisas futuras como forma de continuagao
deste trabalho.

5.1 Resultados

O tipo de gestdo de uma unidade de satide, influencia ndo s6 o desempenho pratico do sistema como
também o desempenho financeiro. E importante encontrar formas de gerir estes sistemas em que haja
um equilibrio entre estas duas componentes. Decidir quais os pacientes que devem ser atendidos
em determinadas circunstancias nio € uma tarefa ficil, e tem ainda aliado o problema de gestdo da
marcagdo dos pacientes.

Neste trabalho foi feita uma comparacdo entre vérias formas de gerir o atendimento dos pacientes
e agendar os pacientes externos. Para este efeito foram utilizados pardmetros reais retirados de [5].
Para cada um, dos dois problemas, definimos valores de referéncia que representavam o 6timo.

Através dos dados obtidos, demonstramos que uma gestao na qual se dé prioridade exclusiva,
a um dos tipos de pacientes ndo representa um bom desempenho. No entanto, quando a gestido do
sistema considera dar prioridade ao paciente critico, os lucros obtidos sdo préximos do 6timo, a
excecdo dos casos em que as somas de custos, receitas e penalidades, para cada tipo de pacientes é
bastante proxima. Nestas situag¢des, ndo sendo inequivoco qual o paciente que satisfaz aquele critério,
e perante a dificuldade de estimar certos parametros, a melhor forma de gerir o sistema € a Prioridade
segundo i,. H4 uma proximidade no desempenho desta heuristica com a Prioridade Hibrida, no
entanto quando a soma das receitas e das penalizacdes dos pacientes internos assume o valor mais
elevado, a primeira continua a representar a melhor gestao, isto é, aquela que maximiza o lucro didrio.
Avaliando os resultados obtidos com a regra Prioridade Mista concluimos que, apesar de ser vantajoso
repartir a prioridade ao longo do dia, pelos dois tipos de pacientes, essa decisdo ndo deve depender
exclusivamente do momento do dia, ignorando assim a importancia dos parametros associados a cada
tipo de pacientes.

No seguimento da andlise empirica, concluimos também que uma gestdao na qual ndo se considere,
nem o instante do dia em que o sistema se encontra, nem os parametros associados a cada tipo de
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pacientes, resulta igualmente numa gestao menos lucrativa. Como é demonstrado pela regra Grupos
Homogéneos, onde a tomada de decisdo de quem se deve atender, depende apenas da observagdo do
nimero de pacientes de cada tipo que se encontra em espera e segundo a qual é atendido o paciente do
tipo que se encontra em maior nimero. Na ltima regra apresentada estd subjacente um cendrio pontual.
Segundo a regra Caos a decisdo do atendimento é feita tendo em conta uma estimativa grosseira do
lucro associado ao paciente de cada tipo, pressupondo que os restantes pacientes permanecem por
atender até ao final do dia. Os resultados obtidos permitem-nos concluir que esta regra é uma 6tima
forma de gerir o sistema, principalmente se existir um periodo do dia para o qual seja necessario tomar
uma decisao isoladamente, isto €, numa situacdo de descontrolo do sistema.

Na questio do agendamento foi igualmente possivel retirar algumas conclusdes. Apesar do tipo
de agendamento onde todos os periodos sdo disponibilizados para os pacientes externos, nem sempre
coincidir com a solugd@o 6tima, na grande maioria dos casos, este revela-se a melhor forma de gerir
o agendamento dos pacientes. Em ambos os casos, quando o atendimento é feito seguindo o Plano
otimo de decisées ou a Prioridade segundo i, o preenchimento total dos periodos, com pacientes
externos, revelou-se a melhor forma de calendarizar os pacientes. No entanto, em unidades de saidde
onde o atendimento dos pacientes seja um fator prioritério, isto €, que seja valorizado o menor nimero
possivel de pacientes por atender no final do dia, é mais vantajoso definir o agendamento seguindo a
Heuristica Equilibrada.

As conclusdes aqui apresentadas enfatizam a influéncia dos pardmetros associados a cada tipo de
pacientes, mais concretamente, das penalizagcdes a que o hospital estd sujeito quando, no final do dia,
existem pacientes que ndo foram atendidos.

5.2 Limitacoes

Este trabalho apresenta algumas limitacdes que enunciamos de seguida. A primeira prende-se com
a questao da estacionariedade. O modelo em causa assume que as probabilidades de chegada dos
pacientes, sdo constantes, ao longo do dia. No entanto, ndo nos parece uma hipétese realista, uma
vez que ao longo do dia o fluxo de pacientes pode ser varidvel. Uma outra limitacao é referente a
hipétese de existéncia de uma tnica maquina. Poderia ter interesse considerar que o atendimento dos
pacientes era feito por dois servidores. Existe uma outra observacao a fazer ao facto do centro de
diagnéstico funcionar ininterruptamente ao longo do dia. Teria interesse do ponto de vista realistico,
considerar um modelo em que exista uma pausa, que na prética, representaria a hora de refeicao
a que os servicos encerram. Finalmente, € deixada uma nota para a dificuldade e incapacidade de
demonstrar o Teorema 13.

5.3 Trabalho futuro

A andlise feita neste trabalho, juntamente com os resultados numéricos apresentados, indicam que a
gestao deste tipo de servicos pode ser significativamente melhorada, recorrendo ao uso de heuristicas
faceis de implementar, na prética. Neste trabalho ndo apresentamos uma forma unica de gerir o
sistema, que funcione bem sob quaisquer circunstincias. Em vez disso, fornecemos sugestdes sobre
que tipo de gestao pode ser escolhida, tendo em conta varios cendrios. Em particular, disponibilizar
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todos os periodos para agendar pacientes externos, enquanto o sistema é gerido segundo o plano 6timo
para um modelo aproximado (Prioridade segundo i), revelou-se a melhor forma de gerir o sistema,
sob vérios conjuntos de pardmetros reais. No entanto, este trabalho também evidéncia a influéncia de
certos parametros no desempenho destas heuristicas. Mais concretamente, das penalidades associadas
a impossibilidade de atender os pacientes no final do dia, que regra geral, sao dificeis de estimar.

Uma possibilidade de trabalho futuro assenta na hipétese de que a procura e a oferta variam ao
longo dos dias, isto é, que a frequéncia com que os pacientes requisitam o centro de diagndstico
pode oscilar ao longo da semana e que, no mesmo sentido, a disponibilizagdo do nimero de periodos
também deve ser ajustada. Outra possibilidade seria considerar o horizonte temporal do problema,
de uma semana e nao de um dia. Esta extensdo permitiria uma andlise mais detalhada sobre os
pacientes internos que, na maioria das vezes, sdo adiados de um dia para o outro e assim poderiam ser
reagendados para o dia seguinte.

Fica assim sublinhada a importancia e a necessidade de pesquisas futuras na drea da gestao
operacional em servicos de diagndstico médicos.
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Anexo A

Heuristica Newsvendor |

O terceiro tipo de agendamento que vamos considerar é designado por Heuristica Newsvendor. Nesta
heuristica, o critério para o cdlculo de a, ndo depende do nimero médio de ocorréncias de um
determinado tipo de pacientes, mas sim de uma aproximacao do lucro esperado no final do dia, quando
se define um determinado limite para o agendamento de pacientes externos. Neste caso, desvalorizam-
se os custos associados ao tempo de espera de cada tipo de pacientes, isto é, wy, = w,, = 0 e portanto
as decisdes baseiam-se em, atender todos os pacientes internos (externos, resp.) primeiro, quando
(T0y + 1 > s+ 15) (<), resp.).

Na defini¢do desta heuristica consideram-se ainda as seguintes varidveis, D, denota o nimero
total (aleatdrio) de pacientes internos que chegam durante o dia, tal que, D, ~ B(N, p,,), D denota
o nimero total (aleatério) de pacientes externos que chegam durante o dia, tal que, D ~ B(ay, p;)
e D, denota o nimero total (aleatério) de pacientes emergentes que chegam durante o dia, tal que,
D, ~ B(N, p,.). Assim, no primeiro caso, o lucro didrio esperado é dado por,

Vi(mty+rn > mg+ry) = rpE[Dy] + rsE[min((1 — p, — py)N, Ds)| — mE[Ds — min((1 — pe — py )N, Dy)]

onde min((1 — p, — p,)N, D;) representa o nimero de pacientes externos que véo, efetivamente, ser
atendidos. Por outro lado, no segundo caso, o lucro didrio esperado é dado pela expressdo

Vi(my+ry < wg+r5) = rE[Dg| + ryE[min((1 — p, )N — psa,, Dy)| — m,E[D, —min((1— p,)N — psa.,Dy)]

e min((1 — p.)N — psa.,D,) representa o niimero de pacientes internos que vio, efetivamente, ser
atendidos. Na prética, o cdlculo de a, consiste em determinar a expressdo da funcdo lucro para o
primeiro e segundo casos, € posteriormente, encontrar a, que maximiza, de forma conjunta, os dois
valores dessas expressoes.

Tendo em conta a complexidade para implementar esta heuristica, comparativamente com as
outras duas, e a proximidade dos resultados obtidos com o caso em que a, = N, fez-nos excluir
esta heuristica e optar por nao realizar experi€ncia computacional acerca da mesma. Os resultados
computacionais desta heuristica podem ser consultados no artigo [5]. Os valores do lucro resultante
desta heuristica coincidem exatamente com os valores da primeira (quando a, = N), em 89% dos
casos estudados, iguala os resultados da heuristica equilibrada em 4% dos casos e apenas nos 7% de
casos restantes se revela melhor do que as anteriores.
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