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Resumo

O estudo realizado nesta dissertacdo pretende estimar fungdes densidade neutras face ao risco obtidas a
partir dos precos associados a contratos de op¢des. Estas densidades poderao ser uteis na caracterizacio
do risco intuido pelos investidores. Sao considerados para o efeito os precos tedricos das opgdes call e
put de estilo europeu, obtidos através da férmula fechada de Black-Sholes-Merton e da mistura de duas
distribuicdes lognormais. Estes dois cendrios constituem a base para as experiéncias de simulacao
efetuadas, que permitem uma andlise em termos de fiabilidade nos processos de estima¢do. Também
serdo utilizados dados de mercado, observagdes intradidrias associadas aos indices S&P500 e VIX,
transacionadas no mercado Chicago Board Options Exchange. A estimacdo é feita considerando dois
métodos distintos. Foi usado um método paramétrico que considera uma mistura de duas distribuicdes
lognormais, e um método ndo paramétrico usando aproximacdes polinomiais locais para o preco da
opg¢do juntamente com funcdes kernel. Neste caso, € considerado um estimador polinomial cibico
incorporando no problema de otimizacao restri¢des de ndo arbitragem, bem como pesos que permitem
medir a relevancia de cada um dos precos, neste caso, considerdamos os dados associados ao open
interest. A formulacio usada tira partido da utilizacdo conjunta de observacdes associadas a precos
de calls e puts. Esta abordagem permite o contraste de informacao e a inclusdo de restri¢ées de ndo
arbitragem que se revelam de vital importancia. Esta abordagem contrasta com a usualmente presente
na literatura que faz uso da paridade put-call.

Uma comparacio ¢ efetuada entre as estimagdes das funcdes densidade neutras face ao risco para
os dois métodos abordados. Consideram-se inicialmente os dados tedricos gerados pelo modelo de
Black-Scholes-Merton e pela mistura de duas distribuicdes lognormais de forma a conseguir analisar a
robustez das abordagens propostas. Por tltimo, foram utilizados os dados sobre os indices de mercado
S&P500 e VIX na tentativa de avaliar as caracteristicas do mercado fazendo-se uma andlise das
densidades obtidas.
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Capitulo 1

Introducao

A medida que os mercados financeiros se tornam mais sofisticados, sdo introduzidos contratos mais
complexos do que simples negociagdes de compra e venda surgindo, neste ambito, os derivados
financeiros. Derivados financeiros s@o instrumentos financeiros celebrados e valorizados tendo como
referéncia o valor de um, ou mais, ativos designados por ativos subjacentes. Estes ativos podem ser
acdes, indices acionistas, matérias-primas, obrigacdes, taxas de cAmbio ou taxas de juro. Neste tipo
de mercado celebram-se acordos para entrega diferida, isto €, os acordos celebrados nestes contratos
presumem que os mesmos sejam liquidados numa data ou em varias datas futuras preestabelecidas.
Exemplos de derivados financeiros sdo os contratos forward, os contratos de futuros e os contratos de
opcoes.

Existem varios mercados onde sdo transacionados os contratos de derivados, um deles é o Chicago
Board Options Exchange (CBOE, www.cboe.com), que iniciou a sua atividade em 1973. Neste caso,
procurou-se organizar este tipo de transagdes o que permitiu um aumento significativo do nimero de
contratos celebrados.

Os derivados podem oferecer aos investidores uma ampla variedade de oportunidades para
personalizar as suas relagdes no mercado de acordo com as suas necessidades de investimento. Nestes
mercados financeiros existem diferentes tipos de intervenientes. H4 os que procuram obter cobertura
para o risco de variacao futura do prego do ativo subjacente, hedgers, os que compdem a sua carteira
apostando nos movimentos do preco do ativo subjacente, especuladores, ou ainda os que tomam
posi¢do em dois ou mais instrumentos financeiros de modo a obter lucro, ou seja, procuram as
oportunidades de arbitragem, arbitragistas.

Black and Scholes [5] e Merton [17] (Black-Scholes-Merton) revolucionaram a forma como o
preco das opgdes € calculado nos mercados financeiros apresentando uma férmula para a atribui¢do
de precos a opcdes do estilo europeu. O modelo Black-Sholes-Merton assume que o preco do ativo
subjacente segue uma distribui¢ao lognormal, admitindo retorno esperado e volatilidade constantes.
Existe, no entanto, uma forte evidéncia empirica sugerindo que a volatilidade ndo € constante ao longo
dos diferentes precos de exercicio e das diferentes datas de vencimento. As limitacdes deste modelo
levaram ao desenvolvimento de vérios outros modelos, nomeadamente a modelos que pressupdem
que a volatilidade ¢ uma varidvel estocéstica.

As opgoes financeiras sdo, actualmente, negociadas de forma intensiva em diversos mercados,
essas transacdes podem revelar informacao determinante relativa ao sentimento do mercado. Devido
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a sua natureza prospetiva, os precos das opcdes observadas congregam as perce¢des dos agentes
financeiros sobre o comportamento do ativo subjacente uma vez que fornecem informacdes sobre
os fatores de risco associados a ele. Com base na relacdo entre os precos das opgdes € os precos de
exercicio, as expectativas destes agentes de mercado podem ser refletidas numa fun¢do densidade
neutra face ao risco, relativa aos estados futuros do ativo subjacente. As funcdes densidade neutras
face ao risco podem ser usadas para diferentes propdsitos, nomeadamente inferir sobre o risco de
mercado e calcular o preco de novos contratos de opcoes.

Cox and Ross [8] apresentaram uma relagao entre os precos das opgdes e a fun¢do densidade neutra
face ao risco no contexto de modelos baseados na auséncia de arbitragem. Neste caso, considera-se
que os precos das opg¢des de estilo europeu podem ser representadas como o valor esperado dos ganhos
fututos descontados a taxa de juro sem risco.

Esta dissertacdo incide na estimacao de funcdes densidade neutras face ao risco através de dois
métodos distintos, a mistura de distribui¢des lognormais e estimagao nao paramétrica usando funcdes
kernel. Sao utilizadas simulagdes efetuadas a partir dos precos tedricos de opgdes, gerados pelo
modelo de Black-Scholes-Merton e pela mistura de distribui¢des lognormais, e precos de opcdes sobre
os indices S&P500 e VIX, transacionados no mercado Chicago Board Options Exchange (CBOE). O
VIX € um indice de volatilidade implicita relativa a op¢des sobre o indice S&P500 com maturidade
de 30 dias.

Assim, a organizagdo deste trabalho acomoda sete capitulos. Comegamos no segundo capitulo por
explicar o conceito de opcdes e fazer uma sintese bibliogréfica sobre diferentes abordagens presentes
na literatura para a estimacdo da funcéo densidade neutra face ao risco, mencionando as qualidades
e limitagdes de cada uma delas. No terceiro capitulo, apresentamos a forma de cdlculo do valor
dos precos de opcdes mais conhecida no mercado financeiro, o modelo de Black-Scholes-Merton,
onde explicitamos ainda as principais limitacdes do modelo. No quarto capitulo, relatamos a relagéo
entre precos de opgdes e uma funcdo densidade neutra face ao risco sob a hipétese de auséncia
de arbitragem. Prosseguindo, apresentamos as restricdes de ndo arbitragem impostas pela teoria,
sem as quais resultados menos fidveis seriam obtidos nos processos de estimacdo. No capitulo
cinco, desenvolvemos, com base na literatura, as duas abordagens propostas para estimar as func¢des
densidade neutras face ao risco e as fungdes prego das opcdes. As estimagdes sao realizadas definindo
problemas de otimizac¢do que procuram minimizar a distncia entre os precos observados e as férmulas
dos precos definidos pelas abordagens consideradas, a mistura de duas distribui¢des lognormais e o
uso dos polindmios locais cibicos considerando func¢des kernel. Note-se que os pre¢os observados
sdo os de mercado ou os gerados pelos modelos tedricos de Black-Scholes-Merton ou da mistura
de distribui¢des lognormais. No capitulo seis, apresentamos uma analise empirica relativa as duas
abordagens em estudo nesta dissertacdo, recorrendo para tal ao programa R. Estimamos assim a
funcdo densidade neutra face ao risco subjacente ao preco destas op¢des. Por fim, no capitulo sete,
comentamos os resultados obtidos.



Capitulo 2

Revisao de literatura

Opcodes financeiras sdo contratos que envolvem duas contrapartes, um comprador e um vendedor
(Black and Scholes [5]; Jondeau et al. [15]). Estes contratos conferem ao seu comprador o direito,
mas ndo a obrigacio, de comprar (op¢do de compra ou call) ou vender (op¢ao de venda ou put) uma
quantidade especifica de um determinado bem ou instrumento financeiro!, denominado por ativo
subjacente, a um preco predeterminado designado por preco de exercicio, dentro de um periodo de
tempo especificado. O preco a pagar pela celebragdo deste contrato é designado por prémio da opgao.
Nas opg¢des de estilo europeu apenas é permitido o seu exercicio numa data futura que se designa
por maturidade ou data de vencimento, enquanto nas op¢des de estilo americano é permitido o seu
exercicio em qualquer momento do seu periodo de vida até a data de vencimento. O comprador da
opg¢do, qualquer que seja o estilo, ndo € obrigado a exercé-la, isto é, a comprar ou a vender o ativo
subjacente tendo em conta os termos do contrato, ele s6 o fara se o exercicio da mesma for do seu
interesse. Simetricamente, o vendedor da op¢do ndo tem a possibilidade de recusar o seu exercicio.
Caso o comprador opte pelo exercicio, o vendedor tem a obrigag@o de entregar ou comprar o ativo
subjacente, nas condi¢des preestabelecidas. Quem compra uma opg¢do tem uma posicao longa, pelo
contrario, quem vende uma opg¢do tem uma posi¢do curta. Nesta dissertacdo, apenas consideraremos
opgoes de estilo europeu.

Relativamente as opcdes, os dados open interest dizem respeito ao nimero total de contratos pen-
dentes que ainda nao foram liquidados num dado momento. Estes sdo representativos da intensidade
de negociacdo do contrato e transmitem, por isso, informacgdo sobre as perspetivas do mercado. Os
valores open interest associados a precos de opcdes at-the-money sdo mais informativos, dado que
estes sd0 os contratos mais transacionados. Pode tornar-se 1til classificar as op¢gdes em negociagio,
tendo como referéncia a diferenca entre o preco do ativo subjacente e o seu prego de exercicio. Uma
opcdo € considerada at-the-money quando o preco do ativo subjacente é igual ou préximo do preco
de exercicio, ou seja, quando efetuando o seu exercicio, na data de vencimento, o seu lucro for nulo
ou préximo de zero. Uma opgao para o qual o seu ganho € positivo diz-se que expira in-the-money.
Por outro lado, se o resultado do seu exercicio gera uma perda de rendimentos, entdo a op¢ao expira
out-of-the-money.

Designemos por S; o preco do ativo subjacente no momento ¢, negociado no mercado a vista, T’ a
data de vencimento da opcao e X o seu preco de exercicio. Considerando uma opc¢ao call europeia, se

IPodem ser considerados mais do que um ativo subjacente

3
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o preco do ativo subjacente na data de vencimento, St, for menor do que X, o titular da op¢ao pode
comprar o ativo subjacente no mercado a vista por um valor inferior a X, portanto, ndo serd 6timo
exercer a op¢do e o seu valor em 7T serd 0. Por outro lado, se o preco do ativo subjacente for maior do
que X, é racional exercer a op¢do e o seu valor serd ST — X. Considerando uma op¢ao put europeia,
o seu exercicio apenas fard sentido na situagdo em que Sy < X. Sejam C(S7,T,X) e P(Sr,T,X), 08
valores das opg¢des call e put europeias, respetivamente, na data de vencimento 7', tem-se:

C(S7,T,X) = max(0,S7 — X), 2.1)

P(S7,T,X) = max(0,X — Sr). (2.2)

Os precos dos contratos de opgdes fornecem informacdes sobre as expectativas de mercado,
designadamente uma possivel correspondéncia entre o prego do ativo subjacente e o seu preco de
exercicio. Pode usar-se o preco destes derivados para obter informagdo acerca da distribui¢io de
probabilidade do prego futuro do ativo subjacente (Cox and Ross [8]).

Cox and Ross [8] apresentam a densidade neutra face ao risco pressupondo a ndo existéncia
de oportunidades de arbitragem, assumindo que os investidores sdo neutros ao risco. Breeden
and Litzenberger [6] demonstraram que, para um conjunto de op¢des sobre um determinado ativo
subjacente com um intervalo de precos de exercicio diferentes e com a mesma data de vencimento, é
possivel obter informacgdo sobre a funcdo densidade neutra face ao risco (FDNR), relativa ao ativo
subjacente, a partir da segunda derivada da funcdo do preco das opc¢des. Existem tipos de abordagens
distintas, para estimar as FDNR (Jondeau et al. [15]). Estas podem ser divididas em métodos
paramétricos, métodos semiparamétricos e métodos ndo paramétricos (Monteiro et al. [18]). Os
métodos paramétricos propdem uma familia de distribuicdes e tentam entdo identificar os pardmetros
que sejam consistentes com os precos observados no mercado. Os métodos ndo paramétricos sdo mais
flexiveis, ndo atribuindo uma forma explicita para a FDNR. A estimag¢@o por métodos semiparamétricos
combina caracteristicas dos dois tipos de estimacao anteriores. SA0 menos intensivos em termos
de dados do que os métodos ndo paramétricos e além disso sdo mais flexiveis que os métodos
paramétricos. De uma forma geral, consideram um nimero de pardmetros superior ao dos métodos

paramétricos mas bastante inferior ao dos ndo paramétricos.

2.1 Métodos paramétricos

Os métodos paramétricos propdem uma expressdo direta para a FDNR, sem se referir a qualquer
dindmica dos precos. Eles assumem uma forma estrutural para o problema, sendo necessério apenas
identificar alguns pardmetros desconhecidos (Jondeau et al. [15] Santos and Guerra [23]). Esses
parametros, por sua vez, podem ser estimados otimizando certas fungdes objetivo. Um exemplo de
métodos paramétricos diz respeito ao modelo de mistura de distribui¢cdes lognormais (Bahra [4] e
Melick and Thomas [16]).
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2.1.1 Mistura de distribuicoes lognormais

A mistura de distribuicdes lognormais proposta por Melick and Thomas [16] e Bahra [4] assume uma
forma funcional para a FDNR. Em teoria, pode assumir-se qualquer forma funcional para a FDNR, f,
e os seus pardmetros podem ser estimados envolvendo um processo de otimizagdo. Esta otimizacdo
obtém-se, por exemplo, minimizando o quadrado da diferenca entre os valores dos precos observados
e os precos definidos pela mistura de distribui¢des lognormais, envolvendo os pardmetros a estimar.

Os autores referem que as distribuicdes observadas relativas aos precos dos ativos financeiros
podem situar-se na vizinhanga de distribui¢cdes lognormais. Cada func@o densidade lognormal é
definida por dois parametros onde o valor desses parametros e os pesos relativos aplicados as fungdes
densidade determinam a forma geral da FDNR implicita na mistura. Desse modo, consideram

plausivel usar a combinagdo linear convexa de fun¢des densidade lognormais dada por (Bahra [4]):

k

f(ST) = Z l"/SL(ST‘aSaﬁS)? (23)

s=1
onde L(S7|ay, Bs) é a s-ésima fungdo densidade lognormal na mistura com k componentes, com
pardmetros oy e B e, Yy representando os pesos de cada uma das densidades, satisfazendo a condigdo:
Y wo=1,y,>0,paras=1,...,k.
Melick and Thomas [16] aplicaram esta metodologia para estimar a fung@o densidade relativa aos
precos de opgdes de estilo americano sobre contratos de futuros sobre petréleo, durante a crise do Golfo
Pérsico, assumindo na sua abordagem uma mistura de trés distribui¢des lognormais independentes.

Bahra [4] estima as FDNR usando opg¢des sobre matérias-primas, transacionadas na LIFFE (Lon-
don International Financial Futures and Options Exchange), e opcdes sobre divisas transacionadas
na Bolsa de Valores de Filadélfia. Uma vez que nos mercados com 0s quais o autor se preocupa, as
opgdes sdo negociadas apenas através de um intervalo relativamente pequeno de precos de exercicio,
existem limites para o nimero de pardmetros que podem ser estimados a partir dos dados. Assim,
optam por usar uma mistura de duas distribui¢cdes lognormais que possui apenas cinco parametros:

o1,B1, 0, Bre y.

2.2 Métodos semiparamétricos

Em algumas situacdes, os métodos semiparamétricos podem mostrar-se mais eficientes do que estima-
coes realizadas por métodos totalmente nao paramétricos que, aparentemente, apresentam dificuldades
quando o estudo recai sobre pequenas amostras. A estimagdo por métodos semiparamétricos revela
também uma maior flexibilidade comparativamente aos métodos paramétricos uma vez que estes
restringem as formas possiveis para a densidade. Um exemplo de métodos semiparamétricos, estudado
por Abadir and Rockinger [1] e Bu and Hadri [7], esté relacionado com o uso de fun¢des hipergeo-
métricas. A sua abordagem abrange uma grande classe de distribui¢des conhecidas na estatistica e
suas respetivas misturas, tais como a normal, gama, gama inversa, weibull e pareto. Espera-se desta
forma que a variedade de densidades consideradas permita obter resultados congruentes que captem a

variabilidade dos dados, essencialmente os de mercado.
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Dadas as observacdes dos precos das opcdes call europeias, Bu and Hadri [7] estimam os pardme-
tros da FDNR usando métodos de otimizagdo ndo lineares para minimizar o quadrado dos desvios
entre os precos das opg¢des call tedricas ou de mercado e os pregos das opgdes call dadas por funcdes
hipergeométricas. Bu and Hadri [7] ressaltam ainda a importancia deste método semiparamétrico no
seu estudo, alegando que o pressuposto do método ndo paramétrico permite dar a FDNR uma boa
qualidade de ajuste, a0 mesmo tempo que o pressuposto paramétrico assegura a obtencdo de funcdes

densidade apropriadas nas suas estimacdes.

2.3 Métodos nao paramétricos

Os métodos ndo paramétricos consideram-se uteis quando se possui pouca informagao sobre a
estrutura dos dados ou quando a partir da aplicacdo de métodos paramétricos ou semiparamétricos
ndo sdo obtidos resultados fidveis (Santos and Guerra [23]). Estes sdo mais flexiveis que os métodos
paramétricos e permitem um amplo conjunto de formas para a funcao densidade, porém requerem
tamanhos de amostras maiores, para possivel extracao de funcdes densidade em geral (Monteiro and
Santos [19]). Para estes métodos, a estimagdo da fungdo densidade ¢ feita a partir dos dados, sem
fazer qualquer suposi¢do paramétrica sobre a distribui¢do subjacente (Gramacki [12]).

2.3.1 Funcoes kernel

Os métodos de estimacao nao paramétricos usando fungdes kernel, t€ém sido amplamente estudados
na literatura para estimar fungdes densidade. Sendo o objectivo fulcral estimar a fun¢ao densidade
desconhecida g num ponto x, do seu dominio, escolhido arbitrariamente (Gramacki [14]), tendo por
base n valores observados, X1, X>, ..., X,, de forma independente e distribuidos de forma idéntica, deve
considerar-se uma regifio, que define uma vizinhanga, em torno deste ponto x. O estimador kernel para
a funcdo densidade desconhecida g, estudado por Parzen [21] e Rosenblatt [22] € assim definido por:

fm =Y K <Xi,1_ x) 4
=1

nh

1

onde K é uma funcgao kernel, h um parametro ndo negativo que controla o tamanho da vizinhanca local,
denominado por largura da banda de suaviza¢do. Adotando uma configuracio univariada (Gramacki
[13]), a funcdo kernel a ser usada na estimacdo da densidade, deve satisfazer as seguintes condicdes:
[K(x)dx =1, [xK(x)dx =0, [x*K(x)dx < oo, K(x) > 0 para todo x.

Diversos autores apresentam processos de estimagdo que recuperam a fun¢do do preco das opgdes,
ou a sua primeira derivada e necessitam, em seguida, de obter a segunda derivada para alcancar a
densidade (Ait-Sahalia and Lo [3], Ait-Sahalia and Duarte [2], Song and Xiu [24]). Ait-Sahalia and
Lo [3] adotaram um procedimento estatistico baseado em regressdes nao paramétricas associadas
a fungdes kernel. Este método propde estimar a FDNR usando precos de mercado, relativos a um
determinado periodo temporal, com o intuito de estimar a funcio dos pregos de opcdes call e put, C ()
e P(-) e, posto isto, diferenciar este estimador duas vezes em ordem a X de modo a obter a densidade.
Para este propdsito, os autores utilizam uma técnica estatistica considerando um estimador local
polinomial constante conhecido como estimador de Nadaraya-Watson (Nadaraya [20] e Watson [25]).
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Contudo, como os métodos ndo paramétricos sdo intensivos na quantidade de dados que requerem,
a eficdcia deste estimador diminui rapidamente 2 medida que aumenta o niimero de varidveis expli-
cativas. Por outro lado, sem se imporem restricdes sobre a regressdo ndo paramétrica para a funcio
dos precos das opg¢des, as estimativas podem contradizer os principios econémicos basicos. Assim
sendo, Ait-Sahalia and Lo [3] propuseram uma reducdo da dimensao da fun¢do de regressdao usando
uma especificagdo semiparamétrica, supondo que a fun¢do do preco das opcdes é dada pela férmula
paramétrica de Black-Scholes-Merton, exceto o parametro da volatilidade implicita para essa op¢ao,
que é estimado ndo parametricamente. A parte paramétrica da fung¢do do preco das opcdes, permite
obter resultados satisfatérios reduzindo substancialmente o tamanho da amostra. Esta abordagem, no
entanto, apresenta alguns inconvenientes. As estimativas ndo paramétricas podem violar a restri¢dao da
convexidade imposta pela teoria para a funcdo dos precos, mas as estimativas paramétricas, por serem
excessivamente rigidas, ndo sdo capazes de explicar propriedades interessantes como a assimetria e a
curtose aparentes nas estimativas ndo paramétricas das densidades, principalmente para opgdes com
maturidades mais longas.

Ait-Sahalia and Duarte [2] revisitaram o problema associado ao procedimento de estimagdo
proposto por Ait-Sahalia and Lo [3]. Os autores propdem um cendrio baseado na regressdo local
polinomial linear em oposicao ao estimador de regressdo de Nadaraya-Watson que é um estimador
local polinomial constante. Além disso, incorporam restri¢des impostas pela teoria econémica, como a
monotonicidade e convexidade, nas duas primeiras derivadas da fun¢io dos precos. Uma configuragdo
univariada € adotada, fazendo com que os precos das opcdes dependam apenas dos pregos de exercicio
e obtendo resultados expectdveis em tamanhos de amostras mais pequenas.

Suponha-se que m € uma fungéo suave para os precos das opcdes dependendo, por simplificagio,
apenas de um valor x, uma relacdo entre os precos observados e a func¢do pode ser dado por

mi=m(x;)+&, i=1,..,n, (2.5)

em que & é um termo de erro contemplando o facto dos precos observados poderem ter erros de
medicdo. Suponhamos que a funcéo de regressdo m pode ser aproximada localmente para z numa
vizinhanga de um determinado valor x, usando a expansdo de Taylor:

(@)= ¥ B0 x (c—x), com plERy, 26)
=0

com fB;(x) =m®(x)/(1!). De forma a assegurar que os coeficientes estimados refletem a natureza local
da representacdo, deve usar-se uma regressao ponderada colocando mais peso em pontos proximos
de x, pela introdu¢@o de uma fungéo kernel K(-), uma banda de suavizagdo h e usando como pesos
K((X; —x)/h) (Fan and Gijbels [10]).

Fan and Gijbels [10] ao comparar o estimador de Nadaraya-Watson (de ordem p = 0) a uma
aproximacdo local polinomial linear (ordem p=1) verificaram que a segunda representa uma melhoria
em termos de flexibilidade e propriedades do estimador. Em geral, uma aproximacao local polinomial
linear tem certas vantagens em relacdo ao estimador local constante de Nadaraya-Watson, ndo s6
quando sdo estimadas as fungdes dos precos, mas também para as estimativas das suas derivadas. O
estimador local polinomial linear atribui pesos assimétricos que se ajustam a relativa escassez de dados,
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enquanto os pesos do estimador de Nadaraya-Watson sdo sempre simétricos. Isto traduz uma melhoria,
principalmente quando se estd préximo dos limites do suporte da densidade, ou seja, das caudas de
distribui¢do (Ait-Sahalia and Duarte [2]). Fan and Gijbels [10] recomendam ainda a escolha de um
polinémio de grau superior a derivada de interesse, para uma possivel redugdo do enviesamento. Sendo
o0 objetivo principal, na estimac¢do de densidades neutras face ao risco, a determinagdo da segunda
derivada, fard mais sentido considerar uma ordem p = 3, deste modo ajusta-se um polinémio ctibico
em cada ponto de discretizac¢do da fungdo preco. No entanto, os polindmios de maior ordem levam
também a um aumento da variabilidade causada pela introdug@o de mais pardmetros locais e além
disso outros problemas decorrentes da inclusdo dos termos cruzados na regressao local polinomial
ctbica.

Song and Xiu [24] consideram na sua abordagem estimagdes ndo paramétricas usando funcgdes
kernel, considerando dados do final do dia relativos aos indices S&P500 e VIX. Os autores propdem
como estratégia o uso de estimadores locais polinomiais lineares para obter as derivadas de primeira
ordem do estimador da fungdo do preco das opgdes, e em seguida adotam outra diferenciagcdo do
estimador em relacio ao preco de exercicio para estimar a densidade neutra face ao risco.

Os dados diarios requerem janelas de tempo longas para que os estimadores ndo paramétricos
apresentem um bom desempenho. Este requisito provoca uma perda de interpretacdo da FDNR
como sendo condicionada a uma apreciag@o do presente. A disponibilidade crescente de dados com
alta frequéncia permite aumentar drasticamente o tamanho da amostra, possibilitando estimar as
FDNR com precisdo em qualquer ponto no tempo, sem precisar agrupar os precos de op¢do por
longos periodos ou especificar varidveis relevantes. Dalderop [9] usa dados intradidrios para estimar
FDNR varidveis no tempo, considerando um estimador com fung¢des kernel dependendo do tempo
e do preco do ativo subjacente. O autor considera diferentes ordens de aproximacao: um estimador
local polinomial constante para a dimensdo tempo e um estimador local polinomial cibico para a
moneyness.

Monteiro and Santos [19] propdem um procedimento alternativo para a estimagdo da FDNR. Os
autores estimam as densidades neutras face ao risco usando as informagdes compativeis contidas
nos precos intradidrios observados nas opg¢des call e put, sem usar a paridade put-call. A sua
abordagem permite incorporar ambos os precos no problema de otimizagdo, aumentando a quantidade
de informacao que é recuperada do mercado e evitando erros por falta de sincronicidade. Desenvolvem
ainda uma estrutura simples e intuitiva para incluir restricdes sem arbitragem diretamente numa fungao
critério baseada num estimador local polinomial cibico. Por fim, introduzem dados relativos ao open
interest como pesos na fung¢ao critério associada ao problema, com o intuito de explicar a relevincia de
cada preco de opgdo. A sua abordagem permite resolver alguns dos principais problemas apresentados
em tentativas anteriores, tais como a nao monotonicidade e a ndo convexidade das fun¢des dos precos
das opcodes call e put estimadas. Além disso, abordam também problemas relacionados com a violagao
de requisitos bésicos associados a uma funcao de densidade, como os seus limites e a ndo negatividade
associada.



Capitulo 3

Preco de opcoes no modelo de
Black-Scholes-Merton

O modelo de Black and Scholes [5] € Merton [17] (Black-Scholes-Merton) € um modelo matematico
bastante relevante e que serve, ainda atualmente, como referencial nos mercados financeiros. Os
autores foram os primeiros a chegar a uma férmula fechada que permite calcular um valor para o
preco de uma op¢ao financeira numa data anterior ao seu vencimento.

As hipéteses iniciais subjacentes a este modelo sdo as de que os mercados sdo perfeitos, continuos e
competitivos. Assume-se que os ativos subjacentes sdo perfeitamente divisiveis e que a sua negociagao
pode ocorrer continuamente, € permitida a venda a descoberto, a taxa de juro sem risco € constante, o
ativo ndo paga dividendos, ndo existem custos de transacio, nem existem oportunidades de arbitragem.

O modelo de Black-Scholes-Merton assume que o preco do ativo subjacente segue uma distribui¢cao
lognormal e evolui de acordo com um processo estocdstico denominado Movimento Browniano
Geométrico (MBGQG):

dS; = S;udt + S;0dz;, (3.1)

onde dS; representa as varia¢des instantaneas do preco do ativo subjacente, df é um intervalo de tempo
infinitesimal e Z; € um processo Browniano, 1 € a taxa instAntanea de rentabilidade esperada, e o a
volatilidade do preco do ativo subjacente. Ambos os parAmetros, UL € 0, sdo considerados constantes
ao longo da vida da opcao.

Consideremos uma opgdo cujo valor V(S,,7) depende apenas de S; e ¢. A fungéo V poderd, neste
caso, assumir o valor de uma opg¢ao call, de uma opg¢ao put, ou até mesmo o valor de toda uma carteira
de opg¢des diferentes. Aplicando o lema de I1t6, obtemos a seguinte equagdo diferencial estocdstica:

A% AV v 1 2%V
dV = 6S,~—dZ, —t — 4+ 02— |dt. 2
%4 GStaS, t+<uStaSt+ 5 +26 S; 8S2> t 3.2)

Neste caso, o ativo subjacente segue uma distribuicdo lognormal dado que:

ln(ST) ~N

InS; + <,LL—;62>(T—t),G\/T—t]. (3.3)

9
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Alternativamente, pode dizer-se que a FDNR do retorno do ativo subjacente segue uma distribui¢io
normal.

A equacio diferencial de Black-Scholes que modela o preco de uma opc¢éo call ou put em funcio
do precgo do ativo subjacente e do tempo € dada por:

oV 1 ,,0%V oV _
W(S[,l‘)‘i_io St TS%(St,t)‘i_rStaist(S[,t) —I"V(S[,t) —O (34)

Esta formulag@o para o estabelecimento do preco de uma opg¢ao € consistente com o principio de
neutralidade face ao risco. Sendo assim, podemos por exemplo deduzir a expressdo da fungdo preco
da call calculando o valor esperado dos ganhos futuros na maturidade descontado a taxa de juro sem
risco. A equacdo (3.4) pressupde que a taxa de juro sem risco, r, e a volatilidade do preco do ativo
subjacente, ¢, sdo conhecidos e constantes ao longo da vida da op¢ao, tal como referido anteriormente.
Contudo, nota-se que esta equag@o ndo contempla o pardmetro [, portanto o Unico pardmetro da
equacdo diferencial estocdstica (3.1) que afeta o preco do ativo subjacente € a volatilidade, 0. Sob o
principio de neutralidade face ao risco, o valor da op¢do néo varia com a atitude dos investidores face
ao risco, dado que ndo existe nenhuma varidvel que reflita o nivel de aversdo dos investidores.

A equagdo diferencial (3.4) ndo define completamente o valor da fungéo V(-). Assim, de forma a
poder ser obtida uma solugdo Unica, é necessario impor condi¢des iniciais (ganhos na maturidade) e
de fronteira. As condicdes iniciais em t=T, sdo dadas pelas equacdes (2.1) e (2.2) se a opcao é do
tipo call ou put, respetivamente. Sabendo-se que S; > 0, as condigdes de fronteira impdem-se quando
S; tende para 0 e para +oo. No caso de uma op¢ao call, tendo-se em consideracio o preco de exercicio
descontado a taxa de juro sem risco, r, o seu valor é dado por:

C(S, 1)~ 8 —Xe T, (3.5)

quando S; — +oo. Neste caso, a opgao € exercida pois garante-se que S; > X. Assim, obtém-se a
primeira condi¢do de fronteira

lim (S, —C(S;,1)) =Xe ™" 1>0. (3.6)
Sp—s+oo

Quando S; — 0, entende-se que o valor da opcao seja nulo dado que o valor do seu ativo subjacente
também o é, traduzindo-se aqui a segunda condicao de fronteira:

lim C(S,t)=0, >0. 3.7
S;—0+ ( ! ) - G-7)
No caso das opcdes put, a primeira condi¢do de fronteira, para S; — oo, é dada por:
lim P(S;,t)=0, >0, (3.8)
Iy

pois traduz-se a ideia de que a opg¢ao ndo é exercida quando o valor do ativo subjacente ¢ muito
superior ao do preco de exercicio. Quando S; — 0, o valor de uma opc¢ao put deverd coincidir com o
preco de exercicio descontado a taxa de juro sem risco, r, tendo como condi¢do de fronteira:

lim P(S;,t)+S, =Xe "= 1>0. (3.9)

S;—0t
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A partir daqui, podemos obter as férmulas de Black-Scholes-Merton, para o preco de opgdes call
e put dadas por:

C(S;,1) =SN(d))—e " TXN(dy), § >0, 1e€l0,T], (3.10)

P(S;,t) = e "TIXN(—dy) — S;N(—=d;), S >0, 1€l0,T], (3.11)

sendo

p CIn($) + (r+502) (T —1)
b ovT —1t ’

dr=d —ovT —t,

(3.12)

em que N(d) representa a fungio de distribui¢do de probabilidade acumulada de uma varidvel normal
padronizada, N(0, 1), e é dado por:

d 1.2
N(d) = \/127:/006_” ds. (3.13)

Na situacdo em que se admite que o ativo subjacente paga dividendos a uma taxa de dividendo
continua, D, as férmulas de Black-Scholes-Merton, para o preco de opcdes call e put assumem a
forma:

C(S;,1) = S;e PTIN(d)) —e " TIXN(dy), S, >0, 1€[0,T], (3.14)

P(S;,t) = e "TIXN(—dy) — S,e PTIN(=dy), § >0, 1e€l0,T], (3.15)

() r-D+ )T
e oT —t ’

dr =d; —ovT —t.

(3.16)

No modelo de Black-Scholes-Merton, nem todos os parametros sdo conhecidos, é o caso de o,
a volatilidade do preco do ativo subjacente (Bahra [4], Jondeau et al. [15]). Dos parametros que
determinam o preco de uma opg¢ao, este € o tinico que ndo é observdvel no momento ¢ e portanto a sua
estimacao pode ser inferida a partir dos valores das op¢des observados no mercado, resolvendo-se as
equacdes (3.10) e (3.11), no caso das op¢des call ou put, respetivamente. Os valores observados
da volatilidade designam-se por volatilidades implicitas justamente porque resultam da inversao das
férmulas dos precos para as opcoes.

Note-se que a evidéncia empirica observada nos mercados financeiros contraria o pressuposto de
lognormalidade para a distribui¢do do prego do ativo subjacente. Trata-se assim de uma limitacao
severa ao modelo.
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A volatilidade implicita que, é observada no mercado, apresenta-se usualmente como uma fungao
convexa do prego de exercicio, que ¢ normalmente referida como o sorriso da volatilidade. De facto,
observa-se de uma forma geral que as opcdes para os quais os precos de exercicio sdo inferiores ou
superiores ao preco do ativo subjacente apresentam valores mais altos para a volatilidade implicita do
que as opgdes para as quais os precos de exercicio sdo iguais ao preco do ativo subjacente.

Em suma, quanto mais convexa for a curva do sorriso da volatilidade, maior € a probabilidade
que o mercado atribui a resultados extremos para S7. Desta forma, a funcio densidade neutra face ao
risco, gerada pelos valores observados no mercado, apresentard caudas mais grossas do que as que
sd0 consistentes com uma funcao densidade lognormal (Bahra [4]).



Capitulo 4

Relacao entre precos de opcoes e a
funcao densidade neutra face ao risco

Sob certas condi¢des, podemos estabelecer o preco das opgdes financeiras sob a hipdtese de neutrali-
dade face ao risco. Como foi referido anteriormente, a equagdo de Black-Scholes pode ser deduzida
com base neste pressuposto. De facto, a solu¢do desta equacio é independente das preferéncias dos
investidores face ao risco, isto é, estes ndo exigem qualquer prémio para assumir riscos.

Uma medida de probabilidade neutra face ao risco sustenta a ideia de que o prego atual de uma
opg¢do pode ser obtido pelo valor esperado dos ganhos futuros descontado a taxa de juro sem risco
(Cox and Ross [8]). Existe uma medida de probabilidade neutra face ao risco, se e s6 se ndo existirem
oportunidades de arbitragem.

Identifica-se como arbitragem uma estratégia de negociagdo onde existe uma probabilidade
positiva de obter um lucro futuro, sem risco de perda e sem que seja exigido ao investidor uma entrada
inicial de capital. Em termos de mercado, observam-se, por vezes, oportunidades de arbitragem nos
precos dos derivados financeiros. Antes de se procurar encontrar a melhor estimativa para a FDNR,
€ necessdrio eliminar os precos que contenham praticas de arbitragem. Garante-se a ndo existéncia
de oportunidades de arbitragem para a fun¢ao preco da opg¢ao call europeia, dependente do preco de
exercicio, quando esta é positiva, decrescente e convexa, a funcio preco da opgao put europeia devera

ser positiva, crescente e convexa.

4.1 Derivadas da func¢io preco da opcao

Para uma série de precos de op¢des sobre o mesmo ativo subjacente, a mesma maturidade e diferentes
precos de exercicio, é possivel determinar as probabilidades associadas a cada um desses precos de
exercicio na maturidade das opcdes. Cox and Ross [8] demonstram a relagc@o entre os precos das
opg¢des call e a FDNR. Sob o principio de neutralidade face ao risco o valor de op¢des call e put
europeias, no instante ¢, descontado a taxa de juro sem risco, r, € dado por:

—+oo
C(S.X,T,r,D) = "I / f(S7 | S, T,r,D)(St — X)dSr, 4.1)
X

13
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X
P(S;,X,T,r,D) =¢ "1 / f(St | S, T,r,D)(X — S)dSr, (4.2)
0

sendo f a funcdo densidade neutra face ao risco. No que se segue, por uma questdo de simplifica-
¢do, vamos deixar implicita a informagdo (S;,X,T,r,D) e escrevemos C(X) e P(X) para designar
respetivamente C(S;,X,T,r,D) e P(S;,X,T,r,D).

Breeden and Litzenberger [6] apresentaram uma relacdo tedrica entre os precos das opgdes e a
densidade neutra ao risco, os autores propuseram obter a FDNR a partir da segunda derivada do valor
da opgao call europeia em ordem ao prego de exercicio, X. Derivando a funcdo C em ordem ao preco
de exercicio obtém-se:

dC(X
L:e*r(Tft) [F(X ‘SI,T,’,-’D)_I], (43)
X
sendo F a func@o de distribuicdo acumulada associada a f. No caso da funcdo P a sua primeira
derivada em relacdo ao preco de exercicio é dada por:

JdP(X)

= e—r(T—z)F(X | S, T,r,D). 4.4)

Derivando duas vezes a funcio preco da opcao call em ordem ao preco de exercicio como proposto
por Breeden and Litzenberger [6] obtém-se:

2°C(X)

e =e "I f(Sr | S, T,r,D). (4.5)

X=Sr

Para a fungdo P(-) a segunda derivada em ordem ao prego de exercicio é dada por:

d°P(X)

= =e "I f(Sr | S, T,r,D). (4.6)

X=St

4.2 Restricoes de nao arbitragem

De acordo com os principios da auséncia de arbitragem a fung@o preco da opcdo call deve ser positiva,
C(X)>0, V X€][0,+0co[, e também decrescente. Dado que a fun¢do densidade deve ser positiva

—r(T—t)

e tendo em conta (4.3), a sua primeira derivada deverd ser no minimo —e e no maximo 0

(Ait-Sahalia and Duarte [2]):

T < 33&? <0, “.7)

De forma andloga, a primeira derivada da funcdo preco da opcao put deve satisfazer o intervalo:

0< Z—(X)<e T 4.8
S 5% (X)<e (4.8)

Note-se que 9*C(-)/dX? e d*P(+)/dX? sio proporcionais a fungio densidade e portanto, se para
algum estado C(-) e P(-) apresentarem condi¢des de ndo convexidade, podem gerar-se valores de f/(+)
negativos para esses estados constituindo-se uma violagéo ao principio de arbitragem.
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De (4.5) e (4.6) impomos:
d’C(X)
d°P(X)
5z = 0 (4.10)

Tendo em conta (4.3) e (4.4) obtemos:

9CX) | OPC) _ ey

X X = , 4.11)
de igual modo de (4.5) e (4.6) garante-se que:
2 2
d C(X)_8 P(X). 4.12)

X —  JX
Note-se ainda que tendo em conta o comportamento das funcdes preco das opgdes call e put
pode-se impor:

max (0,8, —Xe T~y < C(X) < §,. (4.13)

max (0,Xe T —§,) < P(X) < +oo. (4.14)

Numa abordagem paramétrica, as restricdes atrds mencionadas sobre a fung@o do preco das
opcdes call e put e suas respetivas derivadas poderdo ser satisfeitas para uma forma funcional adotada.
O problema surge quando se abdica da informagdo fornecida pela estrutura associada a métodos
paramétricos. Abordagens propostas num contexto ndo paramétrico podem ser confrontadas com
alguns dos principais problemas encontrados na literatura, como a nio monotonicidade e a ndo
convexidade das fungdes do preco das opgdes call e put estimadas. Além disso, podem ser obtidos
valores negativos para a FDNR. Como forma de superar estas desvantagens, alguns autores (Ait-
Sahalia and Duarte [2], Song and Xiu [24] e Monteiro and Santos [19]) introduzem restricdes de
forma, originando uma defini¢do mais explicita das restricdes de nao arbitragem nos métodos e
processos de otimiza¢do desenvolvidos.






Capitulo 5

Estimacao da funcao densidade neutra
face ao risco

Neste capitulo, sdo apresentadas diferentes abordagens para estimar as FDNR a partir dos precos das
opcdes. A implementagdo do resultado de Breeden and Litzenberger [6] relativo ao célculo da segunda
derivada da funcdo preco, estd subjacente a todas as técnicas. Isso implica a caracterizagdo de uma
fun¢do do preco das opgdes que seja consistente com as condi¢des de monotonicidade e convexidade e
que possa ser diferenciada duas vezes. Iremos detalhar de seguida as duas metodologias usadas neste
trabalho. Trata-se do método paramétrico baseado na mistura de duas distribuicdes lognormais e no
método ndo paramétrico baseado em fungdes kernel. No primeiro caso, especificaremos uma forma
funcional para a FDNR e estimaremos os seus pardmetros através de um problema de otimizacdo que
consiste na minimizagdo da distancia entre os precos observados e os precos definidos pela mistura de
densidades. A estimacgdo envolvendo funcdes kernel pressupde uma estimagdo para a funcio preco
das op¢Oes baseada na minimizagdo do quadrado da distancia entre os pre¢os de mercado ou tedricos

e os precos definidos da forma polinomial, ponderada pelas funcdes kernel.

5.1 Mistura de distribuicoes lognormais

A mistura de distribuicdes lognormais surge como uma extensdo ao modelo de Black-Scholes-
Merton que admite uma Unica distribui¢do lognormal. Como referido no capitulo 3, a abordagem
de Black-Scholes-Merton implica que a FDNR relativa a S7, f, siga uma distribui¢do lognormal, ou
alternativamente, que a FDNR do retorno do ativo subjacente siga uma distribui¢cdo normal (Bahra
[4]). Sendo assim, considerando o e 3 os parAmetros da densidade lognormal temos:

1 _ (n(sp)—a)?
L _— 252 d
(ST|(X7B) STB\/Ee p ) (5 )
o = ln(S,)—i—(,Lt—;GZ)(T—t) (5.2)
B = oVT-t. (5.3)
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A mistura de duas distribui¢des lognormais assume uma forma relativamente flexivel. Em
particular, ela deve ter a capacidade de captar as principais caracteristicas dos precos das opcoes e
refletir essas informacdes na densidade estimada.

Escolheu-se, nesta dissertagdo, comparar o método paramétrico da mistura de duas distribui¢des
lognormais com o método ndo paramétrico baseado em fungdes kernel. No caso da mistura conside-
ramos cinco pardmetros: &, B, 0o, B € ¥, os quatro primeiros dizem respeito aos parametros das
densidades e o ultimo, y, define os pesos atribuidos a cada uma, ¥ e 1 — y. Posto isto, e de acordo a

combinagdo linear convexa enunciada na equagdo (2.3), a FDNR apresenta a relagdo:

f(S7) = wL(Sr|au, B1) + (1 — w)L(Sr |02, B2). (5.4)

Os precos para as opcdes call e put europeias, dadas respetivamente pelas equacdes (4.1) e (4.2),
podem agora ser expressos por:

CX) =T /X B [WL(sTml, B+ (1 — w)L(Sr|on, ﬁz)} (Sr —X)dSr, (5.5)
X
P(X) =771 /0 [q/L(sﬂal, B1)+ (1= w)L(Sr| o, ﬁz)} (X — S7)dSr. (5.6)

Com base em Melick and Thomas [16] e Bahra [4], obtém-se as seguintes férmulas fechadas para
os precos das opgdes europeias:

C(X) = e T w(ea1+%ﬁfzv(d1) —XN(d2)>+
(5.7)
(- ) (e“2+%ﬁzzN(d3) —XN(d4)>] ,
P(X) _ e—r(T—t) [W( _ e(Xl-‘r%ﬁlzN(—dl) _XN(_d2)>_|_
(5.8)
+(1— ) (et BN (~ds) —XN(—d4)>] ,
g = —In(X) + oy + B}
1= )
B
dr, = dy — P,
59
4  —In(X)+ o+ BF >9)
3= )
B2
dy =ds — Bz.

Pretendemos resolver o problema de minimos quadrados, que mede a distancia entre 0s precos
de opgao definidos pelo modelo de mistura de distribui¢des lognormais e os precos observados. O
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problema de minimizagdo tem como varidveis o, B, &, B2, ¥ € pode ser descrito por:

2

+X

2

minimizar Y7, |C(X;) —C; P(X;)—P;| +

) (5.10)
+ We“1+%512+(1 _W)eaeriﬁ%_er(T—t)St] 7

sujeito a B1,B, > 0e 0 < y < 1, para o intervalo de pregos de exercicio {X;}, comi=1,...,n., ¢
{X;}, com j =1,...,n,, sendo n. e n, o nimero de precos observados para as opgdes call e put
respetivamente. C; e P; designam, respetivamente, os precos de opgdes call € put observados.

O dltimo parénteses da equacdo (5.10) define uma restricdo ao problema de minimizag3o.
Os dois primeiros termos exponenciais, et +3Bt ¢ oot Ps , representam as médias de cada uma
das distribuicdes lognormais. Assim, a sua soma ponderada representa a média da mistura das
distribuicdes. O terceiro termo permite garantir a ndo existéncia de oportunidades de arbitragem,
estipulando que o valor esperado da FDNR deve ser igual ao preco futuro do ativo subjacente.

5.2 Estimacido nao paramétrica usando funcoes kernel

Estimagdes ndo paramétricas envolvem abordagens mais flexiveis para modelar a evolucio do preco
de opg¢des, ja que com uma quantidade suficiente de dados € possivel testar métodos envolvendo um
maior nimero de pardmetros. A FDNR ¢é proporcional a segunda derivada da fun¢do do preco das
opg¢des, como vimos anteriormente, deste modo o nosso objetivo é estimar a fung¢do do preco das
opc¢oes.

Ait-Sahalia and Lo [3] tiveram um papel fundamental nos métodos ndo paramétricos aplicados a
estimativa da densidade neutra face ao risco. Os autores adotaram como procedimento estatistico a
regressdo ndo paramétrica.

Sejam C; e Isj os precos observados para as opcdes call e put, com respetivos precos de exercicio
X;eXj,parai=1,...,n.e j=1,...,n,. Dada a existéncia de uma funcao suave, C(-) e P(-), para os
precos de opg¢do call e put respetivamente, podemos estabelecer uma relagdo nio linear para os pregos
(Monteiro and Santos [19]):

CX)+e, i=1,..n, (5.11)
P(XJ)+8J7 j= la"'anpa (5.12)

¢
P J
sendo &; € €; 0 termo de erro que expressa o facto dos pregos das opgdes observadas incluirem erros
de medicio.

Seguindo a abordagem de Ait-Sahalia and Lo [3], o objetivo é encontrar as fungdes C(-) e P(-)

mais proximas do respetivo conjunto de observagoes {C;} e {P;}, usando o erro quadritico médio
como medida de proximidade,

~ 2
minimizar Y7, [ci—c(xi)], i=1,..n, (5.13)

) 2
minimizar  Y)", [R,-—P(Xj)}, ji=1,.. np. (5.14)
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Os autores utilizaram, neste cendrio, o estimador Nadaraya-Watson (Nadaraya [20], Watson [25]):

¢ X K[(Xi —x)/h} G

(X) 7 (5.15)
Ly K| (X =) /4]

P(X;) = Zl}ilK[(Xj ) /h} ﬁj. (5.16)

Z?LIK[(XJ' —x) /h]

Note-se que os precos das opgdes call sdo traduzidos em opg¢des put usando a férmula da paridade
put-call. Este estimador define que o preco de uma op¢ao para um conjunto de pontos x, pertencente ao
intervalo definido pelos pregos de exercicio, é dado por uma média ponderada dos precos observados,
Cie f’j, imputando maior peso aos preg¢os das op¢des cujos pregos de exercicio, X; e X, estdo mais
proximos dos pontos x (Jondeau et al. [15]). De forma a ponderar a distincia das observagdes da
amostra a x, é considerada uma funcgdo kernel, K((X; —x)/h), com banda de suavizagdo, 4. Conforme
documentado na literatura por, Gramacki [13] e Fan and Gijbels [10] a escolha deste pardmetro é mais
importante quando comparado com a escolha da funcdo kernel. Usualmente é considerado um kernel
gaussiano, por apresentar curvas mais suaves, embora outros tipos de kernel gerem curvas bastante
similares.

Do ponto de vista da aproximacao das fungdes preco das opcdes, o estimador Nadaraya-Watson
usa aproximacdes constantes locais. O problema de otimizacdo associado considera uma funcgéo
critério baseada numa regressao de minimos quadrados expressa por:

e
. A 2 [ Xi—x
minimizar (C,- —m,-) K|= A ,
i=1 ¢

i=1,..n, (5.17)

sendo m; as varidveis do problema, estas representam os precos das opcoes.

A teoria econémica define um conjunto de caracteristicas atribuidas as fun¢des do preco das
opgdes e sem elas ndo é possivel obter uma interpretagdo razoavel. Nesse ambito, informagdes
adicionais sobre as caracteristicas gerais podem ser acrescentadas ao processo de otimizag¢do sob a
forma de um conjunto de restricdes de ndo arbitragem, deste modo poderemos obter estimativas mais
precisas. A funcdo do preco de opgdes call, sob a hipétese de ndo arbitragem, deve ser estritamente
decrescente e, sendo assim o processo de estimacdo anterior pode ser formulado através do problema
de otimizacao:

minimizar i (C‘- —m-)zK Xi—x (5.18)
~ i i hc ) .
sujeito a mi>miry, i=1,..,nc. (5.19)

Além disso, do ponto de vista tedrico a funcido do preco das op¢des deve também ser estritamente
convexa, caso contrdrio, premissas economicas basicas seriam violadas. Desta forma, considera-se o
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problema reformulado:

minimizar Y (G —m) K [ X (5.20)
~ i i he ) .

sujeito a m; > miry, i=1,..,n¢, (5.21)
Mia 7 Mirt o, Mkl — i=1,.ne—2. (5.22)

Xipo—Xip1 — X1 — X

O problema de otimizagdo anterior aborda apenas a estimativa para a funcao do preco das opgdes
call. No entanto, pela paridade put-call, o mesmo problema pode ser deduzido para a fung¢do do preco
das opg¢des put. Sendo assim, a regressdo de minimos quadrados com restri¢cdes de monotonicidade e
convexidade para opgdes put apresenta a forma:

p
minimizar Z P —m; J (5.23)
j=1
sujeito a i<mjy, j= o Np, (5.24)
mﬂ_m’“ > i1 —m, J=1,en,—2. (5.25)

Xj2—Xj1 — Xjp1 =X

O processo de estimacao anterior apenas permite a estimacao direta da funcao do preco de opgdes,
no entanto estimagdes numéricas adicionais para as segundas derivadas podem apresentar problemas
e até ser negativas, violando por vezes a condi¢@o da drea definida pela densidade ser igual a um.

Como inicialmente proposto por Fan and Gijbels [10], uma aproximac¢ao mais geral pode amenizar
algumas desvantagens associadas ao estimador local polinomial constante. Nomeadamente, podemos
complexificar o problema aumentando o grau do polinémio, em vez de considerar um polindmio
constante podemos assim considerar de ordem 1,2, 3, etc. Os estimadores da regressdo de kernel, para
um polinémio local de ordem p, sdo obtidos resolvendo o problema de minimizacao:

N
X) X;—x

n P Xi—
minimizar Y (yi— ) ﬁl(x)(ll‘ K| = (5.26)
=0 :

i=1

que é, em cada ponto x, uma regressio de minimos quadrados generalizados, onde 3(x) representa o
vetor de decisdo. O estimador da fun¢do média e suas respectivas derivadas sdo dados respetivamente
por Bo(x) e I'B;(x), I = 1,2, ..., p. Esta formulagdo geral engloba as ordens constante (p = 0), linear
(p = 1), quadritica (p = 2) e cubica (p = 3), o que a torna mais conveniente dentro do contexto
estudado j4 que além das estimagdes para o valor médio da fun¢do do preco de opgdes, fornece
estimacdes para as suas respetivas derivadas.

Sendo o objetivo principal estudar a segunda derivada, um polinémio cubico local pode ser
adotado como forma de obter essa estimacao diretamente. Nesta dissertacdo, é adotada a abordagem
proposta por Monteiro and Santos [19]. Sdo considerados precos intradidrios no contexto de uma
regressdo polinomial ctbica local, bem como restricdes de ndo arbitragem no problema de otimizacao.
Sao usadas informagdes contidas em ambos os precos das opcdes call e put, sem no entanto recorrer a
férmula de paridade put-call para converter as opcdes put em opgdes call. Por fim, sdo incluidos na
funcdo critério dados open-interest adicionando mais informagao sobre as perspetivas de mercado.
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5.2.1 Estimador local polinomial cibico

As fungdes dos precos das opgdes call e put movem-se em direcdes opostas. Na cauda esquerda, os
precos das opcdes call variam mais do que o das opgdes put e vice-versa na cauda direita. Nas caudas
das distribuicdes, os valores das densidades devem tender a zero. Em suma, o comportamento das
caudas € um problema fundamental (Monteiro and Santos [19]).

A teoria econdémica impde restricdes de monotonicidade e convexidade nas fungdes dos precos das
opgoes. Para descartar oportunidades de arbitragem as opg¢des call e put devem admitir as condi¢des
estabelecidas na sec¢@o 4.2. Usando tais restricdes, define-se uma funcao critério dentro de uma
estrutura de regressao ndo paramétrica.

Monteiro and Santos [19] enfatizam que, dentro da estrutura de regressdo considerada, a variancia
dos termos de erro ndo € constante. Para lidar com essa caracteristica dos dados, atribuem diferentes
pesos a diferentes observagdes com o auxilio dos valores de open interest ou de volume, representados
para opgdes call por w; ., e para opgdes put por w; ,. Os mais informativos sdo os relativos aos pregos
at-the-money, 08 pregos deep-in-the-money ou deep-out-of-the-money sao menos informativos.

A estimativa € realizada minimizando uma fung¢do critério sujeita a um conjunto de restri¢des
lineares de igualdade e desigualdade:

2

minimizar Y, wi, (C‘i —Boc(x) =¥, Bic(x) (Xi“x)l> K X’h:x ) +
) (5.27)

+Z?”:1 Wi.p <Isj — Bo,p(x) — Y Bip(x) (ijzx)l> K(ﬁ?)
sujeitoa  — Bro(x) +Pip(x) = e T (5.28)
Ba.c(x) — BZP(X) =0 (5.29)
max (0,8, —xe 7Ty < By (x) <, (5.30)
max(O,xe —S8) < PBoplx) <oo (5.31)
I < Bre(x) <0 (5.32)
0 < Bipx)<e T (5.33)
Bac(x) > 0 (5.34)
Bop(x) = 0 (5.35)

Para cada aproximacéo local em x, o problema (5.27) a (5.35) pode ser caracterizado como um
problema de minimos quadrados generalizados com restri¢des e pode ser resolvido como um problema
de programac¢do quadritica. Designe-se y como o vetor de observacdes de precos de opgdes call e
puts, e considere-se as matrizes X.(x) e X, (x), com as linhas i e j dadas por:

Xic(x) = [1 (X;—x) (1/2)(X; —x)? (1/6)(Xi—x)3}
X = [1 =0 (/20027 (/608 -2].
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sendo assim temos:

A

_|C B | Xe(x) 0
el Pl Tl xw

Dada uma matriz de pesos representada por W, e uma "matriz kernel"por K = K(h.,hp), o
problema de minimizacdo (5.27) a (5.35) é expresso como um problema de otimizacdo quadrética:

minimizar (y—XB)TWl/ZKWl/z(y—Xﬁ)
s.a BeA

onde % representa o conjunto de restricdes. Considerando:

este dltimo pode ser reescrito como um problema de minimizagdo envolvendo uma norma sujeito a

restrigdes convexas,

minimizar Iy —X"B||

s.a B e A,
que pode ser traduzido para um problema de programacdo quadrética

minimizar ~ BTHB + f1B
s.a peA.

Para cada ponto x, a aproximagao local polinomial ctibica permite obter os valores de S x(x),
1=0,1,2,3ek=C,P. O principal objectivo sdo as estimativas 3276()6) e [§27 »(x), com 327C(x) = 327 »(x),
que permitem obter a densidade neutra face ao risco em x. As restricdes implicitas relativas aos
argumentos de ndo arbitragem, atuam como componentes de suavizacdo de modo a obter estimativas
para a densidade neutra face ao risco mais confidveis e intuitivas.

5.2.2 Selecao da largura da banda de suavizacao e dos pesos

Funcdes kernel, relativas a processos de estimacdo de regressdo ndo paramétricos, medem localmente
a distancia até ao ponto x. O seu valor depende da distancia das observacdes a x, escalado por um
parametro de suavizagdo, reconhecido como o fator mais relevante em termos de caracteristicas e
qualidade de ajuste do modelo (Ait-Sahalia and Lo [3]).

Nesta dissertagao, sdo consideradas duas larguras de banda de suavizacio, k. associado a observa-
¢Oes relativas a opgdes call, e h;, a observagdes de opgdes put. Estima-se o valor destes pardmetros
procurando FDNR suaves e confidveis, salvaguardando valores ndo negativos para a densidade, um
comportamento esperado para as caudas e uma drea sob a curva préxima de um.

Ora como referido, os pardmetros /. € h, definem uma vizinhanga em torno de x. J4 os pesos
We(-) e W,(-) atribuem uma importancia aos dados dos precos de acordo com o seu valor. Seguindo a
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abordagem de Monteiro and Santos [19], sdo considerados os valores de open-interest associados a
contratos de op¢des call e put para essas fungdes de ponderacdo.



Capitulo 6
Analise empirica

Neste capitulo € efetuado um estudo numérico da estimacao da FDNR pelas duas abordagens apre-
sentadas anteriormente, ou seja, as abordagens que levaram a formulacdo dos problemas (5.10) e
(5.27)-(5.35). A eficicia das duas abordagens ¢ ilustrada para dados simulados e dados reais. Os
primeiros referem-se a dados tedricos gerados de acordo com o modelo de Black-Scholes-Merton
e com o método da mistura de distribui¢cdes lognormais, sendo que estes precos sdo perturbados
adicionando um ruido aleatério com o intuito de imitar os pre¢os observados no mercado. Os restantes
dados dizem respeito a precos de opg¢des sobre os indices de mercado S&P500 e VIX. Na resolugdo

dos problemas serd utilizado o software R.

6.1 Dados simulados usando Black-Scholes-Merton

Comegamos por gerar um conjunto de precos tedricos para opgdes call e put com base nas equa-
¢oes (3.14) e (3.15), definidas pelo modelo de Black-Scholes-Merton. Recorremos a funcao
price.bsm.option do package RND do R para esse propdsito. Para gerar os precos das opcdes
precisamos fornecer a fungio, a taxa de juro r, o prazo até ao vencimento da op¢do (7 —1¢), a volatili-
dade o, a taxa de dividendo continua D, o valor atual do ativo subjacente Sy, e o preco de exercicio
X. Adotamos os seguintes valores para estes inputs: r = 0.02, (T —t) =90/365, 6 = 0.2, D =0.01,
So = 50, para os precos de exercicio consideramos valores entre 35 e 67, com variagdes de 0.01.

Depois de calculados os pregos tedricos das opgdes, procedemos a obtencao da respetiva FDNR
pelo célculo numérico da segunda derivada considerando os respetivos pregos das op¢des. Na Figura
6.1, a esquerda estdo representados os precos de opgdes call e put calculados a partir do modelo de
Black-Scholes-Merton, e a direita a respetiva FDNR. Constata-se pela andlise ao grafico da densidade
neutra ao risco uma ligeira assimetria positiva. Isto significa que a probabilidade de haver um retorno
positivo do ativo subjacente € superior a de haver um retorno negativo, expectdvel ja que se trata de
um modelo que segue uma densidade lognormal.

Partindo dos precos tedricos uma simulacdo é efectuada na tentativa de reproduzir dados de
mercado e aplicar os métodos de estimagdo propostos. Usando o mesmo intervalo para os pregos
de exercicio considera-se um incremento de 0.5. A cada preco tedrico € adicionado um nidmero
aleatério, obtido de forma uniforme no intervalo [2,79], de observac¢des de um termo de erro com

média zero e variancia proporcional ao preco tedérico da op¢cao. A metodologia adoptada segue de

25
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Precos de opcoes call e put Densidade neutra ao risco
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Figura 6.2 Precos de opcdes call e put simulados pelo modelo de Black-Scholes-Merton com pertur-
bacao e as suas respetivas médias estimadas considerando restricdes de ndo arbitragem e/ou pesos
(esquerda) e estimagdo das FDNR para as fungdes call e put sem restri¢cdes e sem pesos considerando

funcdes kernel (direita)
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Figura 6.3 Estimacdo das FDNR para as calls e puts considerando fun¢des kernel com restri¢des e
sem pesos (esquerda) e com restri¢cdes e com pesos (direita)

perto a apresentada em Yatchew and Hérdle [26], e no contexto de um modelo de regressdo, os dados
simulados s@o obtidos através da férmula y = m(X) +0.02m(X)e, com € ~ N(0,1). Considerando o
intervalo [35,67] para o preco de exercicio com acréscimos de 0.5, um niimero aleatério de observagoes
sdo simuladas para cada preco de exercicio. Tal como descrito acima, o nimero de observacgdes
obtidas para aplicar o processo de estimagdo poderd ascender aos milhares.

O objectivo da simulagdo € verificar se os métodos propostos conseguem recuperar de forma
eficaz a FDNR, atendendo a que neste ambiente ela é conhecida. Na Figura 6.2 estio representados
(esquerda) os dados simulados que irdo ser usados no processo de estimacdo, onde diferentes versdes
dos estimadores ndo-paramétricos serdo testados. Estas versdes estdo relacionadas com as condicdes
de ndo-arbitragem, e a imposicdo de restricdes aos pardmetros de forma a obter uma funcgdo de
densidade, nomeadamente, a ndo-negatividade e a integrag@o igual a um. Seguindo a abordagem
proposta por Monteiro and Santos [19], consideramos o estimador local polinomial ciibico sujeito
a um conjunto de restri¢des lineares dadas por (5.27) a (5.35). Este problema € resolvido como um
problema de programacao quadratica recorrendo-se a fungdo solve.QP do package quadprog doR.

Na Figura 6.2, a esquerda, encontra-se a estimacao relativa aos precos simulados com perturbagao
€ a comparacdo entre as suas respetivas médias incluindo ou nio restri¢des de ndo arbitragem e pesos.
Como também é demonstrado na literatura por Ait-Sahalia and Duarte [2], Yatchew and Hérdle [26]
e Monteiro and Santos [19], de uma forma geral obtém-se um bom ajuste para a funcao média dos
precos, ndo constituindo um grande desafio de estimag@o. Em oposi¢do estd a estimativa da segunda
derivada. Na Figura 6.2 (direita) verificam-se os problemas de monotonicidade e convexidade da
segunda derivada abordados na teoria. Além disso, comparando as fungdes de densidade dos pregos
das opcodes call e das opcdes put, repara-se que elas nio coincidem e que revelam ainda a existéncia
de valores negativos associados as fungdes. E também de notar, que os precos das opgdes call
apresentam uma maior variacdo na cauda esquerda e os precos das opcdes put na cauda direita. No
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lado esquerdo da Figura 6.3 temos uma comparagao entre as FDNR para ambos os tipos de opg¢des,
mas agora considerando-se um problema com as restricdes de ndo arbitragem anteriormente definidas.
Verifica-se, comparativamente a andlise anterior, uma melhoria significativa quando restricdes sdo
consideradas. As FDNR para ambas as fun¢des dos precos das opgdes sdo agora coincidentes e mesmo
quando os valores estimados sdo baixos, estes permanecem ndo negativos.

As FDNR continuam, no entanto, a apresentar pouca suavidade. Assim, seguindo a abordagem de
Monteiro and Santos [19] sdo atribuidos diferentes pesos a diferentes observacdes usando os dados
relativos ao open interest. Na Figura 6.3, a direita, estd representada a evolucdo comparativamente
as estimagdes anteriores, onde pesos e restricoes de nao arbitragem sdo incluidos no problema de
otimizacdo. Nota-se pela sua andlise, que com a introduc@o dos pesos nas estimagdes, a FDNR
apresenta um resultado mais suave que as estimagdes anteriores, obtendo um comportamento esperado
para as caudas da densidade. Na Figura 6.3 (esquerda) poder-se-a verificar uma sobreposi¢ao perfeita
das figuras relativas as FDNR obtidas através do preco das opg¢des call e das opgdes put. Tal resulta
da paridade put-call, o que implica que as segundas derivadas em relacdo ao preco de exercicio
coincidem.

6.2 Dados simulados usando mistura de distribuicoes lognormais

Os precos de op¢Oes de uma mistura de distribuicdes lognormais s@o obtidos usando a funcao
price.mln.option do package RND do R. Essa func¢do calcula o valor das opg¢des call e put tendo
em consideragdo as férmulas (5.7), (5.8) e (5.9). Para gerar os pregos, fornecemos a funcéo
0s mesmos inputs utilizados na constituicdo dos precos calculados pelo modelo de Black-Scholes-
Merton, exceto o intervalo considerado para os precos de exercicio, que apresentard valores entre
28 e 72, com varia¢des de 0.01. Para os pardmetros v, a;, B1, &, B2 definimos os seguintes valores:
v=03,0 =375pB=0.1,0p0=4,5,=0.1.
Estes valores serdo usados na estimacdo da FDNR para a mistura de distribuicdes lognormais.

Par. ‘ Verd. Estim. Er Padr. t-stat p-value

v 0.3 0332 0.121 2.743 0.001

o 375 3.762 0.048 77.124  0.000

B 0.1 0.106 0.020 5.335 0.000

(07) 4 4.005 0.025 161.726  0.000

B> 0.1  0.097 0.009 11.236  0.000
Tabela 6.1 Estimag@o dos pardmetros da mistura de duas distribui¢des lognormais. Comparacio entre
parametros verdadeiros (Verd.) e estimados (Estim.). Estatisticas teste obtidas a partir da matriz
Hessiana e assumindo uma distribui¢do normal assimptdtica

Na Figura 6.4, a esquerda, vemos os precos das opcdes call e put gerados pelo método da mistura
de distribui¢des lognormais e, a direita, a respetiva FDNR. Pela observacdo da FDNR constatamos a
presenca de multimodalidade, visivel na cauda esquerda, que é uma caracteristica por vezes presente
neste tipo de estimagdo paramétrica.

Seguindo novamente a metodologia apresentada por Yatchew and Hirdle [26] geramos um
conjunto de precos de op¢des com uma perturbacio definida por um desvio padréo residual de 2%.
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Figura 6.4 Precos de opcdes call e put gerados pelo método da mistura de distribui¢des lognormais (a
esquerda) e respetiva FDNR (a direita)
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Figura 6.5 Precos de opg¢des call e put simulados pelo método da mistura de distribui¢des lognormais
com perturbagao (esquerda) e estimagdo das FDNR considerando a mistura de distribui¢cdes lognormais
e funcdes kernel (direita)
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Assim, é considerado o intervalo para o preco de exercicio [25,80] com acréscimos de 0.5, sendo
simuladas um nimero aleatério de observagdes para cada um dos precos de exercicio.

Na estimacdo da FDNR utilizando o método da mistura de distribui¢des lognormais, seguimos
os procedimentos apresentados por Bahra [4], considerando o problema de minimiza¢do dado pela
equacdo (5.10). Comecamos entdo, nesta andlise, por usar a funcdo extract.mln.option do
package RND do R, de forma a extrair os parametros que permitem otimizar o problema (5.10).
Para isso fornecemos como dados de entrada a esta funcdo os precos simulados pela mistura de
distribui¢cdes lognormais com perturbacio, sendo os outputs extraidos, o peso relativo de uma das
fun¢oes densidade e os pardmetros de cada uma das densidades. Os valores obtidos encontram-se
expostos na Tabela 6.1. Comparando os pardmetros inicialmente definidos no processo de geracao
dos precos de opcdes com os agora estimados, constatamos que sdo obtidas boas aproximacdes entre
os dois conjuntos. As restantes estatisticas observadas na tabela permitem corroborar esta afirmacao.
De seguida, procedemos a estimacdo da FDNR para a mistura de distribuicdes considerando os precos
perturbados da mistura e os valores dos parametros anteriormente obtidos. Recorremos a fun¢ao dmln
do package RND do R para esse propdsito.

Na Figura 6.5, a esquerda, temos a representacdo da estimagdo relativa aos precos perturbados
gerados pela mistura de distribuicdes lognormais. Nota-se pela observacdo da Figura 6.5, a direita,
que a estimacdo da FDNR correspondente a mistura, apresenta um ajuste quase perfeito da FDNR
tedrica, o que seria de esperar ji que 0s pregos respeitantes a esta estimagdo foram gerados pelo
método da mistura de distribuicdes lognormais. Quanto & FDNR estimada considerando fungdes
kernel observa-se que esta tenta capturar a informacao relativa aos dados, nao conseguindo no entanto
um resultado com a mesma qualidade.

6.3 Dados de mercado

Nesta secc@o apresentam-se estimagdes de FDNR usando dados intradidrios relativos a opcdes
associadas a dois indices, S&P500 e VIX, cuja negociacio ocorre no Chicago Board Options Exchange
(CBOE). A amostra correspondente a observagdes de 16 de abril a 20 de abril de 2018, para a qual
€ definido um tempo de maturidade de cerca de um més, 18 de maio de 2018 para S&P500, ¢ 16
de maio de 2018 para VIX. Apesar do periodo referenciado ser apenas de uma semana, o nimero
de contratos observados apresentam valores da ordem de 10* . Esta ordem de grandeza deve-se a
diversidade existente nos contratos transacionados, cada ativo subjacente d4 origem a um grande
nimero de contratos, além disso, a frequéncia de dados observados € de 5 minutos, e cada contrato é
observado 79 vezes em cada dia. Para o indice S&P500 foram registadas 54619 e 72214 observacdes
para opg¢des call e put, respetivamente, e para o indice VIX, 15767 e 13178. Os precos dos contratos
de call e put sdo incluidos diretamente no processo de estimacao, sem a necessidade de uso da férmula
da paridade put-call, aumentando a quantidade de informacao que € recuperada do mercado, evitando
os problemas de falta de sincronismo e, permitindo a obtencao de melhores estimag¢des. Para cada
conjunto de dados sdo usados a média dos precos bid-ask com o intuito de representar 0s pregos
observados, sendo obtido para cada preco de exercicio uma série para calls e para puts.

Existe heterogeneidade associada aos dados registados relativamente aos pregos das calls e puts,
no entanto, de modo a assegurar a qualidade dos dados, sdo necessdrios procedimentos de limpeza.



6.3 Dados de mercado 31

Precos call e put S&P500 Precos call e put VIX
£ <
[
o o _ |
- ! °
. . .
O < O o _|
© o - . (3]
. - i i o ' o
i°i !
[ 0 . !!
° o @" 000860000000 o o
T T T T T T
20 22 24 26 28 30 10 15 20 25 30 35
Preco de exercicio Preco de exercicio

Figura 6.6 Pregos das op¢des call e put nos indices S&P500 e VIX

Observagdes duplicadas que resultam do trabalho com dados de alta frequéncia, assim como contratos
de opc¢do com bid ou open interest igual a 0, sdo entdo eliminados. Longos periodos de tempo
nas amostras podem trazer complicagdes sobre a manuten¢do da estrutura dos precos das opgdes.
Como utilizamos um curto periodo de dados intradidrios, as variacdes na taxa de juro sem risco, taxa
de dividendo e preco do ativo subjacente ndo precisam de ser contabilizados. Ao mesmo tempo,
sdo obtidos tamanhos de amostras comparaveis aos utilizados na literatura para estimac¢des nio
paramétricas.

Apenas sdo considerados contratos com uma data fixa de vencimento, (7 —¢) = 1/12 e de acordo
com os dados relativos aos Treasury Bills, é considerado um valor da taxa de juro sem risco r, igual
a 2%. As médias dos precos bid-ask para as calls e puts para ambos os indices S&P500 e VIX
encontram-se representados na Figura 6.6. Considerando o conjunto de dados S&P500,dividimos
por 100 os precos bid-ask das opgdes e os seus respetivos precos de exercicio. Nas calls, verifica-se
que os precos de exercicio inferiores a 24 apresentam um intervalo com pregos de exercicio mais
dispersos, 0 mesmo acontecendo nas puts com valores acima de 28.

Os dados das opcdes utilizados na estimacdo das FDNR podem apresentar elementos com ordens
de grandeza bastante diferentes, podendo levar a problemas mal condicionados numericamente.
Seguindo a abordagem proposta por Fengler and Hin [11] € introduzida uma transformacdo sob
hipétese de homogeneidade da fungdo dos precos relativamente ao prego do ativo subjacente o que
permite a redugdo da dimensdo dos dados de entrada no processo de estimagdo. Nos préximos
processos de estimacdo da FDNR, ¢ testada a qualidade de um escalonamento dos dados, designado

por moneyness, que permite reduzir a ordem de grandeza dos mesmos.

Num cendrio ndo paramétrico, procura-se obter estimagdes de uma FDNR que seja suave, que
garanta valores nao negativos para a densidade, que tenha um comportamento esperado nas caudas
e uma drea sob a curva proxima de um. A Figura 6.7 (linha azul no caso dos graficos relativos as
FDNR) revela a eficidcia do método proposto no conjunto de dados do indice S&P500. Para a obtengéo
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Figura 6.7 Comparacdo entre os precos de op¢des de indice S&P500 e os precos médios estimados
com pesos e sem pesos usando fungdes kernel (esquerda) e estimagdo da FDNR usando fungdes kernel
considerando moneyness (direita) e precos (centro)
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Figura 6.8 Comparagdo entre os precos de opcdes de indice VIX e os precos médios estimados com
pesos e sem pesos usando funcgdes kernel (esquerda) e estimacdo da FDNR usando fungdes kernel
considerando moneyness (direita) e precos (centro)
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Figura 6.9 Estimagdes para o S&P500 e VIX; comparacdo entre estimacOes ndo paramétricas € através
da mistura de duas lognormais

da figura foi considerado um polinémio ctibico com restricdes e com pesos, € com restricoes e sem
pesos. Nota-se que, se os pesos representados por valores open interest nao forem considerados,
resultados menos estdveis sdo encontrados. E verificada a existéncia de assimetria negativa. Essa
assimetria € consistente com o sentimento de mercado, sendo que os contratos de op¢des poderdo ser
encarados na perspetiva de um contrato de seguro, neste caso, para proteger das variacdes no preco
do ativo subjacente. Além disso, comparando-se na Figura 6.7 os gréficos das FDNR, usando ou
ndo a moneyness, constata-se considerando os pesos open interest que as estimacdes nao apresentam
diferencas significativas. Ao contrario do que acontece quando os pesos ndo sdo adicionado ao
processo, observando-se que sem a o fator de escalonamento moneyness as caudas de distribuicdo
apresentam um comportamento mais ruidoso.

Considerando-se agora o conjunto de dados relativos aos precos das op¢des sobre o indice VIX,
observa-se na Figura 6.8, mais uma vez, uma boa aproximacao das médias dos precos de opgdes
de indice VIX relativamente aos respetivos precos das op¢des observadas. Apesar da existéncia de
algumas observagdes discrepantes, o ajuste das médias mant€m-se robusto. Nos restantes dois graficos
da mesma figura, verifica-se um resultado expectavel, existindo neste caso a presenca de assimetria
positiva. Resultado compativel com o anteriormente apresentado para o S&P500, sendo que neste caso
o contrato de seguro visa proteger contra acréscimos de volatilidade, e assim se verifica a assimetria
positiva. Melhores estimativas sdo obtidas com a adi¢ao de pesos ao processo de estimagdo. Porém,
para este conjunto de dados, usando moneyness ndo apresenta melhores caracteristicas para a fungdo

densidade.

Por fim, apresentamos com o auxilio da Figura 6.9 uma comparacio entre os resultados obtidos
para a FDNR considerando os dois processos de estimacao em andlise na dissertacdo, método da
mistura de distribui¢des lognormais e funcdes kernel. Relativamente as opgdes sobre o indice S&P500,
tendo em consideragdo a natureza do ativo subjacente, o principal interesse € a cauda esquerda, pois
revela a possibilidade de queda nos precos que € sentida atualmente nos mercados. Quanto ao indice
VIX o principal interesse € a cauda direita, dado que esta relacionada a possibilidade de aumento
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da volatilidade, pela Figura 6.9, a direita, verifica-se um comportamento na FDNR mais préximo
do expectdvel usando estimacdes ndo-paramétricas. Repara-se que na estimagdo através da mistura
de distribui¢des lognormais a FDNR apresenta bimodalidade, obtida através de estimativas pouco
robustas reforcando assim a flexibilidade dos métodos ndo paramétricos neste contexto.

As diferencas esperadas sobre os dois indices foram refletidas nas estimacdes ndo paramétricas
estudas ao longo da dissertacdo, revelando essencialmente a importancia da abordagem proposta, ja
que estas foram mais flexiveis que os métodos paramétricos apresentados, que se mostratam mais
rigidos e com maior dificuldade em se ajustar aos dados de mercado.



Capitulo 7

Conclusao

Os precos das opcdes financeiras fornecem informagdes sobre as expetativas futuras dos agentes de
mercado relativamente a evolugdo do preco do ativo subjacente. A partir dos precos observados destes
derivados financeiros, podem ser estimadas FDNR ilucidativas das probabilidades que o mercado
atribui a movimentos futuros do prego deste ativo. As reagdes e as expectativas dos agentes financeiros
sdo bastante importantes tanto para investidores como para gestores de risco e decisores politicos,
portanto, é crucial a estima¢do de uma FDNR que seja robusta e consistente com o verdadeiro
sentimento de mercado e assim ser possivel atenuar o risco de tomar decisdes erradas.

Nesta dissertagdo, foi feita uma comparagdo entre dois métodos estudados na literatura que
permitem estimar a FDNR a partir dos precos das opg¢des, como forma de examinar a robustez e
poder informativo dessas estimagdes. Para este efeito, utilizimos uma abordagem paramétrica que
usa uma mistura de duas distribui¢des lognormais e uma abordagem ndo paramétrica baseada em
fungdes kernel. Definimos como dados de entrada quatro conjuntos de dados diferentes respeitantes a
precos de opgdes call e put. Os dois primeiros conjuntos dizem respeito a dados gerados com base no
modelo definido em Black-Scholes-Merton e no método da mistura de distribui¢des lognormais, onde,
de forma a imitar os precos de mercado e assim testar a estabilidade e eficicia das FDNR estimadas,
foi simulado um ruido para estes precos de opgdes. Os dois Gltimos conjuntos de dados referem-se a
precos de opgdes intradidrios sobre os indices de mercado S&P500 e VIX, sendo que ambos os pregos
das opcdes call e put foram incorporadas nos problemas de otimizagdo sem usar a paridade put-call,
aumentando a quantidade de informacao que é recuperada do mercado e evitando erros por falta de
sincronicidade.

De modo a assegurar a qualidade dos dados eliminamos todas as observac¢des duplicadas, assim
como contratos de op¢des cujos valores bid ou open interest eram iguais a zero.

Usando os dados simulados, demonstramos que ambos os métodos s@o capazes de recuperar, com
precisdo aceitdvel, as FDNR tedricas. Na abordagem ndo paramétrica, conseguimos ainda concluir
a partir dos resultados obtidos a importancia da atribuicdo das restricdes de nao arbitragem e dos
pesos como forma de evitar problemas de monotonicidade e convexidade, assim como garantir a nio-
negatividade, integracdo em um, e suavidade das FDNR. Quando aplicamos os métodos aos precos
opg¢des com indices S&P500 e VIX obtemos resultados expectdveis para o método nio paramétrico.
Contudo, estimando as FDNR para a mistura de distribuicdes lognormais os resultados obtidos ndo se
aproximam do esperado. Estes resultados refletem sobretudo a falta de flexiblidade das estimagdes
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paramétricas em se adaptar aos dados. Avaliando o resultado obtido na estimac¢ao ndo paramétrica da
FDNR para o indice S&P500, verificamos a existéncia de uma assimetria negativa, revelando uma
maior probabilidade de existir um retorno significativamente negativo em vez de um retorno positivo
de igual ordem. Ao subscrever op¢des sobre o indice VIX, o principal interesse € a cauda direita, ja
que esta estd relacionada a possibilidade de aumento da volatilidade.

De uma forma geral, comparando as FDNR obtidas para os dois os indices sdo realgcadas as
principais motivagdes para a subscricio destas opgdes, como a prote¢do contra redugdes (para indices
S&P500) e aumentos (para indices VIX) sobre os valores dos respetivos ativos subjacentes.
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