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Resumo

A estimagao da funcio densidade é um assunto muito estudado na estatistica. Nesta dissertagao,
iremos recorrer ao estimador do nicleo, que depende do nicleo, K, e da janela A, para a estimagdo de
f, porém, uma vez que a escolha da janela € mais relevante do que a escolha K, iremos desenvolver
esta escolha ao longo da dissertacdo. Sob certas condicdes, provaremos a existéncia de uma janela
6tima, hg ,, que consiste no minimizante do erro quadratico médio integrado, MISE, do estimador do
nicleo da densidade e analisaremos o seu comportamento assintético. Com o intuito de obtermos
expressoes assintéticas para h ,, iremos obter desenvolvimentos assintéticos para o MISE e para as
suas derivadas.

Pelas expressoes assintoticas para hy ,, verificamos que temos pardmetros dependentes de f, por
isso desconhecidos. Assim, através das funcdes de Hermite vamos conseguir estimar estes parametros.
Tendo presentes os estimadores obtidos analisaremos as suas convergéncias e, por fim, como estes
estimadores dependem de um novo pardmetro m vamos efetuar a escolha automética deste valor e, em
seguida, iremos procederemos ao estudo comparativo de simulacdo entre as janelas obtidas por nds
através da estimacdo por fun¢des de Hermite e janelas obtidas pelos métodos plug-in direto a duas
etapas e da validacdo cruzada tendo f como uma mistura de densidades normais.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo das tdltimas décadas, a estimagdo de funcdes densidade f t€m sido um tema bastante
estudado para o qual tém sido propostos varios métodos para a resolucio deste problema. No entanto,
foi no ano 1956 que surgiu o atual estimador do nucleo introduzido num artigo de Rosenblatt (1956,
p. 23) e as suas propriedades introduzidas por Parzen (1962). Estes dois autores foram os que deram
inicio ao estudo da estimag¢do ndo paramétrica pelo método do nicleo. De entre os estimadores ndo-
paramétricos conhecidos, o estimador do nicleo €, sem divida o mais popular. Sendo X;,X5,..., X,
varidveis aleatorias reais, independentes e identicamente distribuidas com densidade desconhecida f,
o estimador do ntcleo de f € definido, para x € R, por

(agE

fan(x) = % Ky(x—X;),
=1

onde i = h, € uma sucessao de nimeros reais estritamente positivos convergindo para zero quando
n tende para infinito, K é uma fun¢@o integravel (no sentido de Lebesgue) com [K(x)dx =1, e
Ky (x) = K(x/h)/h. Para usarmos o estimador do niicleo temos que escolher o nicleo e a janela do
estimador, dados respetivamente por K e h. Para K, a escolha mais comum é considerar nicleos
positivos, sendo mais popular considerar K gaussiano. No entanto, a escolha que efetuaremos para
K n@o € tdo importante como a escolha de 4. Assim, uma vez que a escolha da janela i € bastante
relevante (Wand and Jones, 1995, seccdo 2.7 e Bosq and Lecoutre, 1978, cap.4, sec¢do VII), esta
dissertagdo ird basear-se na escolha deste pardmetro que € crucial para o desempenho do estimador do
nicleo.

Para efetuarmos essa escolha, no capitulo 2, baseado em Chacén, Montanero, Nogales e Pérez
(2007), vamos comecar por provar a existéncia e estudar o comportamento assintético da janela dtima,
hg »,, no sentido da minimizagdo do erro quadratico médio integrado (MISE, do inglés, mean integrated
squared error), isto €,

hop = argr}gi(r)leﬂn(h)

onde
My () = MISE(Fim ) = E [ (5,40 = £(0)dx = [ E(fu) = )P

que representa uma medida global de qualidade e onde o integral, no sentido de Lebesgue, é extendido

a R. Este integral € finito desde que f e K sejam de quadrado integravel.



2 Introducio

Esta escolha para a janela, pode ser feita através de varios métodos (ver Wand and Jones, 1995,
p. 58-89), um desses métodos é o método do plug-in direto que, sob certas condi¢des para K e f, se

baseia nas expressdes assintoticas de hg ,, dadas por

1

= RK)S ta(K) SR(f") " 5n 3

o= i+ 56 RK) 2(K) % pa(KOR() RO,

com R(K) = [ K(u)?du, uy(K) = [u?K(u)du e us(K) = [u*K(u)du. A obtengio destas expressoes,
feita através do My ,(h) e das suas derivadas de primeira e segunda ordem, vai ser desenvolvida no
capitulo 3 desta tese.

Atendendo a que nas expressdes de hy, € hy, as unicas quantidades desconhecidas sdo os
funcionais quadraticos R(f (p)), com p =2 e p = 3, 0 nosso problema da estimacdo de Ay , € hy , fica
reduzido a estimacao destes funcionais. Esta estimacdo tem sido estudada por varios autores como,
por exemplo, Hall e Marron (1987) e Jones e Sheather (1991) que propdem uma classe de estimadores
do nicleo que sdo muito utilizados na prética, levando a métodos de selec@o de janelas introduzidos,
por exemplo, em Hall, Sheather, Jones e Marron (1991) e Jones e Sheather (1991). Tendo por base os
artigos de Walter (1977) e Greblicki e Pawlak (1984), descreveremos, no capitulo 4 desta dissertagdo,
a estimacdo das funcionais R(f (1’)) usando estimadores por projecdo baseados no sistema ortogonal de
Hermite. Os estimadores de Hermite que propomos para estimar a funcional R( f (1’>) dependem de um
novo pardmetro de suavizagdo m, que deve ser escolhido com base na amostra observada X1, ...,X,.

No capitulo 5 desta tese, tomando como referéncia Tenreiro (2011), fazemos a escolha automatica
do pardmetro m e comparamos as janelas plug-in obtidas a partir de h; , € hy , com as janelas cldssicas
obtidas pelos métodos plug-in direto a duas etapas e da validacdo cruzada. O estudo de simulacio que
apresentamos para efetuar essa comparacgdo envolve as misturas de densidades normais consideradas
em Marron e Wand (1992).

Nesta dissertagao, todos os gréficos e simula¢des foram efetuados usando o software R.



Capitulo 2

Existéncia e comportamento assintotico
da janela 6tima

Neste capitulo, baseado em Chac6n, Montanero, Nogales e Pérez (2007), provamos que, sob certas
condi¢des em K e f, existe, para cada n € N, uma janela 6tima, hg ,(f), no sentido da minimizacao
do erro quadratico médio integrado, e estudamos o seu comportamento assintético.

2.1 Desenvolvimento exato do MISE

Atendendo a decomposi¢ao usual do erro quadrédtico médio de f; 5, no ponto x, como soma da
variancia e do quadrado do viés de f, ,, 0 erro quadrético médio integrado pode ser escrito na forma

My n(h) = Vin(h) + By (h), 2.1)

onde a variancia integrada, Vs ,(h), e o viés quadrdtico integrado, By (h), sdo dados, respetivamente,
por

Vin(h) = / Var(fun(x))dx 2.2)

By(h) = [ (E(un(e)) — £2) e 23)

No resultado seguinte apresentamos desenvolvimentos exatos para a variancia integrada Vy ,,(h)
e para o viés quadratico integrado B(h), expressdes essas que nos levardo a um desenvolvimento
exato para MISE. Dada uma fung@o real de varidvel real y, denotamos W(u) = w(—u) . Vamos ainda
representar por L, para p € N, o espaco das funcdes reais de varidvel real de poténcia p integravel e
por L., o espaco das funcdes reais de varidvel real limitadas.

Teorema 2.1. Para K € Ly e f € L, temos

1
A _ ~Ry.xn(f) (2.4)

nh n

Vf,n (h) =
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By(h) = Ry.x n(f) = 2Rk 1 (f) + R(f), (2.5)

onde x representa o produto de convolugdo e
Ricalf) = [ K(u)f+F (hu)
Demonstracdo. O estimador do nicleo tem por média

E(fun(x)) =E (Kn(x / Ky(x—y)f = Ky f(x) (2.6)

e por variancia

V(fun(x)) = 1Var (Kp(x (/Kh X — y Kh*f(x)2> .

Partindo da expressdo (2.2) temos

Via(h _/ </Khx y)? Kh*f(x)2>dx:Rr(lIh<)—’11R(Kh*f).

Para o viés, partindo da expressao (2.3) e atendendo a (2.6) temos
By(h) = [ (E(fun(0))Pdx—2 [ E(fun(0) f(0)dx+ [ flx2dx
- / Ky f(x)2dx—2 / (Kn f) (x) f (x)dx+ / F(0)2dx
= R(Ki ) =2 [ (Kie D)@ () +R(P)

Para concluir basta demonstrar as seguintes igualdades

[ K f@f@dx=Rea(H) e RKxf)=Reza(F)
Relativamente 2 primeira, temos
/Kh*f(x dx—/ Kn(x— ) £ () f(y)dxdy = //K (x— uh) £ (x)dxdu
:/K u) £+ F(hu)du = Ry n(f)-
No que concerne & segunda, temos
R(Ky= f) = [ K f@dx = [[[ Kie=)Kie =20 (0)f (2)dzdya
:///Kh u+z—y)Kn(u)f(2)f(y)dzdydu
= //Kh*Kh y=2)f(0)f(@)dzdy = R 4(f)-
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Entéo, obtemos o pretendido.

|
Tendo em conta que (2.1) e o Teorema 2.1, temos o seguinte resultado.
Teorema 2.2. Para K € Ly e f € L, temos
R(K 1
1) = 250 (1) Reaga9) = 2R ) 4RO, @)

2.2 Existéncia da janela 6tima

Nesta sec¢do iremos provar que para cada n, existe um valor de 4, que denotamos por hg , = ho »(f),
para o qual o MISE € minimo, ao qual chamamos janela 6tima do estimador do nicleo. Para tal,
necessitamos do resultado seguinte.

Lema 2.1. Sejam K € Ly e f € L.
(a) A fungdo h— Rk »(f), definida em )0,00[, é continua e satisfaz
i) im Rk 4(f) = R(f); ii) lim Rk 5, (f) = 0.
h—0 h—yo00

(b) As fungdes h—s By¢(h), h— Vi ,(h) e h— My ,(h) sdo continuas em )0, e satisfazem

lim B : lim B R(f); jii) li n(h) = oo;
i) lim B (h) = 0; it) lim By(h) = R(f); iii) lim V., (h)
iv) }}gzlovan(h) =0y v) %%Mf’n(h) =oo; vi) ;}E?OMf”(h) =R(f).

(c) Se K € Lo, é continuo em zero entdo

i) Jim bR (/) = K(0); i) lim h[My,(h) — R(f)] = R(K) ~2K(0).

h—roo

Demonstragdo. (a) Sabemos que se f € L, entdo f* f é continua e satisfaz (f * f)(x) — 0, quando
|x] — oo (ver Rudin, 1990, p. 4). Assim, f f é limitada e pelo Lema A.1 concluimos que 2 — Rg 5 (f)
¢ continua em |0, co[. Além disso, pelo TCD, temos

lim R4 () = limy | K(u)(f ) ()= [ K()(f ) (0)du = R().

h—0

lim Rg 4(f) = lim [ K(u)(f* f)(hu) du—/K hm (f* f)(hu)du = 0.
h—so0 h—co
(b) Sendo K * K um nucleo, pela alinea (a) e (2.5) concluimos que

tim B () = lim (Ry. (/) — 2Rk (£) +R(f)) = R(F) = 2R(f) +R(f) =0

h—0
lim By (k) = lim Ry () — 2Ric(F) +R(f) = R(f);

h—roo
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e de (2.4) temos

R(K) Rggnlf)

lim V¢ ,,(h) = li — = oo;
hl—I>I(1) rnlh) hlg(l) nh n ’
: . R(K) Rexalf)

A

Os limites v) e vi) sdo consequéncia direta dos limites anteriores e do Teorema 2.2.

(c) Do facto de K * K ser uma fungdo continua e por K ser limitado, temos, pelo TCD,
lim bR () = lim b [ (Kis £)(6) () = Jim b [[ Kie =) £0) £ (o)
~tim [ & (52 s s01asdy = [ KO0ty = K0

h—soo
Jim 03 0) < RO = fim [ 25 4 (1 Y R(Ki ) 2R 1)+ RO = RO
- R(nK) _2K(0) + (1 ~ i) lim 7R (/)
=R k() + <1 - i) K+K(0)
_ R(nK) _2K(0)+ <1 - ;) R(K)
— R(K) — 2K(0)

Estamos agora em condi¢des de enunciar o teorema que assegura a existéncia de hg .

Teorema 2.3. Sejam K € L., continuo em zero e tal que R(K) < 2K(0) e f em L, . Entdo My, tem
um minimizante em 0,9, isto é,

E|h07n (f) >0: Mﬂn(ho,n(f)) < Mf;n (h), Vh > 0.

Demonstra¢do. Do Lema 2.1 sabemos que }11132) Mg n(h) =o0 e ]}E}o Mg ,(h) = R(f). Do mesmo
resultado temos que Agl}o h[My,(h) —R(f)] = R(K) —2K(0), valor este que, por hipétese, ¢ negativo.
Entdo, para i suficientemente grande, My ,(h) < R(f), o que nos permite concluir que My ,(h) tem
um minimo num ponto hg ,(f) €]0,eo|.

|

2.3 Comportamento assintético da janela 6tima

Atendendo ao Teorema 2.2 e ao Lema 2.1, podemos concluir que My ,(h,) — 0, n — oo, quando a
janela (hy,) é tal que h, — 0 e nh, — oo, n — oo. E assim natural questionar se a sucessio (h()ﬁ (f))
também satisfaz as condigoes hg , — 0 e nhg ,(f) — oo, quando n — co.
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Teorema 2.4. Sejam K € L., e fem L,. Entdo

lim nhg ,(f) = oo.
n—oo
Demonstragdo. Comecemos por provar lim My, (ho ,(f)) = 0. Suponhamos que My ,,(ho (f)) - O.
Jm M : : ,

Nestas condigdes, existe £ > 0 e uma subsucessio de funcdes tal que My, (h) = My, (hon,(f)) > €
paratodo k € N e h > 0. Por outro lado, do Teorema 2.2 temos

im M) = Jim (5004 (1= LY R ()4 RO~ 280 )

= Ry.x 5 (f) +R(f) = 2Rk 1n(f) = By (h). (2.8)

Sabendo que My, (h) > €, de (2.8) concluimos que By(h) > €, sendo h > 0, o que contradiz o
Lema 2.1,(b) 1).

Logo,

lim My ,(hoa(f)) = 0. (2.9)

n—soo

Agora, suponhamos que lim nhg ,(f) # oo, entdo existe uma constante ¢ > 0 e uma subsucessio
n—soo ’
(nkhon, (f)) oy tal que ngho , (f) < ¢,Vk € N. Portanto, lim o n, (f)=0.
Do Teorema 2.2 e de (2.9) concluimos

lm < R(K)

k—ro0 ”khO,nk

1
(1= 1) Rk ()~ 2R () +RU) ) =0
Aplicando o Lema 2.1, (a), i) temos

. R(K
k—roo nkhO,nk

o que implica que nghg n, — o0, k — oo, contradizendo o facto de niho ,, < c. Fica assim demonstrado
que lim nhg ,, = oo.

n—soo

|

No que se segue vamos mostrar que a sucessao /g ,(f) converge para zero, quando n — oo, donde

a transformada de Fourier de K, definida por

ox(t) = [ K (x)dx,

ndo seja identicamente igual a 1 numa vizinhanca da origem. Tal € o caso dos niicleos de 2.*
ordem, isto &, nicleos para os quais [ u?|K(u)|du < oo, 1 (K) = [uK (u)du =0 e pp(K) # 0, onde
Uy(K) = [uPK(u)du é o momento de ordem p € N de K, sempre que [ |u|”|K(u)|du < oo.

Proposicao 2.1. Se K é um niicleo de 2.% ordem entdo @k ndo identicamente igual a 1 numa vizinhanca

da origem.
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Demonstragdo. Partindo da integrabilidade de K, xK (x) e x2K (x) e tendo em conta o Lema A.2, temos
que

(P}((f) = /iXK(X)e”xdx e (p};([) = —/XZK(X)e”xdx.

Entdio, se as hipétese ndo fossem validas, tinhamos 0 = ¢ (0) = — [x2K (x)dx = —i>(K), o que
contradiz o facto de > (K) # 0. [ |

Lema 2.2. Se K € L., Qg ndo ¢ identicamente igual a 1 numa vizinhanga da origem e f € L, temos
que
By¢(h) > 0,Vh > 0.

Demonstracdo. Tendo em conta as propriedades das transformadas de Fourier (ver Butzer and Nessel,
1971, p. 168), para h > 0 temos

By(h) :/[E(fn,h(X)) —f(x)]2dx:/[Kh * f(x) —f(x)}zdx
= %/\%*f—f(t)lzdt = %/“PK;,*JP(Z‘) — (1)) dt
= o [106000,0) - g1 P

1
= o= [ 106,0) = 1Flgr(0)Par.

Se B (h) =0, para algum /& > 0, entdo |@x, (1) — 1/*|@(t)|* = 0, para todo o t € R. Em particular,
como |@¢(¢)| > 0 numa vizinhanga da origem terfamos @, (f) = 1 nessa vizinhanca, o que contradiz
a hipétese. Assim, By(h) > 0.

|

Teorema 2.5. Sejam K € L., e continuo em zero, com R(K) < 2K(0), a transformada de Fourier de
K ndo identicamente igual a 1 numa vizinhanga da origem e f € L. Entdo

lim ho.,(f) = 0.

n—yoo

Demonstracdo. Usando o Teorema 2.2 e (2.9) temos

0= r}iﬁn;loMf’n(hO,n(f))

= r}l_r}olo (VfJ, (h()J, (f)) + Bf(hO,n (f)))

= lim (R}(lK) _ Ry, F) + By (hon(f )))
n—e \ n 0,n n
= lim Bf(h()’n(f))

Suponhamos que lim A, (f) # 0. Nestas condigdes, existe uma subsucessao (hg », (f)) de ho,(f)
n—oo ’
tal que lim hg ., (f) = A, onde A €]0, 0.
ng—ro0 :
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Pelo Lema 2.1,
, R(f) A=e
lim Br(hg,, ) =

Sabemos que R(f) > 0 e, pelo Lema 2.2, B¢(4) > 0 o que contradiz lim B (ho,(f)) = 0.
n—oo






Capitulo 3

Expressoes assintoticas para a janela
otima

Neste capitulo, apresentaremos desenvolvimentos assintéticos para My ,(h) e suas derivadas de
primeira e segunda ordem, de modo a que consigamos obter expressdes assintdticas para a janela
6tima, ho ,, cuja a existéncia estabelecemos no capitulo anterior. No final deste capitulo faremos um
estudo comparativo das expansdes obtidas para hg ,(f) = ho , para diferentes funcdes densidades f.

3.1 Expressoes assintoticas para o MISE

Para obtermos os desenvolvimentos assintdticos para o MISE, comecemos por reescrever Vy ,(h)
e By(h), definidas por (2.4) e (2.5), na forma

1
Vf,n (h) - Rr(lI;) - ERK*Kh(f )
1 _ _
= Rr(l[h{) —f/K*K (u)f * f(hu)du

:W_,//K u—v)KOW)f  f(hu)dudv
// v)f* f(h(u—v))dudv (3.1

By(h) = /(E(fn,h(x)) — f(x))%dx
— [ (K f () = £l

—/(/Khx y)f(y)dy— f()>2
_/(/K Flox—uh) f(x))du)zdx. (3.2)

11
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Teorema 3.1. Sejam K € L, um niicleo de 2.“ ordem e f com derivadas de 2.” ordem continuas em R
com f,f" € L. Se h — 0 temos

4
M) = B0 R+ 00 + o).

Demonstracdo. Tendo em conta (3.1) e a desigualdade

’//K(M)K(")f*f(h(u—v))dudv <R

podemos concluir que

0 ([ wwia)
R(K)

Vf7n(h) = “uh +0 (I’lil) .

Para o viés, da expressdo (3.2) e do desenvolvimento de Taylor de segunda ordem com resto
integral temos

By(h) = / (/K(u)(—uhf/(x)+h2/u2(l —t)f”(x—thu)dt)du)zdx

/ ( x) i1 (K) + h? / / f’(x—thu)dtdu)zdx.

Como p;(K) =0e f” é continua concluimos que

= ////01/01 (1—1)(1 —8)u® V2K () K(v) f" (x — thu) " (x — shv)dtdudsdvdsx.

Efetuando a mudanga de varidvel x = shv — y e sabendo que f” * f” é continua e limitada, a
aplicacdo do TCD conduz a

h4///// (1—1)(1 = 5)u®V?K(u)K (V) f" % f7(h(sv — tu))dtdudsdv
= h*A(h

onde

_ / / / /0 1/01 (1= 1)(1 — )2 K (W) K () f" 5 7 (h(sv — tu))dtdudsdv (3.3)

= 13 (K)R(f") /01/01(1 —1)(1 —s)dtdudsdv+o(1)
= JBUKR(") o))

Atendendo que (2.1) a demonstracio fica concluida.
|

A ordem de convergéncia para zero de My ,(h), obtida do teorema anterior, pode ser melhorada se
condicdes adicionais forem impostas ao niicleo e a densidade f.
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Teorema 3.2. Sejam K € Ly um niicleo de 2.“ ordem tal que [u*|k(u)|du < o e f com derivadas

continuas, limitadas e integrdveis até a 3.” ordem. Se h — 0 temos

R(K) h

My (h) = i Zuz(K)2R( M+om™H+omd (3.4)
M, (h) = —I;(;) + 12w (K)*R(f") +0(n~'h) + O(K). (3.5)

Demonstragdo. Atendendo ao Teorema 3.1, basta provar que o termo residual de A(4) em (3.3) é de
ordem O(h?).

Por hipétese, f admite derivadas até a 3* ordem. Usando a Proposi¢do A.2, com g = f”, temos
"+ f"(0) = 0. Assim,

£ 5 7 sy 1)) = £ 7 (0) + (sv—tu)hf" 5 7 (0)
_ (SV—lu)th/l (1 —t/)f”/ *7///(f,(SV—lu)h)dt’
0

=R(f")— (sv—tu)2h2/] (1= " F" (' (sv —tu)h)dr',
0

1
de onde deduzimos que A(h) = Z,LLZ(K)ZR(f”) +0(h?).

Para demonstrar (3.5) procedemos ao célculo de Vjﬁ,n(h). Para isso vamos derivar a expressio
(3.1):

vi =& 1 / / KK ) (=) 5 F(h(u—v))dudv.

nh®> n

Da férmula de Taylor,

P Fh(u—v)) = £ F(0) — h(u—v) /O LT —v)e)de

e pela Proposi¢do A.2, com g = f, temos f’* f(0) = 0.

Assim,
Vi = R0 /] KK () —v)2f 5 F(h(— v)1)didudv
= _Rn(hlg) +0(nh).

A derivada de Bf(h) é dada por
Bli(h) =4 A(h) +h*A’(h). (3.6)

Atendendo a que ja temos a expressdo de A(h) falta apenas calcular a respetiva derivada, A’(h),

A'(h) = ///01/01 (1=1)(1 =) u>VKW)K W) f" *F" ((sv—tu)h)dtdudsdbv. (3.7)
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Da férmula de Taylor,
_ _ 1 _
f’”*f”((sv—tu)h) = f”’*f”(O) — (sv—tu)h/ f’”*f”/(t/(sv—tu)h)dt/
0

onde, pela Proposi¢do A.2 com g = f”, temos f”’ *7”(0) = 0. Entdo,

/ / / / (=00 = PR K0) (~(ov 1 || 777" v rumar ) avauasi

Entéo, por (3.6),

Bls(h) = @uzm R(f")+0(°) +O(R) = B (K)*R(f") + O(k).

Logo, concluimos a demonstragao.
|

Teorema 3.3. Sejam K € L, um niicleo de 2.“ ordem tal que [u®|k(u)|du < = e f com derivadas

continuas, limitadas e integrdveis até a 4.“ ordem. Se h — 0 temos

/ R(K) 3 2 1/ hS 2 /11 —1 7
My, () = ==+ 1P (K)PR(f") = 15 (Bha(K)pa(K) = 243 (K)R(f") + On ™" h) + O(H').

R(K)

Demonstragdo. Do teorema anterior, sabemos que V/ ,(h) = — 7 +
: n

O(n~'h). Dado que f admite
derivadas até & ordem 4, precisamos de recalcular B (/1) e, por consequéncia, também A(h) e A’(h).

Aplicando a férmula de Taylor, a Proposi¢éo A.2 e a defini¢do de R(f),

2

£ (hsv =) = R(7) = (sv = 1uR(")

" —

+ }g(sv—tu)4/01(l —V2f xf (f(sv—rtu)h)dl

De (3.3) e da expressdo anterior,

//// (I—1)( VP vEK ()K(v) [R(f”)—hzz(sv—tu)zR(f’”) dtdsdudv + O(h*)
2
= SR Ea(K)? —%m( Ws(KIR")+ (KPR~ 2o (s (ROR(™) 000
2
= %R(f”)uz (K)* - % (32 (K)pa(K) +2p15(K)*)R(f") + O(h*),

e, por um raciocinio andlogo, de (3.7) temos

/// / (1=1)(1 = )PV K (u)K (v)(sv —tu) f" 5 " (h(sv — tu) )dtdudsdv
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= [ 000 KK s hr(™) + 008
h

=~ RO ma(K)a(K) + %R(f"')m (K)*— %R(f”’)uz(lf )ua(K) +O(h)
= 2 (3K (K) ~ 205 (K R(F") + O,
Entdo,
Bls(h) = 4n’A(h) + h*A’ (h)
— Py (K)*R(f") — i’; (3u2 (K)1a(K) + 243 (K)Z)R(f”’> +o(n’).
Logo, obtemos o pretendido. u

Teorema 3.4. Sejam K € L, um niicleo de 2.“ ordem tal que [ u*|k(u)|du < o e f com derivadas
continuas, limitadas e integrdveis até a 3.“ ordem. Se h — 0 temos

_ 2R(K)

My, (h) = = 5= + 30 (K)*R(£") + O(n ') + O(h*).

Demonstragdo. Derivando a expressdo de V() obtida para (3.5) obtemos,

R

) L ] Kk v ) = )

e +0o(n™.

Via(h) =

Para a segunda derivada do viés, derivamos a expressao (3.6) e, assim, obtemos

Blj(h) = 12h°A(h) + 81 A’ (h) + 41 A’ (h) + h*A(h).

1
Do Teorema 3.2, sabemos que A’(h) = O(h) e que A(h) = 2k (K)?R(f") + O(h?), entdo falta
calcular A” (h). Usando (3.7) e 0 Lema A.2, obtemos

A"(h) = —///01/01(1 —1)(1 —8)u> VK (u)K(v) (—(sv—tu)h/o1 f’”*fm(t’(sv—tu)h)dt’> dtdudsdv
—0(1).

Logo,
Bj(h) = 30*ua(K)*R(f") + O(h*),

0 que permite concluir a demonstragao.

3.2 Desenvolvimento assintotico de A ,

Nesta sec¢do iremos obter aproximagdes assintoticas para hg ,. Para isso, comecemos por estab-
elecer a ordem de convergéncia da janela hg ,. Na demonstragao deste resultado seguimos Chacon
(2004, p. 41-46).
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Teorema 3.5. Sejam K € L um niicleo simétrico de ordem 2 tal que [u*|K(u)|du < o e f com
derivadas continuas, limitadas e integrdveis até a ordem 4. Entdo,

C el . 1
0 <liminfnshg, <limsupnshg, <o

e
lim n¥ho,, = R(K)* 13 (K) S R(F") 5. (3.8)
Demonstracdo. Do Teorema 3.2, para C > 0,
Mya(en ) = [e 1R + S 0RG™ |- 00,
Entao,

C4
lim My, (Cn3) = 1B (K)R(f") + C'R(K).
n—oo

O valor de C que torna o limite minimo é Cp = R(K )s
ho ., temos

u2(K)"5R(f")"s. Mais, pela definido de

4 1 4
nSMy,(Con™5) = n5My n(ho ), Vn € N.
Tomando o limite vem

C} _ : 4

IO 13 (K)R(f") +Cy 'R(K) = limsupns M ,,(ho ). (3.9)
Nestas condi¢des, lim supn%M rn(hon) < oo e, consequentemente, limsup n%hoﬁ (f) <o
Caso isto ndo se verificasse, por hg, — 0 e pelo Teorema 3.1, terfamos

. 4 . 4
limsupnsMy ,(ho,) = limsupnsBy(ho )

4
% hO,n 2

= limsupn LM (K)R(f") +o(h§,,)

1

o
> limsup - . L3Ry =

(o]
)

o que contradiz (3.9).

Da expressdo assintética para a varidncia, conseguimos provar que

liminfns hg,, > 0,
dado que
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Se lim infného,n =0 entdo lim supn%Vfﬁn(hoJ,) = oo ¢ por maioria de razdo limsup n%Mﬁn (hon) =
o0, 0 que contradiz (3.9).
Assim,
0 < liminfns ho,, < limsupnshg, < .

Aplicando, de novo, o Teorema 3.2 para hg , temos

o)’
o) 3 R(r) +

R(K)

+o(1).
n%hOm

4
nng,n (hO,n) -

Resta-nos provar que a sucessao (n%h()’,,) converge para Cy. Uma vez que a sucessdo € limitada,
. . 1 . . ~
basta provar que Cy € o Unico valor de aderéncia de (ns h07n), (ver Lima, 1995, p. 93-98). Seja entdo /

1
o limite de alguma subsucessdo (1] ko, (f)) de (n%hom). Usando o Teorema 3.2 concluimos que
14

THKR(f") + ==

4
Lim ng My, (hon,) = 1

De (3.9) deduzimos que

4 4
LR OR() 1 R(K) < DR(PIB(K) +C ' RK).

de onde concluimos que [ = Cy.
|

. _1 ~ .
Do Teorema 3.5 concluimos que kg ,(f) = O(n~5). Estamos entdo em condigdes de apresentar as
expressoes assintoticas para g .

Teorema 3.6. Sejam K € L, um niicleo de 2.“ ordem tal que [u*|k(u)|du < = e f com derivadas
continuas, limitadas e integrdveis até a ordem 3. Entdo,

_3
h07n - hl,n + 0(” 3 )
em que
hin = R(K)S pa(K) " SR(f") 5075, (3.10)

Demonstragdo. Atendendo a que M' JQ . (ho.n) = 0, pelo desenvolvimento de Taylor de 1* ordem numa
vizinhanga de h; , podemos escrever

M} (1) + MY, (1) (o — 1) = 0
e ainda

hon = h — M}, (hy )M, (R) ", (3.11)

com h entre hg , € hy 5.
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Atendendo a que h = O(n_% ), pelo Teorema 3.4 temos

M}, (1) = S5 4 3 (KPR + O) + O
=0 'O ) +0(n )+ 0 ") +0(n3)
=0(n 3). (3.12)

Usando (3.11), basta provar que M} ,(h1 ) = O(n'). Do Teorema 3.2 temos

R(K)

o I (KPR(F) 0 ) + O(R],) = O(n™").
1,n

M},n(hl Jl) =

Teorema 3.7. Sejam K € Ly um niicleo de 2.“ ordem tal que [u®|K(u)|du < o e f com derivadas

continuas, limitadas e integrdveis até a ordem 4. Entdo
—1
hO,n - h2,n + O(I’l )
onde

o =hint %R(K)%ﬂz(lf)_gj (Bua(K)pa(K) — 2113 (K)?) R(f") SR(f")n™5.

Se K é simétrico, isto é, K(u) = K(—u), para todo o x € R, entdo

o = i RO 2 (K) % pa(KORGY) SR

% (3.13)

Demonstragdo. Atendendo a que a igualdade (3.11) € vélida com hy ;, no lugar de Ay ,, em que h, entre
ho,n € ho , satisfaz (3.12), € suficiente provar que M}m(hzﬁ) = O(n*g).

Do Teorema 3.3 temos

R(K
h%,nM},n(hZ,”) = - (I’l) +Ahg,n - Bth + 0(1’171}137”) + O(hg,n)

R(K

comA = MZ(K)2R<f//) eB= 11—2(3‘[12(]()!134([() —2,113(K)2)R(f”l),
Tendo em conta que hy, = hy ,+cn” 5, em que

‘" ?B”Kﬁﬂzaﬂ*? (3p2(K) s (K) =203 (K)IR(") SR(F"),
temos
h27nM}7n(h27n) - _R(nK) + (hl’” + Cn%)SA - (h17n + cn7%)7B + O(rf%)
R(K)

AR, +5AR} ,on™5 —Bh] 4+ 0(n”3).

n
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R(K)

Atendendo a que - —|—Ahin =0e¢ 5Ah‘1‘7ncn_% - Bhin =0, temos

9

13wy (hop) = O(n™3),

o que conclui a demonstragao.

3.3 Comparacao de y , e hy,

Dos resultados apresentados no pardgrafo anterior sabemos que, sob certas condi¢des em K e f,

se tem
hl,n

hO,n

hZ,n
hO,n

—14+0(n" %) e =140(n3).

Nesta sec¢do analisamos o comportamento de 4 ,/ho ,, € hy »/ho,, para diversos valores de n. Com
base nas expressodes obtidas em (3.10) e (3.13), precisamos de primeiramente definir K e f. Assim,
consideramos para K a densidade normal standard, K (x) = (2717)*%(%, x € R, e, para f iremos
tomar oito das quinze misturas de densidades normais consideradas em Marron e Wand (1992), que
se apresentam na Figura 3.1. Uma vez que f € uma mistura de normais, o cdlculo de hy , € efetuado
com base no Teorema 5.1 de Marron e Wand (1992, p. 728).

A densidade #1 representa um papel importante na estimacdo de densidades uma vez que € a
funcdo com as caracteristicas distribucionais simples. A densidade #2 ndo difere muito no seu aspecto
da #1 mas foi escolhida pois assemelha-se a densidades de valor extremos. A densidade #3 € bastante
diferente da normal e foi escolhida pois assemelha-se a lognormal. Estas trés misturas sdo densidades
unimodais. As densidades #6, #7 e #8 sdo densidades bimodais e a #9 é uma densidade trimodal.
Estas densidades apresentam desvios simples mas importantes relativamente a unimodalidade. A
densidade #12 ¢ multimodal apresentando caracteristicas distribucionais mais complexas.

Nestas condigdes, procedemos a execugao dos gréficos de hy ,,/ho » € ho »/ho n, presentes na Figura
3.2, em fungdo do tamanho da amostra n, que representaremos por log;,(n).

Conseguimos, entdo, verificar que para todas as distribui¢des e para todos os valores de n, hg , €
melhor aproximado por £, ,, do que por & , € que para as densidades com caracteristicas distribucionais
mais complexas, A1 , revela-se uma fraca aproximagao para h ,, mesmo quando o tamanho da amostra
¢é grande.
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Fig. 3.1 Mistura de densidades normais #1, #2, #3, #6,

#7, #8, #9 e #12 de (Marron e Wand, 1992)
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Fig. 3.2 Comparagdo de hy ,, e hy , para as misturas de densidades normais #1, #2, #3, #6, #7, #8, #9
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Capitulo 4

Selecao da janela usando funcoes de
Hermite

Vimos no capitulo anterior que, sob certas condi¢des em K e f, a janela 6tima hg, podia ser
aproximada por Ay , € hy , dadas por

hyw=CixR(f")"5n73

hop = hip+CokR(F")3R(f")n~3

com C x = R(K)S 2 (K) 3 € Cox = J5R(K) 3 pa(K) ™% pa(K).

As janelas hy , e hy , dependem dos funcionais quadraticas R(f") e R(f""), funcionais estas que
desconhecemos visto que desconhecemos f. Para que /i , € h , possam ser usadas na prética para a
escolha automética da janela do estimador do niicleo, é necessdrio estimar R(f”) e R(f”") com base na
amostra observada X, X, ...,X,. Neste capitulo vamos apresentar estimadores da funcional R(f (1’)),
para p € Ny, baseados nas funcdes de Hermite, e estudamos a convergéncia de tais estimadores.

4.1 Estimadores de R(f(?)) baseados nas funcdes de Hermite

Seja o sistema ortonormado de Hermite, {4,k =0, 1,...}, dado por

2

1
he(x) = (2’%!7:%) H(x)e @.1)
onde Hy(x) é polindmio de Hermite de grau k dado por

k
Hi(3) = (-1 (o)

Sendo {h;,k =0,1,...} uma base de L,, se admitirmos que f(f’), para p € Ny, é de quadrado
integrdvel, onde f é uma densidade comum as varidveis X;,X,...,X,, sabemos que f admite a

23
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representacdo seguinte em Ly,
fPx) =Y aphi(x), 4.2)
k=0

em que a, ; sao os coeficientes de Hermite de f (P) dados por

ap = /f(p> (%) g (x)dx.
Estes coeficientes podem ser reescritos usando a Proposicdo A.3 (com r = s = p):

Proposicao 4.1. Se f () fp=1) . f sdo limitadas de quadrado integrdvel entdo

api = (=17 [ WP @) fx)dx = (~1)PEG (X)),
comk=0,1,....

Atendendo ao resultado anterior, um estimador natural para f(») é dado por
Y m
fp,m ()C) = Z Zl\chhk(x), 4.3)
k=0

onde m = m(n) depende n e a,  é o estimador céntrico de a,, x dado por

L (—1p
api= "y 0 x). (4.4)
=1

n

Por outro lado, uma vez que

2
R(fP) = /f(P) (x)2dx = / (Z ap,khk(x)> dx=Y a,, (4.5)
k=0 =0

um estimador natural para R(f(?)) é dado por
o m
Ripm=Y d;. (4.6)
k=0

Neste estimador, como dito anteriormente, a, .k € um estimador céntrico de a, ;. No entanto, a pz X
ndo é estimador céntrico de afz .- Para obter um estimador céntrico de Eif) 4 COMECemOs por notar que

a3 = [[ B R ()£ 0)dxdy = BB (60)R (x2)]
e, portanto, um estimador céntrico de ai,k ¢ dado por

2

1) nY m! (X)), @.7)

1<i<j<n

apr=
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Assim, um estimador alternativo a Ry j, ,, serd

m.
R2,p,m = Z azp,k- (4.8)
k=0

Uma vez que

. n n N 1 2
@y = Z n X) = YL X)) = = [ = W AC 05 FNCE)
ij=1 i=1 n i=0
concluimos que os estimadores R 1,pym € 1?2, p,m €stdo relacionados pela igualdade
—~ n—1~
Rl,p,m = 7R2,p,m + Rn,ma (410)
n
com
1 m n
n,m 72 Z ;
Dos artigos Greblicki e Pawlak (1984, p. 176) e Walter (1977, p. 1260), temos que
Lemad4.1. Parak=0,1,..., as derivadas h,({p ) exprimem-se como combinacdo linear das funcées de
Hermite. Mais precisamente,
() 3
h(x) =Y b j(x), 4.11)
J==r
em que h_; = hy, para k € N,
|otpj| < Kp(k+p)? 4.12)

e K, uma constante dependente de p.

Teorema 4.1. Se /7). £~ f sdo limitadas e de quadrado integrdvel entdo
1~ mP+3
Rlpm—7R2pm+0 n .

Demonstragdo. Atendendo a (4.10) basta provar que E (R, ;) = O (m”*g / n) . Partindo de

sup | (x)| < Clk+1)"12,

xeR

(Greblicki e Pawlak, 1984) temos, pelo Lema 4.1, que

Z ’O‘km ‘ max |hk+/ )‘
=p

Z Oep P (%)
j=—p

sup h,(cp ) (x)| = sup
xeR xeR

14
<K,Clk+p)% Y (k+j|+1)"%.
Jj=-r
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Atendendo a que existe D, > 0 tal que
(k-4 1+ D)7 < Dy(k+p) 2,

paratodoo k=0,1,2,... e j= —p,...,p, concluimos que

sup| A (x)| < Cp(k+p) i, (4.13)

xeR

com C, = K,CD,(2p+1).

Assim temos que

E (h,(f’) (X)2) - / WP (02 f(x)dx < C2(k+ p)P s (4.14)
e, portanto,
L vy (P) (y.\2 C127 S -1/6 mrt
ERun) =5 Y YE('(X)?) < LY (ktp)yV0=0 -
" =0i=1 =0 n
m

4.2 Convergéncia em probabilidade de R, pm € 1?27 pm

Com base nos resultados anteriores,verificamos que apenas precisamos da convergéncia de um
dos estimadores para termos a convergéncia de ambos. Para obter a convergéncia de um deles vamos
utilizar um resultado de Greblicki e Pawlak (1984) que estabelece a convergéncia em média quadratica
integrada de f;m para £,

1

Teorema 4.2. Sejam ), f=Y __ f limitadas e de quadrado integrdvel e m — oo, n”~ o

entdo
-~ P
Rjpm — R(f(p))

com j=1,2.

Demonstracdo. Atendendo a que
~ n 2 i 2 < - 2
Ripm= Z apr = Z (@px—apr)”+2 Z (@pk—apr)apr~+ Z p k>
k=0 k=0 k=0 k=0
onde
S 22 R(£P)
Za%kR(f P)Y n— oo,
k=0

basta que provemos que
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Ora, usando (4.13) temos

E (Z(aw —ap,k)z) = Y Var(a,y) < Y n~WVar(h" (x1))
k k=0

k=0 =0
<Y n B ()2 < Y n ok p)P s
k=0 k=0

= O(n_lmp+%),

P . _ 5
de onde concluimos o pretendido usando o facto de n ImPts — 0, n — .

. . . ~ P
Finalmente, usando o Teorema 4.1 concluimos que também se tem R; , ,, —> R(f (1’)).

4.3 Ordem de convergéncia

Analisemos, agora, a ordem de convergéncia de I?z, p.m Para R(f (1’)). Para tal vamos comecar por
estabelecer duas proposicdes sobre os coeficientes de Hermite de f(?) e da fungdo (x—D)"?f (p)
onde o operador (x — D)X, para k € N e x € R, é definido por

(x—D)g(x) = xg(x) — &'(x)

(v=D)'g(x) = (x—D) [(x= D) g ()]

onde g é uma fung¢do real de varidvel real com derivadas até a ordem k, com k € N.

Proposicio 4.2. Se g,g' . h, ' € Ly, xg €Ly ouxhe L, e lirjIEl g(x)h(x) = 0 entdo

x—oo

/(x—D)g(x)h(x)dx: /g(x)(x+D)h(x)dx

Demonstracdo. Pela formula de integrag@o por partes (ver Bogachev, 2007, p. 343), para a < b temos

[ - D)gtnax= [ xaonts) ~ g mta= [ rglnt) ~ [enCols + [ glor e

O resultado enunciado € a consequéncia do TCD e do facto de limy, .. g(x)(x) = 0.
|
Nos resultados seguintes, admitiremos, para r > p, que as func¢des (x — D)’ f (P) parai=1,...,r—p
sdo de quadrado integravel. Tal é verdade se x" ' f e, parai=p,p+1,...,r.

Proposiciao 4.3. Dado r > p, se X0 e Ly parai=p,p+1,...,r entdo
N
bprj=(2)2bpr1,j-1,

onde b, j é o coeficiente de Hermite de ordem j de (x—D) " fP) e j > 1.
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Demonstracdo. Atendendo as igualdades seguintes, estabelecidas em Szeg6 (1939, p. 106),

1 1 1 1
1\ 2 +1)2 i\ 2 412
xhj= <£) hj_1+ (JZ) hjy1 e Dh; :h; = (é) hj_1— (jz) hji1,

deduzimos que
1

A\ 2
(x+D)hj = xhj+Dh; =2 <£) hio1 = (2j)

D=

hj_1.
Desta igualdade e da Proposi¢do 4.2 obtemos

bprj= / (x=D)" 7 fP) (x)hj(x)dx = / (x=D)(x—D)" "~ P (x)h;(x)dx
- /(X—D)””’lf(”) (x)(x+D)hj(x)dx = /(x—D)””’lf(”)(X)(2J')%hj—1(X)dx
= (2))2bpr1j1.

Na proposi¢do seguinte relacionamos os coeficientes de Hermite de f(?) e de (x—D)""f (p),

Proposicio 4.4. Dado r > p, se X' f) € L, parai=p,p+1,...,r, entdo
_rpr _rpr
lapi| <2772 (k+1)" 2 by ks (r—p) s

parak=0,1,....

Demonstracdo. Para j > r — p, aplicando repetidamente a Proposi¢do 4.3 temos

bprj = (20) 20 =)' QU =+ P+ 1) bpr— -
= (2))2QG=1)7 .G —r+p+1)7bpp i rip (4.15)
com
bppj-rip = /(X_D)pipf(p) (x)/1j—r4p(x)dx
= [ O @hsrip@)dx =y
Tendo em conta que (4.15) é valida parar > p e j > r — p podemos escrever

_r—pr, ., . . . _1
i | =272 GGG =2) e (f=r+p+ 1) 2[bp -

Assim, majorando
=j—=(r=p)+(r=p)>j—(r+p)+1,
j=l=j=1=(r=p)+(r—p)>j—(r+p)+1,

j=r+p+l=j—(r—p)+1=j—(r—p)+1,
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obtemos,
ap i <27 (= (r=p) +1)" 2 [bpyl. (4.16)

Para concluir basta agora fazer k = j — (r — p).
Logo, nestas condi¢des, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.3. Dado r > p, se f) € [hNLowparai=0,..., p,ex’ " fD e Lyparai=p,p+1,...,r,
entdo )
E (ﬁz_p m —R(f(”))) < Gyl M0 =201 4 0,2 203 +Cym2r=P),

para m € N com C1, Gy, C3 > 0.

Demonstra¢do. Como ja vimos anteriormente, para o cdlculo do erro quadritico médio integrado
temos uma parcela de variancia e uma de quadrado do viés. Tendo em conta (4.7) temos

Rypm= G (Xi, X;). (4.17)
p I’l(}’l _ ) lgi;jgn ( ])
onde ,
Galx,y) = Y b n? ().
k=0

Nestas condicdes e tendo em conta que temos uma U-estatistica de 2* ordem temos (ver Lee, 1990,
p. 12, Teorema 3),

Var(Ry pm) = (- _li A" o2= -2 (2(n-2)07 +3) (4.18)
2.p,m 2 Z\c)\2-¢c) ° nn-1) ! 2/ '

com 67 = Var(g,(X1)) onde g,(y) = E(G(X1,y)). ¢ 0% = Var(G,(X1,Xa)).

Calculemos entdo 612 e 622. Para o célculo do primeiro, temos que calcular g, (X;). Da Proposi¢do
4.1, temos

800 = Y E (WP 00)) WP 0) = (<17 Y sl 0)
k=0

Entao,

07 = Var(ga (1)) < E(ea(31)%) = [ 8002/ ()dx < |f].. [ 8a() %
2

2
=l | ((—1)!’[;0ap7kh,£”)<x>) ax=|fll. [ <k_20ap,kh£”><x>> dx
1\ 2
Y (») :
<Ifll. (,;’a””"[/hkp (x)de] ) . (4.19)
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De (4.11) e de ortonormalidade das fungdes 4y temos,

/h x)2dx = Z ak,,]ak,,,/hkﬂ Vhiri(x)dx

i,j==p

p—2k
[Z akpj+ Z Otkcp j X p(—2k— )]

J==p J=-p

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a majoracio (4.12) temos,

/hp) )dx <2 Z akp, 2p—|—1)K2(k+p) Ny(k+p)?, (4.20)
j=-p

com N, =2(2p+ I)KI%
Utilizando a majoracdo (4.19) e (4.20) temos

2

2
<l <Z|apk| p(k+p)° ]5> <l <Z\ap,k\N;(k+1)p/2> 7
k=0

para alguma constante N;) > 0 dependente de p. Usando agora a Proposi¢do 4.4, temos

2
of <|fll.N, (Z(H D721y e (k 1)”/2>

k=0

2
m r
< HfHooN[/)/ (Z k+1) 2+p‘bp,r,k+rp|>
m m
< fllo Ny Z K+ D)2 (Y Bprsrr—pl® |
= k=0

com N ;,’ > 0 constante dependente de p.

Se r—2p > 1 obtemos uma série convergente e, nesse caso, 67 = O(1). Se r—2p < 1 obtemos
uma série divergente e, nesse caso, 612 = O(m_”rzf’Jrl ). Assim, para r > p, temos

62=0 (m*m""<°=’*21’*1>) . 4.21)

Relativamente a 622 temos

2
= Var(Gu(X1,X%)) < E(Gu(X1,X2))? <E <Z hP (X)) (x2)>

I
(ngE

E (1 )n? (o)l 00? (2) )

k,k'=0

=
Il

I
(ngE

(E (" (xomg! (Xl)))2

0

kN
x
Il
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e, de (4.14), temos que E (h,((p) (X1)2) < Cf,(k—i—p)p’ﬁ.
Assim,

2

m

o3 < (Z C§<k+p>pé> < Chm+p)PrH) < KymPrH (4.22)
k=0

De (4.18), (4.21) e (4.22) concluimos que existem constantes C, C; > 0 tais que

" _ 5
Var(Ry ) < Cin~ 'm0 =20=1 4 o= 2P 3.

Vamos agora analisar o viés de R> p.m> que ja vimos ser dado por Vies( R2 pom) = Z a
k=m+1
Partindo da hipStese x' ' f D eL,comi=p,p+1,p+2,...,reatendendo a Proposi¢ao 4.4 temos

oo oo

2 _ _(r—
Z ap,k < Z k™ (r= p)bp rk+r—p m (r=p) Z bp rk+r—p =0 (m (r p)) )
k=m-+1 k=m+1 k=m+1

uma vez que Z bpr] < pr rj < oo Visto que (x — D) PP e,
k=m+1

Assim, para o quadrado do viés temos Vies(szpym)Z =0 (m_z(’_”)), concluindo, assim, a
demonstracgao.

Do resultado anterior temos,

Teorema 4.4. Para r > p, sejam ) € LyNLe, comi=0,....pex’ " f) e Ly comi=p,p+1,...,r

Se
Bin® <m< Bynt, (4.23)
com :
O<e< —,
p+1

e B1, B> constantes positivas, entdo

) 0, (nfmin(e(rfp%lfe(lﬁg))) ,Pp<r<2p+1
Rjpm _R(f(p)) - ‘ : 7
il 0p<n7m1n( e(r—p), I*S(PJFE))), r=z2p+1

com j=1,2.

Demonstra¢do. Do Teorema 4.3 verificamos a necessidade de analisar dois casos: 0 caso em que
p<r<2p+leocasoquer>=2p+1.
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Parar > 2p+ 1, vamos ter que

E (ﬁlnm _R( f<p))>2

<Cin '+ Czn_(2_8(2p+§>) +C3n—28(r—p)

em que C1,C,,C3 sdo constantes positivas.
Assim, para os seguintes intervalos de variacdo de €, temos para E (1?27 »m—R(f (1’))) as ordens

de convergéncia indicadas,
1

1 1 1
0 2(r—p) r+3 2p+3 p+1
¢ d ® ° ° €
0(n*2£(r717)) on") 0(’172(178(1&%)))
Assim concluimos que
]/3\2 pom _R(f(l’)) — Op (n—min(%,e(r—p),l—£(p+%))) ‘

Para p < r <2p+1, vamos ter que
E <§2 pm =R (,,))>2 <y (He(r=20-1) 4 0= (2-€@2p+3) 4 03y~ 26(—p)),

em que C1,C,,C3 sdo constantes positivas.
~ 2
Assim, para os seguintes intervalos de variagcdo de € temos, para E <R2, »m—R(f (1’))> , as ordens

de convergéncias indicadas,
b 1
r+3 m
. o ° €
O(n2¢0-p)) O(n—z(l—e(p+§)))
Logo,
Rypm—R(f?) =0, (n—min(s(r—p),l—s(p+1)))
Verificado o resultado dado no teorema para 1?27 p.m» analisemos agora a ordem do estimador R Py
Do Teorema 4.1,
B Op nfmin(s(rfp),lfe(er%))) +0(n71+8(p+5/6))’ p<r< 2p+ 1
0, n*min(z>£(r717)7178(p+%))) +0(n*1+8(p+5/6)) r=2p+1

ﬁl - _R(f(p)) —

No entanto, facilmente verificamos que os termos dominantes para R; ;, ,, vdo dominar 0(n‘1+8 (p+5/ 6))
|

e assim, obtemos o pretendido.
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4.4 Comportamento assintdtico das janelas 1y ; , e h; ; ,

Analisada a convergéncia e a ordem de R(f?)) para R(f(?)), onde R(f")) denota um dos esti-
madores 1?17 pm OU 1?27 p.m» € considerando estes estimadores, vamos definir as janelas automatica, isto
¢, dependente X1, X5, ..., X, baseadas em (3.10) e (3.13) que sdo dadas por

~_1 ~_1 8 ~
5 5

~ 1 ~ 1 1 ~_8 _
hlyjan = CviR],Z,mn > e h2~J” = CviRJ,Z,Inn > +C27KR],2.5mR]737mn ) (424)

il

com j = 1,2, consoante o estimador que utilizaremos.

O préximo resultado vai permitir-nos estudar os comportamentos assintéticos do estimador das
janelas.

Teorema 4.5. Sejam K € Ly um niicleo simétrico com [u®|K (u)|du < oo e f com derivadas até a

ordem r =5, onde f,...,f® sdo limitadas e integrdveis e X~ f) € L, comi=2,...,r.

5
(a) Sem— oo, n \m2ts — 0 entdo

/l’;l jn P
s ]
hO,n
Mais, se m satisfaz (4.23) com
2 c 1 18
5(r—2) 5 17

entdo

5
(b) Sem — oo, n”"'m3Ts — 0 entdo

h27j7n P 1.
hO,n
Mais, se m satisfaz (4.23) com
1 < 1 " 18
2(r—2) - T 67 17
entdo .
h j.n
LI = 0,(nt).
hO,n
Demonstracdo. Do Teorema 3.7 temos
how = Ci1xR(f") 503 +CoxR(f") SR(f")n 3 +0(n ") (4.25)

W=

com Cj x = R(K)3 12 (K) 3 e Cox = R(K) S ua(K) ™% pa(K).
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(a) Da defini¢do de ﬁl, jn € de (4.25) temos

hijn

1
hOJ’ ns /’lo’n

1= CLK(]/?\(f//)—% _R(f//)—é) B CZ,KR(f”) 5R(f///) -2

4
+0(n %), (4.26)
nS hO,n

onde, do Teorema 4.4,

Op(n—s(r—l)) 0<e< 2(r1—2)
R(")=R(f") = 0, (nrm@E2159) — £ 0,(712) ly<e<
Op(n~17e8) L <e<l,

o ( _2
Assim, para s (rz %) S <EeL %, o primeiro termo de (4.26) é um 0,(n~5), de onde decorre

7,1\ . C> wR(f" 111 %
liojn = QxRS )l R(f")n top(n}).

Finalmente, atendendo ao Teorema 3.5 temos
2 [ hyj P _1
n’ (ll()j - 1) L T CkR(f") T SR(F™).
(b) Da definicao de 227 jn €de (4.25) temos

oy | QRN RGM) 4 Co (RUM)ERG™) — RO ARG )

ho o +0(n”3)
Cur (RU")H =R ) +Co (RGNS =R )R 507
nghQn
LG (R -RUM) RGN S

1
I’lgh()‘n

8 ) A~
2r—2) SES PR do Teorema 4.4, temos que R(f") —R(f")= Op(n*%) e R(f") —
1
0

R(f") = 0,(n"10), 0 que nos permite concluir o pretendido.



Capitulo 5

Janelas plug-in baseadas nas funcoes de
Hermite

Estuddmos no capitulo anterior o comportamento assintético das janelas plug-in

1

hl/n—ClKRjzm s

8 ~

1 -~ _9
1 8 _
S+ CkR; R 3mn S

w

h27jn =G KRjzm

para j = 1,2 onde

m m
~ o) -~ 5
Ripm=Y dpk € Ropm= Y @y
=0 k=0

Para serem usadas na prdtica, as janelas anterior deveriam poder ser calculadas a partir da amostra
Xi,...,X, observada. Tal ndo acontece uma vez que ambas as janelas dependem também do nimero
de parcelas, m, consideradas nos estimadores El, pm € R\; pm-

Neste capitulo analisamos a escolha automadtica de m, isto €, a escolha m com base nas observagoes,
isto é, m = m(Xj,...,X,), bem como o comportamento a distincia finita das janelas ;1\1 jn € }l\z’ jn

associadas.

5.1 Escolha automatica de m

O método que consideramos para a escolha automética de m € inspirado em Hart (1985) e Tenreiro
(2011). Para f € Ly, o erro quadratico médio integrado do estimador de Hermite fom de f, definido
por (4.3), pode ser expresso como (ver Schwartz, 1967, p. 1263)

E/@)"”(x)_ de—ZV aok) + Z aOk*Z =V (h(X1)) + Z ag
' k=m-+1 k=m+1
onde

1
Var(hy(X1)) /hk dx —~aj .
n

B

35
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Assim,

E [ o)~ 1())dx = Him) + Y
k=0

1
/hk dx—(n+ )Za()k
”k 0

Como o tltimo termo da expressdo anterior ndo depende de m, a proposta feita por Hart (1985), é

com

a de tomar para m o primeiro inteiro my satisfazendo

myg = argmrgi/rf} H(m),
An

onde 4, = {L,,L,+1,...,U,} e, L, < U, sdo sucessdes deterministas de nimeros inteiros positivos,
e H(m) é o estimador céntrico de H (m) dado por

n 1 ~
=L L = Y

onde a?( 4 € definido por (4.9).
O valor my depende de .#,, através das sucessdes L, e U,, que necessitam de ser escolhidas por
noés. Para isso, iremos considera-los iguais a

L, = |Cin®] e U, =|Cn®|,

onde |x] € a parte inteira de x, e C;, C; e € sdo constantes estritamente positivas nas condi¢oes do
Teorema 4.5.

Tomando r = 5 no referido teorema, concluimos que as maiores ordens de convergéncia para

~ 2 18 ~
as janelas hy j, sdo obtidas tomando G <eg 3 X 7 e para as janelas h; ; , sdo obtidas tomando
1

3 <el % X % Nestas condi¢oes, somos levadas a tomar € = 1/6.

Uma vez que as sucessoes L, e U,, dependem fortemente das constantes C; e C,, para que possamos
ganhar alguma sensibilidade sobre a escolha mais apropriada dessas constantes, apresentamos na
Figura 5.1 a distribui¢do empirica do erro quadratico integrado (ISE, do inglés, Integrated Square
Error) em funcio de m para as misturas de normais, sendo elas as distribui¢des #1, #3, #8 e #12 da
Figura 3.1. Os gréficos sao relativos a janela 21717,,, mas semelhantes conclusdes podem ser tiradas a
partir das outras janelas. Verificamos que temos distribui¢des que requerem um valor de m pequeno,
caso da #1 e #8, e temos distribuicdes que precisam de um valor de m superior, caso das distribui¢do
#3 e #12.

Verificamos que temos distribuicdes que requerem um valor de m pequeno, caso da #1 e #8, e
temos distribui¢cdes que precisam de um valor de m superior, caso das distribui¢do #3 e #12. Nestas
condi¢des, concluimos as escolhas das constantes t€ém de ser feitas de modo a permitir que em .,
tenha valores pequenos e grandes para m. Assim, tomamos C; = 0.2 e C; = 40 que nos conduz a
L,=0e58 <U, <185, para 10 < n < 10%,

Observamos assim que para densidades com caracteristicas distribucionais mais complicadas
é necessario tomar U, grande. No entanto, esta escolha de U,, faz com que para densidades com
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Fig. 5.1 Distribuicdo empirica de ISE(f; n, 21717,1 ) em funcdo de m, para n=100, com 500 repeticoes.

carateristicas distribucionais mais simples seja selecionado um valor 7y demasiado grande. Uma
forma de contornar esta dificuldade, sugerida por Hart (1985), € substituir H pela funcio ﬁy(m), dada
por

AUy n +1 >
Z Z Z ok,
k=0 " i=1

onde 0 < ¥y < 1. Assim tomamos para o primeiro inteiro ﬁiHY satisfazendo

my, = arg min H
H, 86% 7()

Como provamos no resultado seguinte, o valor 771, € efetivamente melhor do que 71, 0 que nos
leva a que iy, seja preferivel a ny para densidades com caracteristicas distribucionais mais simples.

Teorema 5.1. Para 0 <y < 9 < 1 temos P(mHy < mHyl) =1
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Demonstragdo. Comecemos por escrever que
Hy(m) = L(m)(1~ )+ H(m), (5.1
onde L(m) = 1y (13 b (X;)%. Por definigéo, My, € my, temos

~ ~

H}'I (mHy| ) < HVI (mHyz) € HVZ (mHyz) g H’}'Z (mHy] )

Assim,

L(mp, )(1=711)+y1H (mp, ) < L(mp, ) (1 =) + 1 H (mp, )
c

L(mp, )(1— )+ %H (mp,, ) < Limp, )(1—p) + pH(ng, ),
ou seja,

L(mp,, ) <1 ;1%> -i-ﬁ(mHyl) < L(mp,, ) <1 — %> +ﬁ(mHyZ)

o) (1) 4 ) < Lo, ) (12 ) 4 G, )

Adicionando as duas tultimas desigualdades, obtemos sucessivamente

i (152) i (57) <t (57) st (52).

L (L, ) — Lo, ) + 2 (Limp, ) — L)) >0,
N §%)
l-n 1-7
(L(mHyg—L(me))( _ ‘n>>°’
c
(Limp, ) — L(mm, )) (3 — 1) > 0. (52)

Uma vez que y1 < 7, e L € estritamente constante com probabilidade 1, temos que my, > mp,, .

|
Depois de algum estudo concluimos que para distribuicdes mais simples, valores inferiores de y
ddo melhores resultados. O mesmo se verifica para as mais complexas mas neste caso para valores
superiores de y. De modo equilibrar a situacdo, vamos escolher y = 0.5 que para distribui¢cdes simples
faz a diferenca e as distribui¢des mais complexas ndo sdo muito afetadas, que podemos verificar na

Figura 5.2.

5.2 Anadlise comparativa

Procederemos, agora, ao estudo comparativo entre as janelas que obtivemos através da estimagao
por funcdes de Hermite com as janelas dadas pelos métodos plug-in e validacdo cruzada. Estas duas
ultimas janelas, foram escolhidas devido ao facto de as janelas obtidas pelo método plug-in mostrarem
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Distribuigdo MW #01; n = 100; g=0.5 Distribuicdo MW #01; n = 100; g=1
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Fig. 5.2 Distribuigao ISE(f;n,h) comh=hy j, e h=hy j,, com j=1e j=2 paran=100. Com

500 repeticoes.

melhores resultados para distribui¢des com caracteristicas distribucionais simples e as janelas da

validagdo cruzada terem melhores resultados para fungdes com caracteristicas mais complexas.

Para a implementagdo dos estimadores, dados (4.6) e (4.8), precisamos de equagdes recursivas,

ndo sé para o sistema ortonormado de Hermite, {/;,k =0,1,...}, bem como para as suas derivadas

até a terceira ordem. Deste modo precisamos de equacdes de recorréncia para cada um.

Por (4.1) concluimos que para k = 0 e k = 1 temos, respetivamente,

hi(x) = V2xm e T

Uma vez que para o polinémio de Hermite de grau k a igualdade seguinte € verificada, (ver Szegd,

1939, pag.106)

Hy(x) = 2xHy—1 (x) — 2(k — 1) Hy—(x)

(5.3)
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temos, para k > 2, a seguinte equacio de recorréncia,

hi1 (x) = (kil) I/Zth(X) - <ki1> l/zhkfl(x)

Para obtermos a equagdo de recorréncia da primeira derivada, comecemos por derivar (4.1) e, para

k =0, temos

2

7.

hyy(x) = —xTFe
Considerando (5.3) e a seguinte igualdade também presente em Szeg6 (1939, pag.106),
Hj(x) = 2kH;_1(x)
temos, para k > 1,
R (x) = —xhy(x) + (2k) 2Ry (x). (5.4)
Derivando (5.4) obtemos

Iy (x) = —he(x) = xhi (x) + (26)' 2 H_y (x)

1 (%) = =2, (x) = xhi{(x) + (2k)' 21 (),

tendo que considerar, respetivamente, para k = 0 as seguintes expressoes provenientes das derivadas
de (4.1),

" e _a2
hy(x) = 4 (x> —1)e 2

S s

hy (x) = a7 (Bx—x)e”

Nestas condicdes, temos tudo o que € necessdrio para estimar as janelas obtidas pelo método desen-
volvido. Neste estudo vamos considerar quatro tamanhos possiveis de amostras n = 50, 100, 150 e 200,
K serd normal standard, repetiremos 500 vezes e, também, consideramos as oito misturas de densi-
dades normais da Figura 3.1.

Para cada janela El,l 7 ﬁl 2.5 %717", Ez,z,n’ hpi € he,, descreveremos o comportamento da seguinte
medida estocdstica do desempenho da janela h= E(Xl yeoes Xp):

norma Ly do ISE(f;n,}z\) = \/Var(ISE(f;n,/};)) +E2(ISE(f;n,Z))

e analisamos este comportamento na Figura 5.3.

Como era de esperar a janela h),; comporta-se bem nas distribui¢des com caracteristicas simples
e a janela A, comporta-se melhor para distribuicdes mais complexas. Pela Figura 5.3, verificamos
que, para os tamanhos de amostras que estamos a considerar, as janelas Zlh,-,n e Zz, j.n tém, no geral,
bons resultados quer para distribui¢des complexas quer para distribui¢des simples uma vez que se
encontram sempre entre as duas janelas de comparagao ou até mesmo a baixo do melhor método.
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Fig. 5.4 Norma L, dos ISE’s das distribui¢des associadas as restantes distribui¢des presentes em
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Mais, para todas as densidades consideradas as janelas 21717,,, 21727,, /h\z,l’n tém comportamentos
muito semelhantes. No caso da janela 71\2727,, apresenta maus resultados para algumas densidades
consideradas, como sdo os casos das densidades #6, #8, #9 e #12. Destacamos a janela ﬁl, 1,2 que, para
os tamanhos de amostras considerados, é a que tem melhores resultados das nossas quatro janelas.

Estas conclusdes sdo refor¢adas pelos graficos da Figura 5.4, que representam gréficos andlogos a
Figura 5.3 mas das restantes misturas de densidades normais presentes em Marron e Wand (1992),
onde podemos ver que para as distribui¢des #14 e #15, para os tamanhos de amostras considerados, as
janelas por nés obtidas sdo de facto a melhor op¢éo e nas outras distribuigdes, a excepcao da janela
h 2 », temos bons resultados com as janelas obtidas pelas fun¢des de Hermite.

Tendo em conta os resultados da simulagdo, como o método plug-in baseado nas funcdes de
Hermite se comporta proximo do melhor dos métodos considerados para cada distribui¢do, concluimos
que deve ser tido em consideracdo para a estimagdo das densidades uma vez que nio sabemos a
complexidade das caracteristicas distribucionais e ao decidirmos utilizar o método plug-in ou o método
da validagdo cruzada podemos estar a obter maus resultados para a estimacao da densidade.






Anexo A

Alguns resultados auxiliares

Os dois seguintes resultados sdo consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(TCD) que pode ser encontrado em Cohn (1980).

Lema A.1 (continuidade sob o sinal de integral). Sejam f uma aplicagdo real definida em R x U
onde U é um subconjunto aberto de R, e yq fixoem U. Se
a) para cada x € R, y — f(x,y) é continua em y,
b) existe g integrdvel em R tal que, para todo oy € U,
entdo, a fung¢do real y — [ f(x,y)dx é continua em yj.

FenI<gl),

Lema A.2 (derivacio sob o sinal de integral). Sejam f uma aplicacdo real definida em R? x U, em
que U é um subconjunto aberto de R, e yg fixo em U. Se

a) para cada 'y € U, a fungdo x — f(x,y) € integrdvel,

b) para cada x € R?, y — g—f(x,y) existe numa vizinhanga de yy,

of

c) existe g integrdvel em R? tal que, para todo oy € U, ‘ 5 (L) <g(),
y

d
entdo, a fungdo real y — / f(x,y)dx é diferencidvel em yg e 5 < / flx, y)dx>
y

af
= / a—(x,yo)dx.
Y=o y
Nos resultados seguintes, que podem ser obtidos usando os lemas anteriores, g e i sdo fungdes

reais de variavel real.

Proposicao A.1. Sejam g com derivadas limitadas até a ordem r e h integrdvel. Entdo gxh é
diferencidvel até a ordem r com derivadas de j-ésima ordem limitadas dadas por

(g*h)(j) :g(j) xh, para j=1,...,r
Além disso, se g) e h sdo de quadrado integrdvel entdo a derivada (g* h)(j) é continua em R.

Proposicio A.2. Se g tem derivada limitada em R e g,¢’ € L, entdo lim g(x) =0e [gg =0.

|x[—>e0
Precisamos ainda de mais dois resultados auxiliares.

Proposicio A.3. Paras,r € N com s > r, assumindo que f), ..., f'=9 e g ¢ ... g¥ sao limitadas
e de quadrado integrdvel entdo

[0 0sedx= (<1 [ 6960w,
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Anexo B

Codigos em R

# Capitulo 3
#Densidades de Marron and Wand

mwweights = function(d){

switch(d,

"1"=C(1),

"1"=c(0.2,0.2,0.6),

"3"=rep(0.125,times=8),

"4n=c(2/3,1/3),

"5"=¢(0.1,0.9),

"6"=c(0.5,0.5),

"7'=c(0.5,0.5),

"g"=¢(0.75,0.25),

"9"=c(0.45,0.45,0.1),
"10"=c(0.5,rep(0.1,times=5)),
"11"=c(0.49,0.49,rep(1/350,times=7)),
"12"=¢c(0.5,8/31,4/31,2/31,1/31,1/62),
"13"=c(rep(0.46,times=2) ,rep(1/300,times=3) ,rep(7/300,times=3)),
"14"=c(32/63,16/63,8/63,4/63,2/63,1/63),
"15"=c(rep(2/7,times=3) ,rep(1/21,times=3)),
"16"=c(rep(1/10,times=10)))}

mwmeans = function(d){

switch(d,

"1"=C(O),

"2"=¢(0,0.5,13/12),
"3"=¢(0,-1,-5/3,-19/9,-65/27,-211/81,-665/243,-2059/729) ,
"4"=C(0,0),

"5"=C(0,0),

"6"=C(-1,1),

"7h=c(-3/2,3/2),

"g"=c(0,3/2),

"g=c(-1.2,1.2,0),
"10"=c(0,-1,s8eq(-0.5,1,0.5)),
"11"=c(-1,1,seq(-1.5,1.5,0.5)),
"12"=c(0,seq(-1.5,2.5,1)),
"13"=¢c(-1,1,-0.5,-1,-1.5,0.5,1,1.5),
"14"=c(-31/21,17/21,41/21,53/21,59/21,62/21),
"1p"=c(-15/7,-3/7,9/7,16/7,18/7,20/7) ,
"16"=c(5,15,25,35,45,55,65,75,85,95))}

47
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mwsdeviations = function(d){

switch(d,

"1"=C(1) ,

"2"=c(1,2/3,5/9),
"3"=c(1,2/3,4/9,8/27,16/81,32/243,64/729,128/2187),
"4'=c(1,0.1),

"5'=c(1,0.1),

"6"=c(2/3,2/3),

"7"=c(0.5,0.5),

"g'=c(1,1/3),

"g"=c(0.6,0.6,0.25),

"10"=c(1,rep(0.1,times=5)),
"11"=c(2/3,2/3,rep(0.01,times=7)),
"191=c(1,0.4,0.2,0.1,0.05,0.025),
"13"=c(rep(2/3,times=2) ,rep(0.01,times=3) ,rep(0.07,times=3)),
"14"=¢(32/63,16/63,8/63,4/63,2/63,1/63),
"15"=c(rep(2/7,times=3) ,rep(1/21,times=3)),
"16"=c(rep(l,times=10)))}

HEHH T R R S R

#Densidade de probabilidade de Mistura de p normais
HugH RS R SRS R R R

#p-vector depesos w_1,w_2,...,w_p (w_1+...+w_p=1)
#med-vector de médias

#sd-vector de desvios-padréo
dmnorm<-function(x,w,med,sd){

dimw<-length(w)

dimx<-length(x)

fd<-array(dim=c (dimw,dimx))

for (i in 1:dimw) {fd[i,]l<-wl[il*dnorm((x-med[i])/sd[i])/sd[i]}
colSums(fd)}

#graficos das misturas de densidade

grafico = function(dist){

if (dist<10) di<-paste(0,dist,sep="") else di<-dist

pdf (paste ("MWgrafico",di,".pdf",sep=""),width=5.5,height=>5)

par (mar=c(2,2.2,3,1)) #parametros - baixo, esquerda, cima, direita
titulo <- paste("Distribuigio MW #",dist,sep="")

x <- seq(-3.1,3.1,0.005)

y <- dmnorm(x,mwweights(dist) ,mwmeans(dist) ,mwsdeviations(dist))
plot(x,y,type="1",1ty=1,1wd=2,xlab="",ylab="",x1lim=c(-3.1,3.1),
ylim=c(0,max(y)*1.01),cex.axis=1.5,main=titulo,cex.main=1.5)
dev.off()}

for (i in 1:15) grafico(i)

#polinomio de Hermite de ordem r
Hermite = function(r,x){

if (r==0) aux <- rep(l,times=length(x))
else if (r==1) aux <- x else{

auxl <- 1

aux2 <- x

for (j in 2:r){
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aux <- x¥aux2-(j-1)=auxl
auxl <- aux2

aux2 <- aux}};
return(aux)}

# Derivada de ordem r da densidade normal standard
Deriv.dnorm<-function(r,x){
(-1)"r*Hermite(r,x)*dnorm(x,0,1)}

# Valor do psi_r = \int £~ (r)(x) f(x) dx = (-1)"(z/2) \int {f~(z/2) (x)}"2 dx,
r=0,2,4,6 when f is a mixture of normal densities

psir.mixt = function(r,mu,sig2,w){

k <- length(w)

SS <- matrix(rep(sig2,rep(k,k)),ncol=k,byrow=TRUE)

SS <- 8S+t(SS)

MU <- matrix(rep(mu,rep(k,k)),ncol=k,byrow=TRUE)

MU <- MU-t(MU)

A <- S8~ (-(r+1)/2)*sapply (MU/sqrt(SS) ,Hermite,r=r)*dnorm(MU/sqrt (SS))

drop (t (w) hx%hA%*Yw) }

#Fungdo U’(h;s=0,q) do Teorema 5.1 de Marron e Wand (1992)
Deriv.U = function(h,q,w,mu,sig2){

difmeans <- outer(mu, mu, "-")

desp <- sqrt(outer(sig2, sig2, "+") + g*h~2)

A <- g*h*Deriv.dnorm(r=2,x=difmeans/desp)/desp~3
return(drop (t (w) %*%A%*Yw) )}

#Fungdo MISE’(h) do Teorema 5.1 de Marron e Wand (1992)
Deriv.MISE = function(h,n,w,mu,sig2){
-1/(2*sqrt(pi)*n*h~2)+ (1-1/n)*Deriv.U(h,q=2,w,mu,sig2)-2*Deriv.U(h,q=1,w,mu,sig2)}

h0 = function(n,w,mu,sig2,d=1,lower=0.001,upper=2){

if (missing(mu) | Imissing(sig2) | Imissing(w)) {

w <- mwweights(d)

mu <- mwmeans(d)

sig2 <- mwsdeviations(d) "2}

tol = 0.1xlower

iter <- 1

while( Deriv.MISE(h=lower,n,w,mu,sig2)*Deriv.MISE(h=upper,n,w,mu,sig2)>0 ) {
if (iter > 99) stop("no solution in the specified range of bandwidths")
upper <- upper * 1.2

lower <- lower/1.2

iter<- iter+1}

uniroot (Deriv.MISE,c(lower, upper),n=n,w=w,mu=mu,sig2=sig2,tol=tol)$root}

g <- function(u){dnorm(u)~2}

RK <- integrate(g,lower=-Inf, upper=+Inf)$value

gl <- function(u){u~2*dnorm(u)}

mu2K <- integrate(gl,lower=-Inf, upper=+Inf)$value
g2 <- function(u){u~4*dnorm(u)}

mudK <- integrate(g2,lower=-Inf, upper=+Inf)$value

hl = function(n,d=1){
w <- mwweights(d)
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mu <- mwmeans(d)
sig2 <- mwsdeviations(d)~2
RK~(1/5)*mu2K~(-2/5) *psir.mixt (r=4,mu,sig2,w)~(-1/5)*n~(-1/5)%}

h2 = function(n,d=1){

w <- mwweights(d)

mu <- mwmeans(d)

sig2 <- mwsdeviations(d)~2

hi(n,d) + (1/20)*RK~(3/5)*mu2K~(-22/5)*mudK*psir.mixt (r=4,mu,sig2,w)~(-8/5)
*abs (psir.mixt(r=6,mu,sig2,w))*n~(-3/5)}

graficoh = function(dist){

if (dist<10) di<-paste(0,dist,sep="") else di<-dist

pdf (paste ("hMWgrafico",di,".pdf",sep=""),width=5.5,height=5) #,horizontal = FALSE)
par (mar=c(5,5,3,1)) #parametros - baixo, esquerda, cima, direita

titulo <- paste("Distribuigdo MW #",dist,sep="")

xs <- 2:6

ns <- 10~ (xs)

hOs <- array(dim=length(ns))

for (j in 1:length(ns)) hOs[j] <- hO(n=ns[j],d=dist)

y1 <- hl(n=ns,d=dist)/hOs

y2 <- h2(n=ns,d=dist)/hOs
plot(xs,yl,type="b",1ty=1,1wd=2,xlab=expression(log[10](n)),
ylab=expression(h/h[1ist(0,n)]),ylim=c(min(c(yl,y2))*0.95,max(c(yl,y2))*1.05),
cex.lab=1.5,cex.axis=1.5,main=titulo,cex.main=1.5,xaxt = "n")
lines(xs,y2,type="b",1lty=5,1lwd=2)

abline(h=1,1ty=3,1wd=3)

axis(1l, at=xs, labels=xs,cex.axis=1.5)
legend("bottom",legend=c(expression(h==h[list(1,n)]),expression(h==h[list(2,n)]))
,lty=c(1,5),1lwd=2,bty="n",cex=1.25)

#legend ("bottom",leg=c(1,2),1ty=c(1,5),1lwd=2,bty="n")

dev.off ()

b

#Estudo do Capitulo 5
library(ks)

#usar mwweights, mwmeans, mwsdeviations

rmnorm = function(n,w,med,sd){
dimw<-length(w)
alf<-array(l:dimw)

if (dimw==1) soma<-rnorm(n,med,sd) elseq{
alf[1]<-w[1]

for (i in 2:dimw) {
alflil<-alf[i-1]+w[il}
unive<-runif(n,0,1)
norve<-rnorm(n,0,1)
soma<-array(1l:n)
pp<-1*(unive<alf[1])

soma<- (pp*norve) *sd [1] +pp*med [1]

for (i in 2:dimw){
pp<-1*(unive<alf[i])*(unive>=alf[i-1])



soma<-soma+(pp*norve) *sd[i]+pp*med [1]1}}
soma}

#Simulagdo das distribuig¢des de Marron and Wand (1992)
rmw = function(n,d){
rmnorm(n,mwweights(d) ,mwmeans(d) ,mwsdeviations(d))}

#Calculo de R(f) para f mistura de normais
#for f=\sum_{i=1}"k w_i dnorm(x,m_i,s_1i) with w_1+\dots + w_k=1,

L2 = function(w,m,s)q{

difmeans <- outer(m, m, "-")
sig2 <- 872

sumvar <- outer(sig2, sig2, "+")
desp <- sqrt(sumvar)

A <- dnorm(difmeans/desp)/desp
drop (t (w) %*%A%*Yw) ¥

L2f = function(d){
L2 (mwweights(d) ,mwmeans(d) ,mwsdeviations(d))}

ISE = function(x,d,h)q{

n <- length(x)

w <- c(mwweights(d),rep(-1/n,times=n))
m <- c(mwmeans(d),x)

s <- c(mwsdeviations(d),rep(h,times=n))
L2(w,m,s)}

g <- function(u){dnorm(u)~2}
RK <- integrate(g,lower=-Inf, upper=+Inf)$value

mu2K <- 1
g2 <- function(u){u~4*dnorm(u)}
mu4k <- 3

#Escolha de m

ISES = function(d,n,m.max=50,rep=500){

if (d<10) di <- paste(0,d,sep="") else di <- d
if (n<100) ni <- paste(O,n,sep="") else ni <- n

escrever <- paste("Mwd",di,"n",ni,".pdf",sep="")
ISEm <- array(dim=c(rep,m.max))

for (j in 1l:rep){

x <- rmw(n,d)

hk <- matrix(nc=n,nr=m.max+1)

hk([1,] <- (pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)

hk[2,] <- sqrt(2)*x*hk[1,]

for (i in 2:m.max)

hk[i+1,] <- sqrt(2/i)*x*hk[i,]-sqrt((i-1)/i)*hk[i-1,]

dev.h <- matrix(nc=n, nr=m.max+1)

dev.h[1,] <- -x*x(pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)

for (i in 2:(m.max+1))

dev.h[i,]<- sqrt(2*(i-1))*hk[i-1,]-x*hk[i,]
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dev2.h <- matrix(nc=n, nr=m.max+1)

dev2.h[1,] <- (pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)*(x~2-1)

for (i in 2:(m.max+1))
dev2.h[i,]1<-sqrt(2%(i-1))*dev.h[i-1,]-x*dev.h[i,]-hk[i,]

est.a2k <- rowMeans(dev2.h)

for (i in 1:m.max){

R12m <- sum(est.a2k[1:(i+1)]1"2)

him <- RK~(1/5)*mu2K~(-2/5)*R12m~(-1/5)*n~(-1/5)
ISEm[j,i] <- ISE(x,d,h=him)}

}

write.table(ISEm,file=escrever)}

grafbox = function(di){

if (d<10) di <- paste(0,d,sep="") else di <- d

if (n<100) ni <- paste(O,n,sep="") else ni <- n

ises <- read.table(paste("Mwd",di,"n",ni,".pdf",sep=""))

pdf (paste ("MWboxplot",di,"n", ni,".pdf",sep=""),width=5.5,height=>5)

boxplot (ises, main=paste("Distribuigfo MW #",di,sep=""), xlab="m", ylab="ISE",
names=1:100)

dev.off()}

ISE_h = function(d,n,rep=500){

set.seed(989865)

if (d<10) di <- paste(0,d,sep="") else di <- d
if (n<100) ni <- paste(O,n,sep="") else ni <- n

escreverl <- paste("Mw","d",di,"n",ni,"valoresdeml",".txt",sep="")
escrever2 <-paste("Mw","d",di,"n",ni,"hs",".txt",sep="")

escrever3 <- paste("MW","d",di,"n",ni,"ISE",".txt",sep="")
escrever4d <- paste("Mw","d",di,"n",ni,"valoresdem2",".txt",sep="")

m.max <- round(20%n~(1/6))

hk <- matrix(nc=n,nr=m.max+1)
Hnml <- array(dim=m.max+1)

Hnm2 <- array(dim=m.max+1)

n_est <- 10

hs<- array(dim=c(rep,n_est))

ISEs <- array(dim=c(rep,n_est))
msl <- array(dim=rep)

ms2 <- array(dim=rep)

for (j in 1l:rep){

x <- rmw(n,d)

hk[1,] <- (pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)
hk[2,] <- sqrt(2)*x*hk[1,]

for (i in 2:m.max)

hk[i+1,] <- sqrt(2/i)*x*hk[i,]-sqrt((i-1)/i)*hk[i-1,]

#Soma dos hk~2 variando o x
soma.hk2.x <- rowMeans(hk~2)
#Soma dos hk variando o x
soma.hk.x <- rowMeans(hk)

Hnm1[1] <- soma.hk2.x[1]/n - 0.5%(n+1)*soma.hk.x[1]"2/n
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for (i in 2:(m.max+1))
Hnml1[i] <- Hnmi[i-1] + soma.hk2.x[i]/n - 0.5%(n+1)*soma.hk.x[1]"2/n

Hnm2[1] <- soma.hk2.x[1]/n

- 0.5%(n+1)*soma.hk.x[1]1"2/(n-1)+0.5%(n+1)*soma.hk2.x[1]/n"2
for (i in 2:(m.max+1))

Hnm2[i] <- Hnm2[i-1] + soma.hk2.x[i]/n

- 0.5%(n+1)*soma.hk.x[i]~2/(n-1)+0.5%(n+1)*soma.hk2.x[i]/n"2

ml <- which.min(Hnmi1)-1
msi[j] <- mi
m2 <- which.min(Hnm2)-1
ms2[j] <- m2

dev.h_ml <- matrix(nc=n, nr=mi+1)

dev.h_mi[1,] <- -zx(pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)

if (m1>0)

for (i in 2:(mi1+1))

dev.h_ml[i,]<- sqrt(2*(i-1))*hk[i-1,]-x*hk[i,]

dev.h_m2 <- matrix(nc=n, nr=m2+1)

dev.h_m2[1,] <- -xx(pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)

if (m2>0)

for (i in 2:(m2+1))

dev.h_m2[i,]1<- sqrt(2*(i-1))*hk[i-1,]-x*hk[i,]

dev2.h_ml <- matrix(nc=n, nr=mi+1)

dev2.h_mi[1,] <- (pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)*(x~2-1)

if (m1>0)

for (i in 2:(mi+1))
dev2.h_m1[i,]<-sqrt(2*(i-1))*dev.h_mi[i-1,]-x*dev.h_mi[i,]-hk[i,]

dev2.h_m2 <- matrix(nc=n, nr=m2+1)

dev2.h_m2[1,] <- (pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)*(x~2-1)

if (m2>0)

for (i in 2:(m2+1))
dev2.h_m2[i,]<-sqrt(2*(i-1))*dev.h_m2[i-1,]-x*dev.h_m2[i,]-hk[i,]

dev3.h_ml <- matrix(nc=n, nr=mi+1)

dev3.h_mi[1,] <- (pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)*(3*x-x"3)

if (m1>0)

for (i in 2:(m1+1))
dev3.h_mi[i,]<-sqrt(2*(i-1))*dev2.h_mi[i-1,]-x*dev2.h_mi[i,]-2*dev.h_mi[i,]

dev3.h_m2 <- matrix(nc=n, nr=m2+1)

dev3.h_m2[1,] <- (pi)~(-1/4)*exp(-x~2/2)*(3*x-x"3)

if (m2>0)

for (i in 2:(m2+1))
dev3.h_m2[i,]<-sqrt(2*(i-1))*dev2.h_m2[i-1,]-x*dev2.h_m2[i,]-2*dev.h_m2[i,]

est.a2k <- rowMeans(dev2.h_ml)

R12m <- sum(est.a2k"2)

est.a2kquad <- (n/(n-1))*(est.a2k~2-(1/n)*rowMeans(dev2.h_mi1~2))
R22m <- sum(est.a2kquad)



54 Cédigos em R

if (R22m >0) R_2m <- R22m else R_2m <- Ri2m

est.a2k.2 <- rowMeans(dev2.h_m2)

R12m2<- sum(est.a2k.2"2)

est.a2kquad.2 <- (n/(n-1))*(est.a2k.2~2-(1/n)*rowMeans(dev2.h_m2~2))
R22m2 <- sum(est.a2kquad.?2)

if (R22m2 >0) R_2m2 <- R22m2 else R_2m2 <- R12m2

est.al3k <- -rowMeans(dev3.h_ml)

R13m <- sum(est.a3k"2)

est.al3kquad <- (n/(n-1))*(est.a3k~2-(1/n)*rowMeans(dev3.h_mi1~2))
R23m <- sum(est.a3kquad)

if (R23m > 0) R_3m <- R23m else R_3m <- R13m

est.a3k.2 <- -rowMeans(dev3.h_m2)

R13m2 <- sum(est.a3k.2°2)

est.a3kquad.2 <- (n/(n-1))*(est.al3k.2"2-(1/n)*rowMeans(dev3.h_m2"2))
R23m2 <- sum(est.a3kquad.2)

if (R23m > 0) R_3m2 <- R23m2 else R_3m2 <- R13m

# hm is based on the maximal smoothing principle by Terrel (1990)
ck <- (RK/mu2K~2)~(1/5)
hm <- max(1.47%sd(x),0.98*xIQR(x))*ck*n~(-1/5)

hilal <- RK~(1/5)#*mu2K~(-2/5)*R12m~(-1/5)*n~(-1/5)
hibl <- RK~(1/5)*mu2K~(-2/5)*R_2m~(-1/5)*n~(-1/5)
hila2 <- RK~(1/5)*mu2K~(-2/5)*R12m2~(-1/5)*n"(-1/5)
hib2 <- RK~(1/5)*mu2K~(-2/5)*R_2m2~(-1/5)*n"~(-1/5)
#if (hlb > 2xhm) hilb <- hla

ISEs[j,1]1<- ISE(x,d,h=hlal)
ISEs[j,2]<- ISE(x,d,h=hibl)
ISEs[j,3]<- ISE(x,d,h=h1a2)
ISEs[j,4]<- ISE(x,d,h=h1b2)
hs[j,1] <- hial
hs[j,2] <- hibl
hs[j,3] <- hia2
hs[j,4] <- hib2

h2al <- hlal + (1/20)*RK~(3/5)*mu2K~(-22/5)*mudK*R12m~ (-8/5) *R13m*n~(-3/5)
h2bl <- hibl + (1/20)*RK~(3/5)*mu2K"~(-22/5)*mudK*R_2m~ (-8/5)*R_3m*n~(-3/5)
h2a2 <- hila2 + (1/20)*RK~(3/5)*mu2K~(-22/5)*mudK*R12m2~(-8/5)*R13m2*n~(-3/5)
h2b2 <- hi1b2 + (1/20)*RK~(3/5)*mu2K" (-22/5)*mudK*R_2m2~(-8/5)*R_3m2*n~(-3/5)

ISEs[j,5]<- ISE(x,d,h=h2al)
ISEs[j,6]<- ISE(x,d,h=h2b1l)
ISEs[j,7]1<- ISE(x,d,h=h2a2)
ISEs[j,8]<- ISE(x,d,h=h2b2)
hs[j,5] <- h2al
hs[j,6] <- h2bl
hs[j,7] <- h2a2
hs[j,8] <- h2b2
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H_PI<- hpi(x, nstage=2, binned=TRUE, deriv.order=0)
ISEs[j,9]<- ISE(x,d,h=H_PI)
hs[j,9] <- H_PI

HCVs<- hucv(x)
ISES[j,iO] <- ISE(x,d,h=HCVs)
hs[j,10] <- HCVs

b

write.table(msl, file=escreverl)

write.table(ms2, file=escrever4)

write.table(hs, file=escrever2)

write.table(ISEs,file=escrever3)

}

for (i in c¢(1,2,3,6,7,8,9,12)) for (j in c(50,100,150,200)) ISE_h(d=i,n=j,rep=500)

graphics <- function(d,met=c(3,4,7,8))
{
if (d<10) di <- paste(0,d,sep="") else di<-d

ises050 <- read.table(paste("MWd",di,"nO50ISE.txt",sep=""))
ises100 <- read.table(paste("MWd",di,"nl100ISE.txt",sep=""))
ises150 <- read.table(paste("MWd",di,"nl150ISE.txt",sep=""))
ises200 <- read.table(paste("MWd",di,"n200ISE.txt",sep=""))
L2.ises050 <- sqrt(colMeans{(ises05072))
L2.ises100 <- sqrt(colMeans(ises100°2))
L2.1ises150 <- sqrt(colMeans(ises15072))
L2.18e8200 <- sqrt(colMeans(ises200°2))

maximo <- max(L2.ises050[c(met,9,10)]1,L2.ises8100[c(met,9,10)],
L2.ises150[c(met,9,10)], L2.ises200[c(met,9,10)]1)
minimo <- min(L2.ises050[c(met,9,10)],L2.ises100[c(met,9,10)],
L2.ises150[c(met,9,10)], L2.1ises200[c(met,9,10)])

L2.PI <- c(L2.1is8es050[9],L2.1i8es100[9],L2.ises150[9],L2.ises200[9])
L2.CV <- c(L2.1is8es050[10],L2.1i8es100[10],L2.1ises150[10],L2.1ises200[10])
L2.01 <- c(L2.ises050[met[1]],L2.i8es100[met[1]],L2.1ises150[met[1]],
L2.1ises200[met [1]])

L2.02 <- c(L2.is8es050[met[2]],L2.ises100[met[2]],L2.1ises150[met[2]],
L2.ises200[met[2]])

L2.03 <- c(L2.ises050[met[3]],L2.ises100[met[3]],L2.ises150[met[3]1],
L2.ises200[met[3]])

L2.04 <- c(L2.ises050[met[4]],L2.ises100[met[4]],L2.1ises150[met [4]],
L2.18es200 [met [4]])

n <- ¢(50,100,150,200)

pdf (paste ("GMW",di,".pdf",sep="") ,width=5.5,height=5) # ,horizontal = FALSE)
par (mar=c(4,5,2,1)) #parametros - baixo, esquerda, cima, direita
plot(l:length(n),L2.01,type="b",1lwd=1.5,1ty=1,

main=paste("Distribuigdo MW #",di,sep=""),cex.main=1.5,

xlab="tamanho da amostra",ylab=expression(n*oxr*m*a~L[2]~d*0~I*S*E) ,axes=FALSE,
cex.lab=1.3,cex.axis=1.3,ylim=c{(minimo,maximo))
axis(1l,at=1:length(n),labels=n,cex.axis=1.5)
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axis(2,cex.axis=1.5)
lines(1l:length(n),L2.02,type="b",1lwd=1.5,1ty=5)
lines(1l:length(n),L2.03,type="b",1wd=3,1ty=3)
lines(1:length(n),L2.04,type="b",1lwd=1.5,1ty=2)
lines(1:length(n),L2.CV,type="b",1lwd=1.5,1ty=4,col="red")
lines(1l:length(n),L2.PI,type="b",1lwd=1.5,1ty=6,col="blue")
legend("topright",leg=c(expression(hat (h) [1*","*1x" ,"xn]),
expression(hat (h) [1*","*2x" "*n]),expression(hat (h) [2*","*1*" "xn]),
expression(hat (h) [2%","*2+" "*n]),

expression(h[c*v]) ,expression(h[p*il)),
1lty=c(1,5,3,2,4,6),cex=1.5,1wd=c(1.5,1.5,3,1.5,1.5,1.5) ,bty="n",
col=c("black","black","black","black","red","blue"))

dev.off()

}

for (i in 1:15) graphics(d=1i,c(3,4,7,8))
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