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Resumo

O tema desta dissertacdo € a otimizagao linear fraciondria. Em primeira instancia, sdo apresentados
e testados diversos métodos (iterativos e ndo iterativos) conhecidos na literatura para a resolucio de
problemas lineares fracionarios. Em segunda instancia, propde-se a resolu¢do do mesmo problema
através de dois algoritmos baseados em métodos para otimizagao biobjetivo, nomeadamente em
métodos de somas ponderadas para o célculo de solugdes eficientes suportadas de um problema
biobjetivo associado a um programa linear fraciondrio. O comportamento empirico dos dois conjuntos
de algoritmos € estudado e comparado para programas lineares fraciondrios e problemas da mochila,
nas versoes bindria e relaxada, com vdrias dimensdes. Em geral, os métodos paramétricos revelaram-
se mais eficientes do que os métodos biobjetivo para os problemas de teste. A segunda versdo
biobjetivo apresentada, método da soma ponderada modificado, mostrou-se eficiente para os problemas
considerados. Em geral, os métodos paramétricos mostraram-se mais rdpidos do que esta versao,
contudo, o método da soma ponderada modificado foi competitivo na maioria dos casos e, portanto,

pode ser considerado uma alternativa interessante aos métodos conhecidos na literatura.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas de programacao fraciondria sdo problemas de otimizagao tendo um quociente de
duas fungdes como funcio objetivo. Algumas extensdes destes problemas consideram a otimizacao
de somas de quocientes daquele tipo, ou a otimizag¢do simultanea de varios destes quocientes. Quando
a regido admissivel é definida por um conjunto de restri¢des lineares e o quociente envolve duas
funcdes afins, o problema diz-se um programa linear fraciondrio. E este o objeto de estudo do presente
trabalho.

Os programas lineares fraciondrios tém diferentes tipos de aplicagdes. Destas destacam-se
aplicagdes diretas, de indole econémica, como por exemplo a maximizag¢do, ou minimizagdo, de
um custo por unidade de tempo [1, 2, 10, 13—-15, 21, 31, 36], a maximiza¢do do retorno sobre o
investimento, certos problemas de alocacao de recursos [26, 27], ou a maximizagdo das propor¢des
lucro/capital ou lucro/receita. Utiliza-se igualmente programagdo fraciondria na area de apoio a
decisdo, nomeadamente em andlise de envolvimento de dados!, para avaliar o desempenho de um
conjunto de unidades de tomada de decisdo em termos relativos [4, 6, 9], e em otimizagdo difusa,
um dos paradigmas utilizado para lidar com problemas para os quais existe incerteza em alguns dos
parametros [16, 24].

Por vezes, programas lineares fraciondrios também surgem de forma indireta, isto €, relacionados
com a resolucdo de outros problemas de otimizagdo. Por exemplo, a resolucdo de problemas lineares
de grande dimensao pode conduzir a subprogramas fraciondrios, decorrentes da aplicacdo da regra
do quociente minimo do método simplex [22]. Do mesmo modo, os programas lineares fraciondrios
sdo utilizados em programacao estocdstica, quando, considerando um modelo em que se procura
maximizar a probabilidade de uma fun¢do de uma varidvel aleatdria atingir um determinado valor,
conforme introduzido por Charnes e Cooper, e por Bereanu [3, 5, 39]. Alguns exemplos destes e
de outros problemas de otimizacao linear fraciondria podem ser encontrados em trabalhos como
[24, 29, 32-34].

Em [32] Schaible e Ibaraki apresentam uma revisao bibliografica sobre programacao fraciondria,
enquanto que em [30] Radzik se foca, particularmente, em programacao fraciondria para problemas
de otimiza¢do combinatdria. Recomenda-se ainda o trabalho [37], de Stancu-Minasian, o mais recente
de uma série de publicagdes que compila e classifica referéncias atuais sobre programacao fraciondria.
Além destas publicagdes, de indole mais geral, outros autores t€m abordado problemas de otimizacao

Do inglés Data Envelopment Analysis (ou DEA).



2 Introducio

combinatéria de um ponto de vista fraciondrio. Aos trabalhos de otimizagdo linear fracionaria
mencionados anteriormente e que tratam aplicacdes, acrescentam-se outros sobre o problema da
afetacdo [20, 23, 35], o problema do caminho mais curto por unidade de tempo [38], ou o problema
da mochila [19, 29], entre outros.

Apesar da ndo linearidade dos programas lineares fraciondrios, Charnes e Cooper [5] propuse-
ram uma mudanca de varidvel que transforma um problema deste tipo noutro que é linear. Este
processo permite resolver muitos problemas lineares fraciondrios, contudo tem algumas limitagdes e
desvantagens. Por exemplo, o facto de ndo se aplicar quando as variaveis de decisdo sdo inteiras e de
conduzir a métodos de resolugdo pouco eficientes, para problemas cujas solugdes podem ser calculadas
facilmente através de métodos especializados. Os algoritmos paramétricos, como os introduzidos
por Isbell e Marlow [18], Dinkelback [11] ou Ibaraki [17], tém sido alternativas muitos populares a
mudanca de varidvel de Charnes e Cooper, e calculam de forma iterativa o zero de uma funcao nao
linear que depende de um parametro varidvel. Em termos préticos estes algoritmos resolvem uma
sequéncia de problemas da mesma classe do dado, mas com uma funcao objetivo linear, dependente
dum pardmetro que é atualizado com base nas solucdes ja determinadas. Em geral estes métodos
sao conhecidos pela simplicidade de implementagdo, a versatilidade e o facto de convergirem para a
solugdo 6tima em poucas iteracdes.

A minimizacdo (maximizac¢io) de um quociente pode ser formulada de forma intuitiva como
um problema biojetivo em que se minimiza (maximiza) o numerador € maximiza (minimiza) o
denominador. O principal propésito deste trabalho € estudar a aplicabilidade de métodos para o
célculo de solugdes eficientes do problema linear biobjetivo associado a resolucdo de programas
lineares fraciondrios. Para este efeito introduzem-se dois algoritmos. O primeiro resulta da adaptagéo
direta de um método cldssico para encontrar solucdes eficientes suportadas de problemas biobjetivo,
baseado em somas ponderadas cujos parametros sao ajustados pelos pares de solucdes adjacentes ja
calculadas. O segundo inclui informacao sobre a evolucdo dos pardmetros utilizados para melhorar
a versao inicial do algoritmo, diminuindo o niimero de solu¢des que é necessdrio determinar e,
consequentemente, o nimero de iteracdes realizadas e o tempo de execucdo do método. Os resultados
tedricos apresentados sdo complementados por uma avaliagdo computacional dos dois algoritmos para
problemas aleatérios com diferentes dimensdes.

O restante texto estd estruturado do seguinte modo. O Capitulo 2 é dedicado & formulagdo de
programas lineares fraciondrios e a revisdo bibliogréfica de resultados e algoritmos conhecidos para o
resolver. A revisdo compreende métodos baseados em duas abordagens distintas: uma paramétrica,
ou iterativa, e outra ndo iterativa. Inclui-se, ainda, experiéncia computacional para um conjunto de
problemas gerados de forma aleatdria. No capitulo seguinte sdo introduzidos dois métodos biobjetivo
para programas lineares fraciondrios. Para além disto, apresentam-se resultados de experiéncia
computacional envolvendo implementagdes desses mesmos métodos, quando aplicadas a um conjunto
de problemas de teste com varias dimensdes, em condig¢des semelhantes as do Capitulo 2. O Capitulo 4
¢ dedicado a um problema combinatério classico, o problema da mochila. Apds uma breve discussao
sobre o problema da mochila e sobre algumas das suas versdes, os algoritmos paramétricos e 0s
algoritmos biobjetivo abordados nos Capitulos 2 e 3 sdo comparados quando aplicados a este problema.
Para o efeito consideram-se uma versao do problema da mochila fraciondrio com varidveis bindrias e
uma versao relaxada desta. O Capitulo 5 contém alguns comentdrios finais ao trabalho.



Capitulo 2

Programas lineares fracionarios

No presente capitulo abordam-se problemas de otimiza¢do em que se pretende minimizar, ou
maximizar, uma fun¢do objetivo que é o quociente de duas funcdes. Descrevem-se duas classes
de métodos para resolver estes problemas: os paramétricos, que podem ser aplicados a qualquer
quociente, e uma mudanca de varidvel, que permite lidar com programas fraciondrios ditos lineares,
em que as funcdes no numerador € no denominador da fun¢do objetivo sdo afins. O capitulo é
concluido com a comparagdo computacional dos métodos descritos para um conjunto de programas
lineares fraciondrios gerados aleatoriamente.

2.1 Definicao e propriedades

Seja E" um espaco Euclidiano com dimensdo » e S um subconjunto compacto de E”. Além disso,
suponha-se que N(x) e D(x) sdo fungdes reais e continuas em S tal que D(x) > 0, paratodo o x € S, e

min{gg; yxes}. 2.1)

considere-se o problema

Quando as fun¢des N e D sdo quaisquer, este problema € designado de programa fraciondrio. No caso
de N e D serem funcdes afins, diz-se um programa linear fraciondrio, o qual se tratard adiante.

Uma das abordagens conhecidas para resolver este problema consiste em transforma-lo numa
sequéncia de outros problemas, dependentes de um pardmetro g, em que o quociente na fungdo
objetivo € eliminado [11]. Considera-se entdao

min {N(x) —gD(x) | x € S}, com g € E'. (2.2)

Se a regido admissivel S € ndo vazia, os problemas (2.1) e (2.2) t€m solug¢do, devido ao facto de se
terem excluido os pontos que satisfazem D(x) = 0. Adicionalmente, verificam-se os resultados que se
seguem.

Lema 1. A funcdo com expressio F(q) = min{N(x) — gD(x) | x € S} é concava em E".

3



4 Programas lineares fraciondrios

Demonstragdo. Seja x, um minimizante de F(tq' + (1 —1)q") comq¢ #¢q¢" e 0 <r < 1.

Ftq +(1=1)q") =N(x) = (tq' + (1 =1)d")D(x:)
=1[N(x;) —¢'D(x:)] + (1 —1) [N(x:) — ¢"D(xr)]
> tmin {N(x) —¢'D(x) | x € S} + (1 — 1) min {N(x) — ¢"D(x) | x € S}
=1F(¢)+(1-1)F(d").

Lema 2. A fungdo F(q) é continua para q € E".
Lema 3. A funcdo F(q) = min{N(x) —gD(x) | x € S} é estritamente mondtona decrescente.

Demonstragdo. Pretende-se mostrar que quaisquer que sejam ¢, q” € E', se ¢ < ¢", entio F(q") <
F(q'). Seja x” um minimizante de F(q"), entéo,
F(¢")=min{N(x) —¢"D(x) | x € S}
— M)~ 4D
<min{N(x) —¢'D(x) | x € S}
=F(q).

Lema 4. A equacdo F(q) = 0 tem uma tinica solugdo.

Demonstracdo. Este resultado é consequéncia dos lemas anteriores, observando ainda que lim F(g) =

g—r—co
e lim F(g) = —oo. O
teoe lim F(g)
Lema 5. Sejamx™ € Se g™ % entdo F(g™) <0.

Demonstracdo. Nas condicdes enunciadas,

F(g")=min{N(x)—¢"D(x) | x€ S}
<N@E")—¢ D)
=0.

O

Para algum parimetro fixo ¢ = ¢*, o minimo de N(x) — ¢*D(x) em S ¢ atingido no ponto x = x*,
obtendo-se assim o valor objetivo F(g*). E entdo possivel mostrar o seguinte teorema.

Teorema 1. Tem-se gy = min{% |xe S} se e s6 se F(qo) = min{N(x) —goD(x) | x € S} =0.

Demonstracdo. Para mostrar a implicagdo direta, comeca por se considerar xy uma solucio 6tima do

N(xo)

roblema (2.1) e g9 = ———=. Entdo,

=

(%)
(%)

qo <

>
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para todo o x € S, o que resulta em
N(x) —goD(x) > 0, (2.3)

paratodoox € Se
N(x0) — goD(x0) = 0. (2.4)

De acordo com (2.3), tem-se F(go) = min{N(x) — goD(x) | x € S} =0, logo 0 minimo do problema
(2.2) é atingido em xg.
Seja agora xp uma solugio do problema (2.2) tal que N(xp) — goD(xp) = 0. A defini¢do de (2.2)
implica
N() — qoD(x) = N(x0) — qoD(o) = 0

para todo o x € S. Entdo, verificam-se novamente (2.3) e (2.4), tal como no primeiro caso. Com base
N(x)

em (2.3) tem-se gg < D> Para todo o x € S, tal que g9 € um minimo do problema (2.1). Por (2.4)
tem-se gg = gggg, tal que xp € uma solugdo de (2.1), donde segue o resultado enunciado. 0

Note-se que xp pode ndo ser a tnica solugdo do problema e que este teorema se aplica tanto nos
casos de minimiza¢do como nos de maximizacao.

2.2 Abordagem paramétrica

Em seguida revém-se alguns métodos paramétricos, processos muito comuns na resolucao de
problemas fracionarios como o problema (2.1) e que resultam de métodos iterativos para a resolugao
da equacdo F(g) = 0, relativamente ao pardmetro ¢g. Suponha-se agora que N(x) é uma fungéo céncava
e que D(x) é uma fungdo convexa, para qualquer x € S. Considere-se ainda que S é um conjunto
convexo e denote-se por xp uma solugdo 6tima do problema (2.1).

Meétodo de Dinkelbach Escolha-se g, suficientemente préximo de ¢*. Sabendo que F(g) é uma

fun¢do continua, obtém-se uma segunda formulagdo. Isto é, x; e ¢x = ggﬁ; tal que F(qx) — F(q0) =

F(qx) < 6, para algum & > 0. Em seguida, considera-se F(0) = min{N(x) | x € S} > 0 ¢ o algoritmo
inicia-se com ¢ = 0 [11]. Na prética, o célculo € interrompido quando g; estd suficientemente préximo
do valor 6timo, isto &, se |F(gx)| < 8, para alguma tolerancia § € R™ previamente definida. Este
método € resumido no Algoritmo 1.

De forma a mostrar a convergéncia do método, comeca-se por verificar que g1 > gqi, para
qualquer &, tal que F(gx) > 0. Sabe-se que F(gx) > 0 e, por defini¢do, tem-se N(x¢) = qx+1D(xx).
Consequentemente,

F(gqx) = N(xk) — qxD(xx)
= Q1D (k) — D (xx.)-

Entdo, como D(x;) > 0, tem-se g1 > g-

O segundo passo consiste em mostrar que

lim gy = qo.
k—roo
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Algoritmo 1: Método de Dinkelbach

q2 ~—0

k<2

F(qy) < min{N(x;_1) —qxD(xx—1) | x €S}
while |F(qi)| > 0 do

Qi1 < i

k+—k+1
F(qy) < min{N(x;—1) —qxD(x¢—1) | x €S}

8 return x;

N B W N =

N

Supondo que isto néo se verifica, tem-se limy_,.. gy = ¢* < go. Por construgdo, obtém-se uma sucessao
{x{} com ¢, tal que limy_e F(q;) = F(q*) = 0. Sendo F(g) uma fungao estritamente monétona
decrescente, obtém-se 0 = F(q¢*) = F(qo), 0 que € uma contradi¢do. Por fim, como F(q) é continua,

tem-se
lim F(qx) = F(qo) e lim gx = qo,
k—ro0 k—yo0
parag € E'.
Considerando novamente os problemas (2.1) e (2.2). Se N(x) e D(x) sdo fun¢des afim, entdo
N
N(x) — ¢gD(x) também o é, ao contrério de DEx; Analogamente, se N(x) é cdncava, D(x) é convexa
x
- o Nx)
e g > 0, entdo N(x) — gD(x) é concava, mas Dly) ndo o é.
x
Seja x* uma solucdo 6tima de (2.1) e ¢* = DEX*; . Entao,
x

1. F(q) >0seesdseq<q"
2. F(q) =0seeséseqg=q";
3. F(q) <0seesdseq>q"

e uma solucdo 6tima de (2.2), sendo g = ¢*, é também uma solucio 6tima de (2.1). Conclui-se entdo
que resolver (2.1) é equivalente a encontrar o pardmetro ¢ = ¢* tal que F(g) = 0, sabendo-se que a
funcdo F satisfaz as propriedades enunciadas nos Lemas 1 a 5.

Método de Newton Generalizando o método anterior, considere-se g, como sendo o valor inicial
de g e a reta definida por

N(x) —g2D(x) =0. (2.5)
Esta reta € tangente a F(¢) no ponto ¢ = g7, sendo x* a solucgéo 6tima de (2.2). Para além disto, (2.5)
N k
interseta a reta F(¢) = 0 quando ¢ = DEX*; . Pode mostrar-se que o método de Newton gera uma
X

sucessdo {g } convergindo para g* [11].

Método da procura binaria Considere-se um intervalo [g;,g>] que contém ¢*. O método da

procura bindria, semelhante a aplicacdo do método da bissec¢do para determinar g*, é resumido no
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Algoritmo 2. Como intervalo inicial devem escolher-se g; e g, tais que F(q;)F(g2) < 0 Geralmente,
considera-se g; = 0 e ¢ um valor suficientemente grande, de forma a que o intervalo [g;,¢>] inclua a
solugdo procurada [17].

Algoritmo 2: Método da procura binéria
k<2
x1 <0
Gk < %(611 +q2)
F(qx) « min{N(x¢—1) — qeD(xx—1) }
while |F(g;)| > 6 do

ifF(qk) > 0 then g; < gx

else g < gy

k< k+1

qr < 5(q1+q2)

F(qr) < min{N(xt—1) — qxD(xx—1)}

return x;

o 0 N N R W N =

[y
<

(=Y
—

(g2 —q1)
k

Ao fim de k iteragdes deste algoritmo, a amplitude do intervalo [g1, ¢2] ndo excede , logo

este valor ¢ um majorante do erro cometido pelo método de procura bindria.

Método da procura binaria modificado Este processo resulta da combinacdo dos métodos de
Newton e de procura bindria, descritos anteriormente. Sejam ¢ e ¢ tais que F(q;) > 0e F(g2) <0,
e x* uma solucdo Gtima de (2.2), em funcao de g;. A partir da concavidade de F(g) conclui-se que

N(x*)

D(x*)

Seja v(q1,g2) o valor de g quando a reta que liga os pontos (q1,F(q1)) e (q2,F (g2)) interseta a

qg= tal que ¢ <gq".

reta F(q) = 0. Tem-se entdo g = v(q1,42), com g > ¢*. Assim sendo, a primeira modificagdo em
relacdo ao método da procura bindria € o intervalo que contém ¢*, definido por

v

A convergéncia superlinear deste método € alcangada recorrendo, sempre que necessario, a0 método
de Newton. Tal é possivel definindo

Q1+ (2.6)

(k) q2;
em vez da atualizagdo utilizada pelo método de procura bindria tradicional, sob a condicdo de a fungao
d(k) ser crescente, ou seja, d(k) > 2 e limy_, d (k) = oo. Exemplo destas fun¢des sdo d(k) =k+1 ou
d(k) =2k [17].

Utilizar o resultado (2.6) na linha 18 do Algoritmo 3 permite estabelecer iteracdes mais proximas
do valor 6timo. No caso das linhas 10 a 13, o processo remete para o método de Newton.
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Algoritmo 3: Método da procura bindria modificado

1 k<2

2 n+1

3 X1 ~—0

4 gk q1

5 F(qx) < min{N(x;—1) — qeD(x—1)}

N (x
6 qf < Do b < v(g1,q2)

7 g+ 3(q¢+q7)
8 F(qi) < min{N(x 1) —qD(x-1)}
9 while |F(gx)| > 6 do

10 if F(qx) > 0 then
1 q1 < gk
ARE
B3| | @ v(g1,9)
14 else
15 q2 <— gk
16 n<n+1
b

17 g, —v(q1,92)

d(n)—1 b
18 W gty T gy %
19 k+—k+1
0 | g 3l +qd)
21 | F(qr) < min{N(x—1) — qD(x-1)}

22 return x;
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Para verificar a rapidez de convergéncia deste método, considere-se a sucessdo {gy} definida
nas linhas 7 e 20 do Algoritmo 3. Defina-se a subsucessdo que satisfaz F(gx) > 0 como {g}}, e a
subsucessdo que satisfaz F(gx—1) < 0 e F(gg) < 0 como {g7}. A subsucessdo contendo os restantes
valores define-se por {g{ }.

Lema 6. Se a sucessdo {q}} é infinita, entio

lim (" —qf,1)(q¢" —q;) =0,

k—yo0

isto é, {q} converge superlinearmente para q*.

Demonstragdo. Note-se que, para todo o k tal que ¢{ < g*, se tem F(g§) > 0. Sabe-se também que

* (x “ )

9~ () _
g —qi ~ D(W)’

=

onde x* e x*) sdo solugdes Otimas de (2.1) e (2.2), respetivamente. Uma vez que

NE®)
W<Qk+l<Q7

pelo Algoritmo 3, tem-se
4~ _,_ D)

¢ —q¢ —  D@W)

Sabe-se que D (x(k)) converge para D(x*) quando g{ — ¢*. Sendo —D (x(k)) um subgradiente de
F(g) em g} e F(g) uma fungdo continua, conclui-se que D (x(k)) converge para D(x*), sendo x* uma
solugdo 6tima de (2.2). ]

Lema 7. Se a sucessdo {q%} ¢ infinita, entdo
. b b
lim (¢ — qi41)(q" — q¢) =0,
k—roo0
isto é, {qz } converge superlinearmente para q*.

Demonstragdo. Note-se que, para todo o k tal que g? > ¢, se tem g7 1 =Gk SejaF(qr1) <0e
F(qx) < 0. Por definigdo de ¢?,

¢ <q<qr-1 e g1 < 612~

Entdo, como g;_1 < ¢2,

b * *
Qi1 — 4 < qdk—4q
A A
_a
_ @4

T gr-1— 4"~
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pois ¢“ < ¢,
S%_ﬁ
q9° —4q
pois ¢” < g1 e, por (2.6), |
d(k)
Tendo-se k — oo, conclui-se que d(k) — oo por hipStese sobre d (k). O

Lema 8. Se g; pertence a {q;}, entdo g;_ pertence a {q} e gi+1 pertence a {q}} ou {qt}.

Demonstragdo. A demonstragdo decorre diretamente da definigdo de {¢¢}, {¢?} e {¢¢}. O
O teorema seguinte é consequéncia dos trés lemas anteriores.

Teorema 2. A sucessdo {q;} gerada pelo Algoritmo 3 contém uma subsucessdo {q}} com as seguintes
propriedades.

1 ~ 1 1
1. Se q, = q;, entdo q, | = qi+1 0U G, | = Gr12-

2. A sucessdo {q} } pode ser separada em duas subsucessoes, {q¢} e {q2}, onde {q} converge

+

superlinearmente para (q*)~ se € infinita, e {q?} converge superlinearmente para (q*)" se

também é infinita.

Consequentemente, a sucessdo de iteragdes gerada pelo Algoritmo 3 consiste, essencialmente,
em duas subsucessdes que convergem superlinearmente. O Teorema 3 mostra que ¢* esta contido em

[q.4"].
Teorema 3. Seja L = q» — q1 a amplitude do intervalo inicial definido no Algoritmo 3. Apos p
iteracdes, o intervalo [qa,qb] satisfaz

¢ —q" < S (2.7)

onde [.] representa o maior valor inteiro contido no argumento.

Demonstragdo. Sejam {g¢} e {q’} os valores de ¢* e ¢” obtidos na i-ésima iteragdo do método,
respetivamente. Em particular, g e qg denotam os valores iniciais de ¢ e ¢, respetivamente.
Para cada caso, considerem-se as seguintes propriedades.

1. Se gi € {¢}}, entdo ¢* —¢¢ < ﬁ (¢7, —q% ).
2. Se gi—1 € {¢}} oug; =g, entdo ¢? — g% < % (47 —4q)-
3. Seqi € {q;}U{q}} e qi € {q}}, entdo ¢ — g < d(k)(d(k)—1) (¢}, — 41 ,).

Através do Lema 8, esgotam-se todos os casos possiveis. Desde que, por hipétese, o caso 3 e d(k) > 2
ndo ocorram em simultineo, a desigualdade (2.7) é satisfeita.
O

Os Teoremas 2 e 3 mostram que o Algoritmo 3 combina caracteristicas dos métodos de Newton e
procura binaria [17].
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2.3 Abordagem nao paramétrica

Nesta sec¢@o descreve-se um método ndo paramétrico, baseado numa mudanca de varidvel que é
vélida apenas para o caso linear, em que N e D sdo funcdes afins.
Considere-se o programa linear fracionario definido por
min R(c) = Nw) = c'xta
D(x) d'x+B
s.a Ax<b
x>0,

(2.8)

coma,B €R,AcR™ becR"ec,decR" Tal como na abordagem paramétrica, supde-se que
d"x+ B > 0 e que a regido admissivel, definida por S = {x € R" | Ax < bAx > 0}, é ndo vazia e
limitada.
Charnes e Cooper [5] propuseram a transformacio deste problema num programa linear, por
aplicacdo da mudanga de variavel
y=tx, comt >0,

onde d"y+ Bt = ¥, para algum y > 0. Multiplicando o numerador e o denominador da fungéo objetivo
em (2.8) por ¢, obtém-se o problema equivalente

min ¢'y+at

s.a Ay—bt <0
d'y+Br=vy
»,t=>0

(2.9)

Este novo problema é um programa linear, que pode ser resolvido através do algoritmo simplex ou de
algoritmos de pontos interiores, pelo que, ao contrdrio dos métodos anteriores, se considera ndo ser
iterativo.

Lema 9. Qualquer que seja (y,t) satisfazendo as restri¢oes de (2.9), tem-se t > 0.

Demonstragdo. Sejam x* e (y*,0) solucdes de (2.8) e (2.9), respetivamente. Entdo x, = x* + uy* é
solugdo de (2.8), para 4 > 0 com Ay* <0, y* > 0, e assim S ndo seria limitado, conforme suposto
inicialmente. O

Y

Teorema 4. Sejam x* e (y*,t*) soluges dtimas de (2.8) e (2.9), respetivamente, entdo 3= é uma

solugcdo otima de (2.8).

Demonstragdo. Por absurdo suponha-se que existe uma solugdo 6tima x* € S, tal que, para ¥, se tem

T k
ch*+Oc>c (%)"'a
dT* * .

x*+ B dT<%)+[3

Por hipétese, tem-se d ' x* + 3 = 07, para algum 6 > 0.
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Sejam § = 0~ 'x* e f = 6. Entio,
0~ (d'x +B)=(d"9+iB) =7
e (9,7) satisfaz Ay — bf <0, sendo 9,7 > 0. Mas,

c'xX+a B
dTx*+B

"c"xy+a) c'9+af  c'y+af
Yd™x+B) d'y+pt vy

0-
9_
logo,

T(Y
¢ (T) TO Ty tart Ty +art
a(F)es AR

Além disso,
T, cl (ﬁ)—ka
cx +a S *
dT * ok :
BT T (%>+[3

Entdo, pela primeira condi¢do do teorema, tem-se y # 0, logo

c'v+ai>cly +1,

0 que contraria o facto de (y*,7*) ser uma solugdo 6tima de (2.9). O

2.4 Experiéncia computacional

Na presente seccao pretende-se testar a eficiéncia dos métodos descritos anteriormente para um
conjunto de programas lineares fraciondrios. Para este efeito implementaram-se os seguintes c6digos:

* MCC: resolucdo do programa linear resultante da mudanca de varidvel introduzida por Charnes e
Cooper;

* MD: método de Dinkelbach, Algoritmo 1;
e MN: método de Newton;

* MPB: método da procura bindria, Algoritmo 2;

MPBD: método da procura bindria modificado, Algoritmo 3.

Os cédigos foram implementados em Matlab 9.5 (R2018b), recorrendo a rotina cplexlp, do solver
CPLEX 12.8, para resolver os programas lineares. Como condi¢@o de paragem dos métodos iterativos
consideraram-se uma tolerancia maxima de & = 10~ e até 500 iteracdes. Além disso, o intervalo
escolhido inicialmente para o parimetro g no cédigo MPB foi [0, 1]. Os vérios c6digos foram testados
num computador com um processador Intel Core i3 CPU 330 a 1.20GHz.

O pseudo-cddigo apresentado no Algoritmo 4 cria um programa linear fraciondrio aleatério a
partir de quatro parametros, o nimero de varidveis, n, 0 nimero de restri¢des, nr, o limite superior dos
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parametros do problema, C, e uma semente para iniciar o gerador de nimeros aleatérios. O cédigo

define cinco variaveis:

- N=[Nj]j=1

- D=[Djlj=

n» com N; os n coeficientes do numerador da fungdo objetivo, gerados de forma

uniforme em {1,...,C}, j=1...,m;

> com D; os n coeficientes do denominador da fung@o objetivo, igualmente
gerados de forma uniforme em {1,...,C}, j=1,...,n;

. a gerado de forma uniforme em {1,...,C};

A= [A,-j],-:1,,,,7,1,;]':1,”,7”, com A;; os nr X n coeficientes tecnoldgicos do problema, gerados

aleatoriamente em {1,...,C};

. b= [bi}i:L___,n,, com b; os nr termos independentes do problema.

o o Nx .
Os trés primeiros pontos definem a funcio objetivo, da forma Dria’ enquanto que os dois dltimos

X+ O

definem as restri¢des propriamente ditas, Ax < b. Para garantir que o problema tem solucéo, o vetor b

¢ definido a partir de Ax, para um vetor x € [1,C]".

Algoritmo 4: Gerador de programas lineares fracionarios

1 Function MakelLP(n, nr, C, seed):

DR - Y I L

[y
S

rng(seed)

N < round(Crand(1,n))

D < round(Crand(1,n))

o < round(Crand(1,1))

while D =N do D < round(Crand(1,n))
A < round(—C+2Crand(nr,n))

x <+ Crand(1,n)

b < round(Ax)

return N, D, o, A, b

O conjunto de testes considerados incluiu problemas gerados aleatoriamente com n = 60, 80, 100

varidveis e nr = n =+ 20 restri¢cdes. Utilizaram-se os limites C = 10, 100. Para cada dimensao geraram-

se e resolveram-se 30 problemas com sementes diferentes.

24.1 Método de Newton com ¢ variavel

Podendo o método de Newton ser interpretado como uma versao particular do método de Din-

kelbach em que o valor inicial do pardmetro ¢ nao é necessariamente 0, testou-se o cddigo MN para

os problemas indicados acima e considerando diferentes valores inciais para g. Nomeadamente,
113
g€ {3,1,3,2}.

Os resultados médios em termos de tempo de execugdo e de nimero de itera¢des realizadas sdo

apresentados nas Tabelas 2.1 e 2.2. O melhor tempo médio para cada dimensdo encontra-se assinalado

a vermelho.
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Tabela 2.1 Tempo de execucdo (em segundos) e nimero de iteragdes médios do método de Newton
para g variavel em programas lineares fracionarios, com C = 10

q=0.5 g=1.0 qg=15 qg=20

(n,nr) i3 sk f sk 3 sk t sk
(60,40) 0.0269 0.0342 7 0.0275 0.0296 7 0.0268 0.0293 7 0.0273 0.0298 7
(60,80) 0.0471 0.0365 5 0.0467 0.0396 5 0.0493 0.0429 5 0.0461 0.0354 5
(80,60) 0.0523 0.0381 7 0.0534 0.0428 7 0.0514 0.0365 7 0.0539 0.0404 7
(80,100)  0.0750 0.3888 5 0.0750 0.0357 5 0.0761 0.0357 5 0.0768 0.0416 5
(100,80)  0.0926 0.0490 7 0.0824 0.0442 7 0.0807 0.0413 7 0.0823 0.0427 7
(100,120) 0.1304 0.0395 5 0.1296 0.0404 5 0.1317 0.0398 5 0.1316 0.0430 5

Tabela 2.2 Tempo de execucio (em segundos) e ndmero de iteragcdes médios do método de Newton
para g varidvel em programas lineares fracionarios, com C = 100

qg=0.5 qg=1.0 g=1.5 qg=2.0

(n,nr) T sk f sk f sk f sk
(60,40) 0.0308 0.0346 8 0.0299 0.0331 8 0.0298 0.0340 8 0.0329 0.0411 8
(60,80) 0.0480 0.0428 5 0.0481 0.0390 5 0.0491 0.0414 5 0.0510 0.0464 8
(80,60) 0.0516 0.0411 7 0.0669 0.0693 7 0.0564 0.0509 7 0.0517 0.0405 7
(80,100)  0.0766 0.0332 5 0.0843 0.0537 5 0.0770 0.0310 5 0.0871 0.0538 5
(100,80)  0.0889 0.0469 8 0.0889 0.0410 8 0.1036 0.0469 8 0.0980 0.0525 8
(100,120)  0.2035 0.0773 6 0.1501 0.0490 6 0.2022 0.0687 6 0.1358 0.0407 6

Os resultados obtidos evidenciam que os tempos de execugdo exigidos nos varios casos sdo muito
dependentes da dimensdo do problema que se pretende resolver, nomeadamente no caso C = 10. Na
Tabela 2.2, os menores tempos de execugdo obtém-se quando g = 0.5.

Em relacdo ao nimero de iteragdes, verifica-se que € praticamente constante para cada dimensao,
isto €, que é independente de q.

Concluindo, apesar de os tempos de execucdo médios registados serem bastante semelhantes, 0s
factores que mais os influenciaram foram a dimensao dos problemas e a relacdo entre o nimero de
varidveis e o nimero de restri¢des.

2.4.2 Métodos paramétricos e ndo paramétrico

Numa segunda fase testaram-se os restantes métodos implementados para o mesmo conjunto de
problemas. Os tempos de execucdo, os desvio padrdo correspondentes e os nimeros de iteracdes
(sempre que aplicdveis) médios exigidos para resolver os problemas sdo resumidos nas Tabelas 2.3
e 2.4. O melhor tempo médio para cada dimensdo ¢ assinalado a negrito e o melhor tempo médio
obtido por um método iterativo é assinalado a vermelho. Analogamente, 0 menor nimero médio de
iteracdes para cada dimensao encontra-se sublinhado.

Com base nos resultados nas Tabelas 2.3 e 2.4 observa-se que o cédigo MCC foi o mais eficiente em
todos os casos. Este facto ndo é surpreedente, uma vez que este método resolve um Gnico programa
linear depois de realizada a mudanga de varidvel. Nota-se, contudo, que esta abordagem € menos geral
do que as restantes, na medida em que trabalha com varidveis de decisao continuas e que transforma a
regido admissivel do problema.
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Tabela 2.3 Tempo de execucdo (em segundos) e nimero de iteragdes médios em programas lineares

fracionarios, com C = 10

MCC MD MPB MPBM

(n,nr) f S 3 sk i3 S k 3 S k
(60,40) 0.0177 0.0452 0.0263 0.0314 7 0.6618 0.8748 179 1.3937 0.2041 500
(60,80) 0.0179 0.0304 0.0468 0.0362 5 0.3391 0.8247 34 3.5691 0.4764 500
(80,60) 0.0147 0.0297 0.0599 0.0469 7 1.1934 1.6810 147 2.4107 0.2838 500
(80,100)  0.0218 0.0304 0.0757 0.0414 5 0.7019 1.8467 34 7.1082 3.3648 500
(100,80)  0.0206 0.0345 0.0809 0.0420 7 1.7069 3.2233 98 4.8959 1.2550 500
(100,120)  0.0303 0.0311 0.1428 0.0543 5 0.7229 0.2862 19  11.2058 4.5190 500

Tabela 2.4 Tempo de execug@o (em segundos) e nimero de iteracdes médios em programas lineares

fracionarios, com C = 100

MCC MD MPB MPBM

(n,nr) T S f sk T S k i St k
(60,40) 0.0126 0.0392 0.0304 0.0362 8 0.7710 09171 199 1.4224 0.1584 500
(60,80) 0.0215 0.0381 0.0483 0.0368 5 0.5866 1.3918 56 3.7074 0.5068 500
(80,60) 0.0170 0.0363 0.0514 0.0398 7 0.8485 1.1660 152  3.2609 0.7369 500
(80,100)  0.0246 0.0324 0.0807 0.0343 5 0.8987 1.8552 40 8.0057 3.0078 500
(100,80)  0.0202 0.0276 0.0860 0.0429 8 1.6499 2.3425 152  5.0479 0.6334 500
(100,120)  0.0392 0.0398 0.1331 0.0410 6 1.0624 1.8485 41 13.4619 6.3334 500

No caso dos métodos iterativos, o mais eficiente, em termos de tempos de execu¢do médios, foi
consistentemente o cédigo MD, atingindo também o nimero de iteragdes mais baixo. Os valores de
desvio padrao registados sdo relativamente pequenos, o que mostra alguma estabilidade de compor-
tamento dos métodos para o conjunto de testes considerado. Além disto, é evidente a diminuicao
do nimero de iteragdes realizadas nos casos em que o nimero de restrigdes € superior a0 nimero
de varidveis. Os resultados do c6digo MPBM indicam que foram sempre atingidas 500 iteragcdes, ou
seja, o nimero maximo de iteragdes imposto. Apesar de se terem utilizado os mesmo critérios de
paragem para todos os métodos implementados, nestes casos a solugdo 6tima foi encontrada mas
ndo obedece ao primeiro critério imposto (ou seja, o valor da fung@o objetivo ultrapassa a tolerancia
permitida). Esta questdo poderia ser resolvida relaxando a tolerancia utilizada, ou acrescentando
uma nova condi¢@o de paragem, que comparasse as aproximacoes da solugdo obtidas em iteragdes
consecutivas da solucdo.

Nas Figuras 2.1 e 2.2 rednem-se os resultados dos dois métodos iterativos que apresentaram
o melhor comportamento para os problemas testados MN e MD. Para este efeito selecionaram-se os
resultados obtidos pelo MN correspondentes & melhor aproximacao inicial g. Verifica-se que o cédigo
MN apenas foi o mais eficiente em dois casos, sendo semelhante ao MD nos restantes. No caso do MPBM,
o nimero maximo de iteragdes é atingido em todas as dimensdes, levando a concluir que a solucao
6tima ndo chega a ser atingida dentro da tolerancia pretendida. Deste modo, o método torna-se menos
eficaz na resolug@o de problemas lineares fraciondrios genéricos.

Em conclusdo, sublinha-se novamente que a abordagem proposta por Charnes e Cooper mostrou-
se sempre consideravelmente mais rdpida do que os restantes métodos. Contudo, estes dltimos sdo
mais flexiveis, uma vez que dependem apenas da resolu¢do de um problema com uma estrutura
semelhante a original, mas com uma fungdo objetivo mais simples. Se o problema inicial € linear



16

Programas lineares fraciondrios

1.2

0.8

0.6

Tempo de execugdo (x 10 s)

0.4

0.2

60x40 - e

T
° T T L
B 7h x ® ° e MD ||
x x MN
6.5 5
18
g
° ° e 6 N
S
|z
° ) 55 B
! ! ! ! L] 50 ° ° e
o o o o o | | | | | | |
% < = % a 02 04 06 08 1 12 1.4
S S & X ) > .
O © % = 8 Tempo de execugdo (x 10 s)
= —
(b)
(@) Tempo versus nimero de iteragcdes

Tempo versus dimensdo

Figura 2.1 Resultados dos métodos MD e MN para programas lineares fraciondrios, com C = 10

fraciondrio, os vérios subproblemas sdo versdes lineares do problema dado. Isto é especialmente ttil

em problemas combinatérios com estruturas particulares e que possam ser resolvidos por métodos

dedicados e eficientes, como os problemas da afeta¢do ou da mochila (a analisar no Capitulo 4).
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Figura 2.2 Resultados dos métodos MD e MN para programas lineares fraciondrios, com C = 100






Capitulo 3

Método biobjetivo para programacao
linear fracionaria

O problema linear fraciondrio formulado em (2.8) envolve duas fun¢des afins, N e D. No presente
capitulo este problema ¢ interpretado como um problema linear com duas fungdes objetivo. O
capitulo inicia-se com a introducao de alguns conceitos de otimizacdo multiobjetivo e prossegue
com a adaptac@o de um método cldssico de otimizagdo multiobjetivo a resolugdo do problema (2.8),
seguido do seu melhoramento quando conjugado com resultados apresentados no Capitulo 2. Por fim,
apresentam-se resultados de testes computacionais para os dois métodos descritos, quando aplicados a
programas lineares fraciondrios gerados de forma aleatdria.

3.1 Otimizacao multiobjetivo
Considere-se o problema de otimizacdo multiobjetivo

minimizar  f(x) 3.1
sujeitoa  x€S '

onde S C R" e f(x) = (fi(x),..., fi(x)) € RX. Uma vez que f toma valores em R¥, este problema
depende de diferentes fungdes objetivo, fi(x),..., fi(x), por vezes contraditdrias. A titulo de exemplo
considere-se um caso biobjetivo, k = 2, em que se pretende maximizar o desempenho, mas minimizar
o custo a ele associado. Em geral, estes dois aspetos podem ser conflituosos, pois a minimizacao
de um deles pode nao coincidir com a do outro [12]. O mesmo acontece em problemas com mais
funcgdes objetivo, a maioria dos quais ndo tem uma solucao que seja simultaneamente 6tima para
todas as funcdes. Alternativamente, em otimizagdo multiobjetivo pretende-se encontrar solugdes que
conciliem as vdrias fungdes objetivo, procurando-se determinar as solu¢des que melhoram uma delas
sem prejudicar nenhuma outra.

Definicao 1. [12] Seja £ € S uma solugdo admissivel do problema (3.1). Esta solugdo diz-se uma

solucdo eficiente, ou uma solugdo otima de Pareto, se ndo existe nenhuma outra solugdo x € S que

satisfaca f(x) < f(R) (isto é, fi(x) < fi(R), para qualquer i =1,...,k) e f(x) # f(X). Se X é uma
solugdo eficiente, entdo f(X) diz-se um ponto ndo dominado.
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O conjunto de todas as solucoes eficientes X € S denomina-se por conjunto de eficiéncia e denota-
se por Sg. O conjunto de todos os pontos ndo dominados § = f (%), onde % € Sg, denomina-se conjunto

ndo dominado ou fronteira de Pareto e denota-se por Syp.

Tome-se como exemplo (adaptado de [7], p. 150) o programa linear com duas fungdes objetivo

definido por
min N(x) =3x;+x+1 (3.2a)
max D(x)=x;+4x+1 (3.2b)
s,a —x1+x <2 (3.2¢)
X14+x <7 (3.2d)
x1+2x <10 (3.2e)
x1,x >0 (3.2f)

A regido sombreada na Figura 3.1a ilustra a regido admissivel deste programa linear. As linhas azul e
verde representam uma das retas definida pelas fung¢des objetivo NV e D, respetivamente, que intersetam
0s pontos 6timos relativamente a cada uma. O ponto Ps, a azul, é solucio 6tima relativamente a fungao
N, enquanto que o ponto P, a verde, € o 6timo relativamente a D. Os restantes extremos da regido
admissivel, assim como as imagens correspondentes, yp = (N(P),D(P)), estdo listados na Tabela 3.1.

X2

D
20
4 +
P yP2
2 15
3 +
10
2 { P 2
! R P
T 5
P: 5 P1
+ + + + + + + YPs
1 2 3 4 5 6 7 X1 5 10 15 20
(a) (b)
Regido admissivel Espago das funcdes objetivo

Figura 3.1 Regides de solugdes e imagens do problema (3.2)

A Figura 3.1b mostra a regido das imagens das solugcdes admissiveis do problema (3.2). Nota-se
que 0s pontos yp,, yp, € yp, ndo sdo dominados por nenhum outro, portanto correspondem a solugdes
eficientes. O mesmo acontece com as solu¢des nos segmentos de reta [Ps, Py| e [P4, P5]. Qualquer
outra solug@o admissivel do problema é dominada por alguma destas, logo ndo € eficiente.

Tabela 3.1 Pontos extremos nas Figuras 3.1a e 3.1b

Py P, P Py P
P (7,0) (4,3) (2,4) (0,2) (0,0)
yp (22,8) (16,17) (11,19) (3,9) (1,1)
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Em programacio linear multiobjetivo inteira é necessdrio distinguir dois tipos de solugdes eficien-
tes: as suportadas e as ndo suportadas. Este tltimo conceito ndo tem utilidade quando as varidveis de

decisdo sdo continuas.

Definicao 2. [/2] Uma solugdo eficiente X € Sg do problema (3.1) diz-se suportada se é solu¢do
otima de um problema mono-objetivo em que a fungdo objetivo resulta de uma soma ponderada das
fungdes objetivo do problema. Caso contrdrio, X diz-se uma solugdo eficiente ndo suportada.

Dois métodos cléssicos para resolver problemas de otimizagdo multiobjetivo s@o o método &-
restringido e o método da soma ponderada [7]. Em ambos os casos, € resolvida uma sequéncia de
problemas mono-objetivo. No primeiro caso, reduz-se o problema multiobjetivo a um problema mono-
objetivo, fixando uma fung¢do objetivo e considerando que as restantes sao limitadas por constantes

escolhidas de modo adequado. O programa a resolver é

min  f;(x)
s.a fi<eg,paraj=1,....k j#i
x€eSs,

onde £ € R¥ ¢ um vetor constante escolhido de forma conveniente. Resolver este tiltimo problema para
diferentes vetores € permite encontrar vdrias solugdes eficientes do problema original. No segundo

caso, repete-se a resolu¢do do programa

k
min Y gifi(x)
i=1

s.a x€S,

para diferentes vetores ¢ € R¥, tais que fo: 1gi=1eqg;>0parai=1,...,k. Quando utilizado
pontualmente o vetor g reflete a importancia relativa de cada objetivo. Variar este vetor de forma
sistemdtica, conduz a fronteira de Pareto do problema (3.1). Tal como na abordagem anterior, este
problema tem uma tnica fungdo objetivo e pressupde-se ser de fécil resolugao.

Uma vez que serd utilizado adiante, descreve-se em seguida um método, proposto por Cohon [8],
para atualizar de forma automatica o vetor g a utilizar no problema biobjetivo

min  N(x)
max D(x) (3.3)
s.a x€S§,

Como problema auxiliar € utilizado

min W (x) = qiN(x) — g2D(x)

34
s.a x€S, G4

onde W ¢ a funcdo de soma ponderada a otimizar e que depende das ponderacdes definidas por

g1 =D(B)—D(A) e g =N(B)—N(A), (3.5)
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onde A e B sdo solugdes eficientes conhecidas, tais que N(A) < N(B) e D(A) < D(B).

O método introduzido por Cohon € resumido no Algoritmo 5, onde y4 e yg denotam (N(A),D(A))
e (N(B),D(B)), respetivamente. Este método determina as solugdes eficientes suportadas do problema
(3.3) e é também conhecido por método non-inferior set estimation (NISE). O nome deve-se ao facto
de permitir encontrar apenas uma aproximagao para a fronteira de Pareto, quando interrompido antes
de a lista X se tornar vazia.

Algoritmo 5: Método da soma ponderada para programas lineares biobjetivo

1 A + solugdo eficiente de min{N(x) | x € S}
2 B <+ solugio eficiente de max{D(x) | x € S}
3 X+ {(A,B)}

4 Sp <+ {A,B}

5 while X # 0 do

6 (A, B) < elemento do conjunto X

7 | X+ X—{(A,B)}

8 q1 < D(B)—D(A)

9 g2 < N(B) —N(A)
10 | C < solugdo 6tima de min{W(x) | x € S}
1 | ifW(C)£W(A) and W(C) # W (B) then
12 X+ XU{(A,0),(C,B)}

13 L Sg «+ SgU{C}

14 return Sg

Interessa sublinhar que néo é suficiente otimizar N ou D isoladamente para garantir que as solucdes
de partida do Algoritmo 5, A ou B, sdo eficientes, uma vez que qualquer destas solugdes pode ter
6timos alternativos. Isto significa que A deve ser o minimizante de N para o qual D é méaximo, ou seja,
a solugdo lexicograficamente 6tima relativamente a (N, D). Analogamente, B deve ser 0 maximizante
de D para o qual N é minimo, isto é, a solu¢do lexicograficamente Gtima relativamente a (D,N). A
solugdo A pode calcular-se comecando por resolver o problema

min  N(x)
s.a xeS§

seguido de
max D(x)
s.a x&S§
N(x) <y,

onde y* é o valor objetivo 6timo do primeiro problema. A soluc¢do do segundo problema é A. O ponto
B pode ser obtido de modo andlogo.

O numero de iteragdes efetuadas pelo Algoritmo 5 € proporcional ao nimero de solugdes ndo
dominadas do problema a resolver.



3.2 Método da soma ponderada para programas lineares fracionrios 23

3.2 Método da soma ponderada para programas lineares fracionarios

Considere-se novamente um problema linear fracionario da forma

) N(x)
min —
D) (3.6)
S. a xes,

onde N e D sdo fungdes afins. Este programa envolve o quociente de duas fung¢des e, portanto, estd

relacionado com o programa linear biobjetivo

min  N(x)
max D(x) (3.7)
s.a xeS

na medida em que a solug@o 6tima do primeiro problema deve ter valores pequenos de N e grandes de
D. Esta é uma interpretacdo intuitiva do problema, contudo, em seguida, mostra-se que a solu¢do 6tima
do problema (3.6) € também uma solugdo eficiente suportada do problema biobjetivo correspondente,
3.7.

Teorema 5. Sejam N e D tais que N(x),D(x) > 0, para qualquer x € S.

1. Uma solucdo étima do problema linear fraciondrio (3.6) é solucdo eficiente do problema
biobjetivo (3.7).

2. Uma solugdo 6tima do problema

max N(x)/D(x)

3.8
s.a x€eS§ ©8)
é solucdo eficiente do problema
max N(x)
min  D(x) (3.9)
s.a xed.

Demonstragdo. Mostra-se apenas o primeiro resultado, uma vez que o segundo se pode verificar de
forma andloga.

Procede-se por contradi¢do, considerando uma solucéo 6tima de (3.6), x*, e supondo que esta é
solugdo dominada de (3.7).

* Se x* € solucdo admissivel do problema (3.6), entdo tem-se x* € S, o que significa que x*
também € solugdo admissivel de (3.7).

* Suponhamos que existe uma solugo £ € S que domina x*. Entdo,

N) <N e D(F) > D(x),
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donde, atendendo a que N(x),D(x) > 0, se tem

N(%) _ N(x")
DG = DR

<

Além disto, como uma das desigualdades anteriores € satisfeita de modo estrito, isto €,
N(%) < N(x*) ou D(%) > D(x"),

conclui-se que

NE) N
D& ~D(x)’

pelo que x* ndo seria solugdo 6tima de (3.6), como suposto inicialmente.

O

Esta demonstracio continua vélida para programas lineares com varidveis inteiras. O resultado
seguinte conclui que, ao contrdrio do que se passa em otimizac¢do linear biobjetivo inteira, neste
caso, as solucdes eficientes ndo suportadas ndo sio relevantes. Isto é particularmente importante
pelo facto de o célculo de solugdes eficientes ndo suportadas ser consideravelmente mais dificil do
que a determinagdo de solucdes suportadas, portanto este resultado tem consequéncias praticas bem

concretas.

Lema 10. 1. Existe pelo menos uma solugdo eficiente suportada do problema (3.7) que é solucdo
otima do problema (3.6).

2. Existe pelo menos uma solugdo eficiente suportada do problema (3.9) que é solucdo otima do
problema (3.8).

Demonstragdo. 1. De acordo com o Teorema 1, a solucdo 6tima de
min{N(x) — goD(x) | x € S} (3.10)

¢ solucdo 6tima de (3.6) para um parametro gp € R bem escolhido, donde € suficiente escolher
as ponderacdes g1 = 1 e g» = go. Se for necessdrio impdr que g1,q> > 0 e g1 + g2 = 1, podem
considerar-se os parametros normalizados

1 e qo— q0
qo+1 go+1

q1 =

2. Este ponto pode verificar-se de forma andloga ao anterior, atendendo a que a solucdo 6tima de
max{N(x) —qgoD(x) | x € S}

¢ solucdo 6tima de (3.8) para um determinado gp € R, donde decorre o resultado.
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Considere-se novamente como exemplo o problema linear fraciondario (3.2), a partir do qual se
pode definir o problema biobjetivo

min  N(x) =3x;+x2+1
max D(x)=x;+4x+1 (3.11)
s.a (3.2¢)—(3.2f).

A Tabela 3.2 lista as solucdes eficientes e os pontos ndo dominados deste problema. A dltima linha da
tabela mostra o valor do quociente N /D para cada uma delas. O ponto P; = (0,2) é solucdo suportada

do problema, uma vez que minimiza W (x) = ¢;N(x) 4+ g2D(x) para
q1 = D(P3) —D(PS) =18 e q> :N(P3) —N(P5) =10.

De acordo com o Teorema 5 e o Lema 10, conclui-se que Py = (2,0) € a solug@o 6tima do problema
(3.2).

Tabela 3.2 Solugdes eficientes e ndo dominadas do problema (3.11)

P; Py Ps
P 2,4 (0,2) (0,0)
p (11,19) (3,9) (1,1)

NP)/D(P)  11/19  1/3 1

Com base nos resultados anteriores, a solu¢do do problema linear fraciondrio pode ser obtida
aplicando o método da soma ponderada, resumido no Algoritmo 5, seguido da selecdo da solucao
com melhor valor 6timo da fungdo objetivo. Em alternativa, é possivel atualizar a melhor solucao
do problema fracionario a medida que sdo calculadas novas solugdes eficientes. Por completude
este método é resumido no Algoritmo 6. Tal como anteriormente, A e B denotam as solugdes
lexicograficamente Gtimas relativamente a (N, D) e a (D,N), respetivamente.

Ao aplicar o Algoritmo 6 ao problema (3.2) comeca-se por encontrar os 6timos relativamente
as fungdes N e D, A = (0,0) e B = (2,4), respetivamente, escolhendo-se Best = B. Como referido
anteriormente, as ponderacdes definidas a partir deste par de solugdes sdo g; = 18 e ¢ = 10, que
levam a fung@o objetivo

W (x) = 18N(x) — 10D(x) = 44x; —22x, + 8.

O ponto da regido admissivel que minimiza esta funcéo é C = (0,2) e, entdo, a melhor solugdo é
atualizada com Best = C. Em seguida sio resolvidos outros dois problemas:

1. um em que se consideram as ponderacdes g; = 10 e g» = 8, que levam a funcio objetivo

2. eoutro em que g; = 8 e g» = 2, que levam a fun¢do objetivo

W (x) =8N(x) —2D(x) = 22x; +6.
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Algoritmo 6: Método da soma ponderada para programas lineares fraciondrios

1 A + solugdo eficiente de min{N(x) | x € S}

2 B+ solugio eficiente de max{D(x) | x € S}
3 X<+ {(A,B)}

4 if N(A)/D(A) < N(B)/D(B) then Best < A
5 else Best < B

6 while X # 0 do

7 (A, B) < elemento do conjunto X

8 | X< X—{(A,B)}

9 | ¢q1<D(B)—D(A)
10 | g2+ N(B)—N(A)
11 C < solugdo 6tima de min{W (x) | x € S}
2 | fW(C)#£W(A)and W(C) £ W (B) then
13 X+ XU{(A,0),(C,B)}
14 L if N(C)/D(C) < N(Best)/D(Best) then Best < C

15 return Best

Pode verificar-se que ambos os problemas t€ém multiplas solu¢des 6timas. No primeiro caso todos
os pontos do segmento de reta [A,C], e os pontos do segmento de reta [C,B] no segundo. Como a
funcdo objetivo W tem igual valor para todos eles, nenhuma nova solucio é considerada e o algoritmo
termina, apresentando Best = C como resultado.

A titulo de curiosidade, a rotina gamultiobj do soffware Matlab permite obter uma aproximacio
para o conjunto das solucdes eficientes de programas lineares com vdrias funcdes objetivo. De acordo
com a informacdo no respetivo manual, esta rotina baseia-se num algoritmo genético. O resultado da
aplicacdo desta rotina ao problema (3.11) estd ilustrado na Figura 3.2. Observa-se que o conjunto de
solucdes encontradas nao é completo e que, em particular, ndo contém a solucao 6tima procurada,
pelo que este método ndo é 1til para resolver programas lineares fracionarios. Neste caso, também ¢é
possivel definir uma tolerancia maxima, sendo que o algoritmo € interrompido quando a diferenca
entre os valores de duas iteragdes sucessivas € menor ou igual a essa mesma tolerancia (em todas as
fungdes objetivo). Em relagdo ao nimero de iteracdes e ao tempo de execucdo, pode-se definir limites
que mais uma vez interrompem o algoritmo. Através de todas estas opcdes, consegue-se aperfeicoar a
fronteira de Pareto pretendida, tornando-a o mais detalhada possivel.

3.3 Método da soma ponderada modificado para programas lineares
fracionarios

Na secc¢do anterior analisou-se a possibilidade de determinar uma solucao 6tima do problema
linear fraciondrio (3.6) utilizando um método de soma ponderada. Em seguida, verifica-se que o
Algoritmo 6 pode ser simplificado, atendendo a propriedades da fun¢do soma ponderada que foram
estudadas no Capitulo 2.
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X

(N(x),D(x))

(-0.0010, -0.0010)
(0.0058, 0.3921)
(0.0114, 1.0302)

(0.9960, 0.9950)
(1.4095, 2.5742)
(2.0644, 5.1322)

(0.0127, 1.4110)  (2.4491, 6.6567) ?0

(0.1428, 1.5332)  (2.9616, 7.2756) p-
(0.1460, 2.0925)  (3.5305, 9.5160) s <><><s>
(0.2678, 1.5488)  (3.3522, 7.4630) &£
(0.3207,2.1736)  (4.1357, 10.0151) 0| &
(0.3961,2.3487)  (4.5370, 10.7909)

(0.9217,2.7717)  (6.5368, 13.0085) &
(1.1236,2.8910)  (7.2618, 13.6876) 51 ¢
(1.2231,3.1283)  (7.7976, 14.7363) p:

(1.3563, 3.3286)
(1.5148, 3.4528)
(1.5845, 3.5706)
(1.7592, 3.6574)
(2.0272, 3.9797)

(8.3975, 15.6707)
(8.9972, 16.3260)
(9.3241, 16.8669)
(9.9350, 17.3888)
(11.0613, 18.9460)

5 10 15

20

Figura 3.2 Resultado da aplicagdo da rotina gamultiobj ao problema (3.11)

Como referido anteriormente, o problema (3.4) € equivalente a

min Z(x) = N(x) —gD(x)
s.a x&S

sendo ¢ = q2/q1, com g e gy os pardmetros definidos em (3.5). A formulagdo deste problema é
semelhante a apresentada em (3.10), sendo A e B definidos novamente como para o Algoritmo 6.
Neste método cada par de solu¢des determinadas origina a resolucdo de dois novos problemas, o que
pode implicar um elevado nimero de iteracdes do ciclo while na linha 6. Contudo, no Capitulo 2
mostrou-se que a fun¢io dependente do pardmetro go, definida por (3.10) ¢ mondtona. Entdo, se C é
solucdo 6tima de (3.4), definida a partir das solu¢des A e B, a solug@o procurada encontra-se entre o
par de solugdes para o qual a funcdo F muda de sinal. Portanto, é possivel reduzir os dois novos pares

de solucdes considerados em cada iteracdo do Algoritmo 6, a um tnico:
» opar (A,C),se F(A)F(C) <0,
* ou o par (C,B), se F(B)F(C) <0.

Este resultado € verificado com mais detalhe no Teorema 6.
O novo método, daqui em diante designado método da soma ponderada modificado, é resumido

no Algoritmo 7, mantendo-se a notacdo do método anterior.
Teorema 6. O Algoritmo 7 determina uma solugdo otima de (3.7).

Demonstragdo. De acordo com o Teorema 1,

qo:min{]l\;(jcc; |xeS}
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Algoritmo 7: Método da soma ponderada modificado para programas lineares fracionarios

1 A + solugdo eficiente de min{N(x) | x € S}
2 B+ solugio eficiente de max{D(x) | x € S}
3 X<+ {(A,B)}

4 if N(A)/D(A) < N(B)/D(B) then Best < A
5 else Best < B

6 while X # 0 do

7 (A, B) < elemento do conjunto X

8 | X< X—{(A,B)}

N(B) —N(A)

D(B) —D(A)

10 | C + solugdo 6tima de min{Z(x) | x € S}
u | ifZ(C)#Z(A) and Z(C) # Z(B) then

9

12 if Z(A)Z(C) < 0 then

13 B+ C

14 | X< XU{(A,C)}

15 else

16 A+C

17 | X<+ XU{(C,B)}

18 | if N(C)/D(C) < N(Best)/D(Best) then Best < C

19 return Best

se e sé se F(qo) =0, com F(q) =min{N(x) —gD(x) | x € S}. No inicio do Algoritmo 7 calculam-se
A e B, solugdes lexicograficamente 6timas relativamente a (N, D), e relativamente a (D, N), respetiva-
mente.

Entao,

* A é minimizante de F(0) = {N(x) |x€ S} e
* B é minimizante de F(q') = {N(x) — ¢'D(x) | x € S} para ¢’ € R arbitrariamente grande,

peloque F(0) >0e F(q') <0.

Sem perda de generalidade, suponha-se que F(0)F(q') < 0, donde gy €]0,4¢’[ (caso contrdrio,
encontrou-se uma solucao 6tima do problema e o algoritmo termina). Mostrar-se-a que no final da
primeira iteragdo do ciclo while na linha 9 do Algoritmo 7 se continua a ter gy € [ga,¢s], sendo

F(qa)F(gp) <0, com g; e g os parAmetros correspondentes a duas solugdes. Nesta iteragdo é
determinada C, solucdo 6tima de

minF(g) = {N(x) —¢D(x) | x € S}

N(B)—N(A

P4 = 3y~ D)

que

. Nas linhas 13 a 16 procede-se a atualizac@o das solug¢des A e B, por forma a

1. F(gg) =0, caso em que o ciclo termina e B é solugéo 6tima de (3.6);

2. F(qa)F(g) <0, donde gy €]qa,qs][.
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Além disto, g4 < g < gp, pelo que o intervalo encontrado no final da primeira iteracio estd contido no
inicial.

Repetindo este raciocinio, recorrendo ao Teorema 5 e observando que o ndmero de solugdes
eficientes suportadas do problema ¢ finito, conclui-se que o Algoritmo 7 termina apés um ndmero
finito de itera¢des, quando F(gp) > 0, o que significa que B é solugdo 6tima de (3.7). 0

Este teorema € o suporte para as linhas 13 a 16 do Algoritmo 7 e justifica que um dos subproblemas
que este resolve dé origem a, no maximo, um novo subproblema para resolver. Assim, a demonstragao
apresentada fornece um limite superior para o nimero de iteracdes do Algoritmo 7, conforme

enunciado no coroldrio seguinte.

Corolario 1. Seja M o niimero de solucdes eficientes suportadas do problema (3.2). O ciclo while do
Algoritmo 7 é executado O(logM) vezes.

O inicio da aplicacdo do Algoritmo 7 ao exemplo anterior, problema (3.2), é semelhante ao do
Algoritmo 6. Calculam-se os 6timos A = (0,0) e B = (2,4), e fixa-se Best = B. Na primeira iteracdo
do ciclo while, determina-se C = (0,2), que é a solu¢@o admissivel que minimiza a fungéo

5 22 11 4

Z(x) =N(x) — -D(x) = ?xl — jx2+ 5

parag = i—g. Como

Z(A) = Z(B) = g e Z(C) = -2,

conclui-se que o préximo par de solugdes a considerar é (A,C) e a melhor solugdo ¢ atualizada com
Best = C. Em seguida € resolvido o problema de minimizagdo quando se considera o parametro g = %,

que leva a fung¢do objetivo

Z(x) =N(x)— %D(x) = %xl + %

Uma vez que este ndo produz nenhuma nova solucio, o algoritmo termina com o resultado Best = C.

3.4 Experiéncia computacional

Para avaliar o comportamento dos dois métodos introduzidos neste capitulo, apresentam-se em
seguida os resultados de testes computacionais, baseados nos cédigos:

* MSP: método da soma ponderada para programas lineares fraciondrios, Algoritmo 6;
* MSPM: método da soma ponderada modificado para programas lineares fraciondrios, Algoritmo 7.

Tal como no Capitulo 2, estes c6digos foram implementados em Matlab 9.5 (R2018b) e os programas
lineares foram resolvidos através da rotina cplexlp. Os testes foram executados na maquina utilizada
anteriormente e o conjunto de problemas de teste foi também o utilizado na Sec¢do 2.4. Os resultados
médios relativamente ao tempo de execugdo e ao nimero de iteracdes para 30 problemas de cada
dimensao sdo apresentados nas Tabelas 3.3 e 3.4 e nas Figuras 3.3 e 3.4.

De acordo com os resultados obtidos, conclui-se que o Algoritmo 7 foi bastante mais eficaz do
que o Algoritmo 6, devido a uma significativa diminui¢do do nimero médio de iteragdes realizadas e
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Tabela 3.3 Tempo de execucdo (em segundos) e nimero de iteragdes médios em programas lineares
fraciondrios, com C = 10

MSP MSPM

(n,nr) 7 s,k 3 s;  k
(60,40) 0.1396 0.0857 40 0.0701 0.0721 22
(60,80) 0.1609 0.1449 25 0.0902 0.1361 12
(80,60) 0.2091 0.1344 37 0.1385 0.1312 24
(80,100)  0.3483 0.2787 31 0.1745 0.2581 13
(100,80) 0.4368 0.1932 43 0.2488 0.2298 26
(100,120) 0.5835 0.3933 34 0.2104 0.3127 11

)}

Tabela 3.4 Tempo de execugdo (em segundos) e nimero de iteracoes médios em programas lineares
fraciondrios, com C = 100

MSP MSPM

(n,nr) 7 s,k 7 s,k
(60,40)  0.1556 0.0945 41 0.0762 0.0789 22
(60,80)  0.2025 0.1604 29 0.0951 0.1273 13
(80,60) 0.2133 0.1210 37 0.1648 0.1591 27
(80,100)  0.3715 0.2718 32 0.3133 0.3097 23
(100,80) 0.3681 0.2194 37 0.2958 0.2516 28
(100,120)  0.6423 0.4353 34 0.5278 0.6802 20

a consequente reducao do tempo de execug@o. Tal como se observou para os métodos iterativos do
Capitulo 2, o desvio padrdo dos tempos médios de execugdo é também bastante reduzido para ambos
os métodos. Nota-se ainda que o ndmero de iteracdes para cada dimensao, relacionado com o nimero
de solucdes eficientes suportadas determinadas, foi pouco sensivel a variacdo no limite dos custos
considerados.

Apesar de as Figuras 3.3a e 3.4a registarem resultados para poucas dimensdes de problemas,
observa-se uma tendéncia para um crescimento préximo de exponencial do tempo médio de execugao
do codigo MSP relativamente a dimensao dos problemas, por oposi¢cdo a um comportamento pratica-
mente linear dos mesmos resultados para o cédigo MSPM. Este facto € mais evidente fixando a atengao
apenas nos problemas com n — 20, ou n + 20, restri¢des, separadamente, e a diferenga parece ser
menos marcada para os problemas com maior variagdo dos custos, ou seja, quando C = 100.

Na Figura 3.5 comparam-se os c6digos MD, o melhor método paramétrico, com base nos resultados
da Seccao 2.4, e MSPM, o melhor método biobjetivo. Os gréficos registam os quocientes entre o tempo
de execugdo e o nimero de iteracdes. Estes valores sdo todos superiores a 1, o que significa que
o c6digo MD foi mais eficiente do que o cddigo MSPM para todos os casos estudados. Apesar de o
método biobjetivo ter sido executado sempre em menos de 0.6 segundos, este demorou até mais de
quatro vezes o tempo exigido pelo método paramétrico, e realizou até cinco vezes mais iteracdes. Em
termos do tempo de execugdo médio, esta melhoria € mais notéria para o caso C = 100. Em relacéo
ao ndmero de iteracdes médio, a conclusdo depende da dimensao dos problemas, uma vez que quando
o niimero de restri¢cdes € superior ao nimero de varidveis, os valores das iteracdes efetuadas por cada
método sdo mais préximos quando a variacio dos custos € menor, isto €, quando C = 10.



3.4 Experiéncia computacional 31

T
0.6 o | ‘ ‘ ‘
e |® MSP
40 |- ° x MSPM [
z o
18 ° °
= %Y I .
y Y ]
3 = .
é- x ;8 X i
I ° x |z 8
e 02 . ; “ 20) 1
° x
! ! ! ! ! ! 10 |- X ,
=) o o o o o | | | | | |
T % ] =) < a 0.1 02 03 04 05 0.6
~
= =3 S = X = o =
O O © g % = 8 Tempo de execugdo (s)
= —
(b)
(@) Tempo versus nimero de iteracdes

Tempo versus dimensdo

Figura 3.3 Resultados dos métodos MSP e MSPM para programas lineares fracionarios, com C = 10

T
° | ‘MSP
[ ]
061 | 40 * « MSPM ||

a2 x [ °
zg o
[5) [ | ©
5 0.4 R . S 30| . i
L5 E %
% X = X
£ X > :
# 02 [ ° e — ~ 20 | - « B

. X

| | | | | | *

= (] [ o o =) I | | | | |

¥ ¥ .= £ ¢4 0.1 02 03 04 05 06

N N 8 = & S S T d 3

s S S empo de execugdo (s)
(b)
(@) Tempo versus nimero de iteragdes

Tempo versus dimensdo

Figura 3.4 Resultados dos métodos MSP e MSPM para programas lineares fraciondrios, com C = 100



32 Meétodo biobjetivo para programacdo linear fracionaria

T T T T
4l v 45 « | C=10
’ x  C=100
35} « R
4 - -
x x
[ ]
a 3 [ — 2 L]
£ s 350 ° * N
@ & *
= 250 x 1 = °
° ° 3+ B
2 6 8 o
2.5 a
1.5F o °
| | | | | | 2L | | | | [
(=} = = =l =l S = j=l =3 = = =}
<t °] O o oo N <t oo O o 0 N
= < %o = % — = < L = > —
3 S S & % =) % S =) S 5 x S >
=) O 0 j=l (=} = O O 0 = S =l
X — S X o — S
= — = —
(a) (b)
Tempo de execugdo Numero de iteragdes

Figura 3.5 Resultados comparativos dos métodos MD e MSPM para programas lineares fracionarios



Capitulo 4

Problema fracionario da mochila

Nos dois capitulos anteriores estudaram-se métodos para resolver programas lineares fraciondrios,
primeiro métodos paramétricos iterativos e métodos baseados numa mudanga de variaveis, e em
seguida métodos baseados numa interpretacdo dos problemas como problemas biobjetivo. No final de
cada capitulo apresentaram-se resultados de testes computacionais de cada um dos dois conjuntos
de algoritmos em programas lineares fraciondrios genéricos. Conforme se referiu anteriormente,
os métodos paramétricos, assim como os introduzidos no Capitulo 3, sdo particularmente tteis,
relativamente ao proposto por Charnes e Cooper [5], por se aplicarem igualmente a problemas com
estruturas mais especificas, que se perdem com a mudanca de varidvel de Charnes e Cooper.

O presente capitulo tem dois propdsitos principais, analisar e comparar o comportamento empirico
de métodos paramétricos e métodos biobjetivo, e aplicar os algoritmos a um problema combinatério
classico. O problema escolhido foi o problema da mochila, a sua versao biobjetivo admite solugcdes
eficientes ndo suportadas. Comecga por se descrever resumidamente o problema e algumas suas
aplicacdes. Em seguida, analisam-se os métodos paramétricos e biobjetivo para a resolucdo do
problema da mochila quando a fung¢@o objetivo € o quociente de fungdes afins.

4.1 Problema da mochila

A esséncia do problema da mochila mais simples pode ser enunciada de forma breve. Suponha-
se que um viajante pretende levar na sua mochila objetos pelos quais tem diferentes preferéncias,
conhecidas previamente, mas que a mochila tem um limite de peso que consegue suportar. Pretende-se
decidir quais os objetos que deve selecionar, por forma a maximizar a soma das suas preferéncias,
mas ndo excedendo a capacidade da mochila. Esta primeira versdo do problema da mochila pode ser
formulada do seguinte modo

n
max Z Cj)Cj
j=1

n
S.a Z(,ij]' Sb (41)
=1
xje{0,1}, j=1,....n

33
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onde n € o nimero de objetos disponiveis, b € a capacidade da mochila e c; e a; representam o grau
de preferéncia do viajante pelo objeto j e o peso do mesmo objeto, respetivamente, para j =1,...,n.
As varidveis de decisdo s@o bindrias, tomando x; o valor 1 se e somente se 0 objeto j € incluido na
mochila, j = 1,...,n. Sem perda de generalidade considera-se cj,b > 0e 0 < a; < b, para todo o
ji=1....neYia;>b.

Apesar da simplicidade desta formulacdo, o problema da mochila definido em (4.1) é um problema
NP-dificil. Este é um dos problemas mais cldssicos de otimizagao linear inteira e tem sido estudado
por intimeros autores, principalmente por se adaptar a modelacio de varias situagdes reais e por surgir
como parte da formulac@o de varios outros problemas. O livro publicado por Martello e Toth [25]
sobre este assunto apresenta uma revisao de algumas das versdes de problemas da mochila conhecidas
atualmente na literatura.

Muitas outras versdes do problema da mochila tém sido estudadas. A titulo de exemplo refere-se
o problema da mochila com vérias dimensdes, definido por

max C jx j
J=1

n
S. a Za,-jxjgb,-, i:l,...,m
j=1
XjE{O,l}, j=1,..,n

que consiste numa extensao do problema anterior em que os objetos a transportar sdo obrigados a
satisfazer um conjunto de m restrigdes, todas do mesmo tipo. Neste caso cada objeto j estd associado a
n pardmetros, a;;, € existe um limite relativamente a cada parametro considerado, b;, parai=1,...,m,

j=1,...,n.

Generalizacdes comuns deste problema consideram varidveis inteiras em vez de bindrias, o que
permite representar situagdes em que € possivel incluir na mochila vérios objetos do mesmo tipo,

como na formulag¢do
n

max ZC]'XJ'
j=1
n
S. a Zajxjgb
j=1
XjZO, jzl,...,n
XJEZ, j=1...n

ou mesmo varidveis com variagao real,

n
max Z Cj)Cj
=1

n
S. a Zajxjgb
j=1
x;>0, j=1,...,n

Esta ultima formulacdo € de grande utilidade, por exemplo, em aplicagdes a sele¢do de portfolios,
caso em que as decisdes correspondem ao capital a investir em cada ativo. As restricdes do problema
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da mochila também podem ser alteradas no sentido de obrigar a mochila a atingir sempre a capacidade
maxima, ou seja, por forma a considerar restricdes de igualdade em vez de desigualdades.

Destacam-se dois grandes exemplos da aplicacdo de problemas da mochila, sdo eles os problemas
de corte e os problemas de empacotamento. No primeiro caso o objetivo € definir o corte de grandes
objetos para a producdo de itens menores em quantidades bem definidas. No segundo procura-se
acomodar pequenos objetos em espacos bem definidos. Em ambos os exemplos, a fungdo objetivo do
problema define-se medindo as perdas, ou seja, a quantidade de material sobrante, e os vazios, a drea
ou o volume que ficam por ocupar, respetivamente. Os dois casos podem ser relacionados através de
um padrdo de corte que minimize a fungdo objetivo [29].

Dos varios processos conhecidos para resolver o problema da mochila com varidveis bindrias
destacam-se métodos de enumeragdo implicita com branch-and-bound [14], métodos de programacao
dindmica, baseados na interpretacdo do problema como um problema do caminho mais curto num
grafo construido de acordo com as decisdes permitidas para a selecao de objetos [2] e métodos hibridos
[28].

4.2 Problema fracionario da mochila

Os problemas da mochila referidos na sec¢do anterior lidam com uma fungéo objetivo que € linear.
Contudo, podem também ser tratados no sentido de otimizar um quociente de fungdes afins, com a
seguinte formulacao

n
Nixj+ o
max 1?7 (4.2a)
Y. Djx;+p
j=1
n
s.a Y apx;<b (4.2b)
j=1
xje{0,1}, j=1,....n (4.2¢)

onde N,D,a € R", com D >0, a, > 0e b € R. Este problema pode ser resolvido pelos métodos
paramétricos estudados no Capitulo 2 e pode igualmente ser resolvido pelos métodos de soma
ponderada apresentados no Capitulo 3, associados ao problema linear biobjetivo da mochila

max N(x):Zijj
=1

min D(x)=) Dijx;
j; " 4.3)

n
S. a Zajxjgb
j=1
xje{0,1}, j=1,....n
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Numa segunda fase considera-se a relaxacao linear do problema (4.2), isto €, o problema fracionério
da mochila que se obtém substituindo as condi¢des (4.2c) por

0<x;<1, j=1,....n

Alguns trabalhos dedicaram-se ao estudo do problema fraciondrio da mochila. Destes, destacam-se
[19], em que Ishii et al. estudam algumas propriedades do problema na sua versdo inteira, e [17], em
que Ibaraki testa o comportamento de novos métodos paramétricos considerando o problema na sua
versdo real.

4.3 Experiéncia computacional

Para comparar os métodos descritos nos Capitulos 2 e 3 em termos de efici€ncia, apresentam-se
em seguida resultados de alguns testes computacionais. Pretende-se comparar os varios métodos para
um problema concreto, tendo-se optado pelo problema da mochila. Fica fora do dmbito deste trabalho
o estudo de um método dedicado exclusivamente a este problema. Por este motivo recorreu-se ao
solver CPLEX 12.8 para resolver as formulacdes de problemas da mochila apresentadas na seccao
anterior. Selecionaram-me os métodos que mostraram melhores resultados para programas lineares
fraciondrios, apresentados nas Seccdes 2.4 e 3.4, e adaptaram-se os cédigos MD, MPB e MPBM, no
primeiro caso, e MSP e MSPYM, no segundo. Os métodos foram aplicados a dois conjuntos de problemas
da mochila fraciondrios:

Testes A problemas da mochila fraciondrios com variaveis bindrias, como o definido em (4.2),

Testes B a relaxacdo linear dos problemas no ponto anterior, com varidveis reais satisfazendo as
restricdes 0 < x; < 1,para j=1,...,n.

No primeiro conjunto de testes os subproblemas da mochila bindrios foram resolvidos através da
rotina cplexbilp, enquanto que no segundo se aplicou a rotina cplexlp. Os testes foram executados
na maquinha referida anteriormente.

Os problemas gerados dependem dos seguintes parametros:

L. N =I[Nj]j=1,.n. D=[Dj]j=1
{1,....,C}Lj=1....n;

e = [aj]j:1w.7n, com Nj, D; e a; gerados aleatoriamente em

2. oo =0ce B gerado de forma uniforme em {1,...,C};
3. b escolhido aleatoriamente em {1,...,Y"_, a;}.

Além disso, utilizaram-se os limites C = 10, 100.

Testes A As Tabelas 4.1 e 4.2 resumem os resultados médios obtidos pelos cinco cédigos para 30
problemas fraciondrios da mochila de cada dimensao.

Considerando C = 10, o método com melhores resultados foi o MD, alcancando o menor tempo
de execugdo médio e o mais baixo nimero de iteracdes, para quase todos os casos. Estes resultados
sao ainda melhores quando C = 100, caso em que MD foi sempre, em média, mais rapido do que os
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Tabela 4.1 Tempo de execugdo (em segundos) e nimero de iteracdes em problemas fraciondrios
binarios da mochila, com C = 10

MD MPB MPBM MSP MSPM

n 3 sk t sk 3 sk t sk t sk
60 0.14200.06096 6 0.5568 1.2728 53  0.7939 2.0138 37 0.94950.1767 52 0.1628 0.0449 9
80 0.13800.0526 6 0.4040 0.878937 1.6127 5.083954 1.2363 0.2202 63 0.1784 0.0541 10
100 0.20630.07936 0.41930.894237 0.22690.1586 4 1.33620.3051 66 0.1804 0.0415 10
120 0.16140.0798 6 0.7260 1.5259 69 0.21550.0686 4  1.6083 0.2461 82 0.1977 0.0722 10
140 0.1686 0.0949 6 1.0344 2.3034 68 0.5547 1.4083 21 1.68320.441277 0.1951 0.0484 10
160 0.15390.0601 6 0.79422.1306 52 0.8146 1.738037 1.76450.4296 81 0.2170 0.0514 10

Tabela 4.2 Tempo de execugdo (em segundos) e nimero de iteracdes em problemas fraciondrios
bindrios da mochila, com C = 100

MD MPB MPBM MSP MSPM

n t sk t sk t sk t S k t sk
60 0.10690.04356 0.2699 0.0842 24 0.21620.0759 4  1.4077 0.4308 84  0.1670 0.0509 10
80 0.11710.04316 0.2737 0.064025 0.24630.0959 4 1.67530.3342 109 0.1836 0.0729 11
100 0.13290.0401 6 0.28820.117024 0.2894 0.0985 4  2.1298 0.4855 123 0.1973 0.0493 11
120 0.11300.05967 0.42150.8747 40 0.2844 0.1629 4 3.18390.6645 175 0.18450.0524 11
140 0.11670.04256 0.28700.107224 0.5658 1.0139 21 2.98450.7841 170 0.2118 0.0501 11
160 0.1204 0.04257 0.29100.085524 2.1751 8.5646 38 4.2003 1.0838 205 0.2126 0.0471 12

restantes codigos. Além disso, apesar de ter sido mais lento, o método MPBM destacou-se em relagao
ao numero de iteragdes nos problemas de dimensdes menores, enquanto que para as mais elevadas o
método MD foi o que necessitou de menos iteracdes para encontrar a solugdo 6tima.

No que respeita aos métodos biobjetivo, voltou a confirmar-se uma diminui¢ao significativa do
nimero de iteragdes, e também do tempo de execugdo ao utilizar o codigo MSPM, relativamente a MSP,
principalmente para os problemas com maior variacdo de custos, C = 100. A situacéo foi andloga
para os c6digos MPBM e MPB, ainda que de forma menos coerente. E evidente que de entre os métodos
biobjetivo, o MSPM € o que se aproxima mais da eficiéncia conseguida pelo MD. Em praticamente todos
0s casos, os métodos paramétricos mostram ser mais eficientes, comparativamente com o MSP.

Nas Figuras 4.1a e 4.2a observa-se um comportamento praticamente linear do tempo de execugdo
médio do MSPM relativamente a dimensdo dos problemas. No caso do MD, o comportamento € préximo

de uma constante para C = 100.

Testes B As Tabelas 4.3 e 4.4 resumem os resultados dos mesmos métodos para o segundo conjunto
de testes, relativamente a versdo relaxada do problema fracionario da mochila com variaveis bindrias.

De um modo geral estes problemas foram resolvidos mais facilmente do que aqueles que tém
varidveis bindrias, tendo exigido menos iteracdes do que os anteriores (exceto no caso do método MPB).
Ap6s a andlise dos resultados, verifica-se que a ordem de grandeza dos tempos de execucio e nimero
de iteracdes ndo se altera grandemente quando se alarga o intervalo de custos permitidos. Além disso,
ao contrdrio do que foi observado para programas lineares fraciondrios genéricos — Sec¢do 2.4 — o
codigo MPBM foi o mais eficiente na resolugdo dos problemas da mochila quando C = 10, tanto em
termos de tempo de execugdo como de nimero de iteragcdes. Em relagdo a C = 100, observa-se que
existe uma divergéncia nos resultados, chegando o MSP a ser o c6digo mais eficiente para algumas
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Figura 4.1 Resultados dos métodos MD e MSPM para problemas da mochila fraciondrios com varidveis
binarias, com C = 10

Tabela 4.3 Tempo de execugdo (em segundos) e niimero de iteragdes em problemas fracionarios da
mochila, com C = 10

MD MPB MPBM MSP MSPM

n t sk t sk t sk t sk t sk
60 0.05260.19196 0.0698 0.1544 55 0.01130.00604 0.01350.0328 5 0.0134 0.0328 5
80 0.02950.09326 0.0459 0.0868 39 0.0103 0.00374 0.0148 0.03585 0.0148 0.0367 5
100 0.0138 0.03576 0.0473 0.0905 39 0.01490.00944 0.01420.03405 0.0148 0.0346 5
120 0.01500.03526 0.0961 0.192071 0.0139 0.00614 0.01400.03225 0.01520.0338 5
140 0.01820.05106 0.08790.165571 0.01220.00474 0.0169 0.03205 0.0148 0.0336 5
160 0.01370.03416 0.07700.1746 55 0.0128 0.00424 0.01530.03415 0.0156 0.0358 5

dimensdes, o que contradiz os resultados anteriores. Nestes tltimos problemas, alguns métodos
exigiram mais iteragdes do que para C = 10. Apesar disso, o cédigo MD continuou a ser, quase sempre,

0 mais rdpido para os casos com dimensdes maiores.

Para esta classe de problemas hd uma maior homogeneidade de resultados, em termos gerais. Em
particular, os métodos biobjetivo foram praticamente tao eficientes quanto os métodos paramétricos
testados. E ainda de salientar que, a excecdo do cédigo MPB, todos os restantes c6digos necessitaram
de menos iteragdes para atingir a solu¢do 6tima quando as varidveis s@o reais, ainda que a diferenca
seja pouco marcada.

Apesar de ndo ser tdo notério como no resultados computacionais do cédigo MPBM apresentados
no Capitulo 2.4, observou-se que em alguns problemas o c6digo MPB nao foi capaz de identificar de
imediato ter encontrado uma aproximagdo razodvel da solucio 6tima, tendo gerado mais iteragdes
do que as necessdrias. Isto aconteceu, por exemplo, para os problemas registados na Tabela 4.4,
tendo sido o método interrompido ao fim de 26 iteragdes, apesar de ter atingido a solu¢do Gtima nas

primeiras.
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Figura 4.2 Resultados dos métodos MD e MSPM para problemas da mochila fraciondrios com varidveis
bindrias, com C = 100

Tabela 4.4 Tempo de execugdo (em segundos) e nimero de iteragdes em problemas fraciondrios da
mochila, com C = 100

MD MPB MPBM MSP MSPM

n t sk t sk t sk t s k t sk
60 0.02620.10276 0.0438 0.083226 0.01040.00435 0.01420.03695 0.01400.0322 5
80 0.01490.0431 6 0.03210.034926 0.01200.00625 0.0148 0.03775 0.01390.0337 5
100 0.01490.03926 0.0336 0.035526 0.02150.0568 8 0.01400.03205 0.0144 0.0347 5
120 0.0147 0.03527 0.0560 0.0947 42 0.01300.00525 0.01430.03255 0.01430.03315
140 0.01450.03436 0.03520.037626 0.0146 0.00625 0.0148 0.0328 5 0.0171 0.0353 5
160 0.01490.03597 0.03390.034826 0.01500.00585 0.01490.03645 0.01530.0324 5

As Figuras 4.4a e 4.5a mostram os mesmos resultados, onde se destaca um comportamento quase
constante dos tempos de execucdo do cédigo MPBM, quando C = 10, e um aparente decréscimo do
cddigo MD a medida que aumenta a dimensao do problema, em ambos os casos.

Nas Figuras 4.3 e 4.8 comparam-se os c6digos MD e MSPM, por terem sido os mais eficientes e
consistentes das duas classes, paramétrica e biobjetivo. Tanto para os problemas bindrios como para
os problemas relaxados, os resultados dos doi cédigos foram préximos, sendo cada um deles o mais
rapido para diferentes dimensdes. Por exemplo, o c6digo MD foi o melhor para a maior parte dos
problemas da mochila bindrios, enquanto que o cédigo MSPM encontrou a solugdo em menos iteragdes
e menos tempo de execucdo do que MD na maioria dos problemas da mochila relaxados. Observa-se
contudo que, ao contrério do cédigo MD, o c6digo MSPM € mais sensivel ao aumento do valor de C, o
que pode ser consequéncia do aumento do ndmero de solugdes eficientes calculadas.
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Figura 4.5 Resultados dos métodos MD e MPBM para problemas da mochila fraciondrios com variaveis
reais, com C = 100
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Capitulo 5

Conclusao

Os problemas lineares fraciondrios caracterizam-se por terem um quociente de fun¢des afins
como funcio objetivo e um conjunto de restricdes lineares. No inicio do presente trabalho reviram-se
algumas propriedades deste tipo de problemas e os principais métodos conhecidos para o resolver:
métodos paramétricos e métodos de mudancga de varidvel. Testes computacionais destes métodos num
conjunto de problemas gerados aleatoriamente destacaram os métodos de Charnes e Cooper como
sendo o mais rdpido e o de Dinkelbach como o método paramétrico mais eficiente.

Em seguida, estudaram-se alguns conceitos de otimizacdo biobjetivo e a sua relacdo com a
programacdo linear fraciondria, do que resultou a proposta de resolucdo destes problemas baseada no
célculo de solugdes eficientes suportadas do problema biobjetivo associado. Este método depende da
resolucdo de problemas semelhantes ao inicial, mas com somas ponderadas das fun¢des do quociente
como fung¢do objetivo. Uma versdo modificada do método da soma ponderada foi também apresentada.
Esta modificacdo tem por base propriedades dos problemas lineares fraciondrios revistas no Capitulo 2
e permite reduzir, de forma significativa, o nimero de soluc¢des calculadas e o niimero de iteragdes do
método. Estes resultados foram verificados empiricamente através de experiéncia computacional para
varios exemplos de programas lineares fracionarios com diferentes dimensdes.

De um modo geral, os problemas testados foram resolvidos em menos de dois segundos. Apesar
de o método da soma ponderada modificado, MSPM, se ter revelado consideravelmente mais eficiente
do que a sua primeira versdo, uma comparagdo entre os resultados reportados nos Capitulos 2 e 3
indica que para programas lineares fraciondrios genéricos os métodos biobjetivo, nomeadamente
MSPN, exigiram mais iteragdes e maior tempo de execucao do que o melhor método paramétrico para
os mesmos testes, o método de Dinkelbach, MD. Em termos de tempo de CPU o c6digo MD foi cerca de
duas a quatro vezes mais rdpido do que MSPM.

Uma das principais vantagens dos métodos paramétricos e biobjetivo relativamente a transfor-
macao do problema num programa linear € o facto de ndo alterarem a regido admisivel e, portanto,
determinarem solucdes do tipo original. Por este motivo, o Capitulo 4 é dedicado & comparacdo
entre os métodos paramétricos e os métodos biobjetivo, para um problema combinatério cldssico: o
problema da mochila. Considerou-se a sua versdo fraciondria com varidveis bindrias e com varidveis
reais. As conclusdes nao coincidiram completamente com as anteriores. Neste caso os melhores
resultados foram obtidos pelos métodos MD, MPBM e MSPM. Relativamente aos métodos MPB e MPBM
detectaram-se casos em que a solucdo 6tima € atingida, mas néo € identificada assim que € encontrada,

43



44 Conclusao

obrigando a execucdo de iteracdes sem que se altere a solucdo. Isto ocorreu para problemas genéricos
e para o problema da mochila, respetivamente.

S6 pontualmente o método biobjetivo MSPM foi o mais eficiente de todos, além de se ter mostrado
mais sensivel a variagcdo dos valores de custo dos problemas do que os métodos paramétricos. Contudo,
de um modo geral os resultados ndo foram muito diferentes dos restantes algoritmos e foi largamente
mais competitivo do que o método MD para problemas da mochila com varidveis reais, o que indica
que pode ser uma alternativa de resolucio de programas lineares fraciondrios a considerar.

Como trabalho futuro pretende-se analisar diferentes critérios de paragem dos algoritmos e a sua
influéncia nos resultados apresentados por cada um. E igualmente relevante alargar a experiéncia
computacional a problemas com dimensao maior do que os ja apresentados e analisar o comportamento
de alguns dos algoritmos considerados para outras classes de problemas combinatorios.
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