o
Instituto Alberto Luiz Coimbra de U F RJ
Pés-Graduagao e Pesquisa de Engenharia

ANALISE DINAMICA DE ESTRUTURAS POR INTERMEDIO DE MARCHA
NO TEMPO COM PARAMETRIZACAO LOCAL ASSOCIADA AO METODO
DOS ELEMENTOS FINITOS

Tales Vieira Sofiste

Dissertagcao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pos-graduacao em FEngenharia
Civil, COPPE, da Universidade Federal do
Rio de Janeiro, como parte dos requisitos
necessarios a obtenc¢ao do titulo de Mestre em

Engenharia Civil.

Orientadores: Webe Joao Mansur

Delfim Soares Junior

Rio de Janeiro

Agosto de 2018



ANALISE DINAMICA DE ESTRUTURAS POR INTERMEDIO DE MARCHA
NO TEMPO COM PARAMETRIZACAO LOCAL ASSOCIADA AO METODO
DOS ELEMENTOS FINITOS

Tales Vieira Sofiste

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO
ALBERTO LUIZ COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE
ENGENHARIA (COPPE) DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE
JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A
OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS EM ENGENHARIA
CIVIL.

Examinada por:

Prof. Wbe Jodo Mansur Ph.D.

qvé-*/}%d\

P;wf,Delﬁm Soar ]unlor D.Sc.

/ /// & / /Z_,/JN/—\

Prof. Edivaldo Figueiredo! {Fontes E}I’fﬁior, D.Sc.

ﬁ'&@pﬂbw

Prof. Franciane Concei¢ao Peters, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
AGOSTO DE 2018



Sofiste, Tales Vieira
Anadlise dinadmica de estruturas por intermédio de
marcha no tempo com parametrizacao local associada ao

método dos elementos finitos/Tales Vieira Sofiste. — Rio

de Janeiro: UFRJ/COPPE, 2018.
XTI, p2 p 1L 29, 7em,

Orientadores: Webe Joao Mansur
Delfim Soares Junior

Dissertagao (mestrado) — UFRJ/COPPE/Programa de
Engenharia Civil, 2018.

Referéncias Bibliograficas: p. [87—[02

1. Marcha no tempo. 2. Dinamica de estruturas. 3.
Método dos Elementos Finitos. 1. Mansur, Webe Joao
et al. 1I. Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE;,

Programa de Engenharia Civil. III. Titulo.

il




Agradecimentos

Agradego aos meus pais Juarez e Vania pelo amor, carinho, ajuda nos momentos
dificeis e por sempre terem acreditado e me incentivado ao longo destes anos. Todas
as conquistas nao seriam possiveis sem voces.

Aos meus irmaos, Ana Terra, Gabriel e Breno, pela amizade e que, mesmo de
longe, estiveram presentes nesta conquista.

A Bruna, pelo amor, companheirismo e por estar ao meu lado nestes anos dificeis.
Obrigado por fazer parte desta conquista e sempre me incentivar a ser uma pessoa
melhor.

Aos meus orientadores, professores Webe e Delfim pelo grande auxilio, disponi-
bilidade e por tornarem este trabalho possivel.

A CAPES, pelo apoio financeiro.

A todos os professores que fizeram parte da minha formacao.

v
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O presente trabalho descreve um novo método de marcha no tempo para analise
dinamica de estruturas. Nesta nova abordagem, os parametros de integracao sao de-
finidos em nivel local e diferentes valores podem ser atribuidos para cada elemento
da discretizacao espacial do modelo. Além disso, estes parametros sao computados
de acordo com as propriedades do elemento e o usuario pode escolher em quais ele-
mentos o amortecimento numérico sera introduzido. Uma vez que os parametros de
integracao sao definidos localmente em fungao das propriedades do elemento, a nova
técnica de marcha no tempo se adapta ao modelo, proporcionando elevada precisao.
O método possui precisao de segunda ordem, tem estabilidade garantida, nao neces-
sita de procedimentos especiais de inicializacao e possui dissipacao de frequéncias

altas controlavel pelo usuério.
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A TIME MARCHING PROCEDURE FOR STRUCTURAL DYNAMICS
ANALYSIS WITH LOCAL PARAMETERIZATION ASSOCIATED TO THE
FINITE ELEMENT METHOD
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August /2018
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The present work describes a new time marching procedure for structural dy-
namics analyses. In this novel technique, time integration parameters are locally
defined and diferent values may be attributed to each structural element of the
model. In addition, these parameters are evaluated according to the properties of
the elements, and the user may select in which structural elements numerical dis-
sipation will be introduced. Since the integration parameters are locally defined as
function of the structural element itself, the time marching technique adapts ac-
cording to the model, providing enhanced accuracy. The method is second order
accurate, it has guaranteed stability, it is truly self-starting and it allows highly

controllable algorithm dissipation in the higher modes.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes inicias

Métodos numéricos sao importantes ferramentas na resolugao de problemas com-
plexos em diversos campos da engenharia. O avanco tecnolégico dos materiais e
das técnicas construtivas exigiu andlises mais sofisticadas, que foram possibilitadas
pelo grande desenvolvimento da capacidade de processamento dos computadores
nas ultimas décadas. Neste contexto, o método dos elementos finitos (MEF) se
destaca por sua eficicia e aplicabilidade, sendo amplamente utilizado na anélise de
estruturas, transferéncia de calor e mecanica dos fluidos [1H4].

A andlise de estruturas submetidas a carregamentos que variam com o tempo
pode ser realizada a partir de duas formas: a deterministica e a nao deterministica.
A analise deterministica se caracteriza quando o carregamento aplicado a estrutura
é plenamente conhecido durante todo o intervalo da andlise. A partir deste car-
regamento, denominado carregamento prescrito, sao obtidos os deslocamentos da
estrutura em fungao do tempo. Em contrapartida, a andlise nao deterministica é
caracterizada quando nao se conhece exatamente o carregamento. Neste caso, os
valores de carga sao determinados estatisticamente e sao denominados carregamen-
tos aleatérios [5]. Neste contexto, busca-se obter respostas em termos de tensoes,
deformagoes ou deslocamentos em uma estrutura sujeita a uma carga arbitraria que

varia em fungao do tempo . Portanto, o MEF é empregado para a discretizacao espa-



cial e a resposta dinamica pode ser obtida, basicamente, através de duas abordagens,
considerando-se analises no dominio do tempo: superposi¢ao modal e integragao di-
reta no tempo [5H7].

Na superposicao modal, a resposta dinamica ¢é calculada através do somatoério das
respostas de cada modo de vibracao da estrutura separadamente. Ja na integragao
direta no dominio do tempo, que sera o foco de estudo do presente trabalho, a
resposta dinamica é obtida por integracao numérica, por intermédio de métodos de
marcha no tempo (time marching), também conhecidos como métodos passo a passo
(step-by-step) 6 .

Os métodos de marcha no tempo podem ser classificados como explicitos ou
implicitos, cada qual apresentando vantagens e desvantagens, dependendo das ca-
racteristicas do problema em andlise. Define-se como explicito o método no qual o
calculo da resposta no passo de tempo atual depende somente das respostas obtidas
nos passos de tempo antecedentes [II, B, [9]. Desta forma, no método explicito nao é
necessario solucionar um sistema de equagoes a cada passo de tempo e, por isso, sao
usualmente caracterizados por demandar menor custo computacional. Entretanto,
métodos explicitos sao condicionalmente estaveis, ou seja, o intervalo de tempo uti-
lizado na andlise deve ser inferior a um valor critico. Em contrapartida, métodos
implicitos geralmente requerem maior custo computacional e podem ser incondicio-
nalmente estaveis. Sendo assim, podem apresentar passos de tempo maiores, ficando
limitado somente ao critério de precisao [10].

Algoritmos adaptativos sao usualmente referidos aqueles que possuem uma de-
finicdo automatica do passo de tempo utilizado na marcha temporal [T1HI4], ge-
ralmente calculado por uma ponderacao entre custo computacional e precisao. A
determinacao automética do passo tempo nao serd o foco do presente trabalho. A
abordagem utilizada é adaptativa no sentido de computar os parametros do método
de forma automatica, a partir das caracteristicas do elemento em analise. Portanto,
o calculo dos parametros é feito elemento a elemento, o que permite uma diferente
distribuicao espacial.

Uma importante propriedade dos métodos de marcha no tempo é o amorteci-



mento numérico. Como a resposta de interesse se encontra na faixa de frequéncias
baixas, frequéncias de alta magnitude sao espirias (ruidos) provenientes da discre-
tizagao espacial. Desta forma, é conveniente que um método passo a passo para
analise dinamica estrutural apresente dissipagao controlavel de frequéncias altas.
Diante do exposto, o foco do presente trabalho sera apresentar uma nova abor-
dagem, baseada nas familias de algoritmos propostas por SOARES JR/ [10, 15], com
precisao de segunda ordem, incondicionalmente estavel, adaptativo e com dissipagao

de frequéncias espurias controlavel a nivel de elemento.

1.2 Breve revisao bibliografica

O desenvolvimento de métodos de integracao direta para andlise dinamica de
estruturas tem sido alvo de intimeras pesquisas nas iltimas décadas. Diversas me-
todologias foram propostas buscando manter estabilidade, precisao e introducao de
amortecimento numérico para dissipacao de frequéncias espurias.

O método das Diferencas Centrais (MDC) mostra-se eficiente quando é possivel
considerar a matriz de massa diagonal (lumped mass) e o amortecimento desprezivel
ou proporcional a matriz de massa, pois, nestes casos, nao é necessario efetuar
fatoragao de matrizes na solucao passo a passo. Ou seja, a solugao de um sistema de
equagoes reduz-se a inversao de matrizes diagonais, o que diminui consideravelmente
o custo do processamento computacional. Entretanto, o MDC é condicionalmente
estavel e, dependendo das caracteristicas do problema, pode exigir intervalos de
tempo muito reduzidos na andlise, perdendo a eficiéncia citada anteriormente [, [16].

A familia de algoritmos de Newmark [I7] é amplamente reconhecida no meio
cientifico e, portanto, uma das mais utilizadas. Dependendo dos parametros utili-
zados no método de Newmark é possivel reproduzir tanto esquemas explicitos (e.g.,
diferencga central) quanto implicitos (e.g., regra trapezoidal, aceleracao linear). Além
disso, esta familia de algoritmos possui amortecimento numérico quando sua precisao
¢ reduzida para primeira ordem, porém, neste caso, também apresenta dissipagao
significativa de frequéncias de baixa magnitude. Ressalta-se que o método de New-

mark alcanca precisao de segunda ordem somente sem apresentar amortecimento



numérico [18, 19]. O método de Newmark serd empregado na compara¢ao com a
metodologia proposta e sua implementacao ¢ descrita no capitulo

O método de Houbolt [20] foi um dos primeiros com amortecimento numérico
aplicado a andlise dinamica de estruturas, sendo sua formulacao semelhante ao
método de Park [2I], uma vez que ambos aproximam velocidade e aceleragao por
diferencas finitas regressivas multiplas. Estes métodos sao implicitos, incondicio-
nalmente estaveis e possuem precisao de segunda ordem. Entretanto, apresentam
a desvantagem da necessidade de procedimentos especiais de inicializacao para que
a marcha no tempo possa comecar [I8, 19, 22]. Visando contornar este problema,
SOROUSHIAN e FARJOODI [23] apresentaram uma formulagao unificada para ini-
cializagdo do método de Houbolt. CHUNG e HULBERT [24] propuseram uma nova
familia de algoritmos, espectralmente idéntica ao método de Houbolt, incondicio-
nalmente estavel e com precisao de segunda ordem.

O método Wilson-6 [25] consiste em uma extensdo do método da aceleracao
linear (método de Newmark com parametros vy = % e Oy = %) Sua formulacao
foi obtida considerando-se a variacao linear da aceleragao no intervalo de tempo
t + 0At. Desta forma, o método da aceleracao linear de Newmark é reproduzido
quando 0 = 1,0. O método Wilson-f é implicito, incondicionalmente estavel e possui
precisao de segunda ordem para valores de § > 1,37 [26].

HILBER et al. [27] propuseram o método HHT (Hilber, Hughes & Taylor),
também denominado Hilber-a (ou HHT-«), baseado na familia de algoritmos de
Newmark. O obejtivo dos autores foi introduzir dissipagao de componentes de alta
frequéncia sem perder a precisao de segunda ordem, uma deficiéncia do método de
Newmark. Seguindo a mesma premissa, WOOD et al. [28] estabeleceram o método
WBZ (Wood, Bossak & Zienkiewicz), também conhecido como método Bossak-av (ou
WBZ-a), que é semelhante ao método HHT e também foi baseado na formulagao
da familia de algoritmos de Newmark. CHUNG e HULBERT [29] combinaram os
métodos HHT e WBZ, elaborando o método a-generalizado. A partir da combinagao
de valores para os parametros desta metodologia, é possivel reproduzir os métodos

HHT, WBZ, ou ainda, Newmark.



BAZZ71 e ANDERHEGGEN [30] desenvolveram o método p, uma familia de al-
goritmos com esquemas implicitos ou explicitos, na qual a dissipagao das frequéncias
espurias é controlada por um tnico parametro do método. HOFF e PAHL [31] ela-
boraram uma familia de algoritmos com seis parametros independentes, na qual a
grande maioria dos métodos citados anteriormente pode ser reproduzida. Os autores
propoem um ajuste sistematico, reduzindo a familia de algoritmos a uma abordagem
de apenas um parametro, denominado método 6.

Mais recentemente BATHE [32] prop6s uma metodologia na qual cada passo de
tempo ¢é divido em dois subpassos iguais, sendo que no primeiro subpasso ¢ utilizada
a regra trapezoidal e no segundo, o método regressivo de Euler. O objetivo do
autor foi elaborar um método de simples implementacao, incondicionalmente estavel,
com precisao de segunda ordem e que nao apresentasse a necessidade de ajuste de
parametros pelo usuério [33], 34]. Este método serd utilizado na comparagdo com a
metodologia proposta, logo sua implementacao é descrita no capitulo 3]

SOARES JR [10] propés uma nova familia de algoritmos baseada somente em
relacoes entre deslocamentos e velocidades, eliminando a necessidade do calculo de
aceleragoes. Portanto, trata-se de um método de simples implementagao, além de
nao requerer procedimentos especiais de inicializacao. Dando continuidade a esta
abordagem, SOARES JR [I5] apresentou uma formulacao adaptativa, em que os
parametros do método sao calculados automaticamente, baseado nas propriedades
do elemento. Uma vez que este célculo é feito no referencial local, os parametros
podem assumir valores distintos para cada elemento. A nova abordagem proposta
no presente trabalho é uma continuidade dos métodos propostos por SOARES JR/
[10, [15], portanto a implementagao destes métodos é mostrada no capitulo

Diversos outros métodos explicitos [35H42] ou implicitos [43H45], bem como
técnicas de subciclagem [46H48], métodos de ordem superior [49-52] ou métodos
com intervalos de tempo adaptativos [53-56], podem ser encontrados na literatura.
Além disso, para uma visao mais aprofundada acerca do assunto, cita-se as revisoes
bibliograficas realizadas por DOKAINISH e SUBBARAJ [16], SUBBARAJ e DO-
KAINISH [1§], TAMMA et al. [22] e FUNG [19].



1.3 Objetivo e organizacao do trabalho

O objetivo do presente trabalho é apresentar uma nova abordagem da familia
de algoritmos proposta por SOARES JR/ [10, [I5] para solugdo de problemas de
dinamica estrutural via método dos elementos finitos. A nova abordagem é de
simples implementacao, incondicionalmente estavel, adaptativa, possui precisao de
segunda ordem e apresenta a vantagem de possuir dissipacao de frequéncias espurias
controldvel pelo usudrio a nivel do elemento. Além disso, métodos cldssicos (e.g.
Regra Trapezoidal), podem ser reproduzidos através deste método.

Apo6s introducao do trabalho, a formulagao bésica para solucao de problemas de
dindmica estrutural (segao bem como a discretizacao espacial pelo método dos
elementos finitos (segéo serao apresentadas no capitulo . As analises serao feitas
com elementos de barra (bar), viga (beam) e pértico (frame), sendo que somente
analise linear sera considerada neste trabalho. Entretanto a modelagem apresentada
pode ser extrapolada para outros tipos de elementos e levar em consideracao também
analise nao linear.

O capitulo |3| dedica-se a apresentacao dos métodos de marcha no tempo. Sao
descritos os métodos de Newmark [I7] e Bathe [33], utilizados na comparagao com
a nova abordagem proposta, bem como as familias de algoritmos propostas por
SOARES JR|[10, 15], na qual a nova abordagem é fundamentada. No capitulo 4| a
nova metodologia é proposta e suas caracteristicas sao discutidas.

No quinto capitulo os resultados obtidos através da nova metodologia proposta
sao expostos e comparados com os obtidos pelos métodos citados no capitulo[3] Além
disso, erros relativos sao apresentados, demonstrando a superioridade do método
proposto. Por fim, consideragoes finais e conclusoes relativas ao presente trabalho

sao feitas no capitulo [6]



Capitulo 2

Formulacao da dinamica estrutural

O presente capitulo dedica-se a formulacao matematica da equacao diferencial de
segunda ordem a ser resolvida pelo método numérico proposto, denominada equagao
de movimento. Além disso, as matrizes de rigidez e massa utilizadas para a discre-

tizacao espacial via método dos elementos finitos sao obtidas.

2.1 Equacao de movimento

2.1.1 O principio de D’alembert

As equagdes de movimento de um sistema dinamico qualquer equivalem a 2* Lei
de Newton, que diz que a variacao da quantidade de movimento de uma particula
com massa m ¢ igual a forca que atua nela. Tal relagao pode ser definida pela
seguinte equagao diferencial [5]:

F(t) = %@%), (2.1)

onde F'(t) corresponde ao vetor de forcas, u(t) corresponde ao vetor posicdo e m a
massa da particula. Quando a massa nao varia com o tempo, pode-se reescrever a
Equacao [2.1] como:

F(t)=m (2.2)

a2’



ou ainda:

F(t) = mii(t). (2.3)

A Equacao mostra que a forca é igual ao produto da massa pela aceleracao
(dois pontos significam a segunda derivada com relagao ao tempo). Pode-se reescre-

ver esta equacao da seguinte forma:

F(t) — mi(t) = 0, (2.4)

na qual o termo mi é denominado for¢a inercial. O conceito de que a massa de-
senvolve uma forca inercial proporcional a aceleragao e com sentido contrario é
conhecido como o Principio de D’alembert. A for¢a F(t) pode expressar forcas
eldsticas (que se opoe ao deslocamento) e também forgas de amortecimento viscoso
(que se opbe a velocidade). Portanto, esta abordagem permite que as equagoes de

movimento sejam expressas na forma de equilibrio dinamico.

2.1.2 Sistema dinamico elementar

Um sistema dinamico elementar de um grau de liberdade (livre para oscilar na
diregao horizontal) pode ser idealizado por um sistema basico constituido de uma
massa, uma mola e um amortecedor, conforme ilustrado na Figura 2.1 onde m
representa a massa do sistema, k a propriedade eldstica (rigidez) e ¢ a constante de
amortecimento (perda de energia mecanica). A posi¢do do sistema é definida em
qualquer instante de tempo por u(t) e o carregamento externo aplicado é definido

por P(t).

w% =1

QO

Figura 2.1: Sistema dinamico elementar.



O equilibrio dinamico das forcas que atuam neste corpo, representado pelo di-
agrama de corpo livre, é mostrado na Figura , onde f;(t) corresponde a forga

inercial, fs(t) a forca eldstica e fp(t) a forga de amortecimento.

|—>u(t)

fr(t)

QO

Figura 2.2: Equilibrio de um sistema dinamico elementar.

A equacao de movimento que rege este sistema é dada pelo equilibrio de todas

as forcas que atuam no sistema:

fi(t) + fo(t) + fs(t) = P(t). (2.5)

Segundo o principio de D’alembert, a forca inercial é dada pelo produto da massa

pela aceleracao:

fr(t) = mii(t). (2.6)

Pode-se assumir que a forga de amortecimento é proporcional a velocidade (amor-

tecimento viscoso):

fo(t) = cu(t). (2.7)

A forca elastica é definida pelo produto da rigidez pelo deslocamento do corpo,

dada por:
fs(t) = ku(t). (2.8)

Ao substituir as Equagoes a na Equacao 2.5 chega-se a equacao de

movimento para um sistema dinamico elementar de um grau de liberdade [5]:

mii(t) + ci(t) + ku(t) = P(t). (2.9)



Analogamente, para sistemas com inumeros graus de liberdade discretizados por

elementos finitos, a equagao de movimento é dada por [I]:

MU(t) + CU(t) + KU(t) = P(t), (2.10)

onde P(t) corresponde ao vetor de carregamentos (dependente do tempo) e M, C e K
correspondem as matrizes de massa, amortecimento e rigidez. Estas matrizes podem
ser constantes no tempo (analise linear) ou podem variar no tempo (andlise nao
linear). A ordem destas matrizes é determinada pelo nimero de graus de liberdade
adotados para discretizar a estrutura. Os termos U(t), U(t) e U(t) correspondem
aos vetores deslocamento, velocidade e aceleragao. Desta forma, a Equagao [2.10
representa um sistema de N equacoes diferenciais de segunda ordem que definem
a resposta em termos de deslocamento, velocidade e aceleragao de um sistema com

multiplos graus de liberdade.

2.2 Discretizacao espacial

A discretizacao espacial do problema dinamico foi feita a partir do método dos
elementos finitos. Este método se destaca pela sua aplicabilidade em varios cam-
pos da engenharia, tais como transferéncia de calor, mecanica dos sélidos, eletro-
magnetismo e mecanica dos fluidos. Uma visao mais aprofundada deste método,
suas aplicagoes, teorias e formulagoes podem ser encontradas na referéncias [I-
4,91 57, 58]. A seguir serao apresentadas as matrizes de massa e rigidez de forma
sucinta, uma vez que esta formulacao pode ser facilmente encontrada nas bibliogra-

fias citadas.

2.2.1 Matriz de rigidez
Barra

O elemento de barra (bar) mostrado na Figura possui dois graus de liberdade:

deslocamento nodal (u; e ug) no sentido axial em cada no.
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Y

1 U3

Figura 2.3: Elemento de barra com dois graus de liberdade.

O campo de deslocamento axial para este elemento pode ser descrito como:

u=[N] , (2.11)

U2

onde N corresponde a matriz de funcoes de interpolacao:

[N] = {L;x ﬂ : (2.12)

Tem-se que a matriz de rigidez deste elemento de barra é [1H3], [, [7, [9]:
L
K] = / BI” EA [B] ds, (2.13)
0

onde B é a matriz gradiente, dada por:

d -1 1

Bl = —[N] = N 2.14

R (214

Portanto:

EA|l 1 -1

k] = =—— : (2.15)
L 11 1

Viga

De maneira andloga, o elemento de viga (beam) mostrado na Figura apresenta
quatro graus de liberdade: deslocamento nodal no sentido vertical (w; e ws) e rotagao

no plano (0 e 605).

11



wy wo

Vo S\ x
1/ Bl 2/

Figura 2.4: Elemento de viga com quatro graus de liberdade.

O campo de deslocamento para este elemento é descrito como:

( )

wy
th
w = [N] , (2.16)
Wa
02
\ J
onde N representa a matriz de funcoes de interpolacao:
3x2 223 222 23 322 223 22 2
N=1|1_2% 4,2 ,_== = = == _ =2 =, 2.17
[N] St T thn o Tt (2.17)

Tem-se que a matriz de rigidez para o elemento de viga é definida por [IH3] (5] [7, 9]:
L
k] = / [B]Y EI [B] ds, (2.18)
0
onde B ¢ a matriz gradiente, dada por:

Bl _ 6 120 4 6z 6 120 2 6x| 9.19
Bl =4n R A N N (2.19)

d? 6 12¢ 4 6z 6 120 2 6x
——[N] =

Portanto:

12 6L —12 6L
EI | 6L 4L? —6L 2L2

K] = 22 . (2.20)
L1 19 6L 12 —6L

6L 2L? —6L A4L?

12



Portico

A matriz de rigidez do elemento de portico plano pode ser obtida através da
superposigao dos elementos de barra (Figura e viga (Figura. Este elemento
possui seis graus de liberdade: deslocamento nodal na dire¢ao axial (u; e usy), deslo-
camento nodal no sentido vertical (w; e wy) e rotagado no plano (6; e 6,). Portanto,

a matriz de rigidez é dada por:

1 00 —1 00 0 0 0O 0 0 0
000 O 0O 0 12 6L 0 —12 6L
EAI10 O 0O 0 0O EI |0 6L 4L? 0 —6L 2L?
k] = — + — . (2.21)
L _ L3
1 00 1 00 0 0 0O 0 0 0
00 0 00O 0 —-12 —-6L 0 12 —-6L
000 O 0O 0 6L 217 0 —6L 4I?
ou ainda:
AL? 0 0 —AL? 0 0
0 127 61L 0 —121  6IL
E 0 6L AIL? 0 —6IL 2IL?
k| = — ) (2.22)

LP a2 o 0 —AL2 0 0
0 —12 —6IL 0 12 —6IL

0 6IL 2IL? 0 —6IL 4IL?

2.2.2 Matriz de massa

A matriz de massa representa uma discretizacao da distribuicao continua da
massa de uma estrutura. E definida como matriz consistente (consistent) quando é
obtida a partir das mesmas fungoes de interpolagao (Equagoes e[2.17) utilizadas
para a obtencao da matriz de rigidez. A matriz de massa também pode ser obtida
através da concentracao da massa de cada elemento nos nés adjacentes. Neste caso, a

matriz é diagonal e definida como matriz inconsistente (lumped). As duas defini¢oes

13



tem vantagens, desvantagens e particularidades, cabendo ao usuério decidir a mais

adequada para a cada analise.

Barra

Considerando o elemento de barra mostrado na Figura [2.3] a matriz de massa

consistente para este elemento é dada por [IH3] 5] [7, O]:
L
el = [ pA NI [N da, (2.23)
0

onde p representa a massa especifica do elemento, A é a drea da secao transversal

e [N] representa a matriz de fungoes de interpolagao para este elemento, dada pela

Equacao Logo:

[mc]sz;L 2 (2.24)

6 11 2

A matriz de massa inconsistente é obtida considerando a metade da massa total
do elemento para cada né. Desta forma, a matriz de massa inconsistente para o

elemento de barra é dada por:
(2.25)

Viga

De maneira analoga a Equacao [2.23] a matriz de massa consistente para o ele-

mento de viga (Figura é dada por [IH3], 5] [7, O]:
L
m¢] = / pA[N]" [N]dz. (2.26)
0

Para o elemento de viga, a matriz de fungdes de interpolacao [N] é dada pela

14



Equacao Portanto:

156 22L o4 —13L

AL | 220 4L 131  —3L?
P (2.27)

me| = ———
420 | 54 13L 156 —22L
“13L —3L2 —922L AL?

A matriz inconsistente para o elemento de viga é obtida pelo mesmo procedi-

mento realizado no elemento de barra:

1 0 00
AL [0 0 0 O
my] = 2= (2.28)
0O 01O
0O 0 0 O

Portico

Da mesma maneira que foi realizada na secao anterior, a obtencao das matrizes
de massa para elemento de pértico é realizada pela superposicao dos elementos de
barra e viga. Portanto, a matriz de massa consistente para um elemento de pértico

¢ dada por:

2 001 0 0 0 0o o0 0o 0o 0|
000000 0 156 22 0 54 —I3L
DAL |0 0 0 0 0 0| paL |0 220 4L 0 13L —3L?
[mC]_Tloozoo 210 o o9 0o o o |
000000 0 54 13L 0 156 —22L
000000 0 —13L —3L% 0 —22L 4L? |
(2.29)
ou ainda:

15



_ pAL
420

140 0

0 156
0 22L
140 0

0 54
0 —13L

0
22L
417

0
13L

—3L*

70
0
0

70
0
0

0
54
13L
0
156
—22L

0
—13L
—3L2

0
—22L

4172

(2.30)

De maneira analoga, a matriz de massa inconsistente para um elemento de pértico

¢ dada por:

o o o o o

16
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o o o o o o

o o O

o o o O

o o o o o O

(2.31)



Capitulo 3

Integracao direta no dominio do

tempo

A equacao de movimento para sistemas discretizados por elementos finitos
(Equacao representa um sistema de N (numero de graus de liberdade néo
prescritos) equagoes diferenciais de segunda ordem. A solucao deste sistema pode
ser muito dispendiosa dependendo do ntumero de graus de liberdade utilizado na
discretizacao espacial. Desta forma, os métodos numéricos utilizam as propriedades
intrinsecas das matrizes M, C e K com o intuito de diminuir o custo para solucao
deste sistema de equagoes [I].

Basicamente, a solucao da equacao de movimento pode ser feita através de duas
abordagens: superposicao modal e integracao direta no tempo. Na superposicao
modal, a resposta é obtida através do somatorio das respostas de cada modo de
vibragao [8]. Na integragao direta no dominio do tempo, a resposta é obtida através
da integracao por meio de métodos de marcha no tempo, sendo que nao é aplicada
nenhuma transformagao prévia nas equagoes de movimento. Esta abordagem baseia-
se no fato de que a Equacao nao é satisfeita em todo o dominio, mas sim em
alguns pontos discretos de tempo At [1].

A seguir serao apresentados os métodos utilizados com intuito de comparacao e

os métodos nos quais a nova abordagem ¢é baseada.
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3.1 Método de Newmark

A familia de algoritmos de Newmark [I7] é baseada nas seguintes aproximacoes:

U = 0+ (1= ) U7 4+ 071 A, (3.1)

1

onde vy e [y sao os parametros que determinam a estabilidade e a acuracia do
método, At é o passo de tempo adotado (At = t"T1 — ") e t" = nAt. Além disso,

a equacao de movimento para t + At:
M["JnJrl + CUn+1 + KUn—i—l _ Pn+1, (33)

também deve ser considerada. Substituindo as Equagoes [3.1] e [3.2] na Equagao [3.3]

a seguinte relacao ¢ obtida:

(M + 7y ALC + By ALK) U+ = P+ O [U” F1(1 =) Atﬁ"} -

K [U” + AtU™ + (% — m) AtQI"J”] . (3.4)

o que permite estabelecer uma relacao recursiva entre deslocamento, velocidade e
leracio. Sendo assi leracéo inicial U° pod
aceleracao. Sendo assim, para iniciar o processo, a aceleragao inicia pode ser

calculada (a partir das condigoes iniciais U0 e UY) por:
MU? = P’ — CU° — KU". (3.5)

Dependendo dos valores adotados para os parametros Sy e vy, métodos classicos
sao reproduzidos pela familia de algoritmos de Newmark. Para vy = 1/2e Sy = /4
a Regra Trapezoidal é reproduzida. Para vy = /2 e By = 1/, a familia de algo-
ritmos reproduz o método da aceleracao linear. A Regra Trapezoidal sera utilizada
para comparacao dos resultados obtidos, uma vez que este método é amplamente

reconhecido e utilizado no meio cientifico, possui precisao de segunda ordem, é incon-
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dicionalmente estavel e nao apresenta decaimento de amplitude. A implementacao

passo-a-passo do método de Newmark, segundo BATHE [I], é apresentada a seguir:

Algoritmo 3.1: Solucao passo-a-passo para o método de Newmark [I].

1. Montar as matrizes globais K, M e C.
2. Inicializar U°, U° e UO.
3. Selecionar os parametros Sy e 7y e o intervalo de tempo At da andlise.

4. Calcular as contantes de integracao:

1 -~ 1 L
g = ———— a, = ay = a3 = —— —
P BNAER T ByAt TP ByAt T 28y
At
a4:7—N—1 a5:—(7—N—2) ag = At (1 —yy) ay = YNAt
BN 2 \ By

5. Formar a matriz de rigidez efetiva:
K =K + aM + a;C
6. Triangularizar K: K = LDL”
7. Para cada passo de tempo:
a. Calcular o vetor de carregamentos efetivo no tempo t + At :
Pl = Pl 4 M (aoU” + a,U" + a;»,fj") +C (alU” + a, U™ + a5I"J”>
b. Resolver em termos de deslocamento no tempo t + At :
LDL U+ = prt!
c. Calcular aceleragao e velocidade no tempo t + At :
Ut = qo (U™ — U") — q,U" — 30"
Ut = U + qgU" + 4, U

3.2 Método de Bathe

O método proposto por BATHE [32] é baseado na ideia da subdivisao de cada
passo de tempo At em dois subpassos iguais At/2. No primeiro subpasso, é aplicada
a Regra Trapezoidal e no segundo ¢ aplicado o método regressivo de Euler. Portanto

a equacao de movimento deve ser atendida no subpasso de tempo ¢ + At/2:

MU + QU™ 4 KUY — P2, (3.6)

Aplicando-se as equacoes para a Regra Trapezoidal:

19



N . At . N

Urtyz — On 4 |:_:| (Un + Unt /2> : (37)
4
At /. .

U =ut {T} (U” + 0 ) ' (3.8)

Usando as Equagoes [3.6] a[3.8] é possivel calcular os deslocamentos, velocidades e
aceleragoes nodais para o passo de tempo t + At/2. No segundo subpasso de tempo,

a equacao de movimento que deve ser satisfeita é:

MU 4+ CU™ + KU = P, (3.9)

Aplicando o método regressivo de Euler, obtém-se:

3

: 1 45 U
U= Um0 (3.10)
. 1 . 4 . ., 3 .
e VA VA VA (311

Analogamente, com as Equacoes de a é possivel calcular os deslocamen-
tos, velocidades e aceleragoes nodais no tempo t+ At, ficando estabelecida a marcha
no tempo.

Este método é implicito, incondicionalmente estavel, possui precisao de segunda
ordem e apresenta a vantagem de nao possuir parametros a serem escolhidos pelo
usudrio, somente o passo de tempo da andlise [34]. Entretanto, por apresentar
duas vezes mais equagoes por passo de tempo, este método possui custo compu-
tacional aproximadamente duas vezes maior do que a Regra Trapezoidal [32]. A

implementagao deste método, de acordo com BATHE [1], é exposta a seguir.
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Algoritmo 3.2: Solucao passo-a-passo para o método de Bathe [I].

1. Montar as matrizes globais K, M e C.

2. Inicializar U, U° e UO.
3. Selecionar o intervalo de tempo At da analise.
4. Calcular as contantes de integragao:
16 4 9 3
ag = — ay = — s = —= as = —
" AR FTAL 2T AR Y
12 3 1
ay = 2@1 as a7 = ———

“AE T ap

5. Formar as matrizes de rigidez efetiva K; e Ka:

At

K1:K+a0M+a1C K2:K+a2M+a3C
6. Triangularizar Kl e Kg:
K, =L,D,LT K,=L,D,LT
7. Para cada passo de tempo:
7.1. Primeiro sub-passo:
a. Calcular o vetor de carregamentos efetivo no tempo t + At/2:
Pt — prt2 4 M <a0U" +a,Un + U”) +C <a1U" + U”)
b. Resolver em termos de deslocamento no tempo t + At/a:
L,D, LT Ut = prt'/2
c. Calcular velocidade e aceleragdo no tempo t 4 At/2 :
U2 = g, (U2 —U") — U"
Ui — ay (U - Om) - O
7.2. Segundo sub-passo:
a. Calcular o vetor de carregamentos efetivo no tempo ¢t + At:
Pl = Pl 4 M (agU"+1/2 +agU" + a, U2 + a7U”> +C (0, U2 + a;U")
b. Resolver em termos de deslocamento no tempo t + At:
L,D,LT Untl = prt!
c. Calcular velocidade e aceleragao no tempo t + At :
Ut = —q,U" — q, U2 4 q,Un L
Ut = —q,U" — q, U2 4 g, Unt!
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3.3 Meétodo de SOARES JR [10]

SOARES JR [I0] propos uma nova familia de algoritmos baseada apenas em
relacoes entre deslocamentos e velocidades. As aproximacoes adotadas sao obtidas

pela integragao da equagao de movimento para um passo de tempo At:

tn+1 tn+1 tn+1 tn+1

M [ Uwda+c | Uwa+r [ U@d- / P()dt. (3.12)
tn tn tn tn
As integrais da Equacao [3.12| sao aproximadas por:
gl
U (t)dt ~ U™t — U™, (3.13)
t’ﬂ
gl
U (t)dt ~ U™ —U", (3.14)
tn
e 1 1
U (t)dt ~ AtU™ + §a§At2U" + §@fAt2U”+1, (3.15)

tn

onde af e a5 sdo parametros do método. O deslocamento U™! ¢é definido por:

U™ = U 4 05 AtU™ + 69 AtU™, (3.16)

onde &7 e 65 sdao parametros adicionais do método. Substituindo as Equagoes
a(3.16| na Equacao [3.12], obtém-se a seguinte relacao:

tn+1

1 . . :
(M + 67 AtC + §oz13At2K> Ut = / P (t)dt + MU" — 65 AtCU" —
t

n

1 .
K (AtU” + §a§At2U”) . (3.17)

Pela Equacao calcula-se a velocidade U™ e posteriormente obtém-se o
deslocamento U™ pela Equacdo [3.16] ficando estabelecida a marcha no tempo.
Uma vez que esta metodologia é baseada somente em relacoes entre deslocamentos
e velocidades, nao se faz necessario o célculo de aceleracoes. Portanto, além de apre-
sentar menos equacoes por passo de tempo, este método nao requer procedimentos

especiais de inicializacao. A integracao numérica do vetor de carregamentos pode
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ser realizada por diversos métodos numéricos. Serd considerada neste trabalho a

aproximacao pela Regra Trapezoidal:

2£n+1

1
/ P (t)dt ~ A (P 4+ P"). (3.18)
t’n

Dependendo dos valores adotados para os parametros (o, a5, 67 e 65), métodos
classicos (implicitos ou explicitos) podem ser reproduzidos pela metodologia pro-
posta por SOARES JR [10], tais como a Regra Trapezoidal e o método das Dife-
rencas Centrais.

Para a formulagao implicita, este método é incondicionalmente estavel, apresenta
dissipacao de frequéncias espurias e possui precisao de segunda ordem. Apenas a
formulacao implicita serd apresentada, uma vez que o método proposto no presente
trabalho se baseia nesta formulagdo de SOARES JR [I0]. Portanto, para procedi-

mentos implicitos, deve-se adotar:

1

67 = 5+ dSwAt, (3.19)

oy = E + §tanh (a®wAt) (3.20)
202 ’ '

85 =1—167, (3.21)

af =2(20)" — af — 267, (3.22)

onde w representa um parametro estimado baseado nas propriedades do modelo e
pode ser computado como a menor frequéncia natural do modelo. Desta forma,

o método se reduz a apenas dois parametros (a° e d°). Para d° > 0 pode-se

reduzir erros provenientes do alongamento de periodo. J4 o parametro a® con-

trola a dissipacdo do método: para a® = 0 ndo é introduzido amortecimento

S

numérico no modelo e para a® > 0, o amortecimento numérico é introduzido

pelo usuario. A implementagao passo-a-passo deste método é mostrada a seguir.
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Algoritmo 3.3: Solugao passo-a-passo (implicita) do método de SOARES JR [10].
1. Montar as matrizes globais K, M e C.

Inicializar U° e UY.

Selecionar o intervalo de tempo At da andlise e os parametros a° e d°.

Calcular ou estimar a menor frequéncia natural do modelo w.

ANl R

Calcular os parametros do método:

1 1 3
67 = 3 + dSwAt af = 5 + 5 tanh (aSwAt)
55=1-0% af =2(20%)"" —af — 269

6. Formar a matriz de rigidez efetiva:
K =M + 65 AtC + %afAtQK
7. Triangularizar K: K = LDL”
8. Para cada passo de tempo:
a. Calcular o vetor de carregamentos efetivo no tempo ¢t + At:
prtl = %At (P 4 P?) + MU” — §5AtCU" — K <AtU" + %agAtQU'">
b. Resolver em termos de velocidade para o tempo t + At:
LDL U™ = pr+!
c. Calcular o deslocamento no tempo t + At:

U™t = U + 55AtU" + 5 AU

3.4 Meétodo de SOARES JR [15]

SOARES JR [15] propds um novo método, baseado no trabalho publicado anteri-
ormente [10], no qual os parametros do método sao computados de forma automética
em cada passo de tempo, em nivel do elemento, baseados nas caracteristicas fisicas e
geométricas de cada elemento. Portanto, dependendo das caracteristicas do modelo,
os parametros podem apresentar uma diferente distribuicao espacial e temporal. Ao

integrar em nivel do elemento a equacao de movimento, obtém-se:

tn+1 tn+1 tn+1 tn+1

M, [ O.wd+c | Uwd+K [ U @)d— / P, (1) dt,
tn tn tn t
(3.23)

n

onde o subscrito e indica varidvel local (nivel do elemento). As integrais da Equagao
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3.23] aproximadas de forma andloga ao método mostrado na segao [3.3] sdo dadas

por:
tn+1
U, (t)dt = U™ —U", (3.24)
t'n,
tn+1
U, (t)dt ~ U —U", (3.25)
t’n
tn+1 1 1
U, (t)dt =~ AtU" + §C§At2UZ + inQAtQUZ“, (3.26)

i
onde (' e ! sao os parametros do método. Estes parametros sao computados para
cada elemento em cada passo de tempo. Como sera considerada apenas anélise linear
neste trabalho e adaptagoes com relagao ao trabalho original [15] serao feitas, estes
parametros irao sempre assumir o mesmo valor para cada elemento, independente

do passo de tempo (logo (" = (. e n” = 17.). O deslocamento U™ é definido por:
n+1 n 1 ‘T 1 “rn41
U =uU"+ §AtU + §AtU . (3.27)

Substituindo as Equagoes a na Equagao [3.23] chega-se na seguinte

relagao recursiva:

tn+1

1 1 .
(Me + §Atce + éneAtQKe) UZ+1 = /
t

n

. 1 .
P, (t)dt + MU} — SA1C U -

K, (Atug + %gem?fjg) . (3.28)

Uma vez realizado o procedimento de assembly (adigao das matrizes de elemento
na matriz global) é possivel calcular a velocidade Unt! pela Equagao e, posteri-
ormente, o deslocamento U"*! pela Equacao Assim como no método exposto
anteriormente, o célculo das aceleracoes nao é necessario, ja que este método se ba-
seia apenas em relagoes entre deslocamentos e velocidades. Portanto, este método
também nao necessita de procedimentos especiais de inicializacao. Para a integracao

numérica do vetor de carregamentos, sera adotada a Regra Trapezoidal:

tn+1

/ P (t)dt ~ %At (P +P"). (3.29)
t

n
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O parametro 7. controla a estabilidade do método: para valores de n. = 0, o
método serd explicito (condicionalmente estavel) e o método das Diferengas Centrais
é reproduzido para n. = 0 e (. = 1,0. Para valores de n. > 0 o método serd
implicito e a Regra Trapezoidal é reproduzida paran. = 0,5 e (. = 0,5 . Somente a
configuracao implicita deste método serd focada. Portanto, a fim de minimizar erros
provenientes do alongamento de periodo, SOARES JR [15] propde uma expressao

para o parametro 7, :

1 1
e =5 tanh <Zw£’mAt), (3.30)

max

onde w

representa a maior frequéncia natural do elemento. Para o cdlculo desta
variavel, deve-se resolver o problema de autovalor generalizado em nivel do elemento
-

K.®, = w’M,®,. (3.31)

Ja o parametro (. determina se o método apresenta dissipacao de frequéncias

espurias. Para isto, deve ser calculado como [15]:

Ce=1—m, sem inser¢ao de amortecimento numeérico,

(3.32)

Ce>1—me com insercao de amortecimento numeérico.

SOARES JR [I5] apresenta uma estratégia para o computo do parametro ¢, a
cada passo de tempo, fazendo com que este método se torne automatico, sem a
necessidade de insercao de parametros pelo usuario. Sera apresentada aqui somente
a formulacao sem insercao de amortecimento numérico, uma vez que a metodologia
proposta utiliza esta formulagao de SOARES JR [I5]. Os resultados obtidos em
[15] demonstram o melhor desempenho deste método sobre a Regra Trapezoidal e
o método HHT [27]. A implementacao da formulagao implicita (e sem insergao de

amortecimento numérico) deste método é apresentada a seguir.
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Algoritmo 3.4: Algoritmo simplificado (andlise sem amortecimento numérico) [15].

1. Montar as matrizes locais K., M, e C,.
2. Inicializar U° ¢ U°.

3. Selecionar o intervalo de tempo At da analise.

max

7% para cada elemento:

K. P, = w’M,®,

4. Calcular w

5. Calcular os parametros 7. e (. para cada elemento:
Ne = %tanh (}lw’e’”““’At) Ce=1—n
6. Calcular as matrizes auxiliares no referencial local:
AUX;, = M, + 1AtC, + in.A’K,
AUX,, =M, — %AtCe — %CeAtQKe
AUX;, = AtK,
7. Realizar o assembly das matrizes auxiliares.
8. Triangularizar AUX;: AUX, = LDL”
9. Para cada passo de tempo:
a. Calcular o vetor de carregamentos efetivo no passo t + At:
Pl = LA (P! + P") + AUX,U" — AUX,U”
b. Resolver em termos de velocidade para o tempo t + At:
LDL U™ = pr+!
c¢. Calcular o deslocamento no tempo t + At:

Ut = Un g A (O 4 U
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Capitulo 4

Metodologia proposta

4.1 Formulacao da nova metodologia

A metodologia proposta no presente trabalho trata de uma nova abordagem
do método de SOARES JR [I5]. Para tal, foram utilizadas as aproximagoes deste
método, incluindo (no célculo dos parametros) a capacidade dissipativa do método
anterior de SOARES JR [10]. Portanto, esta abordagem implicita é baseada so-
mente em relacoes entre deslocamentos e velocidades, nao sendo necessério calculo
de aceleragoes na marcha no tempo. Desta forma, trata-se de um método de facil
implementacao que nao necessita de procedimentos especiais de inicializacao.

Para estabelecer as aproximacoes desta abordagem, integra-se a equacao de mo-

vimento em nivel do elemento:

tn+1 tn+1 tn+1 tn+1

M, [ O.@d+c. [ U.wa+k. [ U @)= / P, (1) df. (4.1)

tn tn tn n

As integrais da Equacao sao computadas pelas aproximacoes adotadas no

método de SOARES JR [15]:

tn+1

U, (t)dt ~ UM —U", (4.2)

tn

tn+1
U, (t)dt ~ U™ —U?,
t’!L
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tn+1
1 . 1 .
U, (t)dt =~ AtU" + §ozeAt2UZ + 5%AtQU’;*l, (4.4)
t'n,
onde a, e v, sao os parametros da nova abordagem, calculados para cada elemento.

Desta forma, tais parametros podem assumir uma diferente distribuicao espacial. O

deslocamento U™*! ¢ aproximado por:
n+1 n 1 ‘T 1 “rn4-1
U =u"+ §AtU + §AtU . (4.5)

Ao substituir as Equagoes [£.2 a .5 na Equagao obtém-se a relagao recursiva:

tn+1

1 1 .
(Me + §Atce + 5%At?K@) Urtt = /
t

n

. 1 .
P, (t)dt + MU} — JAIC. U7

1 .
K. <AtUQ + iaeAtQULfL) . (4.6)

Portanto, até aqui a nova abordagem proposta é a reprodugao do método de SO-
ARES JR [I5], desconsiderando-se a variacao temporal dos parametros proposta em
[15]. A marcha no tempo é estabelecida apos realizar o procedimento de assembly
das matrizes locais. A velocidade Unt! ¢ computada a partir da Equagao e pos-
teriormente o deslocamento U™*! é computado pela Equacao . Para a integracao
de P (t), pode-se adotar diversos métodos numéricos sem afetar significativamente
o resultado final da andlise. No presente trabalho serd adotada a aproximacao pela
Regra Trapezoidal:

tn+1

/ P (t)dt ~ %At (P +P"). (4.7)

n

Sera fornecido pelo usuario uma propriedade de amortecimento numérico a® para
cada elemento a fim de calcular os parametros a. e 7. do método. Para os elementos
onde nao ha a necessidade de amortecimento numérico local, deve-se adotar a® = 0
e para os elementos onde existe tal necessidade, a® > 0 deve ser adotado. Portanto,

para a® = 0, os parametros sao calculados conforme SOARES JR [15]:

1 1
Te =35 tanh (Zw?mAt>, (4.8)
a. =1—",. (4.9)
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Ja para valores de a® > 0, os parametros sao calculados pela abordagem de

SOARES JR [10] (com modificagdes para adequar ao método proposto):

1 3
Ye=5+35 tanh (a°w]"**At), (4.10)
Qe =2(27)7 — 7 — 1, (4.11)

onde a variavel w!"** representa a maior frequéncia natural do elemento, calculada

a partir da resolucao do problema de autovalor generalizado em nivel do elemento,

definido por:
K.®, = w’M.,®,. (4.12)

A seguir é apresentada a implementacao passo-a-passo da nova abordagem e

posteriormente suas propriedades sao discutidas.
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Algoritmo 4.1: Solucao passo-a-passo da nova abordagem proposta.

=~ W N

. Montar as matrizes locais K., M, e C..
. Inicializar U° e U° e selecionar o intervalo de tempo At da anélise.

. Selecionar a propriedade de amortecimento numérico a® de cada elemento.

max

. Calcular w!'** para cada elemento:

K.®, = w’M,®,

. Calcular os parametros 7, e a,. para cada elemento:

5.1. Se a® = 0:
Ve = %tanh (iwé”‘“”At)
Qe =1—7¢
5.2. Se a® > 0:
Ye = 3 + 2 tanh (a®wM " At)
te =2 (270)? — 7 — 1
Calcular as matrizes auxiliares no referencial local:
AUX,, = M, + 1AtC, + 1. A’K,
AUX,, =M, — %AtCe — %aeAtQKe
AUX;, = AtK,
Realizar o assembly das matrizes auxiliares.
Triangularizar AUX;: AUX,; = LDL”
Para cada passo de tempo:
a. Calcular o vetor de carregamentos efetivo no passo t + At:
Pl = LA (P! + P") + AUX,U" — AUX,U”
b. Resolver em termos de velocidade para o tempo t + At:
LDL U™ = pr!
c¢. Calcular o deslocamento no tempo t + At:

Urtl = U" 4 LAt (U" + U”+1>

31



4.2 Propriedades da nova metodologia

Para analisar as propriedades do método em questao, retorna-se a equagao de
movimento que descreve a oscilagao livre de um modelo com 1 grau de liberdade,
que é dada por [5]:

mii(t) + ci(t) + ku(t) = 0. (4.13)

Definindo a frequéncia natural w:
k
=1/— 4.14
w=1/x, (414

Cc

a taxa de amortecimento &:

¢ = (4.15)

2mw’

e substituindo as Equacoes e na Equacao[4.13] pode-se reescrever a equagao

de movimento em termos de w e &:
i + 28wt + w?u = 0. (4.16)

Considerando a equacao de movimento em termos de w e & descrita pela Equacao

[1.16] pode-se obter a relagao recursiva do presente método, dada por [10]:

untt Ay A u” u"
=t —A , (4.17)

un-‘rl A21 A22 ur u"

onde A corresponde a matriz de amplificagao. Para o método em questao, os termos

desta matriz sao: .
1+ EwAt + 5 (v — 1) w?At?
A= i , (4.18)
14 EwAt + E'waAﬁ

1+ }1 (7 — a) Ww2AL?| At
Ajp = : (4.19)

1
1+ EwAt + vaQAtQ
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s (3)

A21 = 1 )
14 EwAt + §7w2At2

(4.20)

1
1 —EwAt — §aw2At2

A22 == (421)

i .
14 EwAt + §7w2At2

4.2.1 Convergéncia

A anélise da convergéncia do método é estudada a partir da expansao em série de
Taylor da matriz de amplificagao do método. Os termos desta expansao, comparados
aos termos da expansao da matriz de amplificacao analitica irao definir a ordem de
precisao do método.

Sendo assim, a expansao da matriz de amplificacao analitica em série de Taylor

¢ descrita por [10]:

1 1
Al =1— §w2At2 + §£w3At3 + 0 (AtY), (4.22)
1 ,
Aly = At — CoAt® — = (1 —48%) W*AL* + O (AtY) (4.23)
1
A% = —wWAL+ DAL + 5 (1-48) w'A* + O (AtY), (4.24)

Agy =1 = 20wAL — (% - 252) W AL + ; (£ —28%) WAL + O (At') . (4.25)

Ja para a nova abordagem proposta, a expansao em série de Taylor da matriz

de amplificagao é dada por [15]:

A =1- %sztQ + %&uSAtS + 0 (AtY), (4.26)

Ay = At — EwAE? — <i (v+ ) — £2> w?At* + O (AtY), (4.27)
1

Ay = —WAAL + EW3AE + (57 — 52) WAL+ O (At4) , (4.28)

Age = 1-28wAt— (% (v+a)— 252) WA+ (% By+a) — 253) WA +0 (At4) .
(4.29)
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Ao comparar a expansao em série de Taylor da matriz de amplificacao analitica
com a expansao em série de Taylor da matriz de amplificagao da nova metodologia,
pode-se concluir que o método atinge precisao de segunda ordem se v+ a = 1.

Quando for adotado a® = 0 (sem insergao de amortecimento numérico local), os

parametros v, e «, sempre estarao localizados entre os limites (Equagoes eld.9):

O < 76 g 07 57 (430)

0,5 < a, < 1,0. (4.31)

Sendo que, matematicamente, o valor minimo para o parametro v, é 77" = 0,

o que leva a o, = 1,0. Ja o valor maximo do parametro 7, é y***

mar = 0,5, levando a

a. = 0,5.

Portanto, independentemente dos valores de w!'**, a expressao v+« = 1 sempre
sera satisfeita e, com isso, a metodologia atinge precisao de segunda ordem sempre
que for adotado a propriedade de amortecimento numérico a® = 0 (sem insercao de
dissipacao local).

Para o caso com inser¢cdo de amortecimento numérico local (a® > 0), os

parametros . e a, sao calculados pelas Equagoes e e, portanto, a ex-

pansao em série de Taylor da matriz de amplificagao é [10]:

A =1- %sztQ + %§w3At3 + O (AtY), (4.32)
App = At — EwAP* — (}l — §2> w?At* + O (At?) (4.33)
Ay = —w? At + WP AL + G - §2) WAL+ O (At (4.34)

1 3
Ags = 1-28wAt— (5 — 2£2> WAL <—§aew;”“‘”w2 + (f — 253) w3> AP4-0 (At4) .
(4.35)
Logo, ao comparar a expansao em série de Taylor da matriz de amplificacao

da nova abordagem proposta com a expansao da matriz de amplificacao analitica,

max

conclui-se que independente dos valores de a® e w]

, 0 método atinge precisao de
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segunda ordem.

E importante ressaltar que a insercao de amortecimento numérico para a pre-
sente metodologia é local, realizada somente em alguns elementos isolados (onde
houver necessidade). Isto significa que, além de apresentar precisdo de segunda or-
dem, o usuario poderd escolher o elemento que ira receber dissipacao numérica e a
magnitude da dissipagdo (controlada pelo pardmetro a®) em cada elemento. Ao se
comparar com métodos cldssicos, como o método de Newmark, a nova metodologia
se mostra mais vantajosa. No método de Newmark, a insercao de amortecimento
numérico é global, nao sendo possivel escolher o elemento que iréd receber dissipagao.
Uma vez que o método de Newmark atinge somente precisao de primeira ordem
quando o amortecimento numeérico é ativado, toda a estrutura sera resolvida com

precisao de primeira ordem.

4.2.2 Estabilidade

Um método é dito estavel quando a matriz A nao amplifica erros com o avanco da
marcha no tempo. Pode-se classificar os métodos como incondicionalmente instaveis,
incondicionalmente estaveis ou condicionalmente estéaveis. Métodos incondicional-
mente instaveis sempre irao apresentar erros que amplificam com a marcha no tempo
independente do passo de tempo adotado na andlise. Ao contrario, métodos incon-
dicionalmente estaveis nao apresentam tais erros, independentemente do passo de
tempo adotado. Por fim, métodos condicionalmente estaveis possuem um valor
critico de intervalo de tempo para o qual a estabilidade é garantida. Ou seja, acima
deste valor o método é instavel e abaixo deste valor, estavel. As condigOes necessérias

para garantir estabilidade sao [1, [9]:
e Raio espectral da matriz de amplificagdo menor ou igual a 1 (p(A) < 1)

e Autovalores da matriz A de multiplicidade maior que 1 sdo estritamente me-

nores que 1 em moédulo.

O raio espectral é dado pela maxima magnitude dos autovalores da matriz de
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amplificacao A. Para esta metodologia, os autovalores sao dados por:

N

Ao (A) = Ay £ (AT = 4y)7, (4.36)

onde A; é metade do traco da matriz A:

1
l+-(—y—a-1)Q?
A =—4 - , (4.37)

e Ay é 0 determinante da matriz A:

1
1-804+-(1-a)0?
Ay = 2 , (4.38)

sendo €2 a frequéncia de amostragem:

Q0 = wAt. (4.39)

Ao analisar o raio espectral da matriz A observa-se que este método pode ser in-
condicionalmente estavel, condicionalmente estavel ou incondicionalmente instavel,
dependendo dos valores adotados para os parametros 7, e «,. Essas trés regices de
estabilidade da nova abordagem e o comportamento do raio espectral sao mostrados
na Figura [£.1]

Quando for adotado a® = 0 (sem inser¢ao de amortecimento numérico), o método
estard localizado na linha AB, que divide as regioes condicionalmente estavel e in-
condicionalmente instavel. O ponto A (7. = 0 e @, = 1) corresponde ao método
das Diferencas Centrais e o ponto B (7. = 0,5 e a. = 0,5) corresponde & Regra
Trapezoidal. Portanto, a nova abordagem estara sempre localizada em um ponto
intermediario entre estes métodos. Com isso, ressalta-se uma importante carac-
teristica do método: como o método das Diferencas Centrais possui alongamento de
periodo negativo e a Regra Trapezoidal possui alongamento de periodo positivo, a

nova abordagem apresenta menores erros provenientes de alongamento de periodo,
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proporcionando uma técnica mais eficaz. Além disso, a precisao da nova abordagem

sempre serda melhor ou, no minimo, igual a Regra Trapezoidal.

I:I Incondicionalmente estavel

D Condicionalmente estavel

D Incondicionalmente instével

~
/e

Figura 4.1: Regioes de estabilidade do método e comportamento do raio espectral
no plano v, - a.. Adaptado de [10].

Portanto, em rigor o método é condicionalmente estavel quando o amortecimento

numeérico nao € inserido na anélise. A frequéncia de amostragem critica é dada por:
Q. =2(a—~)" (4.40)

Ou seja, para valores de 2. > €2 0 método é estavel. Sendo assim, o calculo dos
parametros, realizado através das Equagoes e é baseado na frequéncia de
amostragem maxima §2,,,, do elemento. Como €. > €2,,.. para qualquer modelo
em andlise, a estabilidade serd sempre garantida para os casos sem insercao de
amortecimento numérico.

Ja para os casos onde for adotado amortecimento numérico na analise (a® > 0),
o método estard localizado na curva tracejada entre os pontos B e C' da Figura 4.1},
sendo, portanto, incondicionalmente estavel. Com isso, a estabilidade é garantida
independente do valor adotado para a propriedade de amortecimento numérico a®.

O raio espectral é exibido em fungao de 2. variando de 0,5 em 0,5 do valor
minimo de 0,5 até o méximo de 3,0 (2, = w**At). Observa-se que para o caso sem
amortecimento numérico (Figurad.2| (a)) o comportamento do raio espectral (curva
iniciando em 1,0 e atingindo valor elevado) demonstra que o método é condicional-

mente estavel. Para os casos quando hé insercao de amortecimento numérico, o raio
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espetral é sempre inferior a 1,0 (Figuras (b), (c) e (d) ) e, portanto, o

método é incondicionalmente estavel.
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Figura 4.2: Raio espectral para €2, = 0,5; 1,0; 1,5;
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4.2.3 Acuracia

A acurécia do novo método sera abordada a partir dos graficos de alongamento
de periodo, decaimento de amplitude e fator de amplitude, obtidos de acordo com
SOARES JR| [10] 15].

Para o alongamento de periodo, decaimento de amplitude e o fator de amplitude
sao mostradas as curvas com «"/u variando de 0,25 em 0,25 até o maximo de
1,50 (somente as curvas para w'““/u = 0,25 e «"“/w = 1,50 sdo identificadas).
Para a® = 0 reitera-se que sao utilizadas as Equacoes e para o computo dos
parametros de integracao. Analogamente, para a® > 0 também foram plotadas as
curvas com w'*“/y, variando de 0,25 em 0,25 até o maximo de 1,50. Neste caso os
parametros sao calculados pelas Equacoes e[d.11]

Além do novo método, sao plotados em todos os gréaficos o alongamento de
periodo apresentado pela Regra Trapezoidal (linha tracejada) e também pelo método
das Diferengas Centrais (linha pontilhada). Conforme comentando na segao m,
quando nao hé insercao de amortecimento numérico, o alongamento de periodo da
nova abordagem se situa em um intermediario entre a Regra Trapezoidal (positivo)
e o método das Diferengas Centrais (negativo), permitindo menores erros de alonga-
mento de perfodo (Figurafd.3](a)). Observa-se que em todos os casos 0 novo método
¢, no minimo, igual a Regra Trapezoidal quando sem insercao de amortecimento
numérico (na pior das hipéteses a Regra Trapezoidal é reproduzida). Para os casos
com amortecimento numérico, observa-se que o alongamento de periodo é maior
(Figuras (b), (c) e (d)) que o apresentado pela Regra Trapezoidal, fato
que é compensado pela dissipacao de frequéncias espurias.

O decaimento de amplitude apresentado pelo novo método é nulo para o caso

sem amortecimento numérico (Figura (a)) e positivo quando hé insercao de

amortecimento (Figuras (b), 4.4 (c) e (d)).
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

Neste capitulo serao apresentados os resultados de cinco exemplos de aplicacao
da nova abordagem proposta e as comparagoes com métodos consagrados e solugoes
analiticas (quando existentes). O primeiro exemplo trata de um sistema massa-mola
com trés graus de liberdade (se¢ao[5.1]). Posteriormente, sdo apresentados exemplos
com véarios graus de liberdade, sendo uma barra homogénea com uma extremidade
livre e a outra engastada (segao [5.2)), uma barra heterogénea com uma extremidade
livre e a outra engastada (segao , uma viga biapoiada (se¢ao [5.4) e um pértico
plano (secao analisados. Os resultados demonstraram o elevado desempenho da

metodologia proposta.

5.1 Sistema massa-mola

A primeira aplicacao foi extraida do trabalho de BATHE e NOH [34] e, apesar
de simples, é possivel verificar importantes propriedades dos métodos a partir deste
exemplo. Trata-se de um sistema massa-mola com trés graus de liberdade, conforme

mostrado na Figura [5.1}

my k1 me ko ma
Uy = senwpl U9 U3

Figura 5.1: Sistema massa-mola com trés graus de liberdade.
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Para o modelo em anadlise, foi considerado deslocamento prescito no né 1, definido
por:

Uy = senwpt. (5.1)

Sendo w, = 1,2 e as propriedades fisicas do sistema k; = 107, ky = 1, my = 0,

mo = 1, m3 = 1. A equagao que governa este sistema é dada por:

mi 0 0 ’lll kl —kl 0 U1 Rl
0 o 0 ﬂQ + —]{/’1 l{fl -+ kQ _kg Ug | = 0 . (52)
0 0 ms ﬂg 0 —/{32 kz us 0

Por se tratar de um problema com deslocamento prescrito no primeiro no, pode-

se reduzir o sistema aos deslocamentos incégnitos:

mo 0 ug k’l + kﬁg —kz U9 k1u1
+ = . (5.3)
0 ms ﬁg _k2 k2 Us 0

Portanto, a reagao Ry é dada por:

Rl = m1ﬂ1 + k‘lul - kJ1U2. (54)

Com o intuito de comparar com os resultados, a mesma andlise realizada por
BATHE e NOH [34] foi reproduzida. Desta forma, o intervalo de tempo adotado
foi At = 0,2618s, foi considerado deslocamento prescrito no 1° né (definido pela
equagao |5.1) e condigoes iniciais nulas para os nés 2 e 3. Entretanto, buscando
demonstrar o bom comportamento da metologia proposta quanto ao alongamento
de periodo e decaimento de amplitude na andlise de longo prazo, foi utilizado o
tempo total 7' = 100s. Portanto, além da nova abordagem, os métodos utilizados

foram:

e Regra Trapezoidal - Newmark (yy = % — BN =

)

IS

e Newmark (yy = % — By =

)

[

e Newmark (yy = % — By = %)
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e Bathe - At

e Bathe - 2 x At

A comparagao foi feita com o método de Bathe considerando o mesmo passo de
tempo utilizado pelos outros métodos (Bathe - At) e com o dobro do passo de tempo
(Bathe - 2 x At). Como este método se baseia na divisdo de cada passo de tempo
em dois subpassos iguais (ver segao , ao comparar com Bathe - 2 x At leva-se
em conta o mesmo custo computacional para todos métodos. Além disso, é apresen-
tada uma resposta de referéncia, calculada por superposicao modal considerando-se
apenas o modo de vibragdo mais baixo mais a corregao estética [1I, [34].

A propriedade de amortecimento numérico a® e os parametros 7, e . (calculados
automaticamente) de cada elemento para a metodologia proposta sao apresentados
na Tabela [5.1} Foi utilizado a® = 1 para o 1° elemento, com intuito de incluir
amortecimento numérico maximo neste elemento e a® = 0 para o 2° elemento, ou

seja, sem insercao de dissipacao local neste elemento.

Tabela 5.1: Parametros utilizados para o método proposto.

Elemento a Ye Q.
1° 1 2 1
20 0 0,0461 0,9539

Observou-se que todos os métodos apresentaram boa aproximagao para o deslo-
camento do no 2, sem exibir decaimento de amplitude ou alongamento de periodo
significativos, mesmo para a andlise com intervalo de tempo maior (Figuras e
53).

A Regra Trapezoidal e o método de Newmark com vy = % e By = % apresenta-
ram erros elevados na previsao da velocidade do né 2 (Figura [5.4). Em contrapar-
tida, a metodologia proposta e o método de Bathe exibiram bons resultados, além
da rapida dissipacao das frequéncias espirias, o que nao foi verificado em Newmark

com y = 35 e fy = 35 (Figura (a)). Entretanto, mesmo necessitando de mais

45



11

passos de tempo para estabilizar, Newmark (yy = % —0Bn=15

) mostrou resposta
satisfatéria na andlise a longo prazo (Figura 5.5 (b)).

A anélise do n6 3 demonstra o desempenho superior da nova abordagem proposta
(Figura. Observa-se na Figura (a) que todos os métodos apresentam resposta
satisfatéria na andlise de curto prazo. Entretanto, apenas o método proposto se
manteve eficiente nos tempos finais da andlise, sendo que os demais apresentam
elevado decaimento de amplitude e alongamento de periodo (Figura (b)).

O comportamento observado para o deslocamento do né 3 repetiu-se também
para a velocidade (Figura . Todos os métodos aproximaram de forma eficaz na

andlise de curto prazo (Figura[5.9|(a)), mas apenas a nova abordagem nao apresentou

alongamento de periodo e decaimento de amplitude elevados nos tempos finais da

andlise (Figura[5.9] (b)).

3.00 ‘ ‘
——Regra Trapezoidal
2.50 - Newmark (yw =3 — 0By =3) |
——Newmark (yy = 1—% — By = 1—(1))
9.00 —— Nova abordagem
el Bathe - At ]
Bathe - 2 x At

3 L.50 - Referéncia —
8
= 1.00 (4 A A A A A A A L A A A A A A A A A
@ 1 )
3 |
S 0.50 [T 1 ‘ ‘ | [ | ‘ AR | IR
o]
i)
)
A 0.004 |

-0.50 +

1.00 Y \ \ y L \ v ' Y ' ' J ' \ \ \/ y J |

_150 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tempo [s]
Figura 5.2: Deslocamento do né 2 de 0 a 100s.
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Figura 5.9: Velocidade do né 3: (a) de 0 a 10s e (b) de 85 a 100s.

O erro relativo entre a resposta de referéncia e a resposta aproximada pode ser

calculada pela seguinte equagao:

N[

Erro =

% 100%, (5.5)

Z (ur (t;) )2

onde NN, corresponde ao nimero total de passos de tempo, u(t;) é a resposta aproxi-
mada no tempo ¢; e ug(t;) a resposta de referéncia no tempo t;. Os erros relativos
para o deslocamento e para velocidade em todos os nés sao resumidos na Tabela
(.2l Apesar de apresentar erro relativo maior para previsao do deslocamento do né
2 (Uy), a precisao da nova abordagem proposta ainda se mostra eficaz. Em contra-
partida, ao comparar os demais erros relativos (Ug, Us e U3) para os métodos de
mesmo custo computacional, observa-se que a nova abordagem apresenta resultados
superiores a todos os demais. Além disso, a nova abordagem apresenta resultado

superior para o n6 3 (Us e U3) mesmo se comparada com Bathe - At, o que sig-
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nifica um resultado mais preciso alcancado com aproximadamente metade do custo

computacional.

Tabela 5.2: Erros relativos para deslocamento e velocidade em todos os nos.

Regra Newmark  Newmark Nova Bathe Bathe

I~ =12 AN =3/10

Trapezoidal By =1/ By =110 abordagem At 2X At
Us 0,05% 0,02% 0,02% 1,36% 0,02%  0,03%
U, 92,78% 103,50% 13,56% 8,00% 721% 10,64%
Us 25,96% 59,50% 33,63% 9,79% 13,25% 48,10%
U, 23,55% 54,00% 30,52% 9,06% 12,04% 43,59%

5.2 Barra engastada homogénea

A segunda aplicacao trata de uma barra homogénea com uma extremidade en-
gastada e a outra livre, submetida a uma forga unitaria (Figura . Para dis-
cretizagao espacial (MEF) foram utilizados 50 elementos (51 nds) de barra, com 2
graus de liberdade por elemento (deslocamento horizontal). As matrizes de massa
e rigidez foram obtidas conforme mostrado na segao [2.2] considerando-se matriz de
massa inconsistente (lumped) e amortecimento nulo. As propriedades geométricas
e fisicas adotadas foram: comprimento total da barra L = 1,0 [L], drea da secao
transversal A = 0,1 [L?], mddulo de elasticidade £ = 1,0 x 107 [F/z?] e massa

especifica p = 10,0 [M/r3].

: —

Figura 5.10: Barra engastada e livre submetida a uma carga unitdria.

Portanto, considerando que a forca unitaria P é aplicada instantaneamente e

mantida constante durante toda a andlise, a resposta analitica para o deslocamento
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horizontal deste modelo ¢ dada por [10]:

8PL <~ (—1)"! 2n — 1 2n — 1
ua(z,t) = B4 2 (30— 1)? sen ( 5T mc) [1 — CoS ( 5T ﬂct)] , (5.6)

onde ¢ representa a velocidade de propagacao da onda no meio, expressa por ¢ =
\V/E/p. Sendo assim, ¢ = 1,0 x 103 [E/s] para este exemplo. A resposta analitica para

todos os nés é apresentada na Figura [5.11}

%1070

2.00

1.00

Deslocamento [L]

0.00

_050 | L L 1 L L 1
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

Tempo [s]

Figura 5.11: Resposta analitica para o deslocamento horizontal em todos os nés.

Os passos de tempo utilizados foram: At; = 1,0 x 107%s, Aty = 2,0 x 107%s,
Ats = 4,0 x 107°s e o tempo total em todas as andlises foi T = 0,040s. Para
realizar a comparacao com a nova abordagem proposta, foram utilizados os seguintes

métodos:

e Regra Trapezoidal - Newmark (yy = 3 — By =

)

AN

e Bathe - At

e Bathe - 2 x At

Conforme feito na secao [5.1, o método de Bathe foi comparado utilizando o

mesmo passo de tempo (Bathe - At) e também o dobro do passo de tempo (Bathe -
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2 x At), uma vez que este método se baseia na divisao de cada passo de tempo em
dois subpassos iguais (ver se¢ao .

Para a nova abordagem proposta, foram executados quatro exemplos distintos
para cada passo de tempo. O primeiro exemplo foi sem a aplicacao da propriedade de
amortecimento numérico, ja nos demais a propriedade de amortecimento numérico a®
foi introduzida somente no primeiro elemento, junto ao engaste. Os valores adotados
para a propriedade de amortecimento numérico a® dos exemplos executados sao
mostrados na Tabela [5.3

Tabela 5.3: Parametros utilizados em cada exemplo para o método proposto.

Exemplo “
1° Elemento Demais elementos
1 0,00 0,00
2 0,01 0,00
3 0,10 0,00
4 1,00 0,00

O célculo dos parametros 7. e a, da nova abordagem proposta depende das
propriedades do elemento, da discretizacao temporal e da propriedade de amorteci-
mento numérico a,. Portanto, esses parametros assumem valores distintos para cada
elemento dependendo do passo de tempo adotado, conforme mostrado na Tabela[5.4]

Buscou-se inserir amortecimento numérico em um ponto de possivel formacao de
ruidos, ou seja, junto ao engaste. A principal ideia do método é remover em nivel
local as frequéncias espurias provenientes da discretizagao espacial. Para os demais
elementos, como nao existe (ou existe em menor magnitude) formacao de ruidos, o
método é avaliado sem inser¢ao de amortecimento numeérico.

Os resultados do deslocamento horizontal do né 26 (localizado no meio da barra),
para os trés passos de tempo adotados, considerando-se o primeiro pico da anélise,

sao apresentados nas Figuras a [5.14 As Figuras a apresentam o

mesmo resultado para o ultimo pico da analise.
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Tabela 5.4: Parametros 7, e a, da abordagem proposta em cada exemplo para cada
passo de tempo.

1° Elemento Demais elementos

At Exemplo
Ye Qe Ye Qe

i 1 0,1225 0,8775 0,1225 0,8775
= 2 0,5015 0,5015 0,1225 0,8775
é 3 0,6495 0,6300 0,1225 0,8775
- 4 1,6424 0,0824 0,1225 0,8775
i 1 0,2311 0,7689 0,2311 0,7689
= 2 0,5030 0,5030 0,2311 0,7689
;i 3 0,7961 0,7275 0,2311 0,7689
A 4 1,9460 0,9996 0,2311 0,7689
i 1 0,3808 0,6192 0,3808 0,6192
?( 2 0,5060 0,5060 0,3808 0,6192
S 3 1,0699 0,8557 0,3808 0,6192
N 4 1,9990 1,000 0,3808 0,6192
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Figura 5.12: Deslocamento horizontal do né 26 - primeiro pico (At = 1,0 x 107°s).
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Figura 5.13: Deslocamento horizontal do né 26 - primeiro pico (At = 2,0 x 107°s).
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Figura 5.14: Deslocamento horizontal do né 26 - primeiro pico (At = 4,0 x 107°s).
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Figura 5.15: Deslocamento horizontal do n6 26 - tltimo pico (At = 1,0 x 107°s).
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Figura 5.16: Deslocamento horizontal do né 26 - tltimo pico (At = 2,0 x 107°s).
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Figura 5.17: Deslocamento horizontal do n6 26 - tltimo pico (At = 4,0 x 107°s).
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O erro relativo considerando todos os nés, calculado pela Equagao [5.5] é apre-
sentado na Figura Observa-se que para At = 1,0 x 107°, independente do
parametro a® adotado, a metodologia proposta apresentou menor erro na previsao
da resposta analitica, até mesmo em relacao ao método de Bathe - At. Além disso,
ao comparar os métodos com mesmo custo computacional, a nova abordagem pro-
posta apresenta maior precisao em todos os exemplos rodados para todos os passos

de tempo, com ou sem adi¢ao de amortecimento numérico local.
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Figura 5.18: Erro relativo para o deslocamento horizontal de todos os nos.

Observa-se que mesmo para um modelo homogéneo, a introdugao de amorteci-
mento numérico resulta em uma resposta mais satisfatoria: a melhor resposta foi
obtida para um caso com inser¢ao de amortecimento numérico (azul). Entretanto,
a magnitude da dissipacao deve ser suficiente para remover somente frequéncias
espurias, nao podendo interferir nas frequéncias de baixa magnitude. No caso com
maior inser¢ao de amortecimento (cinza), os erros foram superiores ao caso sem

amortecimento numérico (amarelo).
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5.3 Barra engastada heterogénea

Além da barra engastada homogénea, a nova metodologia foi aplicada para um
exemplo de barra engastada heterogénea, submetida a uma for¢a unitaria aplicada
na extremidade, conforme a Figura [5.19. Foram adotados 100 elementos de barra
(101 nés) para discretizacao espacial (MEF), considerando 1 grau de liberdade por
né (deslocamento horizontal) e, consequentemente, dois graus de liberdade por ele-
mento. Foi considerada matriz de massa inconsistente (lumped) e amortecimento
nulo, sendo todas as matrizes obtidas conforme descrito na se¢ao [2.2] As proprieda-
des fisicas e geométricas adotadas foram: comprimento total da barra L = 1,0 [L],
drea da segao transversal A = 0,1 [L?] e massa especifica p = 10,0 [M/r3]. Além
disso, foi considerado médulo de elasticidade do trecho AB E g = 1,0 x 10 [F/r?]

e do tracho BC Egc = 1,0 x 107 [F/r2].

Figura 5.19: Barra heterogénea engastada e livre submetida a uma carga unitaria.

Os intervalos de tempo adotados nas andlises foram: At; = 1,0 x 107%s, Aty =
2,0 x 107°s, Atz = 4,0 x 107°s e o tempo total foi T = 0,020s. Além da nova

metodologia, foram utilizados os seguintes métodos, para efeito de comparacao:

e Regra Trapezoidal - Newmark (yy = % — By =

)

AN

e Bathe - At

e Bathe - 2 x At

De maneira analoga ao realizado nas secoes anteriores, o método de Bathe foi
comparado tanto com o mesmo passo de tempo (Bathe - At) quanto com o dobro
do passo de tempo (Bathe - 2 x At), com intuito de comparar solugdes obtidas com

o mesmo custo computacional.
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Para a nova abordagem, foram executados exemplos andlogos a segao [5.2, bus-
cando inserir amortecimento numérico na regiao de possivel formacao de ruidos, que
corresponde a regiao rigida para este modelo. Portanto, o primeiro exemplo foi sem
inser¢ao de amortecimento numérico (a® = 0) e nos demais adotou-se amortecimento
numérico (a® > 0) somente na regido rigida (trecho AB). A Tabela apresenta
a propriedade de amortecimento numérico a® adotada em cada trecho para a barra

heterogénea.

Tabela 5.5: Parametros utilizados em cada exemplo para o método proposto.

Exemplo ¢
Trecho AB Trecho BC
1 0,000 0,000
2 0,001 0,000
3 0,010 0,000
4 0,100 0,000

Os parametros 7. e a., computados de maneira automatica, sao apresentados
na Tabela [5.6| Os valores da propriedade de amortecimento numérico a® foram
escolhidos de forma a obter amortecimento numérico maximo (7. = 2,0 e a, = 1,0)
no exemplo 4 (ver Tabela . Os exemplos 2 e 3 correspondem aos casos onde sao
inseridos valores intermediarios de amortecimento numérico.

Regioes com elevada rigidez associadas a regioes com baixa rigidez sao comu-
mente utilizadas em modelos complexos com o intuito de simular ligacoes rigidas.
Portanto, devido ao aumento da rigidez axial, o trecho AB tende a modelar um
engaste no ponto B. Com isso, pode-se calcular a resposta analitica pela Equagao
m para o trecho BC, considerando o comprimento da barra igual a L/a.

Os resultados do deslocamento horizontal do n6é 76, localizado no meio do trecho
BC' para os trés intervalos de tempo sao mostrados nas Figuras a para o
primeiro pico da analise e nas Figuras a para o ultimo pico da analise.

Na Figura [5.26| é apresentado o erro relativo, calculado pela Equacao 5.5 para o

deslocamento horizontal do né 76. Observa-se que o novo método apresenta maior
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precisao em todos casos quando comparados com métodos de mesmo custo compu-
tacional. Além disso, para At = 1,0 x 10~%s o novo método apresenta resposta mais
satisfatéria comparando até com Bathe - At.

Para este modelo, existe a necessidade de insercao de amortecimento numérico
devido a formacao de ruidos ocasionada pela mudanca de rigidez entre os trechos
AB e BC. Sendo assim, os casos com amortecimento numérico (verde, azul e cinza)

apresentaram resposta mais satisfatoria.

Tabela 5.6: Parametros 7, e a, da abordagem proposta em cada exemplo para cada
passo de tempo.

At Exemplo Trecho AB Trecho BC
Ye Qe Ye Qe

5 1 0,5000 0,5000 0,2311 0,7689
i 2 0,5947 0,5865 0,2311 0,7689
S 3 1,3396 0,9341 0,2311 0,7689
- 4 2,0000 1,0000 0,2311 0,7689
i 1 0,5000 0,5000 0,3808 0,6192
i 2 0,6887 0,6586 0,3808 0,6192
S 3 1,7786 0,9935 0,3808 0,6192
A 4 2,0000 1,0000 0,3808 0,6192
2 1 0,5000 0,5000 0,4820 0,5180
i 2 0,8716 0,7690 0,4820 0,5180
S 3 1,9810 1,0000 0,4820 0,5180
N 4 2,0000 1,0000 0,4820 0,5180
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Figura 5.20: Deslocamento horizontal do né 76 - primeiro pico (At = 1,0 x 107°s).
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Figura 5.21: Deslocamento horizontal do né 76 - primeiro pico (At = 2,0 x 107°s).
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Figura 5.22: Deslocamento horizontal do né 76 - primeiro pico (At = 4,0 x 107°s).

%1077
I I I
10.00 X107 ‘ ‘ ‘ ——Regra Trapezoidal
6.50 Nova abordagem (a® = 0,000) | |
. 5.00 | Nova abordagem (a® = 0,001)
0.00 ——Nova abordagem (a® = 0, 100)
Bathe - At

3 6.00 |- -5.00 : : : Bathe - 2 x At -
= 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 Analiti
5 — Analitica
+—
o
)
2
 5.50 - .
Q
@
[
A

5.00 - ]

4.50 |- .

| |

0.0185 0.0186 0.0187 0.0188 0.0189 0.0190 0.0191 0.0192 0.0193 0.0194 0.0195
Tempo [s]

Figura 5.23: Deslocamento horizontal do n6 76 - tltimo pico (At = 1,0 x 107°s).
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Figura 5.24: Deslocamento horizontal do né 76 - tltimo pico (At = 2,0 x 107°s).
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Figura 5.25: Deslocamento horizontal do n6 76 - tltimo pico (At = 4,0 x 107°s).
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Figura 5.26: Erro relativo para o deslocamento horizontal do n6 76.

E sabido que para problemas escalares homogéneos 1D discretizados por ele-
mentos finitos lineares, o método da Diferencas Centrais permite reproduzir a res-
posta analitica do problema, uma vez que o passo de tempo critico do MDC seja
considerado (neste caso, os erros introduzidos pela discretizagao espacial sao per-
feitamente contrabalanceados pelos erros introduzidos pela discretizacao temporal).
Assim sendo, considerando-se a particularidade do presente problema em estudo, a
titulo de curiosidade, se modela o trecho BC' da estrutura com os parametros v = 0
e a = 1, replicando assim as propriedades do MDC neste trecho. Para o trecho AB
sera adotado o nova abordagem com insercao de amortecimento numérico.

O passo de tempo critico do método das Diferengas Centrais é dado, neste caso,
pela relagao <At/i = 1 [59], onde ¢ corresponde a velocidade de propagagao da onda
no meio e [ corresponde ao comprimento do elemento linear. A velocidade de pro-
pagacao da onda no meio é dada por: ¢ = \/E_/p. Neste caso, ¢ = 1,0 x 10® [L/s| para
o trecho BC el = 1,0 x 1072 [L]. Portanto o passo de tempo critico para o MDC
no trecho BC' é At =1,0 x 107° [s].

A seguir sdo mostrados os resultados do deslocamento horizontal do né 51 (lo-

calizado na interface entre os trechos AB e B(C') para o primeiro pico (Figura [5.27))
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e para o ultimo pico da andlise (Figura . O mesmo resultado, para o né locali-
zado no meio do trecho BC' (né 76), é apresentado nas Figuras [5.29] (primeiro pico)
e[5.30] (ltimo pico).

Observa-se que o novo método apresenta elevada eficiéncia em dissipacao de
frequéncias espurias. Ruidos provenientes da regiao de elevada rigidez da barra
sao rapidamente dissipados e nao sao transferidos para a regiao com rigidez baixa,

resultando em uma resposta mais apropriada.
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Figura 5.27: Deslocamento horizontal do né 51 - primeiro pico (At = 1,0 x 1075s).
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Figura 5.28: Deslocamento horizontal do né 51 - tltimo pico (At = 1,0 x 107°s).
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Figura 5.29: Deslocamento horizontal do né 76 - primeiro pico (At = 1,0 x 107°s).
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Figura 5.30: Deslocamento horizontal do né 76 - tltimo pico (At = 1,0 x 107°s).

5.4 Viga biapoiada

O quarto exemplo de aplicacao da nova metodologia proposta, extraido de WEN
et al. [39] (com modificagdes), é uma viga biapoiada homogénea, submetida a uma
forca vertical variavel no meio do vao, conforme ilustrado na Figura [5.31] Foram
adotados 50 elementos de viga (51 nds) para discretizagao espacial (MEF), com 2
graus de liberdade por né (deslocamento vertical e rotagao) e, consequentemente,
4 graus de liberdade por elemento. As matrizes de massa e rigidez foram obtidas
conforme citado na se¢ao [2.2] e foi considerada matriz de massa consistente e matriz

de amortecimento nula.

— .~

Figura 5.31: Viga biapoiada submetida a uma carga varidvel no meio do vao.

68



As propriedades geométricas e fisicas adotadas foram: comprimento total da
viga L = 5,0 [L], drea da segdo transversal A = 4,0 x 10~* [L?], momento de
inércia I = 1,0 x 1078 [L*], médulo de elasticidade £ = 2,0 x 10! [F/r2], massa
especifica p = 5,0 x 10* [M/1?] e a carga varidvel aplicada foi: P(t) = Fjsen(w,t),
com Fy = 1,0 x 10® [F] e w, = 4,0 [I/7]. A solugao analitica para o deslocamento

vertical desta viga é dada por [39):

2F0 oS )(n /2 (mrx) [ Wy
UA = sen sen (w,t) — — sen (wyt) |,
@ Z3w21_wp/w>) 75 Jsen () = 22 sen ()
(5.7)
onde w, representa a frequéncia natural, determinada por:
n’m? |EI

n = —. 5.8
“n ="\ A (5.8)

Desta forma, a resposta analitica para o deslocamento vertical de todos os nés

para o modelo em andlise é mostrada na Figura [5.32]
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Figura 5.32: Resposta analitica para o deslocamento vertical em todos os nos.

O tempo total em todas analises foi T' = 10s e foram empregados quatro passos

de tempo: At; = 0,25 x 10725, Aty = 0,50 x 10725, Aty = 1,0 x 10725 ¢ Aty =
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2,0 x 1072s. Além da metodologia proposta, foram utilizados os seguintes métodos

para comparagao:

)

AN

e Regra Trapezoidal - Newmark (yy = 1 — By =
e Bathe - At
e Bathe - 2 x At

Novamente, conforme feito nas secoes anteriores, o método de Bathe foi compa-
rado utilizando o mesmo incremento de tempo (Bathe - At) e também o dobro do
incremento de tempo (Bathe - 2 x At).

Para o método proposto, foram executados quatro exemplos distintos para cada
intervalo de tempo. De forma analoga ao que foi feito na secao anterior, o primeiro
exemplo foi executado sem insercao de amortecimento numérico local e os demais
com inserc¢ao de amortecimento numérico local nos elementos dos apoios (elementos
1 e 50). Os valores adotados para a propriedade de amortecimento numérico a® sao

expostos na Tabela [5.7]

Tabela 5.7: Parametros utilizados em cada exemplo para o método proposto.

Exemplo N
Elementos 1 e 50 Demais elementos
1 0,000 0,000
2 0,001 0,000
3 0,010 0,000
4 0,100 0,000

Os valores computados para os parametros 7. e «a, da abordagem proposta sao
mostrados na Tabela [5.8] uma vez que estes parametros assumem valores distintos
para cada elemento dependendo do intervalo de tempo escolhido.

Para os casos sem inser¢ao de amortecimento local (a® = 0,000), a nova abor-
dagem proposta ira reproduzir a Regra Trapezoidal em todos os intervalos de

tempo utilizados. E importante ressaltar uma eficiente caracteristica do método:
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os parametros sao computados a nivel local, de acordo com o intervalo de tempo
e as caracteristicas do elemento. Sendo assim, o método é adaptativo e busca a
melhor solucao de acordo com o modelo em anélise, sempre apresentando precisao
igual ou superior a Regra Trapezoidal.

O exemplo em questao naturalmente nao necessita de amortecimento numérico
para obtencao de respostas satisfatorias, uma vez que ¢ um modelo homogéneo, sem
carregamento de impacto e nao possui pontos de possivel formacao de ruidos. Sendo
assim, a Regra Trapezoidal se mostra eficiente para obtencao dos deslocamentos
deste modelo. Com isso, ressalta-se outra caracteristica positiva do método: mesmo
nos casos onde amortecimento numérico nao se faz necessario, a nova abordagem ira
adaptar os parametros automaticamente de forma a buscar a melhor solu¢ao possivel
para o modelo em anédlise. Neste caso, a melhor solugao foi a Regra Trapezoidal.

Nos exemplos com amortecimento local, a insercao de dissipagao se faz desne-
cessaria, ja que este modelo nao apresenta pontos de formacao de ruidos. Como o
amortecimento numérico € inserido localmente, mesmo nos casos onde nao ha ne-
cessidade, a inser¢cao de amortecimento numérico nao deteriora a resposta. Apesar
de nao reproduzir exatamente a Regra Trapezoidal os resultados obtidos pela nova
abordagem ficaram muito proximos da previsao obtida pela Regra Trapezoidal.

Nas Figuras a sao apresentados os resultados para o deslocamento do
noé situado no meio do vao, para todos intervalos de tempo. Além disso, na Figura
[5.37] é apresentado o erro relativo, calculado pela Equagao para todos os nos.
Observa-se que, quando comparado ao Bathe - 2 x At (mesmo custo computacional),

a nova abordagem apresenta precisao superior.
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Tabela 5.8: Parametros 7, e a, da abordagem proposta em cada exemplo para cada
passo de tempo.

At Exemplo 1° Elemento Demais elementos
Ye Qe Ye Qe

¢ 1 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
i 2 0,8378 0,7511 0,5000 0,5000
3 3 1,9696 0,9998 0,5000 0,5000
= 4 2,0000 1,000 0,5000 0,5000
¢ 1 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
i 2 1,4301 0,8809 0,5000 0,5000
% 3 1,9996 1,0000 0,5000 0,5000
= 4 2,0000 1,0000 0,5000 0,5000
9 1 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
§ 2 1,5864 0,9761 0,5000 0,5000
% 3 2,0000 1,0000 0,5000 0,5000
- 4 2,0000 1,0000 0,5000 0,5000
~ 1 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
i 2 1,9252 0,9993 0,5000 0,5000
S 3 2,0000 1,0000 0,5000 0,5000
A 4 2,0000 1,0000 0,5000 0,5000
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Nova abordagem (a® = 0,100)
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21.6 - —
215+ i
214+ -
21.3 \ \ \ \ \
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Figura 5.33: Deslocamento do né 26 (At = 0,25 x 1072s).
22.3 ‘ ‘
—%— Regra Trapezoidal
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Figura 5.34: Deslocamento do n6 26 (At = 0,50 x 1072s).
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Figura 5.35: Deslocamento do n6 26 (At = 1,00 x 1072s).
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Figura 5.36: Deslocamento do n6 26 (At = 2,00 x 1072s).
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1.80 - Nova abordagem (a® = 0,000) [ 7
—y— Nova abordagem (a® = 0,001)
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Figura 5.37: Erro relativo para o deslocamento vertical de todos os nés.

Ressalta-se que a propriedade de amortecimento numérico a® foi escolhida de

forma a inserir o amortecimento numérico maximo (7. = 2 e a, = 1) para o exem-

plo 4. Os demais exemplos (2 e 3) a® foi escolhido de forma a inserir um valor

intermedidrio de amortecimento numérico (Tabela |5.8)). Observa-se que, mesmo in-

serindo o maximo de amortecimento numérico a resposta nao foi prejudicada, devido

ao fato da dissipacao ser local, sendo inserida somente nos elementos dos apoios neste

caso.
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5.5 Portico plano

O quinto exemplo de aplicacao do novo método proposto consiste em um pértico
plano nao homogéneo submetido a uma forca vertical, conforme mostrado na Figura
Para discretizacao espacial (MEF) foram adotados 150 elementos de pértico
(151 nds) com 3 graus de liberdade por né (deslocamento horizontal, deslocamento
vertical e rotagdo). A discretizacdo espacial de cada tramo do portico foi realizada
de forma uniforme. Portanto, os tramos AB, BC' e CD possuem 50 elementos cada
e os pontos A, B, C' e D correspondem aos nés 1, 51, 101 e 151, respectivamente.
As matrizes de massa e rigidez foram computadas conforme desenvolvido na secao

2.2 e foram consideradas matriz de massa consistente e matriz de amortecimento

nula.
P
B C
A D

Figura 5.38: Poértico plano nao homogéneo submetido a uma forga vertical.

As propriedades fisicas e geométricas adotadas para o tramo AB foram: compri-
mento do tramo Lap = 1,0 [L], drea da segao transversal A p = 0,1 [L?], momento
de inércia I4p = 1,0 x 1072 [L*], médulo de elasticidade Exp = 1,0 x 1012 [F/r2] e
massa especifica pap = 10,0 [M/13]. Para os tramos BC' e CD foram adotados: com-
primento do tramo Lpc = Lep = 1,0 [L], area da segao transversal Agc = Acp =
0,1 [L?], momento de inércia Ipc = Icp = 1,0 x 1072 [L%], mddulo de elasticidade

Epc = Ecp = 1,0 x 107 [F/r2] e massa especifica ppc = pop = 10,0 [M/r3].
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Para o carregamento, foi considerado uma carga unitaria P = 1,0 [F] aplicada
instantaneamente no meio do tramo BC (n6 76) e mantida constante durante todo
o intervalo da andlise. Os passos de tempo adotados foram: At; = 1,0 x 107°s,
Aty = 2,0 x 107%s e Aty = 4,0 x 107°s e o tempo total em todas as analises foi
T =0,04s.

Como o problema em questao nao possui solucao analitica, a resposta de re-
feréncia foi obtida por superposicao modal, considerando 80 modos de vibragao.
Cada modo de vibracao foi resolvido integrando pela Regra Trapezoidal com o
mesmo intervalo de tempo utilizado na analise. As respostas de referéncia, em
cada passo de tempo, para o deslocamento horizontal dos nés 51 (ponto B) e 101
(ponto C') e para o deslocamento vertical do né 76 (ponto de aplica¢do da carga)

sao mostradas nas Figuras [5.39| , [5.40] e [5.41], respectivamente.

5.00 <10
Referéncia (At; = 1,0 x 107%)
Referéncia (Aty = 2,0 x 107%)
4.00 L Referéncia (Atz = 4,0 x 107%) | |
E 3.00 - ! -
o |
2 | | | |
5] i ‘ l f
S 2.00 - A | | \ ; ,
& { ‘ \
g | \l ‘ | \ ‘
S | | \ I
Z “ LRI I |
A 100} “‘4} ‘s | ) fl r |
| t ‘ Ml '\ | l
'R
0.00 | | \ | I
_100 | | | | | | |
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

Tempo [s]

Figura 5.39: Deslocamento horizontal do né 51 - Resposta de referéncia.
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Referéncia (Atz = 4,0 x 107%)
\
2.00 |- 4 .
\ A
1.00 - ‘ =
: A f
W
0.00 A/ .
N \
‘ \
\
-1.00 - \ E
o
-2.00 |- v /
| | | | | | |
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040
Tempo [s]

Figura 5.40: Deslocamento horizontal do né 101 - Resposta de referéncia.
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Figura 5.41: Deslocamento vertical do n6 76 - Resposta de referéncia.
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Devido a configuracao do problema em questao, a regiao que tende a apresentar
maior ocorréncia de frequéncias espurias é o tramo AB, em virtude do aumento da
rigidez nesta barra. Sendo assim, para a nova metodologia proposta foi executado
um exemplo com inser¢ao de amortecimento numérico local na barra AB, adotando
o parametro a® de forma a introduzir amortecimento numérico local maximo nesta
regiao. Para as barras BC' e CD, nao foi inserido amortecimento numérico, sendo
adotado a® = 0. A propriedade de amortecimento numérico a® adotada para cada
elemento e os parametros v, e a, (computados automaticamente), sdo mostrados na

Tabela [5.91

Tabela 5.9: Parametros utilizados para o método proposto.

Elementos a® Ye Q.
1 ao 50 1,00 2,00 1,00
51 ao 150 0,00 0,50 0,50

Com intuito de comparacao da precisao, além da nova abordagem proposta foram

executados os seguintes métodos:

e Regra Trapezoidal - Newmark (yy = 3 — By =

)

I

e Bathe - At

e Bathe - 2 x At

Os resultados para o deslocamento horizontal do né 51 (ponto B), deslocamento
horizontal do né 101 (ponto C') e o deslocamento vertical do né 76 (ponto de
aplicacao da carga) sao expostos nas Figuras a

Uma importante caracteristica do método é a elevada eficiencia em dissipar
frequéncias espurias. Pode-se observar nas Figuras a [5.44] que a resposta
obtida pelo novo método é préxima a apresentada pela Regra Trapezoidal. En-
tretanto a Regra Trapezoidal apresenta oscilagoes provenientes da participacao de
altas frequéncias e a nova abordagem apresenta uma resposta mais limpa e sem

ruidos provenientes da discretizagao espacial.

79



Portanto, a nova abordagem se adapta a melhor aproximagao na regiao sem
amortecimento numérico (regiao menos rigida). Para este caso a melhor aproximagao
foi a obtida pela Regra Trapezoidal. Além disso, onde ha necessidade de dissipagao
de frequéncias espurias (regiao mais rigida), a nova abordagem remove a participagao
destas frequéncias sem deteriorar a resposta. Observa-se em todas as Figuras de
a que a Regra Trapezoidal apresenta ruidos enquanto a nova abordagem nao
apresenta.

Ressalta-se que mesmo com um modelo com discretizacao espacial simples, onde
a Regra Trapezoidal, a principio apresenta respostas satisfatérias, o novo método foi
superior. Desta forma, para modelos discretizados com elementos mais complexos e
malhas mais refinadas, as caracteristicas positivas de dissipacao da nova abordagem

serao ainda mais expressivas.
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4.50 + ——Nova abordagem .
2.00 - Bathe - At
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3.50 o |
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Figura 5.42: Deslocamento horizontal do n6 51 (At = 1,00 x 107°s).
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Figura 5.43: Deslocamento horizontal do n6é 51 (At = 2,00 x 107°s).

5.00 <10 ‘ |
2,00 X0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ——Regra Trapezoidal

4.50 - ——Nova abordagem .
2.00 Bathe - At

4.00 - Bathe - 2 x At i
0.00 Referéncia (Atz = 4,0 x 107%)

550 -2.00 ‘

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

w
o
S
T
!

Deslocamento [L]
o o
g8 &
I
|

=
o
=)

1.00

0.50 |- 3

0.00 | | | | | | | | |
0.0380 0.0381 0.0382 0.0383 0.0384 0.0385 0.0386 0.0387 0.0388 0.0389  0.0390

Tempo [s]

Figura 5.44: Deslocamento horizontal do n6 51 (At = 4,00 x 1075s).
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Figura 5.45: Deslocamento horizontal do né 101 (At = 1,00 x 107°s).
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Figura 5.46: Deslocamento horizontal do né 101 (At = 2,00 x 107°s).
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Figura 5.47: Deslocamento horizontal do né 101 (At = 4,00 x 107°s).
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Figura 5.48: Deslocamento vertical do né 76 (At = 1,00 x 107°s).
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Figura 5.49: Deslocamento vertical do n6 76 (At = 2,00 x 107°s).
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Figura 5.50: Deslocamento vertical do né 76 (At = 4,00 x 107°s).
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Capitulo 6

Conclusoes

No presente trabalho foi desenvolvida uma nova metodologia de integracao
numérica no dominio do tempo para resolugao de problemas de dinamica estru-
tural. A nova abordagem possui dois parametros (7. e a.) que sdo computados de
forma automaética para cada elemento em cada passo de tempo. Esta caracteristica
permite uma diferente distribuicao espacial e temporal dos parametros, fazendo com
que o método se adapte de acordo com a necessidade do problema.

Como o novo método baseia-se somente em relagoes entre deslocamentos e ve-
locidades, o computo de aceleragoes em cada passo de tempo nao se faz necessario.
Desta forma, além de apresentar menos equagoes por passo de tempo (e, conse-
quentemente, menor custo computacional), o método proposto no presente trabalho
nao necessita de procedimentos especiais de inicializagao da marcha no tempo (i.e.
célculo de aceleracao inicial de forma externa ao algoritmo).

Além disso, a nova abordagem possui dissipagao numérica de frequéncias espurias
controlavel pelo usuario em nivel de elemento. Tal controle é realizado por apenas
um parametro (a®) e a metodologia permanece com precisao de segunda ordem
quando o amortecimento numérico é inserido, caracteristica que nao é apresentada
por alguns métodos cléssicos, tal como o método de Newmark.

O novo método possui estabilidade garantida independente da propriedade de
amortecimento numérica adotada pelo usuario ou o passo de tempo da anélise. Con-

forme discutido na secao|4.2.2, a nova abordagem é condicionalmente estavel quando

85



nao ha insercao de amortecimento numérico, mas os parametros sao computados de
forma que a instabilidade nunca seja alcancada. Ja para o caso com insercao de
amortecimento numérico, o método é incondicionalmente estével.

Conforme demonstrado nas aplicagoes numéricas, o novo método se mostra al-
tamente eficaz para a solucao da equacao de movimento obtida pela discretizacao
espacial por intermédio do método dos elementos finitos. Em todos os exemplos
mostrados, a precisao da nova abordagem foi superior ao método de Bathe - 2 x At
(comparagao com mesmo custo computacional) e superior ou igual (em alguns casos
reproduzindo a Regra Trapezoidal) ao método de Newmark. Observou-se, ainda,
que em alguns exemplos o método se mostrou superior ao método de Bathe. Ou
seja, uma melhor eficiéncia foi obtida com aproximadamente metade do custo com-
putacional.

Além das vantagens descritas anteriormente, o método € simples e de facil im-
plementagao em cédigos ja existentes, tendo como entrada somente o elemento a
ser inserido o amortecimento numérico e a magnitude de tal amortecimento, nao
cabendo ao usudario a escolha de parametros do método. Portanto, na abordagem
apresentada neste trabalho, a propriedade de amortecimento numérico passa a ser
tratada como uma propriedade do meio, dada por elemento, da mesma forma que
moédulo de elasticidade, area da secao transversal, momento de inércia, etc. Sendo
assim, a metodologia apresentada neste trabalho se mostra altamente promissora

inclusive para utilizacdo em softwares comerciais.
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