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Anexos 


 


Anexo A – Notações, siglas e nomenclaturas mais utilizadas 


 


A.1. – Siglas 


Hill48 Critério de anisotropia de Hill 1948 


YLD91 Critério de anisotropia YLD 1991 


KB93 Critério de anisotropia Karafillis e Boyce 1993 


YLDLIN Critério de Drucker adaptado para anisotropia 


CB2001 Critério de Cazacu e Barlat 2001 


BB2004 Critério de Bron e Besson 2004 


YLD-2004-13p Critério YLD2004 com 13 constantes 


YLD-2004-18p Critério YLD2004 com 18 constantes 


  


A.2. – Notações 


H , ijH  Operador Hessiano da função f , componentes da matriz 


Hessiana  


B , ijB  Aproximação da matriz Hessiana de f , componente da 


aproximação da matriz Hessiana 


J , ijJ  Jacobiano da função f , Componentes do Jacobiano 


1S , 2S , 3S , 1σ , 2σ , 3σ  Valores próprios do tensor das tensões 


σ , ijσ , xσ , yσ , zσ ,


xyτ , yzτ , zxτ  


Tensor das tensões, componentes do tensor das tensões 


X , ijX , xX , yX , zX ,


xyX , yzX , zxX  


Tensor das tensões inversas, componentes do tensor das tensões 


inversas 


ε , ijε , xε , yε , zε , xyε ,


yzε , zxε  


Tensor das deformações, componentes do tensor das deformações 


maxτ  Tensão de corte máxima no plano de corte 


K  Tensão de referência (escalar) 


ox ,oy ,oz  Componentes do sistema de eixos associado à chapa 
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xo ′ , yo ′ , zo ′  Componentes do sistema de eixos associado ao ensaio 


2J , 3J , 0


2
J , 0


3
J  2º e 3º invariantes da tensão, aproximações dos invariantes da 


tensão 


r , 0r , 15r , 30r , 45r , 60r ,


75r , 90r  


Coeficientes de anisotropia 


ijh , 11h , 22h , 33h , 44h ,


55h , 66h , 12h , 13h , 14h ,


15h , 16h , 23h , 24h , 25h ,


26h , 34h , 35h , 36h , 24h , 


Parâmetros do material do critério anisotrópico de von Mises 


F ,G ,H , L ,M , N  Parâmetros do critério de Hill48 


m  Expoente do critério YLD91 


s , ks , s′ , s ′′  Tensor das tensões no estado plástico isotrópico equivalente 


L , kL , L′ , L ′′  Operador linear de transformação para estado plástico isotrópico 


equivalente 


1c , 2c , 3c , 4c , 5c , 6c  Constantes do Operador linear de transformação 


c , k  Constantes do modelo KB93 


c  Constante do critério YLDLIN 


1a , 2a , 3a , 4a , 5a , 6a ,


1b , 2b , 3b , 4b , 5b , 6b ,


7b , 8b , 9b , 10b , 11b , c  


Constantes do modelo CB2001 


1c , 2c , fn ,a , 1b , 2b  Constantes do critério BB2004 


C′ ,C ′′ , T  Matrizes com as constantes dos critérios YLD2004 13p e 18p 


1kM  Matriz com as constantes do modelo de superfície limite de 


elasticidade 


1kα  Constantes escalares do modelo de superfície limite de 


elasticidade 


2kα  Constantes escalares da lei de encruamento 


Y  Tensão limite de elasticidade obtida a partir da lei de encruamento 


0Y  Tensão limite de elasticidade inicial obtida a partir da lei de 


encruamento 







A.3 


H  Módulo de encruamento 


n  Expoente utilizado nas leis de Ludwick, Hollomon, e Swift 


C Constante da lei de encruamento isotrópico de Prager e de Swift 


0ε  Constante da lei de encruamento isotrópica de Swift 


satR , YC  Constantes do modelo de Voce 


kQ , kC , nl  Constantes do modelo isotrópico de Chaboche 


k  Constante da lei de encruamento cinemático de Prager 


kN , iC ,γ  Constantes da lei de encruamento cinemático de Armstrong 


xC , satX  Constantes da lei de encruamento cinemático de Lemaitre e 


Chaboche 


1C , 2C ,γ  Constantes da lei de encruamento cinemático de Lemaitre e 


Chaboche 


f , RC , satR , SLC , satS ,


pn , PC , XC ,n , SDC ,


0X , r  


Constantes do modelo microestrutural completo 


f , RC , satR , SC , satS ,


XC , 0X  


Constantes do modelo microestrutral completo 


xxd ′ε , yyd ′ε , yxd ′ε  Incremento de deformação no sistema de eixos do ensaio 


E  Módulo de elasticidade 


ασ  Tensão limite de elasticidade obtida em tracção para a orientação 


α  com a direcção de laminagem 


bσ  Tensão limite de elasticidade obtido em expansão biaxial 


simétrica 


βτ  Tensão limite de elasticidade obtida em corte para a orientação β  


com a direcção de laminagem 


αr  Coeficiente de anisotropia obtido em tracção para a orientação α  


com a direcção de laminagem 


br  Coeficiente de anisotropia obtido em expansão biaxial simétrica 


iw  Funções de peso das funções objectivo 


u , v ,w  Numero de ensaios para as trajectória de tracção, expansão biaxial 


e corte 
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αn , bn , τn  Número de pontos para cada ensaio de tracção, expansão biaxial e 


corte 


( )xf  Função objectivo 


λ  Incremento em cada iteração de optimização 


u  Direcção de alteração da solução 


tol  Tolerância para paragem do processo de optimização 


( )xr  Vector dos resíduos 


ρ  Constante para determinação numérica das derivadas da função 


µ  Escalar para regularização do sistema de equações lineares no 


método Levenberg-Marquardt 


niter  Número de gerações no algoritmo genético 


varn  Índice de localização dentro do vector de soluções 


nbits  Número de bits utilizados para codificar cada variável 


minv , maxv  Valor máximo e mínimo de cada variável 


bitspr  Precisão exigida a cada variável 


varn  Número de variáveis 


ip  Probabilidade de cada solução ser seleccionada 


  


A.3. – Operadores 


)(Atr  Traço da matriz A  


A′  Desviador da matriz A  


A  Valor equivalente da matriz A  


dA  Incremento de A  


pA  Componente plástica 


A&  Velocidade de alteração de A  


expA  Dados experimentais da grandeza A  


A∇  Gradiente de A  


xA ∂∂ /  Derivada de A  em ordem a x  


( )Asint  Inteiro arredondando para cima do escalar A  


⊗  Produto externo 
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Anexo B – Influência dos Parâmetros na Forma das Superfícies Limite de Elasticidade 


 


Neste anexo são apresentadas para os critérios Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001 as 


alterações na superfície limite de elasticidade originadas pela variação de cada parâmetro através 


de cortes no plano yyxx σσ − . Para cada modelo e variável, é apresentada abaixo de respectiva 


figura, a gama de variação ou o valor que assume cada variável. A variação correspondente a cada 


variável foi determinada considerando que os restantes parâmetros são constantes e assumem o 


valor correspondente à isotropia. 


 


B.1. – Critério de anisotropia Hill48 
 


  


[ ]5.1,5.0∈F  [ ]5.1,5.0∈G  


  


[ ]5.1,5.0∈H  2.1=N  e [ ]5.0,0∈xyτ  


Figura A.1. Influência dos parâmetros no critério Hill48. (continua) 







A.6 


  


5.1=N  e [ ]5.0,0∈xyτ  8.1=N  e [ ]5.0,0∈xyτ  


Figura B.1. Influência dos parâmetros no critério Hill48. 


 


B.2. – Critério de anisotropia YLD91 
 


Para o critério YLD91 é separa a contribuição em duas componentes, a influência das constantes 


que constam no operador de transformação linear (figura A.2) e no expoente da expressão (Figura 


B.3). 


  


[ ]5.1,5.01 ∈c  [ ]5.1,5.02 ∈c  


Figura B.2. Influência dos parâmetros da transformação linear no critério YLD91.  


  


[ ]5.1,5.03 ∈c  9.06 =c  


Figura B.2. Influência dos parâmetros da transformação linear. (continua) 
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1.16 =c  


Figura B.2. Influência dos parâmetros da transformação linear. 


 


  


6=m  8=m  


Figura B.3. Influência do valor do expoente no critério YLD91. 


 
B.3. – Critério de anisotropia KB93 
 


Para este critério apresenta-se na figura B.4 a variação da forma para cada função 1ϕ .e 2ϕ  a partir 


das quais o critério KB93 é obtido. Não se apresenta a influência das constantes da transformação 


linear pois já foram apresentadas para o critério YLD91 (secção B.2) 
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1ϕ  2ϕ  


Figura B.4. Forma das funções 1ϕ .e 2ϕ  em que o critério de KB93 se baseia. 


 


Figura B.5. Alteração de forma da superfície limite de elasticidade KB93 com a alteração 


do parâmetro c  ( 302 =k ). 


 


B.4. – Critério de anisotropia YLDLIN 
 


Para este critério apenas se apresenta a variação da sua forma com o parâmetro c  pois a alteração 


da forma deste critério com a alteração das constantes da transformação linear é semelhante à 


obtida para o critério YLD91. 


 


Figura B.6. Alteração de forma da superfície limite de elasticidade YLDLIN com a 


alteração do parâmetro c . 


 







A.9 


B.5. – Critério de anisotropia CB2001 


 


  


[ ]0.3,5.01 ∈a  [ ]0.3,5.02 ∈a  


  


[ ]0.3,5.03 ∈a  8.04 =a  


  


0.14 =a  2.14 =a  


Figura B.7. Alteração de forma da superfície limite de elasticidade CB2001 em 


função dos seus parâmetros. (continua) 
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[ ]8.1,1.01 ∈b  [ ]8.2,0.12 −∈b  


  


[ ]8.2,0.13 −∈b  [ ]8.1,1.04 ∈b  


  


0.15 −=b  0.15 =b  


Figura B.7. Alteração de forma da superfície limite de elasticidade CB2001 em 


função dos seus parâmetros. (continua) 
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5.25 =b  0.110 −=b  


  


5.110 =b  [ ]25.2,375.3−∈c  


Figura B.7. Alteração de forma da superfície limite de elasticidade CB2001 em 


função dos seus parâmetros. 


 
Anexo C - Dimensionamento da ferramenta 


 


O dimensionamento da ferramenta é efectuado no regime elástico, pelo que o dimensionamento da 


ferramenta foi efectuado utilizando o módulo de elementos finitos do programa IBM Dassault 


Systèmes Catia V5. Este programa possui também um módulo de verificação do risco de colapso 


por instabilidade elástica de componentes sujeitos à compressão, pelo que, este risco foi também 


avaliado sempre que necessário. 


 O dimensionamento foi efectuado considerando os valores admissíveis para o 


dimensionamento à deformação permanente, considerando coeficientes de segurança de 1.25 para 


o risco de deformação permanente. Este coeficiente de segurança é o mais pequeno recomendado 


para componentes mecânicos estruturais pela norma BS 2573. A escolha deste valor do coeficiente 


de segurança deve-se ao facto de os ensaios se realizarem em laboratório com condições 


perfeitamente conhecidas, com baixa probabilidade de surgirem sobrecargas e no facto do material 


utilizado para a construção da ferramenta estar certificado (com garantia de propriedades 
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mecânicas mínimas). Por se tratar de uma ferramenta para ensaio experimental em laboratório e 


não para produção de peças em grande série, não foi considerado o risco de colapso por fadiga. 


Como já referido, quando necessário, foi também verificado o risco de colapso por instabilidade 


elástica. 


O dimensionamento dos dois conjuntos funcionais (punção e matriz) que compõem a 


ferramenta, foi efectuado individualmente. Deste modo, o erro cometido na profundidade de 


estampagem será no máximo igual à soma dos erros cometidos em cada um dos conjuntos 


funcionais. 


 


C.1. – Máquina de tracção Shimadzu AG-I 100 kN 


 


O conjunto funcional do punção é composto pelo punção e pelos componentes que servem 


de fixação e adaptação à máquina de tracção. Além das peças apresentadas na figura 6.4 (punção e 


adaptação à amarra da máquina de tracção) para o dimensionamento foram ainda considerados, 


para determinação da rigidez do conjunto, o pino da amarra e a amarra da máquina de tracção. 


Para estes componentes não foi considerado o valor de tensão a que estão sujeitos, uma vez que 


durante o projecto da máquina foi dimensionado para resistir à carga máxima imposta. Por se 


tratarem de componentes em aço, foi considerado na simulação numérica um módulo de 


elasticidade igual a 210 GPa.  


Na simulação numérica do comportamento foram utilizadas malhas tetraédricas, cujos 


elementos possuíam uma dimensão máxima de 2, 3, 5 e 6 mm para discretizar o pino da amarra, a 


adaptação à amarra, a amarra da máquina e o punção, respectivamente. As figuras A.7 e A.8 


apresentam os deslocamentos e a distribuição de tensões obtidos à carga máxima (100 kN), 


respectivamente. A figura A.7 mostra que o deslocamento máximo ocorre no topo do punção, e é 


aproximadamente igual a 0.068 mm. Na figura A.8 podemos observar que o componente mais 


crítico é o pino da amarra, onde a tensão ultrapassa ligeiramente os 740 MPa. Convém, contudo, 


relembrar que este órgão não foi dimensionado neste estudo, uma vez que é parte integrante da 


máquina de tracção. A tensão máxima (pontual) obtida na adaptação à amarra da máquina é de 


cerca de 270 MPa, encontrando-se este valor dentro dos limites admissíveis para os riscos de 


deformação plástica permanente do material (tabela 6.2). No punção a tensão equivalente é 


inferior a 30 MPa (na zona de contacto com a adaptação à amarra da máquina) afastando assim a 


possibilidade de surgirem problemas de deformação plástica. Uma vez que o conjunto funciona à 


compressão não existe risco de colapso por fadiga. Este tipo de solicitação torna necessária a 


verificação da ocorrência de instabilidade elástica. Neste conjunto funcional existe um baixo risco 
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de ocorrência de colapso por instabilidade elástica, dado que apresenta uma rigidez 63 vezes 


superior ao necessário para não ocorrer o fenómeno de colapso por instabilidade elástica.  


 


Figura A.7. Deslocamentos obtidos à carga máxima no conjunto funcional do punção para a 


máquina de tracção Shimadzu AG-I 100 kN. 


 


 


Figura A.8. Distribuição da tensão equivalente obtida à carga máxima no conjunto funcional do 


punção para a máquina de tracção Shimadzu AG-I 100 kN. 
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O conjunto funcional da matriz é composto pela matriz e pelos componentes que servem 


de fixação e adaptação à máquina de tracção. Tal como para o conjunto funcional anterior, além 


dos componentes apresentadas na figura 6.4 (matriz, corpo da matriz, tampa da matriz e a 


adaptação à amarra da máquina de tracção) na determinação da deflexão foram também 


considerados o pino da amarra e a própria amarra da máquina de tracção. As malhas de elementos 


finitos utilizadas na simulação numérica para discretizar o pino da amarra, a adaptação à amarra, a 


amarra da máquina, a tampa da matriz, a matriz e o corpo da matriz são constituídas por elementos 


tetraédricos com dimensão máxima de 2, 3, 5, 6, 6 e 10 mm, respectivamente. As figuras A.9 e 


A.10 apresentam os deslocamentos e a distribuição de tensões obtidos à carga máxima, 


respectivamente, para esta máquina de tracção. O deslocamento máximo obtido para este conjunto 


funcional, como pode ser observado na figura A.9, ocorre na zona de contacto com o esboço, e é 


aproximadamente 0.103 mm. Na figura A.10 podemos observar que, tal como para o conjunto 


funcional do punção, a tensão máxima (pontual) é obtida na adaptação à amarra da máquina. Esta 


tensão apresenta um valor igual a 270 MPa, situando-se assim dentro dos limites admissíveis para 


os riscos de deformação plástica permanente do material (tabela 6.2). Na tampa da matriz a tensão 


é inferior a 30 MPa na zona de contacto com a própria matriz, logo, este componente também não 


irá apresentar deformação plástica permanente. Tanto no corpo da matriz como na própria matriz, 


os valores da tensão são reduzidos (inferiores a 10 MPa). Na verificação do risco de colapso por 


instabilidade elástica verificou-se que a rigidez é 218 vezes superior ao mínimo para não ocorrer 


este fenómeno.  


 


Figura A.9. Deslocamentos obtidos à carga máximo no conjunto funcional da matriz (máquina de 


tracção Shimadzu AG-I 100 kN). 
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Figura A.10. Distribuição da tensão equivalente obtida à carga máxima no conjunto funcional da 


matriz (máquina de tracção Shimadzu AG-I 100 kN). 


 


A deflexão devido à complacência total dos conjuntos funcionais é igual a 0.171 mm, pelo 


que, para a classe de qualidade (IT12) esta deflexão está dentro da tolerância. Este erro pode ainda 


ser reduzido através de uma compensação do curso da máquina, passando dos 60 mm nominais 


para, por exemplo, 60.171 mm, para um material para o qual a força de estampagem no final do 


curso seja de 100 kN. Dado que, todos os componentes funcionam em regime elástico e as 


alterações geométricas não são suficientes para lhe alterar a rigidez, para outras cargas a 


compensação da correcção do curso pode ser aproximada por uma correspondência linear. Outra 


possibilidade, para diminuir o erro seria utilizar uma estratégia de tentativa  


 


C.2. – Máquina de tracção Shimadzu Autograph AG 25TA 


 


Na simulação numérica dos conjuntos funcionais da máquina de tracção Shimadzu 


Autograph AG 25TA foi utilizado o mesmo tipo de elementos e a mesma dimensão da malha para 


cada componente que para o estudo anterior. Nas figuras A.11 e A.12 são apresentadas as 


distribuições dos deslocamentos e da tensão, respectivamente, obtidas para o conjunto funcional 


do punção a uma carga de 250 kN. A figura A.11 mostra que o deslocamento máximo obtido à 


carga máxima é aproximadamente igual a 0.107 mm. Neste caso, como pode ser observado na 


figura A.12 o componente sujeito a tensões mais elevadas é também o pino da amarra, 


aproximadamente 610 MPa. A adaptação à amarra sofre uma tensão máxima (pontual) de cerca de 
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240 MPa, valor situado dentro dos limites admissíveis para o risco de deformação plástica (tabela 


6.2). A tensão máxima no punção, localizada na zona de ligação à adaptação da amarra, é 


aproximadamente igual a 80 MPa, valor bastante inferior ao máximo admissível. Consequência 


deste conjunto trabalhar à compressão foi necessário verificar o factor de risco de colapso por 


instabilidade elástica. O factor encontrado é igual a 31, não existindo por isso risco de ocorrência 


de colapso por instabilidade elástica. 


 


Figura A.11. Distribuição dos deslocamentos obtidos à carga máximo no conjunto funcional do 


punção para a máquina de tracção Shimadzu Autograph AG 25TA. 
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Figura A.12. Distribuição da tensão equivalente obtida à carga máximo no conjunto funcional do 


punção para a máquina de tracção Shimadzu Autograph AG 25TA. 


 
Nas figuras A.13 e A.14 são apresentados os deslocamentos e a distribuição de tensão, 


respectivamente, obtidos para o conjunto funcional da matriz para a máquina de tracção Shimadzu 


Autograph AG 25TA para uma carga igual a 250 kN. A figura A.13 mostra que o deslocamento 


máximo obtido para este conjunto à carga máxima é aproximadamente igual a 0.193 mm. Por 


outro lado, a figura A.14 mostra que, mais uma vez, o componente sujeito a maiores tensões é o 


pino da amarra, com aproximadamente 610 MPa. A adaptação à amarra sofre uma tensão máxima 


(pontual) de cerca de 240 MPa, valor situado dentro dos limites admissíveis para o risco de 


deformação plástica (tabela 6.2). A tensão máxima na tampa da matriz para este caso é de 


aproximadamente 80 MPa, na zona de ligação à adaptação da amarra, valor bastante inferior ao 


máximo admissível. Os valores de tensão presentes no corpo da matriz e na matriz são inferiores a 


20 MPa. Este conjunto funciona à compressão, motivo pelo qual é necessário verificar o factor de 


risco de colapso por instabilidade elástica. O factor de risco é igual a 138, não existindo portanto 


risco de ocorrência de colapso por instabilidade elástica. 
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Figura A.13. Deslocamentos obtidos à carga máximo no conjunto funcional do matriz para a 


máquina de tracção Shimadzu Autograph AG 25TA. 


 


 


Figura A.14. Distribuição da tensão obtida no conjunto funcional da matriz para a máquina de 


tracção Shimadzu Autograph AG 25TA. 


 
O erro cometido devido à complacência dos conjuntos funcionais do punção e da matriz é 


igual a 0.300 mm, valor que corresponde ao máximo da classe de tolerância IT12 para a 


profundidade de estampagem pretendida. Como já referido, o erro pode ser diminuído fazendo 


uma compensação (linear) ao valor do curso da ferramenta móvel em função da força no final do 


ensaio. 
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C.3. – Dimensionamento do Cerra-chapas 


 


A força aplicada no cerra-chapas, ou força de fecho, é aplicada num número finito de 


pontos (10 molas). A aplicação da força das molas é feita descentrada em relação ao raio médio da 


superfície em contacto com a chapa pelo que não é possível aplicar uma força totalmente uniforme 


na superfície de contacto. Foram testados cerra-chapas com 6, 8, 10 e 12 pontos de aplicação da 


força de fecho. Optou-se por dez pontos de aperto, pesando o compromisso entre a espessura do 


cerra-chapas e da matriz e o menor número possível de pontos de aperto. As espessuras das 


secções do cerra-chapas e da matriz onde é aplicada a força de fecho da ferramenta, foram 


dimensionadas de forma a obter, fora da influência dos bordos, uma uniformidade de aplicação de 


força da ordem dos 95 %. A figura A.15 mostra a distribuição da pressão no esboço obtida com as 


dimensões finais da ferramenta, para a força de fecho de projecto (50 kN).  


 


Figura A.15. Distribuição da pressão sobre o esboço para a força máxima de fecho (50 kN). 


Apresenta-se na figura A.16 a distribuição da tensão obtida para a força máxima de fecho 


do cerra-chapas, no caso mais desfavorável. A situação mais desfavorável ocorre no final da 


estampagem quando apenas resta entre o cerra-chapas e a matriz um fino anel chapa. Considerou-
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se para o cálculo da distribuição de tensões no cerra chapas que restam apenas 10 mm de esboço 


apertado. De notar que para todos os materiais ensaiados neste trabalho a largura mínima obtida 


foi de 13 mm. Na figura A.16 podemos observar que a tensão máxima atingida é cerca de 58 MPa. 


Esta tensão é baixa quando comparada com a tensão admissível, tanto para o risco de ocorrência 


de deformação plástica permanente como para o rico de colapso por fadiga (tabela 6.2). 


A figura A.17 apresenta a distribuição dos deslocamentos obtida no cerra chapas para a 


situação mais desfavorável. A verificação dos deslocamentos é necessária para prevenir que o 


cerra-chapas entre em contacto com a matriz na região da periferia. Dada a elevada rigidez do 


cerra-chapas nesta figura podemos observar que o deslocamento máximo previsto é inferior a 0.05 


mm à carga máxima. Isto implicaria que a espessura mínima da chapa a estampar fosse de pelo 


menos 0.1 mm, valor muito longe da espessura de 1 mm utilizada em todos os ensaios.  


 


Figura A.16. Distribuição da tensão no cerra-chapas para a força de fecho máxima (50 kN). 
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Figura A.17. Distribuição da tensão obtida no cerra-chapas para a força de fecho máxima (50 kN). 


 


C.4. – Selecção das molas 


 


A força máxima aplicada no cerra-chapas é de 50 kN e esta é aplicada em 10 molas pelo 


que, cada uma terá que efectuar uma força no máximo igual a 5 kN. A mola seleccionada foi uma 


mola com a referência comercial VL-56 do fabricante Steel Mefobo que possui uma força de 


trabalho recomendada de 5 kN. Este tipo de mola é específico para utilização em matrizes, para 


cargas extra fortes. Na tabela A.1 apresentam-se as principais características geométricas e 


mecânicas da mola utilizada. O valor da constante da mola é apresentado apenas para fins 


indicativos pois cada mola foi calibrada, uma vez que o fabricante apenas garante o valor da 


constante com um erro de mais ou menos 10%. De notar que durante o ensaio, a pressão exercida 


sobre cerra-chapas pode aumentar ou diminuir devido à alteração de espessura da chapa, a qual a é 


alterada uma taxa total aproximada de 57,8 N por cada centésima de milímetro de alteração de 


espessura do esboço. 


 


Tabela A.1. Características geométricas e mecânicas da mola seleccionada. 


Furo 


Min. 


[mm] 


Eixo 


Max. 


[mm] 


Comprimento 


Nominal 


[mm] 


Km 


[N/mm] 


Carga 


Serviço 


[N] 


Deform. 


Serviço 


[mm] 


Carga 


Máxima 


[N] 


Deform. 


Máxima 


[mm] 


38 19 50 578 4913 8.5 7225 12.5 
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C.5. – Verificação do risco de desaperto dos parafusos 


 


Como a imposição da força na mola é feita por deslocamento prescrito, utilizou-se para 


comprimir cada mola um parafuso. Este parafuso não pode ter mais de 19 mm de diâmetro, 


correspondentes à dimensão máxima do eixo admitido pela mola seleccionada e terá que suportar 


a carga máxima da mola. Considerando um coeficiente de segurança de 4, típico no 


dimensionamento de parafusos [Gieck1990], a força máxima na mola é de 9258 N, quando 


totalmente deformada, ao qual deve ser adicionado 10 %, porque como já foi referido, esta é a 


variação máxima dos valores fornecidos pelo fabricante. A área mínima do núcleo para suportar 


esta carga é então de 5103.8 −×  m2, ou seja um diâmetro do núcleo de cerca de 10.3 mm. 


Considerando o passo aconselhado pela ISO 4017 o parafuso M12, com passo normal (1.75 mm), 


possui aproximadamente esta área de núcleo.  


Dado que a mola é comprimida por um conjunto parafuso-porca, é necessário verificar se 


por acção da força da mola o conjunto se auto-desaperta. Para não ocorrer este fenómeno o ângulo 


de atrito do conjunto parafuso-porca tem que ser superior à inclinação do passo. Para o parafuso 


seleccionado o ângulo de atrito é cerca de 6.6º, considerando um atrito de 0.08 e o ângulo do passo 


é cerca de 2.9º, logo não existe risco de durante o ensaio a porca aliviar a pressão na mola por 


ocorrer desaperto da mesma.  


 


C.6. Sistema de Centragem e Retenção 


 


Uma simplificação importante prende-se com o sistema de centragem e retenção, que dificilmente 


pode ser simulado de forma fiel. A dificuldade em simular este mecanismo prende-se com o facto 


do sistema de retenção fazer força contra uma ferramenta móvel e ele próprio também se move 


função da diminuição da espessura da chapa. Existem duas opções ou se considera para efeitos da 


simulação que são restringidos alguns nós ou que a chapa não possui furo. Recorrendo à 


simulação é possível concluir que a tanto uma solução como outra não afecta o estado de tensão e 


de deformação na zona de onde será retirado o anel, logo tanto uma como outra poderão ser 


utilizadas na simulação. Este facto pode ser comprovado comparando o estado de tensão final 


obtido para as simulações com o sistema de centragem e retenção e para as simulações efectuadas 


sem furo, figuras A.18 e A.19. A baixa influencia do furo pode ser explicada pela observação das 


figuras A.20 e A.21 onde são apresentadas as distribuições de deformação registadas para a 


simulação com furo e sistemas de centragem e retenção e sem furo, respectivamente. Nestas 


figuras podemos observar que a deformação na zona do furo é praticamente nula para as duas 
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condições. Podemos então concluir que as simulações numéricas poderão ser efectuadas, sem 


prejuízo, sem furo. 


 


  


Figura A:18. Tensão equivalente [MPa] 


obtida na simulação da taça com furo e 


sistema de centragem e retenção. 


Figura A.19. Tensão equivalente [MPa] 


obtida na simulação da taça sem furo. 


 


  


Figura A.20. Deformação equivalente 


obtida na simulação da taça com furo e 


sistema de centragem e retenção. 


Figura A.21. Deformação equivalente 


obtida na simulação da taça sem furo. 


 


Anexo D - Produção e requisitos funcionais 


 


Como cada uma das peças é produzida de forma independente é necessário garantir que 


funcionam correctamente em conjunto. Para tal foi necessário definir o tipo de interacção existente 


entre cada uma das peças e definir o tipo de ajuste mais adequado. O tipo de interacção entre os 


diferentes componentes da ferramenta de estampagem vai desde a ligação roscada, aos ajustes 


livre ou deslizante. Na tabela A.2 apresentam-se os tipos de interacção entre cada uma das peças e 


as respectivas classes de tolerância a aplicar. As classes de tolerância foram seleccionadas de 


acordo com as normas: ISO 965, ISO 1829 e ANSI B4.2. 
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Tabela A.2. Tabela com os ajustes e tolerâncias utilizados 


Veio - Furo Tipo de Ajustamento Classes


Adaptação à amarra - Tampa da Matriz Ligeiramente Preso H7/k6


Matriz - Cerra-Chapas Deslizante H7/g6


Punção - Cerra-chapas Deslizante H7/g6


Adaptação à amarra - Punção Ligeiramente Preso H7/k6


Parafuso de Aperto da Mola - Matriz Deslizante H7/g6


Parafuso de Aperto da Mola - Cerra Chapas Livre H11/c11


Varão do Sensor - Matriz Deslizante H7/g6


Varão do Sensor - Cerra Chapas Livre H11/c11


Amarra da Máquina - Adaptação à amarra Ligeiramente Preso H7/k6


Varão de Aperto do Esboço - Cone de Aperto do Esboço Livre H11/c11


Tampa da Matriz - Corpo da Matriz Roscada IT11


Corpo da Matriz - Matriz Roscada IT11


 


 


Na construção da ferramenta a tolerância utilizada em cotas funcionais de carácter geral foi 


IT6, recomendada pelas normas ISO para construção mecânica de grande precisão. Em cotas 


específicas, especialmente para peças produzidas com dois ou mais apertos foi imposta tolerância 


mais apertada (IT5), de forma a obter a tolerância final IT6. Para as restantes cotas foi utilizada a 


classe de tolerância definida pela ISO 2768-f. A ferramenta foi integralmente produzida no 


Laboratório de Desenvolvimento de Produtos da Escola Superior de Tecnologia de Abrantes.  


 


Anexo E – Verificação das rugosidades nas ferramentas 


 


Por implicar acabamento manual, moroso e consequentemente caro, os fabricantes de 


ferramentas de estampagem de chapa metálica evitam acabamentos com rugosidades demasiado 


baixas. A rugosidade média típica que se consegue obter sem polimento manual é 


aproximadamente igual a 0.3 µm. Para a produção das superfícies da ferramenta em contacto com 


o esboço foi imposto este valor de rugosidade média de referência. Apesar de neste trabalho não 


ser feito nenhum estudo tribológico detalhado, foi feita a verificação da rugosidade da ferramenta 


e das chapas metálicas estampadas, para que possam servir de base para trabalhos futuros. 


Apresentam-se nas figuras A.22 a A.24 as fichas obtidas nas medições da rugosidade das 
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ferramentas. A rugosidade média medida no punção, na matriz e no cerra-chapas foi 0.21, 0.35 e 


0.32 µm, respectivamente. Os desvios apresentados nas rugosidades impostas e efectivas resultam 


do facto da rugosidade ser imposta indirectamente pela velocidade de corte, pelo avanço e pela 


condição da ferramenta. As medições da rugosidade foram efectuadas no Laboratório de Ensaio de 


Desgaste – Instituto Pedro Nunes em Coimbra. 


 


 


Figura A.22. Caracterização da rugosidade do punção. 


 


 


Figura A.23. Caracterização da rugosidade da matriz. 
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Figura A.24. Caracterização da rugosidade do cerra-chapas. 
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RESUMO 


 


Neste trabalho desenvolve-se um algoritmo para identificação de parâmetros de critérios de 


anisotropia e leis de encruamento utilizados para descrever o comportamento plástico 


durante a deformação a frio de chapas metálicas. Para efectuar a optimização dos 


parâmetros propõe-se um algoritmo baseado na minimização de uma função de erro, que 


permite incluir simultaneamente todos os dados experimentais conhecidos. Esta abordagem 


possibilita a selecção dos modelos de comportamento (critério de anisotropia e lei de 


encruamento) mais adequados a cada material. A estratégia de optimização utilizada na 


identificação baseia-se num algoritmo híbrido que resulta da combinação de métodos de 


optimização de tipo evolutivo e de tipo directo. De modo a testar a identificação efectuada, 


que depende do conjunto de dados experimentais conhecidos, foram realizadas simulações 


numéricas do ensaio Demeri, cujos resultados foram comparados com os experimentais. O 


ensaio experimental Demeri foi realizado numa máquina de tracção convencional, 


utilizando uma ferramenta desenvolvida especificamente para o efeito. 


 
PLASTIC BEHAVIOUR OF METALLIC MATERIALS: 


PARAMETERS IDENTIFICATION AND OPTIMIZATION 
 


ABSTRACT 
 


An automatic procedure concerning the parameters identification of yield criteria and work 


hardening laws, characterising the plastic behaviour of metallic thin sheets for metal 


forming, is developed and discussed. A minimization error based algorithm is proposed, 


which allows including simultaneously all experimental data previously acquired. This 


approach permits the choice of the behaviour models (yield criteria and work hardening law), 


specific for each material. The optimisation strategy for parameters identification is based on 


a hybrid algorithm, which combines evolutive and direct search methods. Numerical 


simulations and experimental Demeri test results were compared, in order to check the 


parameters identification validity. A specific stamping tool was developed to perform the 


experimental Demeri test, using conventional tensile equipment. 
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Capítulo 1 


 


Introdução, Motivação e Guia de Leitura 


 


1.1. Introdução 


 


Hoje em dia, a utilização de programas de simulação numérica faz parte da rotina na optimização 


de praticamente todos os processos tecnológicos de produção. O processo de estampagem não é 


excepção a esta regra. Ao dispor do projectista de estampagem estão inúmeras ferramentas 


numéricas, com as quais é possível efectuar a simulação da estampagem propriamente dita, mas 


também de operações subsequentes como dobragens e cortes. Além disso, estes programas podem 


permitir efectuar a optimização da forma do esboço. O estágio de desenvolvimento em que estes 


programas se encontram actualmente contribuiu para a redução dos tempos de projecto e de 


industrialização de novos produtos, nos quais a tecnologia de estampagem tem um peso 


determinante. Neste contexto, não pode deixar de referir-se o exemplo da indústria automóvel, que 


é reconhecidamente um cliente muito dinâmico e exigente. É neste quadro que a concepção virtual 


tem ganho um espaço próprio, substituindo a tradicional aproximação baseada em abordagens 


empíricas. Os desafios que se colocam à simulação do processo de estampagem ultrapassam em 


muito a mera previsão da força de estampagem, necessária para definir a prensa a utilizar para 


executar determinada peça. Assim, aspectos como a formação de rugas, empenos, ruptura ou 


outros fenómenos que condicionem a sua execução são possíveis de prever. A modelação 


matemática do comportamento mecânico do material tem um papel importante na simulação 


destes e de outros aspectos e tem também sido alvo de inúmeras evoluções. Neste momento, é 


possível encontrar nos programas comerciais um leque alargado de modelos, que permitem 


descrever a quase totalidade dos aspectos do comportamento dos materiais utilizados em 


estampagem. A maioria destes programas de simulação permite ainda ao utilizador incorporar 


outros modelos de comportamento que não estejam previamente implementados nesses 


programas. A introdução de materiais com comportamentos mecânicos difíceis de descrever, 


como por exemplo alguns alumínios e aços de alta resistência, tem também motivado o 


aparecimento de modelos de comportamento complexos.  
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1.2. A família de programas DD3 


 


O conjunto de programas DD3 (Deep Drawing 3d) é dedicado à simulação numérica de processos 


que envolvem grandes deformações de materiais metálicos; é composto por um programa 


principal e por módulos desenvolvidos para simular ou optimizar determinados aspectos da 


deformação elasto-plástica de metais. O módulo principal (DD3IMP) destina-se à simulação 


numérica do processo de estampagem. Apesar de ter sido desenvolvido inicialmente para a 


simulação deste processo é também possível a sua utilização na simulação de outros processos 


tecnológicos que envolvam deformação plástica. Por exemplo, este programa é utilizado para a 


simulação do comportamento plástico de revestimentos finos (HAFILM) ou como parte integrante 


de uma metodologia de obtenção de propriedades mecânicas destes revestimentos, através da 


análise inversa de ensaios dinâmicos de dureza (DD3REVA, Deep Drawing 3d REVerse 


Analysis). O módulo DD3TRIM (Deep Drawing 3d TRIMming) permite efectuar operações de 


corte de malhas; este módulo foi desenvolvido com o intuito de simular operações de corte 


subsequentes às operações de estampagem propriamente ditas. O módulo DD3OSS (Deep 


Drawing 3d One Step Springback) permite efectuar a simulação da fase de retorno elástico 


utilizando uma estratégia de passo único, o que permite uma significativa redução de tempo na 


simulação desta fase. Deve ainda ser referido que existe uma versão do programa DD3IMP para 


ensino, o programa DD3LT (Deep Drawing 3d Learning and Teaching), particularmente útil nos 


estágios iniciais de aprendizagem da utilização de ferramentas numéricas para simulação do 


processo de conformação por estampagem. Por último, dado o elevado número de modelos de 


comportamento implementados no programa DD3IMP, foi desenvolvido um módulo para 


identificação de parâmetros para algumas das leis constitutivas, denominado DD3MAT (Deep 


Drawing 3d MATerials parameters identification). No âmbito deste trabalho, foi alargado o 


conjunto de critérios de superfície limite de elasticidade e introduzida a identificação dos 


parâmetros das leis de encruamento no módulo DD3MAT. Foram também introduzidas no 


módulo DD3MAT novas estratégias de optimização. 


 


1.3. Motivação 


 


O módulo DD3MAT surge da necessidade de determinar os parâmetros das leis que melhor 


ajustam o comportamento experimental de um dado material, possibilitando a respectiva 


simulação numérica. Esta necessidade assume a maior relevância, dado o elevado número de 


modelos de comportamento implementados no programa DD3IMP e a elevada complexidade de 
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alguns destes. O programa DD3IMP possui actualmente implementados cinco modelos de 


superfície limite de elasticidade e sete modelos de encruamento, cinco fenomenológicos e dois 


microestruturais. A necessidade de identificar os parâmetros das leis de comportamento para um 


dado material, a partir de resultados experimentais, coloca-se não só a nível académico mas 


também aos utilizadores de programas comerciais de simulação como: PAM-STAMP, 


AUTOFORM, LS-DYNA, ABAQUS e OPTRIS, entre outros. Esta necessidade deve-se ao facto 


dos fabricantes de chapa metálica para estampagem fornecerem curvas experimentais, obtidas 


geralmente em tracção, mas raramente indicarem os parâmetros dos modelos de comportamento a 


utilizar nos programas de simulação. A simulação numérica do comportamento de um dado 


material acaba por ser efectuada utilizando as características indicadas na respectiva norma, ou a 


mais próxima possível, presente nas bibliotecas de materiais do programa que se utiliza. As 


características dos materiais presentes nestas ou outras bibliotecas apenas aproximam as 


características mecânicas do material que pretendemos simular. Mesmo dentro de uma dada 


designação de norma, é possível encontrar materiais com diferenças relevantes nas características 


mecânicas, bastando para tal que as chapas sejam provenientes de diferentes fabricantes, possuir 


espessura diferente, etc. Para suprimir, em parte, este problema, alguns programas de simulação 


oferecem a possibilidade de introduzir directamente curvas de tensão-deformação. Porém, as 


ferramentas numéricas dos programas comerciais são geralmente simples, deixando de fora 


aspectos como a anisotropia e outros, como por exemplo o efeito de Bauschinger. Actualmente, as 


exigências que se colocam aos resultados obtidos por simulação numérica dificilmente se 


coadunam com este tipo de procedimentos, ou seja, para melhorar a qualidade dos resultados 


obtidos por simulação, impõe-se não só a utilização de modelos constitutivos adequados mas 


também uma alteração dos procedimentos de obtenção dos parâmetros dos modelos, obtidos 


tendencialmente a partir de ensaios experimentais realizados no material que se vai utilizar. Além 


disso, cada modelo, quer se trate de um critério de anisotropia ou de uma lei de encruamento, 


possui em geral um procedimento de identificação específico, o que dificulta a obtenção dos 


parâmetros para uma gama alargada de modelos.  


A originalidade da ferramenta numérica de identificação automática desenvolvida neste 


trabalho consiste no facto de ser possível identificar os parâmetros de vários modelos e obter 


informação quantitativa útil para fundamentar a opção por determinado conjunto de modelos: 


critério de anisotropia e modelo de encruamento, isotrópico ou cinemático. Uma vez que a maioria 


dos utilizadores de programas de simulação não tem experiência na identificação de parâmetros de 


leis constitutivas, uma das principais características exigidas ao módulo de identificação de 


parâmetros (DD3MAT) é o de ser o mais independente possível do utilizador. Esta imposição 
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condiciona fortemente o esquema de optimização utilizado. A robustez exigida ao algoritmo de 


optimização terá de ultrapassar largamente a capacidade dos esquemas habituais de optimização 


de funções convexas, com variáveis contínuas e sem restrições, nomeadamente no caso de alguns 


modelos que apresentam forte não linearidade, singularidades nas derivadas e algumas outras 


particularidades, como por exemplo eventual falta de convexidade. Dadas as características do 


problema, a escolha do algoritmo de optimização para identificação dos parâmetros recaiu sobre 


um esquema híbrido, através da combinação de um algoritmo evolutivo (algoritmo genético) com 


um algoritmo de optimização sem recurso à derivada, para optimização local. Na literatura é 


possível encontrar referências a algumas ferramentas genéricas de identificação de parâmetros, 


mas poucas específicas para modelação do comportamento plástico de chapa metálica quando 


deformada a frio.  


A correcta previsão do retorno elástico é considerado como um dos grandes problemas a 


resolver na simulação numérica do processo de estampagem, sendo alvo de inúmeros estudos 


numéricos e experimentais. De forma a melhorar a compreensão da influência dos modelos 


constitutivos, dos diversos algoritmos ou estratégias, dos parâmetros de simulação, dos materiais, 


etc., na simulação do retorno elástico é necessário efectuar ensaios experimentais para comparação 


com os resultados numéricos. Por esse motivo foi desenvolvida uma ferramenta para execução de 


um ensaio experimental, o ensaio Demeri, no qual o retorno elástico é facilmente observável. Para 


avaliar a importância da modelação do comportamento plástico do material na simulação, são 


comparados neste trabalho resultados obtidos experimentalmente e por simulação para alguns aços 


e alumínios mais utilizados na indústria automóvel. 


 


1.4. Guia de leitura 


 


Este trabalho está dividido em oito capítulos, no presente capítulo fez-se o enquadramento do 


trabalho na área em que se insere, isto é, na caracterização do comportamento mecânico de 


materiais, e mencionou-se também a ligação com os trabalhos realizados no Centro de Engenharia 


Mecânica da Universidade de Coimbra. 


 No capítulo 2 são apresentados alguns modelos utilizados para descrever a superfície limite 


de elasticidade e o comportamento de encruamento de chapas metálicas para estampagem. 


Apresentam-se não só os modelos mais utilizados actualmente, mas também alguns que poderão 


vir a ganhar importância. No final do capítulo são também apresentados de forma resumida alguns 


dos ensaios utilizados para a caracterização mecânica de chapa metálica. 







1.5 


 No capítulo 3 são definidas as funções de erro para a identificação de parâmetros dos 


modelos de superfícies limite de elasticidade e das leis de encruamento. É apresentado o problema 


de optimização associado à identificação de parâmetros. São também abordados os principais 


algoritmos que permitem resolver este problema de optimização. 


 No capítulo 4 são discutidas as principais opções de identificação de parâmetros. 


Realizam-se estudos acerca do tipo de dados experimentais utilizados na identificação, do peso 


relativo de cada um deles, da influência da deformação na evolução da superfície limite de 


elasticidade e de algumas estratégias de determinação de parâmetros. 


 No capítulo 5 apresentam-se resultados de identificações de parâmetros para um conjunto 


de materiais representativo dos materiais mais utilizados actualmente em estampagem. 


 No capítulo 6 descreve-se o ensaio experimental Demeri, que permite avaliar o retorno 


elástico. É apresentado de forma resumida o projecto da ferramenta desenvolvida para efectuar 


este ensaio. São descritos os procedimentos de ensaio e por fim discutem-se os resultados 


experimentais obtidos para alguns dos materiais caracterizados no capítulo 5. 


 No capítulo 7 é efectuada a validação das identificações efectuadas a partir de simulações 


de ensaios experimentais simples como tracção e corte e também de ensaios com inversão de 


trajectória. Apresenta-se a optimização da simulação das diversas fases da simulação do ensaio 


Demeri. São também discutidos alguns resultados obtidos por simulação numérica utilizando 


diversos tipos de identificação.  


 No capítulo 8 apresentam-se as conclusões gerais sobre os temas abordados ao longo desta 


dissertação. No final deste capítulo indicam-se as perspectivas de trabalho criadas com a 


ferramenta de identificação desenvolvida. 
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Capítulo 2 


 


Descrição do Comportamento Plástico 


 


2.1. Introdução 


 


O tipo de modelo de comportamento dos materiais utilizado na simulação numérica de processos 


de conformação de materiais metálicos tem um peso importante na precisão dos resultados obtidos 


(Choi et al., 2006; Flores et al., 2007). Por este motivo, assiste-se com alguma frequência ao 


desenvolvimento de novos modelos, cujo objectivo é melhorar a descrição da superfície de 


plasticidade (Barlat et al., 1991; Karafillis e Boyce, 1993; Cazacu e Barlat, 2001, 2004; Bron e 


Besson, 2004; Barlat et al., 2005; Hu, 2005) e da sua evolução durante a deformação (Tseng e 


Lee, 1983; McDowell, 1985a, 1985b; Chaboche, 1989; Geng e Wagoner, 2000; Chun et al., 


2002a, 2002b; Yoshida et al., 2002; Lee et al., 2006). A introdução de novos materiais nesta área 


da engenharia constituiu também um incentivo ao desenvolvimento da modelação; como 


exemplos podemos referir os aços de alta resistência e os alumínios, cada vez mais utilizados na 


indústria automóvel. Estes materiais possuem um retorno elástico superior e uma formabilidade 


inferior ao dos aços macios mais utilizados em estampagem. A conformação destes e de outros 


materiais constitui actualmente um desafio à simulação, pois a modelação existente nem sempre se 


revela suficientemente flexível para descrever convenientemente todos os aspectos do seu 


comportamento.  


De modo resumido, o comportamento plástico de um material metálico pode ser 


caracterizado por Zyczkowski (1981): (i) uma superfície de plasticidade, que está relacionada 


com a anisotropia do material; (ii) uma função para descrever o potencial plástico, que permite 


definir a relação entre o incremento de deformação e o correspondente valor de tensão; 


geralmente utiliza-se uma lei de plasticidade associada, isto é, a função potencial plástico 


coincide com a superfície de plasticidade; e (iii) uma lei de encruamento, que permite definir a 


evolução da tensão com a deformação.  


Apresentam-se neste capítulo alguns dos modelos utilizados para definir a superfície 


limite de elasticidade e o encruamento. No final do capítulo apresentam-se de forma resumida 


os ensaios mecânicos mais utilizados para a obtenção de resultados experimetais que permitem 


a identificação dos modelos apresentados. 
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2.2. Superfície limite de elasticidade 


 


A superfície de plasticidade é uma função convexa e fechada, definida no espaço das tensões, que 


separa um domínio para o qual ocorre plasticidade de um outro em que unicamente está presente o 


regime elástico. Para se obter uma descrição da superfície limite de elasticidade de metais existem 


basicamente duas alternativas: uma fundamenta-se em fenómenos microestruturais ao nível 


cristalino e a outra é baseada meramente na observação macroscópica do comportamento do 


material. A aplicação de modelos baseados na primeira abordagem, isto é microestruturais, é ainda 


reduzida principalmente por dois motivos: a sua elevada exigência de tipo e número de ensaios 


mecânicos, ou de outros menos convencionais como, por exemplo, a análise de texturas, 


necessários para a sua caracterização e o tempo de cálculo necessário, em alguns casos proibitivo, 


para a sua utilização industrial. Os modelos que utilizam o segundo tipo de aproximação 


denominam-se por fenomenológicos e a sua utilização está generalizada nos actuais programas de 


elementos finitos para simulação do processo de estampagem. Do ponto de vista da 


implementação, os modelos fenomenológicos são mais fáceis de tratar por se traduzirem em 


equações matemáticas relativamente simples e poderem aplicar-se a materiais com características 


cristalográficas diferentes.  


A superfície limite de elasticidade deve ser descrita utilizando uma equação matemática 


que garanta algumas condições (Drucker, 1951, 1959; Bridgman, 1952; Hill, 1956; Mandel, 1966) 


No espaço desviador das tensões, esta função deve ser fechada, convexa e possuir continuidade na 


derivada, o que garante a unicidade entre a tensão e o incremento de deformação. Caso se pretenda 


utilizar uma lei de plasticidade associada, deve ser possível deduzir a partir da expressão da 


superfície limite de elasticidade a relação entre o incremento de deformação e a tensão. A 


convexidade de uma função pode ser verificada a partir das propriedades da matriz Hessiana da 


função. Lippmann (Lippmann, 1970) provou que apenas é necessário fazer prova da convexidade 


da função no sistema de eixos principal, pelo que, a matriz Hessiana da função em relação às 


componentes principais da tensão tem que ser positiva semi-definida (Eggleston, 1958; Rodin e 


Parks, 1963; Rockafellar, 1972), isto é, os seus valores próprios têm de ser positivos ou nulos, 


sendo a matriz Hessiana definida por: 
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em que H  denota a matriz Hessiana da função f  que representa a função limite de elasticidade e 


iσ  (com 3,2,1=i ) as tensões principais. Foi também provado que a aplicação de uma 


transformação linear ao tensor das tensões não altera a convexidade da função limite de 


elasticidade (Eggleston, 1958; Rockafellar, 1972). Este facto permite desenvolver critérios de 


superfícies limite de elasticidade anisotrópicas a partir de critérios isotrópicos.  


Fisicamente a deformação ocorre em regime elástico para pontos interiores à função 


superfície limite de elasticidade e para pontos na própria superfície se a direcção do incremento de 


deformação for tangente ou apontar para o interior da função. Para pontos na superfície limite de 


elasticidade com direcções de incremento de deformação a apontar para fora da superfície, a 


deformação ocorre em regime elastoplástico. A superfície limite elasticidade descreve a fronteira 


entre o regime elástico e plástico não só para trajectórias simples mas também para condições de 


tensão arbitrárias, ou seja, a função limite de elasticidade funciona como uma função de 


interpolação para os pontos de tensão não conhecidos. Na formulação de um critério é também 


aconselhável que este tenha a possibilidade de se reduzir a um critério isotrópico, de modo a evitar 


efeitos anisotrópicos artificiais durante a simulação de materiais com esta simetria de 


comportamento. No caso particular de metais é aceitável (Schmitt e Jalinier, 1982) que a função 


limite de elasticidade seja independente da tensão hidrostática, o que é considerado para todos os 


modelos aqui apresentados. Como se mostra nas próximas secções os critérios de anisotropia são 


geralmente funções dos invariantes do tensor das tensões ou do seu desviador, ou então das 


tensões principais. 


Neste trabalho são apenas referidos modelos fenomenológicos que podem ser utilizados na 


simulação numérica do processo de estampagem de chapa obtida por laminagem, isto é, com 


anisotropia ortotrópica. Além disso, todos os critérios são tridimensionais de modo a poderem ser 


utilizados com elementos finitos sólidos. 


 


2.2.1. Superfície limite de elasticidade isotrópica 


 


Existem materiais cujo comportamento mecânico não apresenta dependência da orientação da 


solicitação ou seja, são isotrópicos. Para descrever a superfície limite de elasticidade destes 


materiais basta construir uma equação que é função do tipo de solicitação, na forma: 


 


 ( ) Kf =σ  (2.2) 
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onde σ  é o tensor das tensões aplicado e K  uma constante que caracteriza o comportamento do 


material. Uma vez que este é isotrópico, apenas é necessário conhecer a resposta a uma solicitação 


independentemente da orientação, normalmente a tensão limite de elasticidade obtida num ensaio 


de tracção. Em seguida são apresentados os critérios isotrópicos mais relevantes. 


 


2.1.1.1. Critério de Tresca 


 


A deformação plástica em metais ocorre principalmente pela movimentação de deslocações em 


planos e direcções preferenciais. Partindo deste princípio Tresca (Tresca, 1864) propôs um modelo 


baseado na definição de tensão de corte máxima ( maxτ ), o qual pode ser expresso por: 
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onde 0τ  é a tensão de corte a partir da qual ocorre deformação plástica, que depende do material, e 


1σ  e 3σ  são, respectivamente, a maior e a menor das tensões principais. Para a trajectória de 


tracção 02/ τ=K  ou seja, a tensão de corte a partir da qual ocorre deformação plástica é metade 


da tensão limite de elasticidade obtida em tracção (K ). Esta função assume a forma de um prisma 


hexagonal no plano ) ; ( yyxx σσ  como pode ser observado na figura 2.1, onde se apresenta o corte 


da superfície limite de elasticidade, obtida com o critério de Tresca, pelo plano definido por 


) ; ( yyxx σσ , onde xxσ  designa a componente da tensão segundo a direcção de laminagem (ox ) e 


yyσ  representa a componente da tensão segundo a direcção transversal, ou seja, perpendicular a 


ox  no plano da chapa (oy ). Na figura 2.2 apresenta-se o corte da superfície limite de elasticidade 


pelo plano ) ; ( xyyyxx τσσ −= , onde xyτ  representa a componente de corte no plano oxy . Neste 


espaço a superfície limite de elasticidade de Tresca assume uma forma hexagonal. 


 


2.2.1.2. Critério de von Mises  


 


O critério de von Mises resulta da observação do facto de apenas a componente desviadora causar 


deformação permanente, ou seja, quando a energia de distorção elástica atinge um determinado 


valor crítico inicia-se a deformação plástica (Huber, 1904; Mises, 1913; Hencky, 1924). A função 
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utilizada para quantificar a energia necessária é obtida a partir do segundo invariante do tensor 


desviador das tensões, que no sistema de eixos principal pode ser traduzido por: 


 


 ( ) ( ) ( ) 22
13


2
32


2
21 2K=−+−+− σσσσσσ  (2.4) 


 


onde 1σ , 2σ  e 3σ  são as tensões principais e K  o valor da tensão limite de elasticidade, 


normalmente assumido como o valor obtido no ensaio de tracção na direcção de laminagem. Em 


relação ao critério de Tresca, o critério de von Mises tem a vantagem de ser matematicamente 


mais fácil de tratar. O corte da superfície limite de elasticidade de von Mises pelo plano definido 


por ) ; ( yyxx σσ  corresponde a uma elipse, como representado na figura 2.1. Na figura 2.2 


apresenta-se o corte da superfície limite de elasticidade pelo plano ) ; ( xyyyxx τσσ −= . 


 


2.2.1.3. Critério de Drucker  


 


De forma a modelar os materiais que apresentam um comportamento isotrópico situado entre os 


critérios de Tresca e de von Mises, Drucker (1949) propôs uma superfície limite de elasticidade 


função do segundo e do terceiro invariantes do tensor desviador da tensão, 2J  e 3J , 


respectivamente; a qual é definida por: 
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em que c  é uma constante característica do material. Na figura 2.3 mostra-se o corte da superfície 


limite de elasticidade pelo plano ) ; ( yyxx σσ , para os valores da constante c  de 2.25, 0 e -3.375. O 


mesmo é mostrado na figura 2.4 para o corte pelo plano ) ; ( xyyyxx τσσ −= . Quando o valor da 


constante c  é nulo, este critério coincide com o critério de von Mises. De modo a garantir que a 


superfície limite de elasticidade seja convexa o valor da constante c  deve pertencer ao intervalo 


[
8


27−  , 
4


9
] (Drucker, 1949). 
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2.2.1.4. Critério de Hershey & Hosford  


 


Este critério tem por base a expressão proposta por Hershey (1954) que resulta de análises 


efectuadas com base num modelo auto-consistente de deformação de policristais, tendo sido a sua 


aplicação generalizada por Hosford (1972). É possível obter com este modelo superfícies limite de 


elasticidade entre as propostas por Tresca e por von Mises variando apenas o expoente (m ) da 


expressão: 


 


 ( ) ( ) ( ) mmmm
K2133221 =−+−+− σσσσσσ  (2.6) 


 


Com este modelo é possível obter as superfícies limite de elasticidade de von Mises, para 


2=m  e de Tresca quando ∞→m . Para valores do expoente ∞<< m2  obtêm-se superfícies 


entre os dois critérios. Segundo Logan e Hosford (1980) o valor do expoente m  pode ser 


escolhido em função do tipo de estrutura cristalina: por exemplo, 6 e 8 para um material cúbico de 


corpo centrado ou cúbico de faces centradas, respectivamente. São apresentados na figura 2.1 os 


cortes das superfícies obtidas para este critério para as duas estruturas cristalinas referidas ( 6=m  


e 8=m ) pelo plano ) ; ( yyxx σσ . Na figura 2.2 apresenta-se o corte das superfícies limite de 


elasticidade obtidas para os dois tipos de estrutura cristalina pelo plano ) ; ( xyyx τσσ −= . 


 


Figura 2.1. Cortes das superfícies limites de elasticidade de Tresca, von Mises e Hosford pelo 


plano yyxx σσ − . 







2.7 


 


Figura 2.2. Cortes das superfícies limites de elasticidade de Tresca, von Mises e Hosford (m =6 e 


m =8) pelo plano xyyx τσσ −−= )( . 


 


Figura 2.3. Cortes da superfície limite de elasticidade de Drucker pelo plano yyxx σσ −  para os 


valores da constante c  de 2.250, 0.000 e -3.375. 







2.8 


 


Figura 2.4. Cortes da superfície limite de elasticidade de Drucker pelo plano xyyx τσσ −−= )(  para 


os valores da constante c  de 2.250, 0.000 e -3.375. 


 


2.2.2. Superfície limite de elasticidade em anisotropia 


 


A chapa metálica utilizada em estampagem apresenta geralmente um comportamento 


anisotrópico, facto que resulta da história de deformação imposta pelos processos tecnológicos de 


produção. A anisotropia característica da maioria das chapas metálicas, obtidas por laminagem, 


apresenta tipicamente três planos de simetria perpendiculares entre si, ou seja apresenta um 


comportamento ortotrópico. A intercepção entre estes três planos, dois a dois, define os 


designados eixos de ortotropia, que correspondem ao sistema de eixos definido pela direcção de 


laminagem (direcção ox , designada por DL), pela direcção transversal (direcção oy , que é 


perpendicular a ox  no plano da chapa, designada por DT) e normal à chapa (direcção oz  que é 


perpendicular ao plano da chapa, designada por DN).  


Neste trabalho apenas são referidos os critérios que permitem simular o processo de 


estampagem considerando que a solicitação é triaxial e arbitrária, excluindo deste modo os 


critérios bidimensionais. 
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2.2.2.1. Critério de von Mises para anisotropia 


 


O primeiro critério para caracterizar a anisotropia de um material foi proposto por von Mises 


(1928). Apesar de ter sido formulado inicialmente para monocristais foi também utilizado para 


caracterizar o comportamento de materiais policristalinos. A expressão matemática que lhe dá 


forma é: 
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onde  ijh  (com =ij 11, 22, 33, 44, 55, 66, 12, 13, 23, 14, 15, 16, 24, 25, 26, 34, 35 e 36) são os 


coeficientes que caracterizam a anisotropia e xxσ ′ , yyσ ′ , zzσ ′ , xyτ ′ , yzτ ′  e zxτ ′  são as componentes do 


tensor desviador das tensões no referencial de anisotropia. A utilização deste modelo em 


programas de simulação numérica do processo de estampagem é rara. O critério reduz-se ao 


critério isotrópico de von Mises quando 1 =ijh  (com =ij 11, 22, 33, 44, 55, 66, 12, 13, 23, 14, 15, 


16, 24, 25, 26, 34, 35 e 36). 


 


2.2.2.2. Critério de Hill 1948 (Hill48) 


 


O critério de Hill (1948) resulta da adaptação do critério de von Mises para anisotropia (Mises, 


1928) para uma simetria de comportamento ortotrópica, o qual pode ser expresso por: 


 


 
( ) ( ) ( ) 2222222 222 KNMLHGF xyzxyzyyxxxxzzzzyy =+++−+−+− τττσσσσσσ


 
(2.8) 


 


onde iiσ  e ijτ  (com zyxji ,,, = ) são, respectivamente, as tensões normais e de corte do tensor das 


tensões no sistema de eixos de ortotropia e NMLHGF  e   ,  ,  ,  ,  são os coeficientes de Hill que 


definem o estado de anisotropia. Este critério de anisotropia pode simplificar-se para o modelo 


isotrópico de von Mises considerando 5.0=== HGF  e 5.1=== NML . Uma vez que em 


estampagem é utilizada chapa metálica, a identificação dos parâmetros que envolvam ensaios fora 


do plano desta, como é o caso dos parâmetros L  e M , é de difícil execução. A identificação 
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destes parâmetros implica, por exemplo, a realização de ensaios experimentais de corte nos planos 


oyz  e oxz , ou seja ensaios de corte em espessura. Dado que não é possível obter resultados 


experimentais para identificar os parâmetros L  e M , a aproximação mais utilizada consiste em 


considerar estes parâmetros idênticos aos valores isotrópicos, ou seja, 5.1== ML . O número de 


resultados experimentais mínimo para identificar os parâmetros do critério de Hill, F , G , H  e 


N  é de quatro, desde que os ensaios seja adequados a esta identificação. Na maioria das vezes, na 


identificação dos parâmetros deste critério adopta-se a condição 1=+ HG , o que corresponde a 


fixar a tensão limite de elasticidade em tracção na direcção de laminagem. Utilizando esta 


simplificação é possível reduzir para três o número de incógnitas desconhecidas, logo também o 


número de dados experimentais necessários. As relações que relacionam os parâmetros do critério 


com os coeficientes de anisotropia obtidos em tracção (Hill, 1950) são dadas por (considerando 


1=+ HG ): 
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onde 0r , 45r  e 90r  são os coeficientes de anisotropia obtidos em tracção no plano da chapa com 


uma orientação de 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem, respectivamente. A identificação dos 


parâmetros deste critério é na maioria das vezes efectuada directamente, com base nestas relações.  


 


2.2.2.3. Critério de Barlat 1991 (YLD91) 


 


O critério proposto por Barlat et al. (1991) é uma extensão para anisotropia do critério isotrópico 


de Hershey (1954) e Hosford (1972) aplicando uma transformação linear ao tensor das tensões. A 


utilização de uma transformação para alterar o tensor das tensões foi utilizada primeiramente por 


Sobodka (1969) e por Boehler e Sawczuk (1970). Barlat e Richmond (1987) e Barlat e Lian 


(1989) utilizaram este princípio para estados de tensão plano. Este critério resulta da aplicação de 


uma transformação linear ao estado de tensão original de forma a obter um estado de tensão 


equivalente, designado por estado plástico isotrópico equivalente (IPE), no qual pode ser utilizado 


um critério isotrópico. O critério YLD91 é expresso por: 


 


 mmmm
KSSSSSS 2133221 =−+−+−  (2.10) 
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onde 1S , 2S  e 3S  são as tensões principais do tensor obtido após a aplicação da transformação 


linear ao tensor das tensões e m  é o expoente que controla a forma da superfície limite de 


elasticidade isotrópica.  


Neste trabalho não foi utilizada a transformação proposta no trabalho original (Barlat et al., 


1991), mas sim a transformação proposta dois anos mais tarde por Karafillis e Boyce (1993). Esta 


alteração da formulação do operador de transformação foi também adoptada por outros autores 


como Alves (2003), Wu et al. (2003) e inclusive por Barlat et al. (1997a, 1997b). A transformação 


proposta por Karafillis e Boyce (1993) possui uma forma matemática mais abrangente no que diz 


respeito ao tipo de simetria de anisotropia. A transformação proposta por Barlat et al. (1991) foi 


desenvolvida especificamente para ortotropia, enquanto que com a transformação proposta por 


Karafillis e Boyce (1993) é possível modelar diferentes simetrias de anisotropia (triclínica, 


monoclínica, ortotrópica, triagonal, tetraédrica, cúbica e isotrópica). O tensor das tensões no 


estado isotrópico plástico equivalente (IPE) é então obtido a partir do tensor das tensões utilizando 


a transformação linear proposta por Karafillis e Boyce (1993) a partir da expressão: 


 


 σLs :=  (2.11) 


 


onde σ  é o tensor das tensões, s  é o tensor das tensões transformado para o IPE e L  o operador 


linear de transformação. O operador de transformação proposto por Karafillis e Boyce (1993) para 


um estado de isotropia ortotrópico pode ser escrito (utilizando a notação de Voigt): 
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onde 1c , 2c , 3c , 4c , 5c  e 6c  são os parâmetros que caracterizam a anisotropia. Como já referido, a 


caracterização de chapas metálicas utilizando ensaios mecânicos fora do plano oxy  é complexa, 


pelo que se considera que os parâmetros 4c = 5c  assumem o valor correspondente à isotropia, ou 


seja, 1.0. Após esta simplificação e considerando que o valor de m  se fixa em função da estrutura 
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cristalina, de acordo com o proposto por Logan e Hosford (1980) para o critério isotrópico de 


Hershey e Hosford, os parâmetros a determinar são os parâmetros da transformação linear 1c , 2c , 


3c  e 6c . Para identificar estes quatro parâmetros é necessário pelo menos um número igual de 


resultados experimentais. Para identificar os parâmetros deste critério podem utilizar-se duas 


condições distintas, dando origem a duas identificações diferentes; uma é efectuada com base nas 


tensões limite de elasticidade e outra a partir dos coeficientes de anisotropia. Considerando todos 


os parâmetros da transformação linear iguais a 1, este critério coincide com o critério de Tresca 


para +∞=m  e com o de von Mises para 2=m . Uma vez que a convexidade do critério proposto 


por Hershey (1954) e por Hosford (1972) já tinha sido provada para valores do expoente m  iguais 


ou superiores a 1 então, como a aplicação de uma transformação linear ao tensor das tensões não 


altera esta propriedade (Eggleston, 1958; Rockafellar, 1972), o critério é convexo desde que seja 


cumprida a condição do expoente m  ser maior ou igual a 1. 


 


2.2.2.4. Critério de Karafillis & Boyce 1993 (KB93) 


 


O critério proposto por Karafillis e Boyce (1993) é obtido de modo semelhante ao modelo 


anterior, mas distingue-se deste por utilizar uma função mais complexa e por possuir um 


parâmetro adicional. Este critério foi formulado com base em observações experimentais que 


fixam os limites das superfícies limite de elasticidade para um material entre a superfície limite de 


elasticidade proposta por Tresca e pela superfície obtida com base na semi-soma dos diâmetros 


dos dois maiores círculos de Mohr (Mendelson, 1968; Hosford, 1972). O critério proposto por 


Karafillis e Boyce (1993) resulta da combinação de duas funções e da aplicação de uma 


transformação linear ao tensor das tensões do espaço anisotrópico para o estado plástico isotrópico 


equivalente (IPE). A superfície limite de elasticidade obtida é expressa pela função: 


 


 ( ) k
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em que 1ϕ  é a função que permite obter superfícies limite de elasticidade entre a definida por 


Tresca e a definida pelo critério de von Mises, 2ϕ  é a função que permite obter superfícies limite 


de elasticidade entre a proposta por von Mises e a definida com base na semi-soma dos diâmetros 


dos dois maiores círculos de Mohr e c  é um factor de peso pertencente ao intervalo [0,1]. A 
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função 1ϕ  coincide com a função limite de elasticidade proposta por Hershey (1954) e Hosford 


(1972): 


 


 ( ) ( ) ( ) kkk
SSSSSS
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onde 1S , 2S , 3S , são as tensões principais do tensor das tensões após a aplicação da 


transformação linear do estado anisotrópico para o estado plástico isotrópico equivalente e k  um 


inteiro positivo função do material. A função 2ϕ  é dada por: 
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Esta função assume a forma do critério de von Mises para 1=k  e o da superfície limite superior 


para ∞→k . A transformação linear do estado anisotrópico para o estado isotrópico plástico 


equivalente (IPE) proposta por Karafillis e Boyce (1993) é a apresentada nas expressões 2.11 e 


2.12.  


Os parâmetros a identificar neste critério são os da transformação linear 1c , 2c , 3c , 4c , 5c  


e 6c , o expoente k  e o factor de peso c . Pelos mesmos motivos apresentados para o critério 


anterior, considera-se que 4c = 5c =1. De acordo com os autores Karafillis e Boyce (1993) o valor 


da constante k  pode resultar da identificação ou ser fixo, sendo neste último caso recomendado o 


valor 15. O valor do parâmetro de peso c  resulta da identificação. A identificação deste último 


parâmetro em simultâneo com os parâmetros da transformação linear gera instabilidade no 


processo de identificação, pelo que os autores do critério propõem um esquema sequencial de 


identificação, que consiste em atribuir um valor inicial a c  e identificar os parâmetros 1c , 2c , 3c  e 


6c  (e k , caso se opte por identificá-lo), em seguida optimiza-se o valor de c  mantendo constantes 


os restantes parâmetros e assim sucessivamente. Um esquema idêntico foi também adoptado neste 


trabalho. Considerando que 15=k , para determinar os parâmetros deste critério que caracterizam 


a anisotropia ( 1c , 2c , 3c , 6c  e c ) são necessários pelo menos quatro dados experimentais. A 


constante c , dado que é um parâmetro que apenas controla características isotrópicas da 


superfície, não funciona como uma incógnita a fixar a partir das características anisotrópicas do 


material, sendo determinado pela forma (isotrópica) da superfície no estado isotrópico plástico 


equivalente (IPE). 
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Como o critério é formulado na forma de combinação linear de duas funções convexas, a 


superfície resultante também é convexa, desde que k  seja um inteiro positivo. 


 


2.2.2.5. Critério de Drucker adaptado para anisotropia (YLDLIN) 


 


Este critério foi proposto por Cazacu e Barlat (2001) e resulta da adaptação do critério de Drucker 


(1949) para anisotropia, utilizando a transformação linear proposta por Karafillis e Boyce (1993). 


A expressão do critério no IPE é a proposta por Drucker (1949) e é dada por: 
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onde o operador ( )str  representa o traço da matriz s , s  é o tensor que resulta da aplicação da 


transformação linear ao tensor das tensões (equação 2.11) e c  uma constante do modelo. Os 


parâmetros a determinar neste modelo são os da transformação linear 1c , 2c , 3c  e 6c , 


(considerando que 4c = 5c =1) e o parâmetro de peso c . O número de dados experimentais 


mínimos para identificar os parâmetros deste critério é de quatro. Tal como para o modelo 


anterior, a constante c  não é uma incógnita dependente da anisotropia, mas sim uma variável que 


define a forma isotrópica da superfície. Quando 1c = 2c = 3c = 4c = 5c = 6c =1, o modelo coincide com 


o critério isotópico de Drucker que lhe dá origem.  


A convexidade do modelo depende directamente da convexidade do modelo original por 


resultar da aplicação de uma transformação linear ao modelo isotrópico de Drucker, logo a única 


condição necessária para garantir a convexidade deste modelo é a mesma que é que é necessária 


ao modelo original de Drucker, ou seja, ∈c [-27/8, 9/4].  


 


2.2.2.6. Critério de Cazacu & Barlat 2001 (CB2001) 


 


Este critério resulta da utilização da função isotrópica de Drucker (1949) e da generalização para 


ortotropia dos invariantes da tensão utilizando a teoria da representação (Wang, 1970; Boehler, 


1978; Liu, 1982). A superfície limite de elasticidade proposta por Cazacu e Barlat (2001) pode ser 


escrita sob a forma: 
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onde 0
2J  e 0


3J  são respectivamente generalizações para ortotropia do segundo e do terceiro 


invariantes do tensor desviador das tensões. Estes invariantes são funções homogéneas de grau 2 e 


3, respectivamente. Estas generalizações reduzem-se ao correspondente invariante em caso de 


isotropia e são insensíveis à componente hidrostática da tensão. A expressão do segundo 


invariante generalizado da tensão para ortotropia é dada por: 
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onde ia  (com 6,...,2,1=i ) são os coeficientes associados ao segundo invariante que caracterizam 


o estado de anisotropia. A expressão para o terceiro invariante generalizado para ortotropia é dado 


por: 
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onde ib  (com 11,...,2,1=i  ) são os coeficientes que caracterizam o estado de anisotropia 


associados ao terceiro invariante.  


Os parâmetros a identificar neste modelo são as constantes que constam nas expressões das 


generalizações do segundo e do terceiro invariantes ia  (com 6,...,2,1=i ) e ib  (com 11,...,2,1=i ), 


respectivamente e a constante c . Este número pode ser reduzido considerando que as constantes 


5a = 6a = 6b = 7b = 8b = 9b = 10b =1, isto é, por não ser possível realizar ensaios expeditos para os 


determinar, assumem o valor correspondente à isotropia. Para identificar os 11 parâmetros 


desconhecidos são necessários 11 resultados experimentais. Os autores propõem a utilização de 5 
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valores de tensão limite de elasticidade e de 5 valores de coeficiente de anisotropia obtidos em 


ensaios de tracção no plano da chapa e da tensão limite de elasticidade obtida em expansão 


biaxial. Considerando que 0=c  o critério reduz-se ao critério de Hill48 e, se os restantes 


parâmetros forem iguais a 1, reduz-se ao critério de von Mises. Até ao momento ainda não está 


demonstrada a sua convexidade. 


 


2.2.2.7. Critério de Bron e Besson (BB2004) 


 


Bron e Besson (2004) propõem um critério que recorre à utilização de várias transformações 


lineares. A tensão equivalente pode ser determinada de forma genérica através de: 
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onde fn  é o número de funções, kσ  a função convexa k  (com fnk ,...,2,1= ), kw  as constantes de 


peso (cujo somatório 1
1
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fn


j


kw ) e a  o expoente. Cada termo kσ  é definido como sendo: 
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onde kf  é uma função matemática adequada (com fnk ,...,2,1= ) e kb  uma constante. Os autores 


particularizam o critério no trabalho original (Bron e Besson, 2004) considerando que o número 


de funções a utilizar é igual a dois, ou seja 2=fn . Para as funções kf , com 2,1=k , os autores 


propõem as seguintes funções: 
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onde 1
1S , 1


2S , 1
3S , 2


1S , 2
2S  e 2


3S  são os valores próprios dos tensores das tensões no estado plástico 


isotrópico equivalente; existem dois conjuntos de valores próprios, que resultam da aplicação de 


duas transformações lineares ao tensor das tensões instalado, que podem ser traduzidas por: 


 


 σ:kk Ls = , com 2,1=k  (2.24) 


 


onde ks  representa o tensor no IPE k , obtido a partir do estado de tensão instalado σ  e kL  o 


tensor de transformação linear proposto por Karafillis e Boyce (1993) correspondente. 


Considerando que 2=fn  os parâmetros a determinar neste critério são os parâmetros das 


duas transformações lineares, 1
1c , 1


2c , 1
3c , 1


4c , 1
5c , 1


6c , 2
1c , 2


2c , 2
3c , 2


4c , 2
5c  e 2


6c , os expoentes 1b , 2b  


e a  e os factor de peso 1w  ou 2w , uma vez que estão relacionados ( 21 1 ww −= ). Considerando 


que em cada transformação linear dois parâmetros têm que assumir o valor isotrópico por não ser 


possível obtê-los de forma expedita ( 1
4c , 1


5c , 2
4c  e 2


5c ), este modelo possui 12 parâmetros para 


identificar. Caso se considere os dois tensores lineares de transformação idênticos ( 21 LL = ) e os 


expoentes 21 bba == , obtém-se o critério de Karafillis e Boyce (1993). Por sua vez, este pode ainda 


reduzir-se ao critério YLD91 caso 11 =w . A partir deste último pode obter-se o critério de von 


Mises, caso as constantes do tensor transformação sejam todas iguais a 1 e 21 =b , ou o critério de 


Tresca caso 11 =b . 


A convexidade e a existência de deriva deste critério está provada para 1≥a  e 2≥kb  (Bron 


e Besson, 2004).  


 


2.2.2.8. Critério YLD 2004 18p (YLD2004-18p) 


 


Barlat et al. (2005) propõem um critério que, tal como o critério proposto por Bron e Besson 


(2004), utiliza a aplicação de mais do que uma transformação linear. Neste critério, para além de 


se utilizarem duas transformações lineares, a obtenção dos desviadores, em cada uma, é feita 


utilizando um tensor específico (T ). Cada transformação linear pode ser escrita do modo 


seguinte: 
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 LσCTσsCs === ~  (2.25) 


 


onde os tensores C  ou L  contêm as constantes do modelo, o tensor T  é o tensor de 


transformação do tensor das tensões de Cauchy σ  para o seu desviador s~  e o tensor s  é o tensor 


no estado plástico isotrópico equivalente. A utilização de duas transformações ( s′  e s ′′ ) visa 


aumentar o número de parâmetros do modelo para ajustar melhor o comportamento experimental. 


Tal como para o modelo anterior, a utilização de duas transformações lineares gera, a partir do 


tensor no estado plástico isotrópico equivalente, dois conjuntos de valores principais calculados 


por: 


 


 σLTσCsCs ′=′=′′=′ ~  (2.26) 


 


e por: 


 


 σLTσCsCs ′′=′′=′′′′=′′ ~  (2.27) 


 


onde os tensores de transformação C′  e C ′′  são dados por: 
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e por: 
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O tensor T , utilizado para fazer a transformação do tensor das tensões para o seu desviador é dado 


por. 
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A função limite de elasticidade deste critério é então função dos dois conjuntos de valores 


próprios e é dada por: 
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 (2.31) 


 


onde 1S′ , 2S′  e 3S′  são os valores principais de s′ , 1S ′′ , 2S ′′  e 3S ′′  são os valores principais de s ′′ , a  


é o valor do expoente e K  o valor da tensão de referência. Quando todos os coeficientes das duas 


transformações assumem o valor 1, o critério reduz-se ao critério de Hershey (1954) e Hosford 


(1972). Tal como para o modelo YLD91 o valor do expoente (a ) pode ser objecto de optimização 


ou fixo de acordo com o trabalho dos autores Logan e Hosford (1980). Caso se considere que as 


duas funções transformação são idênticas, o modelo pode reduz-se ao critério YLD91, que por sua 


vez pode ser reduzido ao critério de von Mises ou Tresca. A convexidade deste critério foi 


provada matematicamente no trabalho original por Barlat et al. (2005). 


O parâmetros a identificar neste critério são os parâmetros das transformações lineares 


2.28 e 2.29, considerando que o expoente a  é fixo em função da estrutura cristalina. Neste caso 


existem 18 parâmetros a determinar. Para identificar os parâmetros deste modelo são necessárias 7 


tensões limite de elasticidade e 7 coeficientes de anisotropia obtidos em ensaios de tracção no 


plano da chapa e a tensão limite de elasticidade e o coeficiente de anisotropia obtidos em expansão 


biaxial. Para além destes são necessários mais dados experimentais obtidos em planos fora do 


plano da chapa, que como já referido. Para obter estes valores experimentais os autores Barlat et 


al. (2005) recorrem à análise de textura e a teorias de deformação de policristais. 
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2.2.2.9. Critério YLD 2004 13p (YLD2004-13p) 


 


Dado o elevado número de parâmetros e o tipo de ensaios experimentais necessários para 


identificar os parâmetros do modelo anterior, os autores propõem no mesmo trabalho (Barlat et 


al., 2005) um outro modelo que resulta da simplificação do anterior, denominado YLD2004-13p, 


possuindo menos parâmetros. A função limite de elasticidade assume também uma forma mais 


simples, dada por: 


 


 { } aaaa
KSSSSSSSSSSSSf 2321321133221 =′′+′′+′′+′+′+′−′−′+′−′+′−′=  (2.32) 


 


A redução do número de parâmetros é principalmente obtida pela simplificação das 


transformações lineares. Os tensores de transformação C′  e C ′′  para este modelo são então dados 


por: 
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e: 
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Segundo Barlat et al. (2005), este modelo, apesar do menor número de parâmetros, e 


consequentemente do número de dados experimentais necessários, possui ainda um grau de 


flexibilidade adequado para descrever a maioria dos metais utilizados em estampagem. A 


convexidade deste critério está garantida desde que o expoente a  seja superior a 


aproximadamente 1.7. Os parâmetros a determinar neste critério são os parâmetros que constam 







2.21 


nas transformações lineares e o expoente a , caso se opte por optimizar este parâmetro. Caso se 


fixe o valor do expoente a partir do trabalho dos autores Logan e Hosford (1980), o número de 


parâmetros a identificar é 13, correspondentes aos parâmetros das duas transformações lineares, 


equações 2.33 e 2.34. Assumindo que a obtenção dos parâmetros que implicam ensaios fora do 


plano da chapa não são possíveis de realizar ou de aproximar, o número de parâmetros reduz-se 


então para 9 ( 13c′ , 21c′ , 23c′ , 66c′ , 12c ′′ , 21c ′′ , 13c ′′ , 23c ′′  e 66c ′′ ). 


 


2.3. Evolução da superfície limite de elasticidade 


 


Os fenómenos que ocorrem a nível microestrutural durante a deformação têm como consequência 


macroscópica a alteração de forma e do tamanho da superfície limite de elasticidade. É habitual 


considerar que a alteração da forma da superfície limite de elasticidade tem duas componentes, a 


primeira, designada por componente isotrópica, corresponde à expansão da superfície limite de 


elasticidade e a segunda, designada por componente cinemática, diz respeito ao movimento do 


centro da superfície. Esta última componente permite descrever o comportamento de materiais que 


apresentam diminuição da tensão limite de elasticidade após inversão de trajectórias de 


deformação (efeito de Bauschinger). Na figura 2.5 apresenta-se uma representação esquemática da 


evolução da superfície limite de elasticidade, no plano yx σσ − , considerando apenas o 


encruamento como isotrópico puro. Esta componente do encruamento consiste na expansão de 


toda a superfície de forma concêntrica com a origem. A componente cinemática corresponde a 


uma translação rígida da superfície no sistema de eixos de tensão, como se mostra na figura 2.6. 


Os materiais apresentam geralmente uma componente de encruamento que é traduzido pela 


combinação de uma expansão isotrópica com uma translação rígida da superfície limite de 


elasticidade em relação ao sistema de eixos da tensão, como se mostra na figura 2.7. 


Na figura 2.8 apresenta-se uma curva de tensão-deformação com inversão de trajectória 


mostrando os tipos de encruamento acima referidos. No caso de se considerar encruamento 


isotrópico puro o valor absoluto da tensão limite de elasticidade não se altera após a inversão de 


trajectória. Assumindo encruamento cinemático puro, o valor absoluto da tensão limite de 


elasticidade é o mais baixo. Caso sejam consideradas as duas componentes, isotrópica e 


cinemática, o valor da tensão limite de elasticidade na segunda trajectória assume um valor entre 


os dois encruamentos anteriores. 
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Figura 2.5. Evolução isotrópica pura da tensão limite de elasticidade no plano 21 σσ − . 
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Figura 2.6. Evolução cinemática pura da tensão limite de elasticidade no plano 21 σσ − . 


 







2.23 


σ1


σ2


 


Figura 2.7. Evolução isotrópica e cinemática da tensão limite de elasticidade no plano yx σσ − . 


 


 


 


Figura 2.8. Evolução da curvas tensão-deformação obtidas após inversão de trajectória em função 


do tipo de encruamento considerado. 


 


A função de potencial plástico depende de ambas as componentes do encruamento e pode 


ser definida através de: 
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 ( ) ( ) 0, 21 =−−′= kk YF αασ Xσ  (2.35) 


 


onde σ  e Y  representam as tensões associadas com a superfície limite de elasticidade e o 


encruamento, respectivamente, σ′  é o tensor desviador das tensões, X  o tensor das tensões 


inversas no espaço desviador de tensões, associado com a componente cinemática do 


encruamento, 1kα  é o conjunto de parâmetros associados ao critério de anisotropia e 2kα  são os 


parâmetros internos associados à lei de encruamento isotrópica. O tensor Xσ −′  denomina-se 


estado de tensão efectivo, denominado desta forma pois este é o estado de tensão que define se um 


dado ponto está em regime plástico ou elástico.  


Para além desta análise, que conduz a leis geralmente designadas de fenomenológicas é 


também possível encontrar leis baseadas na modelação de aspectos microestructurais para 


descrever a evolução da tensão com a deformação. Apesar de existirem inúmeros modelos de 


evolução da tensão com a deformação baseados na modelação do comportamento microestrutural, 


neste trabalho apresenta-se apenas um, com duas variantes, proposto por Teodosiu e Hu (1995; 


1998). A escolha sobre este modelo deve-se ao facto de as simulações numéricas efectuadas com 


este modelo não implicarem tempos de cálculo proibitivos para a utilização industrial e permitir 


modelar os principais aspectos do comportamento dos materiais utilizados em estampagem. 


Em seguida apresentam-se algumas das leis mais utilizadas para descrever a evolução da 


componente isotrópica e da componente cinemática em função da deformação. Apresenta-se no 


final do capítulo uma lei de encruamento, com duas variantes, baseada na modelação de aspectos 


microestructurais da deformação. 


 


2.3.1 Leis de encruamento isotrópicas 


 


Ludwick (1909) propôs uma das primeira leis de encruamento, descrita matematicamente por: 


 


 nHYY ε+= 0  (2.36) 


 


em que ε  é a deformação equivalente, 0Y  a tensão limite de elasticidade inicial, H  o 


módulo de encruamento e n  o expoente de encruamento função do material. 


Hollomon (1945) propõe uma simplificação da lei de Ludwick (1909), onde se despreza a 


componente elástica, expressa por: 
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 nHY ε=  (2.37) 


 


onde H  é o módulo de encruamento, função do comportamento do material.  


Swift (1952) propõe uma lei para descrever a evolução da componente isotrópica da tensão 


em função da deformação (ε ), obtida a partir da lei proposta por Hollomon, descrita 


matematicamente por: 


 


 ( )nCY εε += 0  (2.38) 


 


onde C , 0ε  e n  são constantes função do material. Esta expressão é utilizada habitualmente para 


descrever a componente isotrópica da deformação de materiais que não apresentam saturação da 


tensão, como por exemplo a maioria aços.  


Prager (1938) deduz a expressão: 


 


 SYY = tanh 











SY


Cε
 (2.39) 


 


onde C  é uma constante do material e SY  é a tensão de saturação. 


Voce (1948) propõe uma expressão para descrever a evolução da componente isotrópica do 


encruamento expressa por: 


 


 ( )εYC


sat eRYY
−−+= 10  (2.40) 


 


onde 0Y , satR  e YC  são parâmetros do material. Esta expressão é comummente utilizada para 


descrever a componente isotrópica de materiais que apresentam saturação da tensão, como por 


exemplo a maioria dos alumínios. O valor satS RYY += 0  é o valor para o qual a expressão tende a 


saturar. 


Chaboche (1977) propõe uma lei de evolução da tensão utilizando um somatório de vários 


termos do tipo da equação proposta por Voce (1948), descrita por: 
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 (2.41) 


 


onde tn  é o número de termos utilizados, kQ  e kC  são constantes do material. Esta lei é modular 


podendo alterar a sua flexibilidade em função do número de termos considerados. Habitualmente, 


2 ou 3 termos são suficientes para descrever convenientemente a maioria das curvas (Chaboche e 


Rousselier, 1983; Chaboche, 1986, 1989; Lemaitre e Chaboche, 1990). Com esta lei de 


encruamento é possível descrever materiais que apresentam ou não saturação na tensão. 


 


2.3.2 Leis de encruamento cinemáticas 


 


A componente cinemática de encruamento entra no potencial de plasticidade através da definição 


da tensão efectiva, equação 2.35, e modela o afastamento do centro da superfície ao centro do 


sistema de eixos de tensão, figuras 2.6 e 2.7. A metodologia utilizada para descrever a evolução da 


tensão inversa ( X ) deve permitir descrever o efeito de Bauschinger, os efeitos transitórios 


aquando das alterações de trajectórias e o amaciamento permanente observado em alguns 


materiais. Na figura 2.9 apresenta-se uma representação esquemática dos fenómenos a modelar. 


 


Traj. Monótona


ε


σ


Traj. Inversa


(a)
(b)


(a) - com retoma da curva monótona


(b) - com amaciamento permanente


Zona transitória


 


Figura 2.9. Fenómenos a modelar aquando da modelação da tensão inversa. 


 


Prager (Prager, 1949, 1956), considerando a componente cinemática do encruamento, propõe um 


modelo em que a velocidade de translação do centro da superfície limite de elasticidade ( X& ) é 


considerada proporcional à velocidade de deformação plástica ( pε& ), o que pode ser expresso por: 
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 pkX ε&& =  (2.42) 


 


em que k  é a constante de proporcionalidade que depende do material. Ziegler (Ziegler,1959) 


propõe também uma lei baseada apenas num parâmetro, diferindo da anterior apenas na direcção 


da translação, procurando corrigir alguns aspectos do modelo de Prager, nomeadamente o 


comportamento da lei durante o regime transitório observado aquando da alteração da trajectória. 


Armstrong e Frederick (1966) e Chaboche (1986) propõem uma relação não linear com saturação, 


confirmada para metais em trajectórias cíclicas por Drucker Palgen (1981) e Dafalias (1984) entre 


outros. Chaboche (1989) e Lemaitre e Chaboche (1990) propõem uma lei para descrever a 


evolução da componente cinemática, baseada numa soma de termos do tipo da equação proposta 


por Armstrong e Frederick (1966), aplicável para alterações de trajectórias graduais, dada por: 
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onde iC  e iγ  são constantes do material e tn  é o número de termos considerados. Este modelo na 


sua forma mais simples ( )1=kN  pode ser expressa por: 
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=  (2.44) 


 


onde satX  é o valor de saturação da tensão inversa e xC  um parâmetro que define a taxa de 


aproximação ao valor de saturação. Dado que as leis anteriores tendem a retomar a curva 


monótona com o evoluir da deformação na segunda trajectória, comportamento que pode ser 


observado na figura 2.9, Geng e Wagoner (2000) propõem uma lei para conseguir modelar a 


saturação para uma curva diferente da monótona, com um afastamento constante. O modelo 


proposto por Geng e Wagoner (2000) é de aplicação delicada pois possui alguns problemas, como 


a falta de transição suave para algumas condições e a dificuldade de identificação de alguns 


parâmetros. Por esse motivo, Chun et al. (2002a, 2002b) propõem um modelo, referido por ANK, 


que satisfaz as três condições básicas exigidas a um modelo para descrever o encruamento 


cinemático (Bate e Wilson, 1986; Tan et al., 1994; Khan e Huang, 1995): descrever a não 


linearidade da curva tensão deformação e a redução da tensão limite de elasticidade nas 







2.28 


trajectórias inversas e ser capaz de modelar a não convergência para a curva monótona, 


comportamento demonstrado por alguns materiais. Nesta lei a componente cinemática é separada 


em duas componentes: 


 


 21 XXX +=  (2.45) 


 


Para a variação da primeira componente 1X  pode ser considerada a equação: 


 


 ( ) pp XX
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e para a segunda componente recorre-se à equação por ramos: 
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onde 1C , 2C  e γ  são parâmetros do material. Com base na coaxialidade entre os tensores da 


tensão entre os sucessivos passos de deformação, Chun et al. (2002b) define os critérios para 


verificação do tipo de trajectória. Esta lei permite então utilizar uma componente cinemática 


diferente para o carregamento inicial e outra para o carregamento inverso. É possível encontrar 


mais modelos baseados em duas superfícies, nomeadamente, nos trabalhos de Yoshida et al. 


(2003) e Lee et al. (2006). 


Ao invés de utilizar uma lei para modelar o deslocamento da superfície ao longo da 


deformação Mroz (1967) introduz o conceito da utilização de várias superfícies para descrever o 


encruamento, muito interessante pela sua modularidade, designado por multi-superfície. Este 


conceito tem sido utilizado e desenvolvido por inúmeros autores (Dafalias e Popov, 1975; Tseng e 


Lee, 1983; Mroz, 1981; McDowell, 1985a, McDowell1985b; Gau e Kinzel, 2001). Neste trabalho 


não se explora este tipo de modelos principalmente devido ao facto da sua aplicação em 


programas de simulação numérica ser muito reduzida. 
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2.3.3 Leis de encruamento microestruturais 


 


Apresentam-se em seguida as duas variantes do modelo microestrutural proposto por Teodusiu e 


Hu (1995, 1998). 


 


2.3.3.1 Modelo microestrutural 


 


 O modelo proposto por Teodusiu e Hu (1995, 1998), resulta da combinação da modelação 


dos vários fenómenos que ocorrem a nível microestrutural durante a deformação. Este modelo foi 


desenvolvido para descrever o encruamento de metais durante a deformação a frio, com alteração 


de trajectórias de deformação, e procura descrever a influência da história da deformação na 


deformação subsequente e modelar alguns dos comportamentos transitórios que ocorrem após a 


alteração de trajectória. Assim, consegue traduzir a influência da mudança de trajectória na tensão 


limite de elasticidade, a estagnação transitória do encruamento observada após inversão de 


trajectória e o afastamento constante à curva monótona, após a fase transitória. Para descrever a 


evolução da tensão equivalente com a deformação, este modelo utiliza a função: 


 


 SfRYY ++= 0  (2.48) 


 


onde 0Y  designa a tensão limite de elasticidade inicial, R  traduz o encruamento isotrópico 


associado às estruturas de deslocações não organizadas, f  é um parâmetro do material e S  o 


módulo de um tensor de quarta ordem que traduz a influência das estruturas persistentes para o 


encruamento isotrópico. A evolução proposta para R  é: 


 


 ( ) p


satR RRCR ε&& −=  (2.49) 


 


onde RC  e satR  são parâmetros do material que traduzem a taxa de saturação e o valor de 


saturação, respectivamente.  


O tensor S  pode ser obtido em função de duas contribuições distintas: 


 


 NNSS ⊗+= DL S  (2.50) 
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onde LS  traduz a influência da componente latente da estrutura persistente de deslocações, DS  é 


um escalar que traduz a influência dos sistemas de escorregamentos activos e N  é a direcção do 


tensor velocidade de deformação plástica na pré-deformação. A evolução de LS  pode ser descrita 


por: 


 


 p


L


n


sat


L


SLL
S


C ε&& S
S


S 









−=  (2.51) 


 


onde SLC , satS  e n  são parâmetros escalares determinados em função dos comportamento do 


material. A evolução da componente associada às estruturas de deslocações activas pode ser 


traduzida por: 


 


 ( )[ ] p


DDsatSDD hSSSgCS ε&& −−=  (2.52) 


 


onde SDC  é um parâmetro do material, g  e h  são dois  escalares. O valor de g  pode ser obtido a 


partir da função por ramos: 
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onde PC  e Pn  são parâmetros do material e o escalar DP  é dado por: 


 


 NP :=DP  (2.54) 


 


onde P  é um tensor de segunda ordem associado à polaridade das deslocações, cuja evolução é 


descrita por: 


 







2.31 


 ( ) p


PC ε&& PNP −=  (2.55) 


 


cujo valor inicial é nulo. O valor de h  é dado pela função: 


 


 ( ) 











−′
−= σ


NXσ


NX


:


:
1


2


1


satX
h  (2.56) 


 


onde X  é o tensor das tensões inversas, satX  o valor de saturação da tensão inversa e σ  a tensão 


equivalente. Considerando o valor inicial nulo, a evolução do tensor das tensões inversas pode ser 


descrita por: 
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onde XC  é a taxa de convergência para o valor de saturação e o valor de saturação da tensão 


inversa é dado por: 


 


 ( ) ( ) 22


0 11 Dsat SrrfXX −+−+= S  (2.58) 


 


onde 0X  e r  são parâmetros do material. 


 Ao todo este modelo possui 13 parâmetros para identificar: 0Y , f , RC , satR , SLC , satS , pn , 


PC , XC , n , SDC , 0X  e r . A identificação dos parâmetros deste modelo é extremamente exigente 


em relação ao tipo de ensaios necessários, nomeadamente exige ensaios de tracção, de corte, 


ensaios com inversão de trajectória para diversos níveis de pré-deformação e ensaios com 


trajectórias ortogonais. O ajuste de alguns dos parâmetros depende de zonas específicas das curvas 


experimentais, o que implica a utilização de pesos diferentes de acordo com as diferentes zonas. 


Mais detalhes sobre a identificação dos parâmetros deste modelo podem ser encontrados em 


Haddadi et al. (2006). 
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2.3.3.2 Modelo microestrutural simplificado 


 


Para alguns materiais, entre os quais o alumínio, a influência do tensor P , que traduz a 


influência da polaridade das deslocações, é praticamente nula por não se formarem estruturas 


de deslocações persistentes, o que macroscopicamente se traduz por não existir estagnação da 


taxa do encruamento após a inversão da trajectória. Este facto permite simplificar a descrição 


da resistência direccional das deslocações, através de um tensor para um escalar, ou seja a 


equação 2.48 pode ser substituída por: 


 


 fSRYY ++= 0  (2.59) 


 


onde S  é um escalar positivo que traduz a influência das estruturas de deslocações. A variação 


deste escalar assume agora uma forma mais simples que pode ser descrita por: 


 


 ( ) p


satS SSCS ε&& −= , com 0)0( =S  (2.60) 


 


A componente associada à contribuição das estrutura de deslocações não organizadas, 


traduzida por R , assume a mesma forma dada pela equação 2.49. A variação da tensão inversa 


assume a mesma forma, equação 5.57, mas nesta equação a tensão de saturação varia de 


acordo com: 


 


 ( )SfXX sat −+= 10  (2.61) 


 


 O modelo microestrutural simplificado possui ao todo 8 parâmetros a identificar, 0Y , 


f , RC , satR , SC , satS , XC  e 0X . 


 


2.4. Ensaios experimentais utilizados para identificar os parâmetros dos modelos 


 


Para simular numericamente o processo de conformação de um determinado material é necessário 


conhecer os parâmetros do critério de anisotropia e da lei de encruamento que descrevem o 


comportamento mecânico desse material. O processo de determinação destes parâmetros designa-
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se por identificação de parâmetros. O número e o tipo de ensaios mecânicos a efectuar, 


necessários à identificação, dependem do modelo em questão. 


 O processo tecnológico de estampagem é caracterizado pela obtenção de peças de formas 


tridimensionais mais ou menos complexas a partir de esboços planos de chapa metálica. O facto 


de se tratar de chapa fina coloca algumas restrições do ponto de vista experimental. A sua 


caracterização, realizada através de ensaios mecânicos no plano da chapa, é simples e pode ser 


efectuada a partir de ensaios convencionais como tracção, corte, etc. Porém, a realização de 


ensaios mecânicos fora do plano da chapa é, geralmente, impossível, o que dificulta a 


identificação de alguns parâmetros das leis de comportamento. Por vezes, existem meios de 


realizar tais ensaios, mas normalmente exigem técnicas complexas e equipamento especial. 


As informações mais relevantes obtidas nestes ensaios para a identificação de parâmetros 


dos modelos de superfície limite de elasticidade são as tensões limite de elasticidade e os 


coeficientes de anisotropia obtidos para diversas direcções no plano da chapa. Para a identificação 


dos parâmetros da lei de encruamento, a informação mais relevante é a evolução da tensão com a 


deformação, em ensaios de tracção, corte e, eventualmente, tracção biaxial realizados no plano da 


chapa. 


Nesta secção apresentam-se de forma resumida os ensaios experimentais mais utilizados 


para caracterizar o comportamento de chapas metálicas utilizadas em estampagem. Não é 


abordada a temática da determinação de parâmetros recorrendo à análise inversa, cada vez mais 


utilizada, que basicamente consiste em determinar os parâmetros dos modelos que conduzem a 


uma melhor simulação de determinada peça obtida experimentalmente, avaliando para isso 


reduções de espessura, forças, etc. (Ghouati et al., 1998; Forestier, 2002; Kleinermann e 


Ponthot, 2003; Zhao e Lee, 2004). 


 


2.4.1. Ensaio de tracção uniaxial 


 


O ensaio de tracção uniaxial é o ensaio experimental mais comummente utilizado para a 


caracterização do comportamento mecânico de chapas. Existem inúmeras normas (ISO, ASME, 


etc.) que definem as principais características do ensaio, nomeadamente as dimensões dos 


provetes e o tipo de fixação.  


O coeficiente de anisotropia é definido em tracção como sendo a relação entre os 


incrementos de deformação em largura e em espessura. Considerando que a deformação é 


isocórica, o coeficiente de anisotropia pode ser definido como sendo: 
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onde xxdε  e yydε  são os incrementos de deformação plástica na direcção de tracção e transversal, 


respectivamente. Atendendo à definição do coeficiente de anisotropia, para trajectórias de tracção 


realizadas no plano da chapa para diversas orientações )(α  com a direcção de laminagem, tem-se 


que: 
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onde αr  é o coeficiente de anisotropia no plano da chapa para o ângulo α  com a direcção de 


laminagem e xf σ∂∂ / , yf σ∂∂ /  e xyf τ∂∂ /  são as derivadas da função de potencial plástico em ordem 


às componentes do tensor das tensões. Observa-se experimentalmente que o valor instantâneo 


determinado pela expressão 2.62 pode alterar-se durante a deformação. Assim existem 


basicamente dois procedimentos para se determinar experimentalmente os coeficientes de 


anisotropia. O primeiro considera que o valor deste coeficiente deve ser determinado numa dada 


gama de deformação predefinida, como por exemplo até 20% de deformação (Lankford, 1950). O 


segundo define o valor do coeficiente de anisotropia como sendo o valor que melhor ajusta a 


relação entre os incrementos de deformação ( xxdε  e yydε ) numa dada gama de deformações. Hill 


(1971) utiliza um ajuste linear para os valores dos incrementos de deformação desde o início até 


aos 20 % de deformação plástica. Neste trabalho, o coeficiente de anisotropia foi determinado 


utilizando a segunda definição, utilizando para determinação do coeficiente de anisotropia um 


ajuste de uma recta à curva experimental yyzz dd εε − .  


Na figura 2.10 apresenta-se um exemplo de uma superfície limite de elasticidade de Hill48 


e dos pontos experimentais utilizados na identificação dos seus parâmetros, provenientes de 


ensaios de tracção realizados a 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem. Para cada 


ponto experimental de tensão limite de elasticidade, representado no gráfico com um círculo, está 


marcada uma direcção que corresponde à direcção normal à superfície limite de elasticidade, que 


pode ser obtida a partir do coeficiente de anisotropia obtido nesse ensaio. 
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Figura 2.10. Exemplo da forma da superfície limite de elasticidade de Hill48 no plano yyxx σσ − . 


Apresentam-se também os dados experimentais obtidos em tracção para 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º 


com a direcção de laminagem. 


 


2.3.2. Ensaio de corte 


 


Os ensaios de corte permitem atingir níveis de deformação maiores do que em tracção, devido à 


ausência da localização da deformação. Por este motivo, permitem descrever o encruamento até 


elevados níveis de deformação (Mattiason e Sigvant, 2004). Além disso, permitem realizar 


facilmente ensaios com inversão de trajectória. É possível encontrar na literatura várias soluções 


para efectuar o ensaio de corte (Miyauchi, 1984; Genevois, 1992). Mostra-se na figura 2.11 um 


dispositivo, com área de corte única, utilizado neste trabalho para realizar os ensaios de corte com 


inversão de trajectória, desenvolvido pelos autores Manach et al. (1997). Na figura 2.12 mostra-se, 


a título de exemplo, um provete na fase inicial e final de um ensaio de corte realizado num 


dispositivo com área de corte dupla utilizado pelos autores e Miyauchi (1984).  
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Figura 2.11. Máquina de ensaio de corte para provete com área de corte única (Manach et al., 


1997). 
 
 


 
a) 


 
b) 


Figura 2.12. Provete para máquina de corte com zona de corte dupla (Miyauchi, 1984), 
(a) inicial e (b) final. 
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Tal como para o caso da tracção este ensaio pode ser facilmente realizado no plano da 


chapa para várias orientações com a direcção de laminagem. As trajectórias impostas para as 


diversas orientações com a direcção de laminagem, no plano da chapa, correspondem aos pontos a 


utilizar no processo de identificação, apresentados na figura 2.13.  


 
Figura 2.13. Projecções da superfície limite de elasticidade correspondentes a trajectórias de corte 


efectuadas a 0, 15, 30 e 45º. 
 


2.4.3. Ensaios com solicitações biaxiais 


 


Durante a estampagem da maioria dos componentes, o estado de tensão presente é biaxial no 


plano da chapa. Deste modo, a caracterização do comportamento mecânico de chapas metálicas 


pode recorrer a ensaios biaxiais. O ensaio mais utilizado para obter a trajectórias biaxiais é o 


Jovignot ou ‘Bulge test’ (Pomey, 1976). Este ensaio consiste em aplicar pressão, utilizando um 


fluido, numa das faces da chapa e registar a evolução do raio de curvatura da chapa com a pressão. 


Mostra-se na figura 2.14 um esquema deste ensaio (Fernandes, 1984). Na figura 2.15 é mostrada a 


calote resultante após ensaio. Na mesma figura é possível observar que na calote está impressa 


uma grelha, a partir da qual é possível determinar a distribuição da deformação, o que permite 


determinar o coeficiente de anisotropia definido para este tipo de ensaio. O coeficiente de 


anisotropia, para a trajectória de expansão biaxial, é calculado a partir da expressão: 
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onde xxdε  e yydε  são os incrementos de deformação plástica no sistema de eixos do ensaio.  


A relação entre os valores de tensão aplicada nos dois eixos pode ser alterada utilizando 


matrizes elípticas com diferentes relações nos dois eixos da elipse. Para materiais isotrópicos, a 


trajectória de expansão biaxial simétrica corresponde ao caso particular da matriz circular. Com 


este tipo de ensaios é possível obter trajectórias entre a deformação plana e a expansão biaxial 


simétrica. Este tipo de ensaio possui alguns problemas, entre os quais se destaca a dificuldade na 


determinação da tensão limite de elasticidade. Devido a esta e a outras dificuldades, foram 


propostos ensaios alternativos para obter este tipo de trajectórias. Uma alternativa, consiste em 


utilizar máquinas de tracção biaxiais (Shiratori, 1968; Ferron, 1986; Makinde et al., 1992; 


Demmerle, 1993; Boehler, 1994; Lin, 1995; Green, 1996; Muller, 1996; Kuwabara et al., 1998; 


Hoferlin, 2000]. Na figura 2.16 mostra-se a geometria de uma máquina proposta por Kuwabara et 


al. (1998) para efectuar este tipo de ensaios. Os provetes utilizados são cruciformes e a sua 


geometria pode ser optimizada com recurso à simulação numérica. Na figura 2.17 mostra-se o 


desenho de um provete utilizado por Makinde et al. (1992). A utilização deste tipo de máquina de 


ensaio é muito flexível pois permite obter estados de tensão com diferentes relações nos dois eixos 


de tensão. Na figura 2.18 mostram-se resultados experimentais que permitiram traçar a superfície 


limite de elasticidade.  


Bourne et al. (1950) propõem um ensaio relativamente simples, alternativo à solicitação 


biaxial no plano da chapa, que consiste em comprimir alguns discos de chapa sobrepostos. Mais 


recentemente Barlat et al. (2003) utilizaram este tipo de ensaio para comprimir dez discos de 12.7 


mm de diâmetro segundo a direcção perpendicular ao plano da chapa. A partir da medição dos 


diâmetros dos discos na direcção de laminagem e na direcção transversal, para vários valores de 


deformação, é possível determinar o coeficiente de anisotropia em expansão biaxial. Apresentam-


se na figura 2.19 exemplos de discos de alumínio comprimidos para vários níveis de deformação 


(Barlat et al., 2005). Apesar destes autores utilizarem este ensaio, como alternativa, para obter a 


trajectória de expansão biaxial simétrica é possível, utilizando outras formas geométricas, alterar a 


relação entre as tensões, e consequentemente a trajectória de deformação. Teoricamente, alterando 


a geometria dos discos, é possível obter relações yx σσ :  desde a expansão biaxial simétrica até à 


deformação plana. 


Um ensaio também utilizado para caracterizar a chapa metálica é o ensaio de deformação 


plana. Este ensaio é utilizado principalmente porque a trajectória é típica de operações de 
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estampagem e por esta trajectória estar associada a fenómenos como a estricção ou influenciar 


fortemente o retorno elástico. Wagoner e Wang (1979) traccionam provetes de chapa com uma 


geometria que conduz a um estado de tensão tal que induz uma trajectória de deformação plana no 


centro de provete. Mais recentemente, Kubawara et al. (2002) propõem outra geometria que 


conduz a uma trajectória mais próxima da deformação plana. Bron e Besson (2004) utilizam, para 


obter a trajectória de deformação plana, provetes de tracção entalhados, com uma geometria mais 


simples de obter, como apresentado na figura 2.20. Segundo os mesmos autores é ainda possível 


alterar a trajectória de deformação através da alteração do raio do entalhe. 


 


 


Figura 2.14. Representação esquemática do ensaio Jovignoti (Fernandes, 1986). 


 


 


Figura 2.15. Chapa com grelha de medição impressa após o ensaio Jovignoti. 
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Figura 2.16. Máquina para realizar ensaios de tracção biaxial (Kuwabara et al., 1998). 


 


 


Figura 2.17. Provete cruciforme optimizado para ensaio de tracção biaxial (Makinde et al., 1992). 
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Figura 2.18. Pontos experimentais de tensão limite de elasticidade obtidos para várias relações 


entre as tensões aplicadas nos dois eixos. 


 


 


Figura 2.19. Discos obtidos para vários níveis de deformação obtidos no ensaio de compressão de 


discos (Barlat et al., 2005). 
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Figura 2.20. Provete de tracção entalhado para obter trajectória de deformação plana (Bron e 


Besson, 2004). 
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2.4.4. Outros ensaios  


 


Como já referido, devido à pequena espessura, é difícil realizar ensaios experimentais em chapa 


fora do seu plano. De modo a contornar este problema Barlat et al. (1997a, 1997b) propõem 


ensaios sobre provetes de forma cúbica obtidos a partir de chapas coladas entre si, tal como já 


havia sido feito para trajectórias mais simples por outros autores (Hosford e Backofen, 1964; 


Tozawa e Nakamura, 1967, 1972; Kanetake et al., 1981; Maeda, 1998). Sobre estes provetes é 


possível efectuar um sem número de ensaios com diferentes trajectórias. Na figura 2.21 são 


mostrados alguns exemplos de solicitação possíveis. A utilização de cubos, para além dos ensaios 


fora do plano da chapa, é também particularmente interessante devido à possibilidade de efectuar 


sobre a chapa ensaios de compressão. O maior problema deste tipo de ensaios é o facto de existir 


atrito entre a ferramenta e o provete, o que dificulta a obtenção das curvas tensão-deformação. 


 


 


Figura 2.21. Exemplos de solicitações possíveis de produzir com cubos obtidos a partir de várias 


chapas coladas (Barlat et al., 1997a). 


 


2.4.5. Trajectórias complexas 


 


Para avaliar e modelar o comportamento de um material durante e após a alteração de trajectória 


de deformação é necessário efectuar ensaios experimentais em trajectória complexas. 
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Normalmente, para obter tais trajectórias são efectuadas combinações de ensaios monótonos 


subsequentes como tracção-tracção, deformação plana-tracção, corte-tracção, etc.. 


Para avaliar o comportamento com a alteração de trajectória, os ensaios experimentais 


mais utilizados são os ensaios com inversão de trajectória e os ensaios com trajectórias ortogonais. 


Os ensaios com inversão de trajectória permitem caracterizar a tendência para diminuir a tensão 


necessária para deformar em trajectórias inversas. Com os ensaios ortogonais procura quantificar-


se a influência da componente latente na deformação. 


 


2.4.5.1. Ensaios com inversão de trajectória 


 


Os ensaios com inversão de trajectória consistem em impor após uma dada trajectória a trajectória 


inversa. Este tipo de ensaio é importante pois os fenómenos que dependem do encruamento, como 


a distribuição da deformação ou o retorno elástico, são directamente afectados pela modelação do 


efeito de Bauschinger. Em chapa fina, o ensaio com inversão de trajectória é normalmente 


efectuado utilizando a trajectória de corte. De facto, só mediante condições experimentais 


particulares se pode obter deformação de chapa em compressão. Dietrich (1978) propõe um 


dispositivo que permite fazer compressão, mas limitado a valores de deformação de 0.3%. Mais 


tarde, Kubawara et al. (1995) introduz algumas alterações com as quais, segundo o autor, é 


possível atingir os 16% de deformação, apresenta-se na figura 2.22 o dispositivo proposto por este 


autor. Mais recentemente, Balakrishnan (1999) propõe também um dispositivo para efectuar 


ensaios de compressão em chapa, apesar de neste caso os valores de pré-deformação em 


compressão estarem limitados a cerca de 8%. A compressão da chapa neste caso é conseguida 


utilizando placas de aperto para impedir o fenómeno de instabilidade elástica. Em ambos os 


dispositivos anteriores o maior problema prende-se com o atrito presente não só nas zonas de 


aperto para evitar o fenómeno de instabilidade elástica mas também na zona de contacto com a 


ferramenta que comprime as placas. Existem também alguns autores que realizam ensaios com 


inversão de trajectória em ensaios de flexão (Weinmann, 1988; Jiang, 1997; Yoshida, 1998; Shen, 


1999; Sanchez, 2000). Este ensaio é mais expedito que o anterior e evita os problemas 


relacionados com o atrito, apesar do nível de deformação atingido ser pequeno.  


 Um ensaio que proporciona uma fácil inversão de trajectória e que permite atingir valores 


elevados de deformação é o de corte, pelo que Miyauchi (1984), Hu et al. (1992) e Manach et al. 


(1997) utilizam este ensaio para realizar a caracterização do efeito de Bauschinger. Este tipo de 


ensaio foi adoptado neste trabalho para caracterizar o efeito de Bauschinger nos materiais 


caracterizados. 
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Figura 2.22. Dispositivo para compressão de provetes de chapa (Kubawara, 1995). 


 


2.4.5.1. Ensaios com trajectórias ortogonais 


 


A utilização de sequências de trajectórias ortogonais é muito utilizada para caracterizar o 


comportamento de chapas metálicas, por permitir avaliar a importância da componente latente na 


deformação (Wagoner, 1983; Kim, 1997). Este ensaio pode ser obtido a partir de várias 


combinações de trajectórias tracção-corte, laminagem-tracção, etc. Apresenta-se na figura 2.23, 


um exemplo da geometria de um provete de tracção a partir do qual é possível retirar provetes de 


corte para ensaio na direcção de tracção (3DS, 2001) após pré-defomação em tracção. 


 


 


130 


30 


 


Figura 2.23. Provete de tracção utilizado para retirar provetes de corte após pré-deformação (3DS, 


2001). 


 


2.5 Comentários finais 


 


Neste capítulo são apresentadas alguns dos modelos utilizados para definir a superfície limite 


de elasticidade e modelar o encruamento de metais sujeitos a deformação plástica. Para 
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compreender a influência da escolha do modelo constitutivo e das diversas opções de 


identificação de parâmetros foi desenvolvido um programa para identificação de parâmetros 


para alguns dos modelos apresentados. A selecção dos modelos a utilizar foi feita de acordo 


com os modelos disponíveis no programa DD3IMP.  


Apesar de estarem disponíveis um leque alargado de ensaios experimentais, a maioria 


dos materiais utilizados em estampagem continuam a ser caracterizados apenas com recurso a 


ensaios de tracção. A utilização de ensaios em corte e em corte com inversão de trajectória, 


está também a generalizar-se pois permitem conhecer o comportamento de encruamento para 


valores de deformação mais elevadas do que em tracção e o comportamento em deformação 


com inversão de trajectória, respectivamente. No âmbito deste trabalho, para caracterizar o 


comportamento mecânico de algumas ligas de alumínio, foram utilizados resultados 


experimentais de tracção, de corte e de ensaios com inversão de trajectória. 
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3.1 


Capítulo 3 


 


Identificação de Parâmetros de Leis Constitutivas 


 


3.1. Introdução 


 


Na generalidade dos modelos apresentados no capítulo anterior os seus autores propõem 


procedimentos mais ou menos complexos para identificação dos respectivos parâmetros, que 


variam de modelo para modelo. O facto de se utilizar para cada modelo um procedimento 


específico faz com que, para um dado material, mesmo dispondo dos resultados experimentais 


necessários, a tarefa de identificação de parâmetros para um leque alargado de modelos seja 


bastante morosa. Além disso, a comparação da qualidade da descrição do comportamento 


mecânico do material para os vários modelos é delicada. Assim, a identificação dos parâmetros 


para vários modelos utilizando a mesma metodologia facilita a escolha do modelo mais adequado 


para descrever o comportamento mecânico desse material.  


Genericamente, o processo de identificação de parâmetros de um modelo consiste na 


minimização do erro de ajuste do modelo aos resultados experimentais conhecidos, ou seja, a 


identificação de parâmetros é um problema matemático de optimização. Neste capítulo são 


comparados e discutidos alguns dos principais algoritmos de optimização aplicáveis a este tipo de 


problema. 


 


3.2. Função de erro na identificação de parâmetros 


 


Nesta secção são definidas duas funções de erro genéricas, uma válida para a identificação dos 


parâmetros dos critérios de anisotropia e outra válida para a identificação dos parâmetros dos 


modelos de encruamento. 


 


3.2.1. Função de erro para as superfícies limite de elasticidade 


 


A determinação dos parâmetros do critério de anisotropia pode ser efectuada a partir dos valores 


de tensão limite de elasticidade e dos valores de coeficientes de anisotropia, o que obriga a incluir 


na função de erro a contribuição de dois tipos de dados diferentes. Este facto leva a que a 


avaliação do erro seja efectuada em valor relativo. Banabic et al. (2005) definem a função a 
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minimizar, na identificação de parâmetros dos seus modelos, a partir da soma do erro quadrático 


relativo, obtido com os vários dados experimentais conhecidos. A função de erro utilizada na 


identificação de parâmetros do critério de anisotropia proposta neste trabalho é semelhante à 


proposta por Banabic e co-autores, embora tenham sido introduzidos factores de ponderação, de 


modo a controlar a influência de cada tipo de resultado experimental. A função de erro utilizada na 


determinação dos parâmetros dos critérios de anisotropia é: 
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onde ασ  e αr  são, respectivamente, os valores da tensão limite de elasticidade e do coeficiente de 


anisotropia previstos pelo critério de anisotropia para o ensaio de tracção segundo a direcção que 


faz um ângulo α  com a direcção de laminagem, bσ  e br  são, respectivamente, os valores da 


tensão limite de elasticidade e do coeficiente de anisotropia previstos pelo critério de anisotropia 


para a trajectória de expansão biaxial simétrica, βτ  é o valor de tensão limite de elasticidade 


previsto pelo critério de anisotropia em corte segundo a orientação que faz um ângulo β  com a 


direcção de laminagem; os valores exp
ασ , exp


bσ , exp
βτ , exp


αr  e exp
br  representam os 


correspondentes valores experimentais; e iw  (i=1,..,5) os factores de ponderação para cada tipo de 


ensaio, com 1
5


1


=∑
=i


iw . 


 Caso se conheçam valores experimentais para outros tipos de resultados experimentais, 


basta adicionar na função de erro, equação (3.1), o número de termos necessários e escolher o 


valor do factor de ponderação para cada um. 


 


3.2.2. Função de erro para as leis de encruamento 


 


Para identificar os parâmetros das leis de encruamento foi definida uma função de erro com base 


em diferentes tipos de informação, utilizando o erro quadrático relativo em cada ponto 


experimental, como se indica na expressão seguinte: 
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em que: u , v  e w  são o número de ensaios para as trajectórias de tracção, expansão biaxial e de 


corte no plano da chapa, respectivamente; ( )inα  (para ui ,..,1= ) é o número de pontos para cada 


ensaio de tracção no plano da chapa, fazendo α  graus com a direcção de laminagem; ( )knb  (para 


vk ,..,1= ) é o número de pontos para cada ensaio de expansão biaxial simétrica; ( )mnτ  (para 


wm ,..,1= ) é o número de pontos para cada ensaio de corte no plano da chapa, fazendo α  graus 


com a direcção de laminagem; iz  (para vi ,..,1= ) são os factores de ponderação correspondentes a 


cada trajectória, com ∑
=


=
3


1


1
i


iz ; jασ ′  é o valor da tensão equivalente para um dado valor de 


deformação plástica, correspondente ao ponto j , para a trajectória de tracção; blσ ′  é o valor da 


tensão equivalente para um dado valor de deformação plástica, correspondente ao ponto l , para a 


trajectória de expansão biaxial simétrica; e finalmente, nτβσ ′  é o valor da tensão equivalente para 


um dado valor de deformação plástica, correspondente ao ponto n , para a trajectória de corte. Os 


resultados com o índice exp  correspondem aos valores experimentais. Se estiverem disponíveis 


ensaios experimentais para outras trajectórias, basta adicionar na equação (3.2) tantos termos 


quantos os necessários e escolher a ponderação destes. Nesta equação foram introduzidas as 


normalizações por ( )inα , ( )knb  e ( )mnτ  para eliminar os potenciais erros associados à utilização 


de curvas com números de pontos muito diferentes. 


 


3.3. O problema de optimização  


 


Considerando que os dados experimentais são adequados, o problema de identificação dos 


parâmetros dos critérios de anisotropia pode variar entre a resolução de um sistema de equações, 


quando o número de resultados experimentais conhecidos coincide com o número mínimo de 


dados necessários, e um problema de optimização, quando o número de dados é superior ao 


mínimo necessário. A identificação de parâmetros das leis de encruamento é sempre um problema 


de optimização pois o número de pontos conhecidos é sempre superior ao número de variáveis.  
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Do ponto de vista da optimização, o problema de identificação de parâmetros é multi-


paramétrico, multi-objectivo e possui algumas restrições. Neste trabalho, a optimização foi 


reduzida a um problema com apenas uma função objectivo através das equações (3.1) e (3.2) para 


a identificação dos parâmetros do critério de anisotropia e da lei de encruamento, respectivamente. 


Nestas equações, o erro global foi definido como sendo função dos erros correspondentes a cada 


objectivo. O algoritmo de optimização deve então resolver o problema: 


 


ℜ→ℜnf :  


nS ℜ⊆  


 * Sx ∈  


)()( * xfxf ≤ , para qualquer  Sx∈  


(3.3) 


onde f  é a função de erro, S  o espaço possível de soluções e *x  a solução correspondente ao 


mínimo.  


A existência de pelo menos um mínimo nas funções definidas pelas expressões (3.1) e 


(3.2) está garantida devido ao facto de ambas as funções serem coercivas. Esta condição 


matemática, satisfeita por ambas as funções de erro, garante a existência de pelo menos um 


mínimo dentro do intervalo S  caso seja cumprida a condição: 


 +∞=
→∞


f(x)
x


 lim  (3.4) 


ou seja, qualquer que seja o mínimo M  existe um 0>r  tal que Mxf ≥)(  para qualquer Sx∈  


tal que rx ≥ .  


 


3.4. Algoritmos de optimização 


 


Os algoritmos de optimização podem ser genericamente divididos em três grupos: algoritmos de 


optimização sem recurso à derivada; algoritmos de optimização com recurso à derivada e 


algoritmos evolutivos. Os algoritmos de optimização sem recurso à derivada são geralmente 


desenvolvidos a partir de estratégias de optimização baseadas em lógicas simples, facilmente 


implementáveis e, como o nome indica, não necessitam de informação acerca do valor da derivada 


da função. Este tipo de algoritmos utiliza informação do valor da função objectivo em alguns 


pontos para gerar novas soluções e assim prosseguir iterativamente. Os métodos de optimização 


com recurso à derivada utilizam a informação da derivada da função objectivo para actualizar a 


solução, sucessivamente até a condição de paragem ser satisfeita. Existe uma grande quantidade 


de métodos de optimização com recurso à primeira derivada ou à primeira e à segunda derivada. 
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Por último, os algoritmos evolutivos englobam um conjunto de métodos baseados na alteração de 


um conjunto de soluções iniciais. Os mais utilizados recorrem a estratégias de actualização de 


soluções baseando-se em analogias com a teoria da evolução dos sistemas biológicos. 


Apresentam-se nas próximas secções, de forma resumida, os algoritmos mais utilizados em 


problemas de optimização. 


 


3.4.1. Métodos de optimização sem recurso à derivada 


 


Estes métodos de optimização foram os primeiros a ser utilizados e o seu aparecimento coincide 


com as primeiras fases de generalização dos computadores. São métodos simples de programar e a 


sua compreensão é extremamente simples e intuitiva. Apesar de estarem disponíveis uma série de 


outros métodos mais eficientes, estes continuam a ser utilizados por funcionarem bem num grande 


número de problemas e não necessitarem de um conhecimento profundo do problema. Estes 


algoritmos são muitas vezes utilizados como algoritmos exploratórios ou como algoritmos de 


optimização local (Lewis et al., 2000). Resumidamente, estes métodos de optimização são 


métodos iterativos que utilizam o conhecimento da função em alguns pontos para melhorar o valor 


das variáveis a optimizar. Basicamente, consistem em determinar em cada iteração o valor mínimo 


de: 


 ( )iii uxf λ+min  (3.5) 


onde f  é a função a optimizar, ix  é o ponto inicial correspondente ao incremento i , iu  o versor 


que define a direcção de actualização das variáveis e iλ  o passo do incremento. Deste modo é 


possível definir o novo ponto 1+ix  através de: 


 iiii uxx λ+=+1  (3.6) 


Este processo iterativo é continuado até uma determinada condição de paragem ser satisfeita. O 


valor do passo iλ  é geralmente determinado utilizando um algoritmo de busca unidimensional, de 


entre os quais se destacam, pela sua eficiência, os métodos: secção de ouro (Wilde, 1964); 


Fibonacci (Kiefer, 1953) e aproximações quadráticas sucessivas (Davidon, 1959). A principal 


diferença entre os diversos algoritmos sem recurso à derivada é a forma como é definida a 


direcção de pesquisa iu . O método de optimização sem recurso à derivada mais simples consiste 


em definir a direcção de pesquisa sucessivamente coincidente com a direcção de cada variável, ou 


seja, em cada iteração i  são utilizadas sucessivamente as direcções de pesquisa definidas por: 
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onde n  é o número de direcções, que é coincidente com o número de variáveis, o que dá origem a 


um conjunto de passos j


iλ , com nj ,...,2,1= , correspondente à alteração do ponto inicial, que pode 


ser determinado, no final do incremento i , por: 


 ∑
=


+ +=
n


j


j


i


j


iii uxx
1


1 λ  (3.8) 


onde 1+ix  traduz o ponto final. Após cada ciclo, que implica um processo de pesquisa 


unidimensional sobre todas as variáveis, testa-se a condição de paragem, normalmente definida 


em função da alteração das variáveis a optimizar, e caso esta não tenha sido satisfeita inicia-se um 


novo ciclo utilizando como ponto de partida o ponto actual. O método assim obtido designa-se por 


método de optimização Cyclic Coordinate Method (Bazaraa et al., 1977). Na figura 3.1 apresenta-


se um exemplo do tipo de trajectória obtida com este método na optimização de uma função com 


duas varáveis. Como pode ser observado nesta figura, em cada passo é determinado o valor 


mínimo da função para a direcção paralela a cada variável. Apresenta-se na figura 3.2 o algoritmo 


deste método de optimização. Para acelerar o processo de optimização e evitar a convergência 


para pontos não–óptimos, o que pode ocorrer para pontos onde a derivada não está definida, pode 


ser utilizada uma direcção de pesquisa que não coincide com nenhum dos eixos, que é geralmente 


a direcção definida pela diferença entre o ponto inicial e final dada por ii xx −+1 . A utilização 


sistemática desta direcção, por vezes chamada direcção de aceleração de pesquisa, após cada ciclo 


de optimização pelas diversas direcções, conduz ao método proposto por Hooke e Jeeves (1961). 


Na figura 3.3 apresenta-se um exemplo de uma trajectória de optimização onde é possível 


observar a alteração de direcção de optimização correspondente à direcção ii xx −+1 . Na figura 3.4 


apresenta-se o algoritmo do método de Hooke e Jeeves. Rosenbrock (1960) introduz o conceito de 


pesquisa segundo direcções ortogonais, tal como acontece com o método Cyclic Coordinate 


Method, mas actualizáveis após cada ciclo sobre todas as direcções. A actualização é então 


efectuada mantendo a ortogonalidade entre as várias direcções de pesquisa utilizando, por 


exemplo, o procedimento de ortogonalização de Gram-Schmidt, ou seja, para todas as direcções 


de pesquisa, em cada iteração, a condição 0=jiuu  (para ji ≠ ) é garantida. Na figura 3.5 mostra-


se um exemplo da actualização das direcções de pesquisa. Na figura 3.6 apresenta-se o algoritmo 


correspondente ao método de Rosenbrock. Tal como para o algoritmo de Rosenbrock, Powell 
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(1964) propõe um algoritmo de optimização onde as direcções de pesquisa são também obtidas a 


partir da direcção definida entre o ponto inicial e final de um ciclo de pesquisa segundo as diversas 


direcções. No entanto, no algoritmo de Powell a actualização das direcções de pesquisa é 


efectuada substituindo uma das direcções pela definida pelo ponto inicial e pelo ponto obtido no 


final do ciclo de optimização segundo as diversas orientações. Na figura 3.7 apresenta-se o 


algoritmo correspondente ao método proposto por Powell (1964). Zangwill (1967) propõe 


alterações ao algoritmo de Powell que garantem que as direcções de pesquisa permanecem 


linearmente independentes durante todo o processo de optimização, o que evita a eliminação de 


direcções de pesquisa.  


A eficiência dos métodos de optimização que utilizam o conceito de pesquisa 


unidimensional depende em grande parte da eficiência do algoritmo que efectua esta pesquisa. 


Com base neste facto alguns autores propõem evoluções dos métodos apresentados utilizando 


algoritmos de pesquisa unidimensionais mais eficientes do que os utilizados nos métodos originais 


(Swann, 1972). 
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Figura 3.1. Exemplo da evolução da optimização obtido com algoritmo Cyclic Coordinate 


Method. 
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Figura 3.2. Algoritmo do método de optimização Cyclic Coordinate Method (Bazaraa et 


al., 1977). 
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Figura 3.3. Determinação da direcção de aceleração da pesquisa para o algoritmo de Hooke e 


Jeeves. 
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Figura 3.4. Algoritmo do método de optimização de Hooke e Jeeves (1961). 
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Figura 3.5. Esquema de alteração das direcções de pesquisa para o algoritmo de Rosenbrock. 
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Figura 3.6. Algoritmo do método de optimização de Rosenbrock (1960). 
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Figura 3.7. Algoritmo utilizado no método de optimização de Powell (1969). 


 


A breve revisão efectuada sobre os algoritmos de optimização que não recorrem à derivada 


não ficaria completa sem ser referido o algoritmo simplex. Este algoritmo é proposto por Spendley 


et al. (1962) e pretende diminuir o número de cálculos a efectuar em cada iteração, pois os 


algoritmos anteriormente apresentados obrigam à determinação de pelo menos um número de 


pontos idêntico ao número de varíaveis. Spendley et al. (1962) propõem então um algoritmo onde, 


após a primeira iteração, em cada novo ponto é determinado um novo candidato a mínimo. O 


funcionamento deste algoritmo pode ser visualizado na figura 3.8, em que se mostra um exemplo 


para uma função com duas variáveis. Nesta figura pode observar-se como, com base em três 


pontos (mais um do que o número de variáveis), é possível determinar um novo ponto a partir de 


uma reflexão do triângulo pela base oposta ao ponto com pior função objectivo. Após o primeira 


reflexão, que exige o conhecimento de mais um ponto que o número de variáveis a optimizar, a 


cada nova reflexão corresponde um novo ponto candidato a mínimo. Durante o processo de 
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optimização, existe o risco de, após um dado conjunto de reflexões, o algoritmo entrar em ciclo 


fechado, o que pode facilmente ser solucionado pela redução da dimensão do triângulo (Spendley 


et al., 1962). O algoritmo tipo simplex mais utilizado actualmente, foi proposto por Nelder e Mead 


(1965) e consiste na alteração do anterior pela introdução de modos alternativos de estimar novos 


pontos, que aceleram o processo de convergência. As modificações mais importantes introduzidas 


por estes autores ao algoritmo original são a alteração da forma da reflexão e a possibilidade de 


diminuir a dimensão da rede (Nelder e Mead, 1965; Lagarias et al., 1998). Este tipo de algoritmo 


de optimização é dos mais rápidos dentro dos algoritmos sem recurso à derivada.  
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Figura 3.8. Esquema de alteração do ponto de pesquisa no algoritmo de Simplex. 


 


A convergência dos métodos de optimização sem recurso à derivada atrás apresentados foi 


alvo de inúmeros estudos e, na maioria destes, a convergência para o valor mínimo foi provada 


para funções convexas (Powell, 1964; Berman, 1969; Céa, 1971; Polak, 1971; Torczon, 1991, 


1997). Uma revisão relativamente actual deste tipo de algoritmos foi realizada por Lewis et al. 


(2000). 


 
3.4.2. Algoritmos de Optimização Baseados em Derivadas 


 


O método de optimização multidimensional mais simples que utiliza a informação da derivada 


denomina-se por Steepest Descent Method. Neste método, é utilizada a direcção descendente 


)(xf∇− , onde ∇  representa o operador gradiente, para determinar o novo ponto candidato a 


mínimo. Por definição, esta é a direcção para a qual o decréscimo da função objectivo é mais 


acentuado. Cada novo ponto é então determinado iterativamente a partir de: 
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 )(1 iii xfxx ∇−=+ λ  (3.9) 


onde o valor do escalar λ  resulta de um algoritmo de pesquisa unidimensional. Na figura 3.9 


apresenta-se o pseudo-código correspondente a este método. Este algoritmo é eficiente em grande 


parte dos problemas de optimização mas, devido à utilização da direcção descendente máxima, em 


problemas em que a função objectivo pode apresentar derivadas com valor reduzido em 


determinadas direcções (vales) a convergência é caracterizada por um ziguezague entre as 


‘encostas’ da função. Na figura 3.10 apresenta-se um exemplo deste tipo de convergência. Na 


prática este tipo de comportamento acaba por se traduzir numa convergência lenta e no facto da 


optimização funcionar melhor para variáveis nas quais o módulo da derivada é mais elevado.  


O método dos gradientes conjugados (Hestenes e Stiefel, 1952; Fletcher e Reeves, 1964), 


tal como o anterior, utiliza uma pesquisa unidimensional segundo uma dada direcção obtida a 


partir do gradiente da função, ou seja, a partir da primeira derivada da função. De modo a evitar 


trajectórias em ziguezague, a direcção de pesquisa é corrigida a cada passo de forma a gerar 


trajectórias ortogonais. 


 


 


Inicialização 


Definir ponto inicial 0x  


Definir tolerância tol  para utilizar como critério de paragem 


Inicializar 1=i   


Iteração em i  até tolxx ii <−+1  


Determinar a direcção de pesquisa, tal que )( ii xfu −∇=  


Determinar λ  que resulta da minimização de )( ii uxf λ+  


Determinar novo ponto, tal que iii uxx λ+=+1  


ii xx =+1  


Actualizar i  


Fim de Iteração 


Figura 3.9. Algoritmo utilizado no método de optimização Steepest Descent Method. 
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Figura 3.10. Exemplo da convergência do algoritmo Steepest Descent Method. 


 


 A utilização de informação obtida a partir da segunda derivada permite melhorar 


consideravelmente a velocidade de convergência da optimização, pois a partir desta é possível ter 


em conta a curvatura da função. Um dos métodos mais utilizados é o método de Newton, que 


resulta da utilização da expansão em série de Taylor da função a optimizar, truncando os termos 


para ordem superior a dois, ou seja a aproximação do valor da função para o novo ponto ux + , 


onde u  é o vector incremento e x  é o ponto inicial, é dada por: 


 uxHuuxfxfuxf f


TT )(
2


1
)()()( +∇+≈+  (3.10) 


onde )(xH f  é o Hessiano da função f  no ponto x . A notação T  designa a transposta do vector 


ou da matriz sobre a qual é aplicada. A matriz Hessiana é por definição dada por: 


 
ji


ijf
xx


xf
xH


∂∂
∂= )(
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2


. (3.11) 


O valor mínimo da função 3.10 é obtido no ponto estacionário, que pode ser determinado 


resolvendo o sistema: 


 )()( xfuxH f −∇=  (3.12) 


Este método possui uma taxa de convergência quadrática e apenas deve ser utilizado quando 


suficientemente próximo da solução, isto é, quando a aproximação dada pela equação (3.10) seja 


admissível. Ao contrário dos métodos anteriores, o método de Newton não necessita de um 


algoritmo de pesquisa unidimensional, pois da equação (3.12) resulta o passo adequado. Contudo, 


na fase inicial da optimização, quando ainda relativamente longe do mínimo, pode ser utilizado 


um algoritmo de pesquisa unidimensional para acelerar o processo de convergência, estratégia que 


se designa por ‘damped’ Newton Method (Fletcher e Sainz de la Maza, 1987). O método de 


Newton em cada iteração faz a determinação exacta do mínimo, através da resolução da equação 


(3.12), ou seja, em cada iteração é necessário efectuar o cálculo exacto da matriz Hessiana da 
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função, o que obriga a um elevado número de cálculos. Dado tratar-se de um método iterativo, o 


cálculo exacto da matriz Hessiana da função a cada incremento não faz sentido, pelo menos na 


fase inicial. Por esse motivo são muitas vezes utilizadas aproximações desta matriz, resultando em 


métodos designados por Quasi-Newton. De forma genérica, para os métodos Quasi-Newton, em 


cada iteração o vector incremento é determinado por: 


 )()( iii xfuxB −∇=  (3.13) 


onde )(xB  é uma aproximação da matriz Hessiana da função. A aproximação desta matriz é 


geralmente obtida evitando as derivadas de segunda ordem, ou seja, com base apenas no gradiente 


da função. Existem inúmeras aproximações desta matriz, entre as quais se destacam as 


aproximações DFP (Davidon, Fletcher e Powell) (Davidon, 1959; Fletcher e Reeves, 1964; , 


Powell1987], BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno) (Broyden, 1967, 1970; Fletcher, 


1970; Goldfarb, 1970; Shanno, 1970), SR1 (Symmetric Rank 1) (Conn et al., 1991) e a família de 


aproximações designadas por Broyden Class (Broyden, 1970). A aproximação BFGS é uma das 


mais utilizadas e resulta da aproximação do Hessiano de )(xf  utilizando em cada passo a 


actualização dada por: 
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BB +−=+1  (3.14) 


onde )(xBB ≡  e )()( 1−∇−∇= iii xfxfy .  


Como é necessário resolver o sistema de equações dado pela equação (3.13), é habitual 


adoptar a actualização de uma factorização de )(xB  (Bazaraa et al., 1979), como por exemplo a de 


Cholesky ou outra, e desta forma tornar a resolução do sistema mais simples. Para iniciar o 


processo de optimização é necessário um valor inicial da aproximação da matriz Hessiana, a qual 


é muitas vezes a matriz identidade (Fletcher e Sainz de la Maza, 1987). De modo a tornar o 


processo de optimização mais eficiente do ponto de vista computacional é possível efectuar 


algumas alterações, nomeadamente modificar o problema apresentado na equação (3.13) do 


seguinte modo: 


 )(1
1 iiiii xfBxx ∇−= −


+ λ  (3.15) 


o que transforma, em cada passo, o problema de resolução de um sistema de equações numa 


multiplicação e numa inversão da matriz de aproximação da matriz Hessiana )(xB . Da utilização 


desta aproximação decorre a actualização directa da inversa da aproximação da matriz Hessiana da 


função, evitando assim a determinação da inversa (Nocedal e Wright, 1999). 
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Os métodos Quasi-Newton apresentam, para além de menores tempos de cálculo, uma 


robustez superior ao do método de Newton, particularmente em zonas afastadas do mínimo 


(Heath, 1997). Na figura 3.11 apresenta-se o algoritmo do método Quasi-Newton BFGS. 


 


Inicialização 


Definir ponto inicial 0x  


Definir matriz inicial 0B  (por exemplo a identidade) 


Definir tolerância tol  para utilizar como critério de paragem 


Inicializar 1=i   


Iteração em i  até tolxx ii <−+1  


Determinar a direcção iu , tal que )( iii xfuB −∇=  


Actualizar iii uxx +=+1  


Actualizar a aproximação da Matriz Hessiana 1+iB , tal que: 


i


T


i


T


ii


ii


T


i


i


T


iii
ii


uy


yy


uBu


BuuB
BB +−=+1  onde )()( 1 iii xfxfy ∇−∇= +  


Actualizar i  


Fim de Iteração 


Figura 3.11. Algoritmo utilizado no método de optimização BFGS. 


 


De forma genérica, a velocidade de convergência de um processo de optimização pode ser 


acelerada utilizando métodos aproximados, nomeadamente nas pesquisas unidimensional ou 


resolução de sistemas lineares, designando-se então por métodos inexactos (Nash, 1985). Por 


exemplo, é habitual substituir as pesquisas unidimensionais exactas pelo princípio de pesquisa 


inexacta de Armijo (Armijo, 1966). 


Além destes algoritmos de optimização genéricos, podem ser utilizados algoritmos 


desenvolvidos especificamente para resolver o problema de minimização da distância entre duas 


curvas não lineares, designados por métodos de mínimos quadrados não lineares. Neste caso, a 


função objectivo não é a apresentada nas equações (3.1) e (3.2) mas sim a obtida a partir de cada 


um dos resíduos calculados para os pontos conhecidos ( )ii yt , , do seguinte modo: 


 ( )xtfyxr iii ,)( −=  com mi ,...,2,1=  (3.16) 


onde )(xri  representa o resíduo associado ao resultado experimental i , iy  é o valor experimental 


correspondente, ( )xtf i ,  é o valor respectivo assumido pela função e m  o número de pontos 







3.17 


experimentais conhecidos. A função objectivo, a minimizar, é função dos resíduos e pode ser 


calculada por: 


 ( ) ( ) ( )∑
=


=
m


i


ii xrxrx
12


1φ  (3.17) 


a partir da qual se pode definidir o gradiente: 


 ( ) ∑
=


∇=∇
m
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ii xrxrx
1


)()(φ = )()( xrxJ T  (3.18) 


e o Hessiano: 
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onde )(xJ  é matriz Jacobiana dos resíduos calculada por: 


 
j


i


x


r
xJ


∂
∂=)(  com i =1,2,...,m  e j =1,2,..., n  (3.20) 


onde n  representa o número de variáveis a optimizar.  


Utilizando a expressão genérica 3.12 é possível chegar à condição que minimiza o erro: 


 )()()()()()(
1


2 xrxJuxrxrxJxJ T
m
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ii
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 (3.21) 


Na expressão 3.21, a matriz ∑
=


∇
m


i


ii xrxr
1


2 )()(  é de determinação demorada e a sua contribuição é de 


segunda ordem, pelo que quando suficientemente próximo da solução a equação (3.21) pode ser 


substituída por: 


 ( ) )()( )()( i


T


iii


T


i xrxJuxJxJ −=  (3.22) 


Esta equação dá origem ao método de resolução de mínimos quadrados de Gauss-Newton, que 


pode ser simplificado para: 


 )()( iii xruxJ −≈  (3.23) 


ou seja, o processo de optimização é efectuado resolvendo uma série de problemas de mínimos 


quadrados lineares onde, a cada iteração, a nova solução é determinada por: 


 iii uxx +=+1  (3.24) 


Uma modificação, muito utilizada, no sistema de equações (3.22) que torna o método de 


optimização mais robusto, especialmente quando existe mau condicionamento da matriz 


)()( i


T


i xJxJ , é o método Levenberg-Marquardt (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963), que substitui 


o sistema de equações por: 
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 ( ) )()( )()( i


T


iii


T


i xrxJuIxJxJ −=+ µ  (3.25) 


onde µ  é um escalar positivo, alterado em cada iteração, e I  a matriz identidade. O sistema de 


equações lineares a resolver em cada iteração vem então: 
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 (3.26) 


Este método assenta numa estratégia de alteração do problema designado por 


regularização, que utiliza o termo Iµ  para alterar as características do problema, e deste modo 


tornar a resolução do sistema possível (Moré, 1977). Apresenta-se na figura 3.12 o algoritmo 


correspondente a este método de optimização. 


 


Inicialização 


Definir ponto inicial 0x  


Definir tolerância tol  para utilizar como critério de paragem 


Inicializar 1=i   


Iteração em i  até tolxx ii <−+1  


Determinar o resíduo ( )ixr  


Determinar o Jacobiano )( ixJ  


Resolver o sistema 
( )











−
=


















0


)(
i


i


i xr
u


I


xJ


µ
 


Actualizar iii uxx +=+1  


Actualizar i  


Fim de Iteração 


Figura 3.12. Algoritmo do método de optimização Levenberg-Marquardt. 
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3.4.3.Algoritmo de Optimização Evolutivo 


 


Os princípios que serviram de base aos algoritmos de optimização evolutivos genéticos foram 


propostos por Charles Darwin (Darwin, 1859). A partir destes princípios Holland (Holland, 1975) 


sugere um algoritmo de optimização destinado a encontrar soluções que minimizem ou 


maximizem uma determinada função de avaliação, definida num espaço demasiado grande para 


permitir o teste de todas as soluções possíveis. Este algoritmo funciona de acordo com o princípio 


de que os indivíduos mais fortes têm uma maior probabilidade de sobreviver e de passar a sua 


informação genética a futuras gerações, pelo que a informação genética dos indivíduos menos 


aptos tende a desaparecer durante o processo de selecção natural. Esta característica é o que 


distingue o método evolutivo de um método de busca aleatório puro. Após Holland, muitos outros 


trabalhos ajudaram a compreender e aperfeiçoar o algoritmo evolutivo (por exemplo (De Jong, 


1975; Grefenstette, 1986; Goldberg e Deb, 1989; Spears e De Jong, 1991; Davies, 1991; Koza, 


1992; Fogel, 1994; Hoffmeister e Back, 1992; Michalewicz, 1994; Coley, 1996; Gen e Cheng, 


1997), o que permitiu estender a sua utilização a inúmeras aplicações de optimização. O princípio 


pode ser aplicado a diversos problemas de optimização em engenharia, desde aplicações 


estruturais (Haftka e Grandhi, 1986; Chapman e Jakiela, 1996; Bendsoe e Sigmund, 2003; 


Madeira, 2003), a compósitos (Leal e Ramos, 2002; Ramos, 2004), a processos tecnológicos 


(Castro et al., 2004; Naceur et al., 2004), a identificação de parâmetros (Pal et al., 1996; 


Furukawa et al., 2002; Yoshida et al., 2003), etc..  


Neste trabalho é implementado um método de optimização com recurso a algoritmos 


evolutivos genéticos, para efectuar a optimização da descrição do comportamento plástico de 


metais utilizando as expressões (3.1) e (3.2) como função de avaliação, ou seja, como função 


objectivo. Este tipo de algoritmos foi escolhido devido à sua robustez (Coello, 2002), que resulta 


de dois aspectos: o primeiro está ligado ao facto do algoritmo iniciar a busca em vários pontos, ao 


contrário dos algoritmos baseados na derivada das funções envolvidas, que partem de um único 


ponto inicial; o segundo aspecto está relacionado com o facto de o algoritmo não ser sensível à 


derivada, o que evita os mínimos locais. No entanto, quando utilizado na optimização de 


problemas com variáveis contínuas, o algoritmo evolutivo genético tem o inconveniente de ser 


sub-óptimo e adequado para encontrar soluções próximas do óptimo mas raramente consegue 


determinar a solução óptima (Holland, 1975).  


De forma resumida, o algoritmo evolutivo parte de um conjunto de soluções, 


correspondentes à população inicial. Para cada solução é calculada a função de avaliação ou seja, 


o mérito de cada indivíduo dado pelas equações (3.1) ou (3.2), em função do tipo de problema. 
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Com base no mérito de cada indivíduo é feita a selecção, isto é, são escolhidas as soluções que 


irão dar origem à nova população. Numa operação denominada cruzamento é gerada uma nova 


população. Para obter novos espaços de pesquisa, é aplicado o operador mutação à nova 


população. A nova população servirá como população inicial para o próximo ciclo. Este processo 


é repetido até ocorrer uma condição de paragem. Durante este processo iterativo as características 


genéticas dos indivíduos mais fortes têm maior probabilidade de passar de geração em geração 


devido ao mecanismo de selecção e de cruzamento, isto é, as características genéticas da 


população vão sendo optimizadas de acordo com a função objectivo. Este princípio é análogo aos 


sistemas biológicos onde a selecção natural assume este papel. 


Na figura 3.13 está representada esquematicamente, para uma dada população, a 


terminologia utilizada no contexto da programação de algoritmos evolutivos e no contexto da 


biologia. O conjunto de soluções de uma dada iteração, ou seja de determinada geração, tem 


paralelo na biologia numa dada população. Cada solução corresponde a um indivíduo. As 


características genéticas de cada indivíduo ou de uma solução correspondem a uma determinada 


estrutura ou genótipo e estas, uma vez descodificadas, correspondem a uma solução ou fenótipo. O 


valor que cada gene assume é denominado alelo e os valores que pode assumir estão relacionados 


com o alfabeto utilizado. Ao conjunto de genes necessário para definir o valor de uma dada 


variável podemos chamar cromossoma, tal como na biologia onde se utiliza a mesma terminologia 


para definir uma dada característica. Todas as características de cada indivíduo/solução são 


definidas a partir do seu genoma ou seja, do conjunto de genes que o compõem. 


1 1 0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 1 0 1


1 0 1 0 1 0 1 0 1 0


( … )


0 1 1 1 0 1 0 1 1 1


posição (locus)


solução (individuo)
conjunto de soluções 


(população)


variável a


número de genes


cromossoma (cromossoma)
gene (gene)


 


Figura 3.13. Paralelismo entre a terminologia utilizada no contexto da programação de 


algoritmos evolutivos e dos sistemas biológicos. 


 


O algoritmo evolutivo aqui utilizado foi elaborado com base num conjunto de operadores, 


cujo objectivo é gerar e alterar um conjunto de soluções. Os operadores evolutivos a definir são: 


de geração da população inicial, de codificação e descodificação, de selecção, de cruzamento, de 
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mutação e de elitismo e a função objectivo. Na figura 3.14 apresenta-se o algoritmo da 


componente evolutiva do método de optimização utilizado. 


 


Inicialização 


Geração da População Inicial 


Introduzir soluções conhecidas (Sementeira) 


Iteração em i  de 1 até itern  


Descodificar cada cromossoma 


Determinar a função de avaliação 


Seleccionar os indivíduos para cruzamento 


Efectuar cruzamento 


Aplicar operador de mutação 


Aplicar operador de elitismo 


Actualizar i  


Fim de Iteração 


Figura 3.14. Algoritmo utilizado no método de optimização Genético. 


 


Geralmente, a escolha do alfabeto de codificação a utilizar depende do tipo de variável a 


optimizar, em particular se esta é contínua ou discreta (Lin e Hajela, 1992), pois cada tipo de 


variável pode implicar um tratamento distinto. Neste trabalho optou-se por gerar um vector para 


cada variável com todos os valores que esta pode tomar e codificar o ponteiro (índice) dessa lista. 


Para determinar o valor de cada variável é então necessário descodificar apenas o índice do vector 


correspondente, como representado na figura 3.15.  


 


1 0 1 0 1 1 0 0 0 1


variável a
(Estrutura)


0.1
...
…
...
...
...
...


0.8
...
…
5.0


Lista da
variável a


Indice da variável a


( ) 1.
1


1
var +=∑


=


−
bitsn


i


i


i can


 


Figura 3.15. Correspondência entre a codificação e o valor da variável. 
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O índice que permite ligar o cromossoma com cada característica (ou variável) pode ser definido 


pela operação de descodificação seguinte: 


 ( ) 1.
1


1
var +=∑


=


−
bitsn


i


i


i can  (3.27) 


em que bitsn  é o número de genes utilizados para codificar a variável respectiva, ia  o valor para o 


gene i  e c  a cardinalidade da codificação utilizada. No caso das variáveis contínuas, é necessário 


torná-las discretas, ou seja, definir o número de casas decimais ou o número de bits utilizados para 


a sua representação, o que define o nível de discretização e a dimensão do vector. A dimensão do 


cromossoma correspondente a essa variável, em função da precisão exigida, é dada pelo inteiro 


arredondado para cima: 
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onde 
bitsni


pr  é a precisão exigida para a variável i . Após esta estar definida, pode ser criada uma 


lista discreta, com a precisão exigida e, deste modo, o tratamento passa a ser idêntico ao das 


variáveis discretas. A criação da lista de valores das variáveis pode ser feita a partir da expressão: 


 
1
minmax


varminvar −
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bitsi n


ii
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vv
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onde 
varni


l  é o valor assumido para a variável para o índice varn  definido pela expressão (3.27) e 


miniv  e maxiv  os limites para a variável contínua. Se o número de elementos da variável for inferior 


ao obtido para a cardinalidade e para o número de bits utilizados na codificação, é possível 


reparar, evitar ou penalizar essas soluções (Coello, 1996, 2002). 


Por vezes é possível evitar-se a necessidade de codificação e descodificação, utilizando 


directamente os valores da variável no cromossoma, como acontece por exemplo na utilização de 


codificação real na optimização de variáveis reais.  


Uma solução, ou seja um indivíduo, é então constituída pelo conjunto de cromossomas 


necessários para definir todas as suas características, cuja dimensão depende da precisão exigida. 


Na figura 3.8 apresenta-se a constituição de uma solução em função dos cromossomas necessários 


para a definir. 
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1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1


Cromossoma (variável a)
(7 bit)


Cromossoma (variável b)
(6 bit)


Cromossoma (variável c)
(7 bit)


1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1


0 0 1 1 1 0


Solução
(20 bit)


 


Figura 3.16. Constituição de uma solução a partir dos diferentes cromossomas. 


 


O algoritmo evolutivo é caracterizado por utilizar múltiplas soluções iniciais (população), 


que durante o processo iterativo irão ser alteradas. Para iniciar o algoritmo é necessário proceder à 


geração da população de partida ou a população inicial. A solução mais habitual é gerar a 


população directamente ao nível do cromossoma, gerando de forma aleatória o seu valor em cada 


bit. Na figura 3.17 mostra-se uma representação esquemática da geração da população inicial. 


 


Gerador de números aleatórios


1 1 0 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1


p F(p)


1   se p>0.5


0   se outro


 


Figura 3.17. Geração da população de forma aleatória. 


 


Se estiver disponível um método empírico ou outro que forneça alguma indicação de boas 


soluções é possível iniciar a população com alguns destes indivíduos. Este procedimento é 


denominado por sementeira de soluções. Por exemplo, na identificação dos parâmetros dos 


critérios de anisotropia poderá ser introduzida a solução isotrópica. 
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No algoritmo evolutivo o processo de selecção é função da aptidão de cada indivíduo. 


Como já referido esta função pode não ser única, ou seja, a avaliação do desempenho de cada 


indivíduo é feita com base no seu desempenho em várias funções de avaliação, o que dá origem a 


um problema multi-objectivo. O problema de optimização na identificação dos parâmetros em 


causa é multi-objectivo mas, neste trabalho está transformado num problema de optimização 


simples através de uma função única composta pelos diversos erros. A função objectivo utilizada 


na identificação de parâmetros é uma das equações (3.1) ou (3.2), dependendo da optimização a 


realizar.  


O processo de selecção é um processo estatístico e funciona de forma análoga ao processo 


de selecção natural em sistemas biológicos, no qual os indivíduos mais capazes têm uma 


probabilidade maior de passar a sua informação genética às próximas gerações. Este operador 


submete a população de soluções a uma ‘pressão’ que tem como paralelo na biologia a selecção 


natural (Goldberg e Deb, 1991; Thierens e Goldberg, 1994; Back, 1994, 1995; Blickle e Thiele, 


1995). A avaliação desta pressão e da sua influência no resultado final deve ser sempre alvo de 


estudo para cada tipo de problema de optimização. Esta pressão está também directamente 


relacionada com o tipo de mecanismo de selecção e com os parâmetros intrínsecos aos 


mecanismos de cruzamento e de mutação apresentados mais à frente. O processo de selecção 


consiste na escolha dos indivíduos que irão dar origem à nova população, ou seja aqueles para os 


quais a sua informação genética irá ser passada à nova geração. O processo de selecção mais 


simples consiste na distribuição das soluções de acordo com o seu desempenho dentro de um 


determinado intervalo, o que pode ser feito proporcionalmente ao seu desempenho relativo ou 


proporcionalmente ao valor obtido na função objectivo. Se for utilizado o método de desempenho 


relativo, a probabilidade de cada solução ser escolhida é dada por: 
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onde ip  é a probabilidade de ser seleccionada a solução i , ir  a posição na lista ordenada por 


mérito das soluções e popn  o número de indivíduos na população. A probabilidade que cada 


indivíduo tem de ser seleccionado em função do seu desempenho é dada pela expressão: 


 
∑


=


=
popn


j


j


i
i


f


f
p


1


 
(3.31) 


onde if  é o valor da função de avaliação para a solução i. Após o cálculo da probabilidade de cada 


solução, é utilizado um gerador de números aleatórios para seleccionar os indivíduos para 
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cruzamento. Este método, conhecido por roleta viciada, é apresentado esquematicamente na figura 


3.18. Denomina-se viciada porque a probabilidade de selecção não é idêntica para todos os 


indivíduos, mas sim proporcional ao seu desempenho. A quantidade de números aleatórios 


necessários para seleccionar os indivíduos para cruzamento é igual ao número de indivíduos 


necessários para cruzamento. Alguns procedimentos permitem tornar a operação de selecção mais 


eficiente, nomeadamente a utilização de tantos ponteiros quantos os necessários para seleccionar 


todos os indivíduos com apenas uma rotação da roleta, ou seja, a partir de um único número 


aleatório. Este método é designado por amostragem estocástica universal, e é apresentado de 


forma esquemática na figura 3.19. Outro método de selecção muito utilizado é designado de 


selecção por torneio, que consiste em seleccionar dois indivíduos com igual probabilidade, sendo 


escolhido para cruzamento o melhor. Este método é apresentado na figura 3.20. Deve ser notado 


que, independentemente do método de selecção utilizado, não existe a garantia que a informação 


genética dos indivíduos mais aptos é passada à próxima geração, mas sim a probabilidade elevada 


de tal acontecer. 
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Figura 3.18. Método de selecção por roleta viciada. 
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Figura 3.19. Método de selecção por amostragem estocástica universal. 


 


O cruzamento é a operação correspondente à reprodução e define o modo como irá ser gerada a 


nova população a partir dos indivíduos seleccionados. Este operador permite que as diversas 


soluções partilhem e troquem informação genética, gerando assim potenciais soluções óptimas. O 


método de cruzamento mais simples consiste em seleccionar uma posição dentro da solução e 


efectuar a troca de genes entre dois indivíduos desde esse ponto até ao último gene. Este 


cruzamento é denominado cruzamento num ponto e é apresentado esquematicamente na figura 


3.21. A utilização do método de cruzamento num ponto tem como inconveniente a maior 


probabilidade de separação sistemática de dois genes afastados, o que conduz a um 


condicionamento da convergência. Uma solução é constituída pelos genes necessários para a 


definir, mas existem genes que condicionam mais o desempenho final que outros. Um esquema é 


um tipo de solução que possui alguns genes em determinadas posições. Mostra-se na figura 3.22 


dois exemplos de esquemas diferentes, o primeiro, o (a), possui genes característicos no início da 


solução e o segundo, o (b), possui genes característicos no início e no final da solução. O 


condicionamento das soluções no método de cruzamento em um ponto é atribuído à destruição de 


esquemas com genes afastados, pois durante o cruzamento a probabilidade de manutenção na 


mesma solução de genes afastados é baixa. Por exemplo para os dois esquemas apresentados na 


figura 3.22, o primeiro esquema tem maior probabilidade de não ser destruído durante a operação 


de cruzamento. Para diminuir a tendência para favorecer determinado tipo de esquemas, foi 


proposto um método em que o cruzamento é efectuado em vários pontos (Eshelman et al., 1989), 


o qual é apresentado esquematicamente na figura 3.23. Foram também propostos métodos que 
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evitam o problema do corte de esquemas baseados na alteração da posição dos genes antes de 


proceder ao cruzamento, designados por cruzamento com mistura (Eshelman et al., 1989), 


procedimento que é apresentado na figura 3.24. Syswerda (1989) propõe um método de 


cruzamento que utiliza um esquema de mistura em conjunto com uma máscara para selecção do 


genes a trocar, o qual é mostrado na figura 3.25. Mais recentemente Hansancebi e Erbatur (1998) 


propõe um método de cruzamento em que o cruzamento é efectuado dentro do genótipo de cada 


variável, figura 3.26. Na literatura, é também possível encontrar operadores de cruzamento 


específicos para codificações diferentes da binária, destacando-se aqui a codificação real (Wrigth, 


1991; Michaelewicz, 1996; Gen e Cheng, 1997). 
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Figura 3.20. Método de selecção por torneio, utilizando um método de escolha fixo. 
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Figura 3.21. Cruzamento em um ponto. 
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1 1 0 1 * * * * * * * * * * *


0 1 * * * * * * * * * * 1 0 *


(a)


(b)


 


Figura 3.22. Exemplo de esquemas com genes característicos: no inicio da solução (a) e 


no início e no final da solução (b). 
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Figura 3.23. Cruzamento em vários pontos. 
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Figura 3.24. Operador de mistura. 
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1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1


1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0


1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1


máscara


1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1


progenitores


descendentes


 


Figura 3.25. Cruzamento utilizando uma máscara. 
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Figura 3.26. Cruzamento utilizando cruzamento dentro do genótipo de cada variável. 


 


O operador mutação está associado ao carácter aleatório dos sistemas biológicos, 


funcionando como operador de manutenção da diversidade e de busca de novas soluções. É 


também um dos mecanismos responsáveis pela insensibilidade do algoritmo evolutivo aos 


mínimos locais. Este operador actua a nível dos genes e consiste basicamente em alterar 


aleatoriamente o valor de um ou mais genes, como se mostra na figura 3.27. A mutação exige 


adaptação para cada tipo de codificação utilizada. Quando se utilizam alfabetos com cardinalidade 
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superior a dois, a adaptação mais usual, consiste na alteração do valor actual com recurso a uma 


probabilidade uniforme para todos os valores possíveis. Para diminuir as transições bruscas 


originadas pela utilização da probabilidade uniforme foram também propostos métodos de 


mutação que utilizam alteração com probabilidades com distribuição normal (Muhlenbein e 


Schierkamp-Voosen, 1993). 


 


1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1


gene seleccionado para mutação
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alteração do valor
(probabilidade de mutar)


 


Figura 3.27. Operador de mutação. 


 


Regra geral, os membros da nova população resultam dos métodos apresentados 


anteriormente, mas por vezes pode ser utilizada, para aumentar a pressão de convergência, uma 


técnica de elitismo. Esta técnica consiste em fazer transitar directamente indivíduos da anterior 


população para a nova, seja esta transição feita antes ou depois da aplicação do operador mutação, 


como se mostra na figura 3.28. Os indivíduos que transitam de população podem ser escolhidos de 


forma determinística ou de forma probabilística. 
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Figura 3.28. Estratégia de elitismo. 


 


O critério de paragem mais habitual quando se utiliza este tipo de algoritmo é a definição 


do número de iterações, ou seja o número de gerações. No entanto, pode ser utilizado outro tipo de 
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critério de paragem como, por exemplo, o número de iterações sem alteração do indivíduo mais 


forte. A melhor solução poderá não pertencer à última geração, dado que durante o processo esta 


solução pode ser alterada. Por esse motivo é guardada a melhor solução, procedimento que se 


designa por quadro da honra. 


Um dos maiores problemas deste tipo de algoritmos consiste no elevado tempo de 


processamento necessário, particularmente quando comparado com os algoritmos que recorrem à 


derivada. É possível acelerar o processo actuando sobre os operados evolutivos e os critérios de 


escolha dos parâmetros do algoritmo. Em relação ao algoritmo base é ainda possível, por exemplo, 


utilizar informação relativa à derivada como proposto por Storn e Price (1997) ou por Cruz et al. 


(2003) para acelerar o processo. Xu et al. (2003) fazem uma revisão genérica sobre as opções que 


permitem a um algoritmo evolutivo ser o mais eficiente possível. 


 


3.5. Selecção do algoritmo de optimização 


 


Nas secções precedentes, foram apresentados alguns dos algoritmos de optimização mais 


utilizados, sendo referidas as principais características de cada um deles. De forma resumida as 


vantagens e desvantagens comparativas mais relevantes para a optimização são: 


• Algoritmos de optimização sem recurso à derivada (directos) 


o Tempo de optimização elevado 


o Não possuem mecanismos que impeçam a convergência para mínimos locais 


o Simples de implementar e utilizar 


• Algoritmos de optimização com recurso à derivada 


o Tempo de optimização reduzido 


o Não possuem mecanismos que impeçam a convergência para mínimos locais 


o Relativamente difíceis de implementar devido à utilização das derivadas 


• Algoritmos genéticos 


o Tempo de optimização elevado 


o Possuem mecanismos que impedem a convergência para mínimos locais 


o Simples de implementar e utilizar 


o As soluções são sub-óptimas 


 


Qualquer um dos métodos de optimização apresentados pode ser aplicado ao problema de 


optimização inerente à identificação de parâmetros. Com o objectivo de decidir qual ou quais os 


algoritmos a utilizar na identificação de parâmetros foram efectuados alguns estudos de 
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convergência. Apresentam-se de seguida resultados comparativos utilizando estes três tipos de 


algoritmos: directos, com recurso à derivada e evolutivo; e híbridos, resultantes de combinações 


entre os três algoritmos. Os resultados de identificação referentes ao algoritmo Levenberg-


Marquardt (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963) foram obtidos utilizando o programa SiDoLo, 


desenvolvido por Pilvin (1990). A função objectivo utilizada neste programa não é exactamente a 


mesma que é utilizada neste trabalho, pelo que não é possível uma comparação directa de 


parâmetros. No entanto a sua utilização permitiu realizar um vasto conjunto de estudos genéricos. 


Para problemas simples, como a determinação das constantes do critério de anisotropia 


Hill48 ou os parâmetros de uma lei de encruamento isotrópica de Swift, por exemplo, a 


optimização é facilmente resolvida com qualquer um dos métodos. As dificuldades de 


identificação surgem quando a complexidade dos modelos aumenta, como por exemplo na 


identificação dos parâmetros do modelo de superfície limite de elasticidade CB2001, em que a 


tarefa de identificação fica dificultada por não existir garantia da convexidade da superfície obtida. 


Na identificação de parâmetros de leis de encruamento, a introdução da componente cinemática 


dificulta o processo de identificação, uma vez que dá origem a soluções com erros com valor 


muito próximo (famílias de soluções) e, mais uma vez, não existe garantia de convexidade do 


problema. Quanto mais complicado for o processo de optimização, maior é a dependência da 


experiência do operador, pois o resultado pode ficar dependente do conjunto de parâmetros 


iniciais ou dos parâmetros intrínsecos do algoritmo de optimização. Para lidar com a dependência 


da solução inicial, ou seja, da falta de convexidade observada em algumas das optimizações, 


podemos utilizar estratégias específicas para evitar a convergência para mínimos locais ou utilizar 


o algoritmo genético. Neste trabalho, apenas foi estudada a utilização de esquemas de optimização 


híbridos obtidos pela conjugação do algoritmo genético com outro algoritmo para evitar os 


mínimos locais. 


 De modo a avaliar as características dos algoritmos num exemplo concreto, são 


apresentadas identificações de parâmetros para um alumínio EN AW-5754-O utilizando os 


algoritmos Levenberg-Marquardt, evolutivo, directo e combinações entre estes (híbridos). Os 


resultados experimentais utilizados para a identificação dos parâmetros deste material foram: os 


valores da tensão limite de elasticidade e do coeficiente de anisotropia obtidos em tracção com 


provetes cujo eixo longitudinal faz 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem; as curvas tensão-


deformação obtidas em ensaios de tracção e de corte com provetes cujo eixo longitudinal faz 0, 45 


e 90º com a direcção de laminagem; e as curvas obtidas em ensaios com inversão de trajectória em 


corte para três níveis de pré-deformação: 10, 20 e 30 %, obtidos com provetes cujo eixo 


longitudinal está orientado na direcção de laminagem. Os dados experimentais utilizados 
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apresentam-se na secção 5.6. Em todas as identificações de parâmetros efectuadas nesta secção, 


foi utilizado o critério de anisotropia YLD91. Nas identificações efectuadas para este critério o 


valor do expoente m  não foi alvo de optimização, tendo sido escolhido em função do tipo de 


estrutura cristalina, cúbica de faces centradas, apresentada pelo alumínio de acordo com o 


proposto por Logan e Hosford (1980). 


 Nas tabelas 3.1 e 3.2 apresentam-se, respectivamente, os parâmetros determinados para o 


modelo de superfície limite de elasticidade YLD91 e para as leis de encruamento isotrópica, de 


Voce e cinemática de Lemaitre e Chaboche, utilizando o algoritmo Levenberg-Marquardt para três 


conjuntos de pontos iniciais que são apresentados dentro de parêntesis. Das tabelas 3.1 e 3.2 


constata-se que, utilizando este algoritmo, a identificação converge para soluções diferentes para 


cada ponto inicial, ou seja, a identificação de parâmetros com este algoritmo apresenta 


dependência do ponto inicial, mesmo para modelos relativamente simples. O programa SiDoLo, 


com o qual foram obtidos os resultados apresentados, faz uma optimização simultânea da 


superfície limite de elasticidade e da lei de encruamento, pelo que, apesar do ponto inicial do 


critério de anisotropia ser o mesmo, no final observa-se convergência para pontos diferentes. Na 


figura 3.29 mostra-se a evolução da função de erro durante as diversas identificações. O valor 


mínimo da função de erro do programa SiDoLo foi obtido para a solução 1 e foi de 151.94. Os 


erros obtidos para as soluções 2 e 3 são claramente superiores. 


 
Figura 3.29. Evolução da função de erro para as identificações efectuadas com o algoritmo 
Levenberg-Marquardt (set 1, set 2 e set 3) e com o algoritmo híbrido obtido utilizando os 


algoritmos: genético e Levenberg-Marquardt (set 4). 
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Nas tabelas 3.3 e 3.4 apresentam-se, respectivamente, os parâmetros obtidos para o critério 


de anisotropia e para as leis de encruamento com o algoritmo genético. Como pode ser observado 


os valores dos parâmetros apresentam uma pequena dispersão, muito inferior à apresentada pelo 


algoritmo Levenberg-Marquardt. Comparando as diversas soluções obtidas a partir do algoritmo 


evolutivo genético podemos concluir que, com este algoritmo não é possível fazer a optimização a 


nível local ficando a solução na imediação da solução óptima. Na figura 3.30 apresentam-se as 


curvas tensão deformação experimentais e numéricas obtidas a partir dos parâmetros 


correspondentes ao menor erro, obtidas com o algoritmo Levenberg-Marquardt (set 1) e evolutivo 


(GA). A diferença observada entre as curvas numéricas, obtidas com os dois algoritmos, é 


pequena.  


 
Figura 3.30. Curvas tensão-deformação ( ),γτ  experimentais e numéricas obtidas com o algoritmo 


Levemberg-Marquartd e com o algoritmo genético. 
 


Em resumo, com o algoritmo baseado na derivada, a optimização converge para diferentes 


soluções em função do ponto inicial e o algoritmo genético converge para a proximidade de uma 


única solução, mas não consegue determinar a solução óptima. De modo a aproveitar as melhores 


características dos dois algoritmos foi efectuada uma identificação utilizando um esquema híbrido, 


ou seja, utilizando as soluções obtidas com o algoritmo evolutivo como pontos iniciais para o 


algoritmo Levenberg-Marquardt. Apresentam-se, respectivamente, nas tabelas 3.5 e 3.6 os 


parâmetros para o critério de anisotropia e para as leis de encruamento obtidos com o algoritmo 
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híbrido composto pelos algoritmos genético e Levenberg-Marquardt. O algoritmo Levenberg-


Marquardt converge sempre para a mesma solução partindo de qualquer uma das soluções obtidas 


com o algoritmo híbrido, pelo que só se apresenta um resultado. O erro obtido com esta 


aproximação híbrida, igual a 150.33, que é ligeiramente mais pequeno que o obtido apenas com o 


algoritmo baseado na derivada. Esta constatação prova que, mesmo um utilizador com alguma 


experiência pode não conseguir obter a melhor solução se utilizar um algoritmo baseado apenas na 


derivada. A figura 3.31 apresenta a curva tensão deformação obtida para os parâmetros 


determinados com o algoritmo Levemberg-Marquardt (set 1) e com o algoritmo híbrido (set 4).  


 


 
Figura 3.31. Curvas tensão-deformação ( ),γτ  experimentais e numéricas obtidas com o algoritmo 


Levemberg-Marquartd e com o algoritmo híbrido (Genético e Levemberg-Marquardt). 
 


A figura 3.29 mostra a evolução dos erros obtidos apenas com o algoritmo Levenberg-


Marquardt (set 1, set 2 e set 3) e a evolução do erro obtida na fase de optimização local para o 


algoritmo híbrido (set 4). Como pode ser observado nesta figura o erro na fase de optimização 


local (set 4) é já muito pequeno quando comparado com as optimizações efectuadas apenas com o 


algoritmo Levenberg-Marquardt (set 1, set 2 e set 3). Isto permite concluir que a optimização 


assim obtida tem duas fases, uma de aproximação à solução, utilizando o algoritmo genético, e 


uma fase de refinamento da solução, utilizando o algoritmo Levenberg-Marquardt.  
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Tabela 3.1. Parâmetros identificados para o critério de superfície limite de elasticidade YLD91 
(equação 2.10) utilizando o algoritmo Levenberg-Marquardt. 


SiDoLo 1c  2c  3c  6c  m  


Solução 1 (Set 1) 
1.275  
(1.0) 


1.096  
(1.0) 


0.896  
(1.0) 


0.998  
(1.0) 


8 


Solução 2 (Set 2) 
1.105  
(1.0) 


1.042  
(1.0) 


1.012  
(1.0) 


1.013  
(1.0) 


8 


Solução 3 (Set 3) 
1.113  
(1.0) 


1.043  
(1.0) 


1.090  
(1.0) 


1.005  
(1.0) 


8 


 


Tabela 3.2. Parâmetros identificados para a lei de encruamento isotrópico de Voce (equação 2.40) 
combinada com a lei de encruamento cinemática de Lemaitre e de Chaboche (equação 2.44) 
utilizando o algoritmo Levenberg-Marquardt. 


SiDoLo 0Y  [Mpa] satY  [Mpa] 
YC  XC  satX [MPa] 


Solução 1 (Set 1) 
51.2 


(107.6) 
153.9 
(200.0) 


11.91 
(50.0) 


111.6 
(10.0) 


73.0 
(10.0) 


Solução 2 (Set 2) 
128.7 
(107.6) 


193.4 
(200.0) 


6.9 
(5.0) 


1.24 
(1.0) 


1.02 
(1.0) 


Solução 3 (Set 3) 
85.8 


(107.6) 
182.7 
(200.0) 


16.2 
(50.0) 


671.8 
(1000.0) 


2.24 
(1.0) 


 


Tabela 3.3. Parâmetros identificados em cinco identificações dos parâmetros do critério de 
superfície limite de elasticidade YLD91 (equação 2.10) utilizando o algoritmo genético. 


DD3MAT 1c  2c  3c  6c  m  


Solução 1 (GA) 1.156 1.040 0.947 1.005 8 
Solução 2 1.131 1.005 0.926 0.971 8 
Solução 3 1.140 1.071 0.966 1.010 8 
Solução 4 1.092 1.018 0.922 0.952 8 
Solução 5 1.166 1.060 0.970 1.004 8 


 


Tabela 3.4. Parâmetros identificados para a lei de encruamento isotrópico de Voce (equação 2.40) 
combinada com a lei de encruamento cinemática de Lemaitre e de Chaboche (equação 2.44) 
utilizando o algoritmo evolutivo. 


DD3MAT 0Y  [Mpa] 


[10,150] 
satY  [Mpa] 


[100,250] 
YC  


[1,15] 
XC  


[1,150] 
satX [MPa] 


[10,120] 
Solução 1 (GA) 77.1 139.3 9.82 60.8 411.4 


Solução 2 83.5 141.9 8.95 55.5 410.4 
Solução 3 62.8 138.3 11.73 69.9 409.9 
Solução 4 62.8 142.5 13.03 61.9 411.2 
Solução 5 80.1 180.2 6.35 56.3 411.6 
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Tabela 3.5. Parâmetros identificados para o critério de superfície limite de elasticidade Yld91 
(equação 2.10) utilizando o algoritmo híbrido composto pela utilização do algoritmo Levenberg-
Marquardt após a utilização do algoritmo genético. 


DD3MAT+SiDoLo 1c  2c  3c  6c  m  


Solução 1 (Set 4) 1.303 1.128 0.938 1.031 8 
 


Tabela 3.6. Parâmetros identificados para a lei de encruamento isotrópico de Voce (equação 2.40) 
combinada com a lei de encruamento cinemática de Lemaitre e de Chaboche (equação 2.44) 
utilizando o algoritmo híbrido composto pela utilização do algoritmo Levenberg-Marquardt após a 
utilização do algoritmo genético. 


DD3MAT+SiDoLo 0Y  [Mpa] satY  [Mpa] 
YC  XC  satX [MPa] 


Solução 1 (Set 4) 61.4 156.1 11.8 87.3 68.3 
 


Apresentam-se de seguida os resultados de optimizações utilizando um algoritmo híbrido 


obtido pela conjugação de um algoritmo genético com o algoritmo directo Cyclic Coordinate 


Method. A identificação de parâmetros foi efectuada utilizando pontos gerados a partir de 


parâmetros previamente fixados. Nas tabelas 3.7 e 3.8 apresentam-se, respectivamente, os 


parâmetros determinados para o modelo de superfície limite de elasticidade YLD91 e para as leis 


de encruamento isotrópica de Voce e cinemática de Lemaitre e Chaboche utilizando este algoritmo 


Híbrido. As diversas soluções são muito próximas da solução com a qual foram obtidos os dados 


que serviram para identificação, a qual é apresentada nas tabelas dentro de parêntesis curvos. As 


diferenças observadas entre a solução utilizada para gerar as curvas e as soluções obtidas com o 


algoritmo devem-se principalmente ao facto da optimização ter sido efectuada com base nos 


valores discretos das variáveis, ou seja utilizando as listas do algoritmo genético. Este resultado 


permite concluir que, após a optimização com o algoritmo genético, é possível resolver o 


problema de optimização local sem recorrer ao cálculo das derivadas, utilizando um algoritmo 


simples como o algoritmo Cyclic Coordinate Method. Este algoritmo misto de identificação de 


parâmetros é bastante robusto e facilita a implementação de novos modelos. 


 


Tabela 3.7. Parâmetros identificados em cinco identificações dos parâmetros do critério de 
superfície limite de elasticidade de YLD91 (equação 2.10) utilizando um algoritmo híbrido obtido 
pela conjugação de um algoritmo genético com o algoritmo directo Cyclic Coordinate Method. 


DD3MAT 1c  (=1.125) 
[0.5,1.5] 


2c (=1.030) 
[0.5,1.5] 


3c (=0.935) 


[0.5,1.5] 
6c (=0.985) 


[0.5,1.5] 
m (=8) 


Solução 1 1.121 1.029 0.933 0.981 8 
Solução 2 1.126 1.034 0.937 0.985 8 
Solução 3 1.126 1.034 0.937 0.985 8 
Solução 4 1.121 1.029 0.933 0.981 8 
Solução 5 1.121 1.029 0.933 0.981 8 
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Tabela 3.8. Parâmetros identificados para a lei de encruamento isotrópico de Voce (equação 2.40) 
combinada com a lei de encruamento cinemática de Lemaitre e de Chaboche (equação 2.44) 
utilizando um algoritmo híbrido obtido pela conjugação de um algoritmo genético com o 
algoritmo directo Cyclic Coordinate Method. 


DD3MAT 
0Y  [Mpa] 


(=73.5) 
[10,150] 


satY  [Mpa] 


(=146.5) 
[100,250] 


YC  
(=9.65) 
[1,15] 


XC  
(=117.5) 
[1,150] 


satX [MPa] 


(=60.5) 
[10,120] 


Solução 1 73.2 146.8 9.69 117.1 60.5 
Solução 2 73.6 146.5 9.64 117.8 60.1 
Solução 3 73.3 146.8 9.69 117.1 60.9 
Solução 4 73.9 146.4 9.64 117.0 59.9 
Solução 5 73.9 146.7 9.69 117.3 60.4 


 
Para resolver o problema de optimização inerente à identificação de parâmetros é então 


proposto neste trabalho um algoritmo híbrido baseado numa conjugação do um algoritmo genético 


e de um algoritmo de optimização sem recurso à derivada. O processo de identificação é efectuado 


em duas fases: na primeira é efectuada a aproximação ao mínimo através do algoritmo evolutivo 


genético, que possui a robustez necessária a esta fase, e na segunda fase é efectuada uma pesquisa 


local do mínimo utilizando um algoritmo sem recurso à derivada.  


 
3.5. Selecção dos parâmetros do algoritmo de optimização 


 


Foram efectuados estudos sobre a influência da dimensão da população, número de gerações, 


número de indivíduos que transitam directamente de geração e as probabilidades de cruzamento e 


mutação. Destes estudos apenas se apresentam neste trabalho as principais conclusões. Assim, 


constatou-se que a utilização de uma população de 100 indivíduos, de 80 gerações, com a 


utilização de 5 % na estratégia de elitismo, uma probabilidade de cruzamento de 75 % e uma 


probabilidade de mutação de 5% corresponde, em todos os testes realizados, a resultados com uma 


proximidade da solução óptima inferior a 1 %. 


Em relação à taxa de cruzamento, quanto maior ela for maior é a troca de informação 


genética entre os indivíduos da população, o que conduziu, nalguns casos, à destruição de 


esquemas potencialmente bons pela rápida mistura com outros indivíduos. Por outro lado, quando 


a probabilidade de cruzamento é pequena, a capacidade de exploração das soluções conhecidas 


também o é, o que atrasa a convergência. 


Quando se utiliza uma elevada probabilidade da taxa de mutação, o algoritmo torna-se num 


algoritmo de busca aleatório ou seja, as alterações aleatórias são demasiado fortes o que torna 


difícil a exploração dos actuais esquemas. Por outro lado, quando este valor é pequeno, a 


exploração de novos esquemas diminui. Estes parâmetros estão de acordo com alguns estudos 
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encontrados na bibliografia (De Jong, 1975; Goldberg e Deb, 1991; Back, 1997), excepto na 


percentagem de mutação. O valor desta probabilidade é relativamente elevada, dada a opção 


declarada de privilegiar a capacidade de obter as várias famílias de soluções candidatas a mínimo. 


Esta opção conduz necessariamente a um número de iterações superior até à convergência. Esta 


opção é também condicionada pela necessidade do algoritmo ser utilizado em modelos com 


características muito diferentes. 


Dos ensaios efectuados foi também concluído que, com uma população pequena (inferior a 


20) o espaço de pesquisa é demasiado pequeno e consequentemente existe forte probabilidade de 


convergir para uma solução relativamente longe da óptima. Por outro lado, se a população for 


relativamente grande, o tempo necessário para a optimização é mais elevado, sendo neste caso 


directamente proporcional ao número de indivíduos da população.  


Em conclusão, pode afirmar-se que os parâmetros intrínsecos ao algoritmo genético, desde 


que dentro de determinados limites, têm uma pequena influência no resultado final. Em nenhuma 


das identificações efectuadas foi possível atingir o ponto óptimo utilizando apenas o algoritmo 


genético. As soluções obtidas utilizando unicamente o algoritmo genético, excepto em casos 


excepcionais, possuem um erro que se aproxima da melhor solução conhecida de um valor inferior 


a 1 %. Estas conclusões confirmaram a excelente aptidão do algoritmo genético em fornecer 


soluções muito próximas do óptimo, mas mostram também a sua fraca aptidão para encontrar a 


solução óptima, ou seja, justificam a inclusão de um algoritmo de optimização adicional para 


determinar esta solução.  


Não foram efectuados estudos relativamente ao algoritmo de optimização local dado que 


este não possui parâmetros intrínsecos que controlem a sua convergência.  


Também não foram efectuados estudos relativos ao tempo necessário para identificação de 


parâmetros principalmente por dois motivos. O primeiro diz respeito ao número de pontos 


experimentais utilizados no processo de identificação. De facto, em função da taxa de aquisição, 


as curvas experimentais podem ter facilmente de poucas centenas a largos milhares de pontos, o 


que tem uma influência importante no tempo de cálculo necessário à identificação de parâmetros. 


O segundo motivo diz respeito à relação entre o tempo necessário à obtenção dos dados 


experimentais e o tempo necessário à caracterização. Este último é quase irrelevante quando 


comparado com o tempo necessário para realizar os procedimentos experimentais. Apenas como 


referência, o tempo de cálculo médio necessário para identificar os parâmetros de cada material 


apresentado no capítulo 5, foi cerca de uma hora num computador pessoal PIV a 3600Mhz. 
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Capítulo 4 


 


Pré-tratamento de Resultados e Opções de Identificação  


 


4.1. Introdução 


 


Neste capítulo apresentam-se estudos sobre o pré-tratamento de resultados e o modo como este 


influencia o processo de identificação de parâmetros. São também discutidas diversas opções de 


identificação dos parâmetros de critérios de anisotropia e de leis de encruamento. Neste contexto, 


são discutidos resultados experimentais e numéricos referentes a diversos materiais. A escolha dos 


materiais para realizar cada estudo foi condicionada pelo tipo e número de resultados 


experimentais conhecidos. 


 Os resultados da identificação de parâmetros dependem em grande parte da fase de pré-


tratamento dos dados, pelo que, este capítulo inicia-se com uma breve introdução sobre esta fase. 


 


4.2. Pré-tratamento dos dados experimentais 


 


Antes de proceder à identificação dos parâmetros de um modelo, seja de superfície limite de 


elasticidade ou de encruamento, é necessário efectuar o pré-processamento dos dados 


experimentais disponíveis. Este pré-processamento assume grande importância, principalmente 


quando os dados experimentais utilizados são provenientes de diversas fontes. Por exemplo, neste 


trabalho, são utilizados dados experimentais resultantes de ensaios efectuados por laboratórios 


especializados, fornecidos pelo fabricante e de ensaios realizados pelo próprio autor.  


 


4.2.1. Pontos característicos 


 


De forma a definir as diferentes zonas úteis de ajuste é necessário determinar os pontos que 


separam as diferentes zonas da curva. Neste contexto os pontos mais importantes a determinar são 


a tensão limite de elasticidade, o ponto de inversão de trajectória e a tensão limite de elasticidade 


na segunda trajectória. A determinação destes pontos seria simples caso não ocorressem 


fenómenos como o escorregamento dos provetes nas amarras e algumas instabilidades dos 


sistemas de medição a baixa deformação. Em seguida são apresentados alguns algoritmos 


possíveis para detecção de cada um. 
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4.2.1.1. Tensão limite de elasticidade 


 


Não existe uma definição única para a tensão limite de elasticidade devido ao carácter não 


homogéneo da deformação de policristais, nomeadamente na sua fase inicial (Paul, 1968; Hecker, 


1976). Para contornar este e outros problemas, é habitual considerar-se a tensão correspondente a 


0.2 % de deformação residual. Genericamente os pontos em regime puramente elástico cumprem a 


condição: 


 


 
002.0−> i


i


E
εσ


 
(4.4) 


 


onde iσ  e iε  são a tensão e a deformação para um dado ponto i  e E  o módulo de elasticidade do 


material. Esta condição permitiria a detecção do ponto da curva tensão-deformação 


correspondente a 0.2% de deformação plástica, ou seja da tensão limite de elasticidade, mas, os 


sistemas de fixação e de aquisição de dados utilizados em grandes deformações apresentam em 


geral, grande dispersão de resultados que obrigam à utilização de um algoritmo mais robusto para 


determinação da tensão limite de elasticidade. Geralmente a parte inicial das curvas (região 


elástica) apresenta dispersão de pontos em torno da linearidade. Dado que, quanto maior a 


deformação mais estáveis se apresentam as curvas, a detecção dos pontos característicos é sempre 


efectuada testando primeiro os pontos com deformação mais elevada, ou seja os testes são 


efectuados dos pontos com maior deformação para os pontos com menor deformação. Neste 


trabalho para se detectar o primeiro ponto com deformação plástica permanente é então detectado 


o primeiro ponto da curva que cumpre a condição (4.4), percorrendo os pontos com deformação 


mais elevada para a mais pequena. Utilizando os pontos restantes é efectuado um ajuste de uma 


recta não considerando os últimos 10 % dos pontos, ou seja, determina-se o módulo de 


elasticidade aparente. A remoção dos pontos, correspondentes à fase puramente elástica da 


deformação, é efectuada até ao primeiro ponto encontrado a um afastamento inferior 0.2 % desta 


recta, mais uma vez varrendo a curva da deformação mais alta para a mais baixa. Após a remoção 


dos pontos é feita uma correcção na curva transportando toda a curva para o primeiro ponto 


coincidir com a recta construída com o módulo de elasticidade que passa pela origem, como pode 


ser observado na figura 4.1.  
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Figura 4.1. Determinação da tensão limite de elasticidade experimental. 


 


4.2.1.2. Ponto de inversão de trajectória 


 


Quando se inverte a solicitação, é necessário conhecer com precisão a abcissa e a ordenada do 


ponto onde ocorre a inversão. O método mais simples para detectar automaticamente o ponto de 


inversão da solicitação consiste em detectar o ponto com tensão mais elevada. Este método parte 


do pressuposto que ainda não está presente o fenómeno de estricção localizada, ou seja, ainda não 


está presente a uma diminuição da tensão antes da inversão de trajectória. Este método é sensível 


ao efeito de Portevin-Le Chatelier que induz uma oscilação na curva de tensão, que pode conduzir 


a uma escolha do ponto de inversão significativamente antes. Com o intuito de diminuir a 


sensibilidade a este fenómeno, foi utilizada uma estratégia mais elaborada, que consiste em 


detectar o ponto em que a tensão, durante a inversão, assume um valor negativo. É então feito um 


ajuste com uma recta desde o ponto de inversão de trajectória e o primeiro ponto que passa por 


zero (em tensão), não considerando 10 % dos pontos mais próximos do ponto candidato a ponto 


de inversão, pelo facto da maioria das curvas experimentais apresentar um comportamento 


anómalo perto do ponto de inversão. O ponto de inversão é então assumido como o ponto com 


tensão mais elevada a uma distância não superior a 0.5% da recta determinada. Apresenta-se na 


figura 4.2 um exemplo da determinação utilizando este método. O segundo algoritmo por ser mais 


robusto foi o utilizado, mas caso existam menos de cinco pontos na recta de descarga utiliza-se 


apenas o primeiro algoritmo. 
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Figura 4.2. Determinação da tensão limite de elasticidade na segunda trajectória. 


 


4.2.1.3. Tensão limite de elasticidade na segunda trajectória 


 


A determinação do ponto limite de elasticidade na segunda trajectória é feita utilizando a recta 


ajustada para a determinação do ponto de inversão da trajectória. A partir da recta são detectado os 


primeiros dez pontos consecutivos que saem da proximidade da recta de 0.2 % de deformação, o 


último ponto a pertencer à parte elástica é o ponto imediatamente anterior a estes dez. A curva 


correspondente é então corrigida movendo-a de forma a que, o último ponto em regime elástico na 


segunda trajectória esteja coincidente com a recta que passa pelo ponto de inversão de trajectória 


com a inclinação correspondente ao módulo de elasticidade, ou seja a uma inversão em regime 


elástico com o módulo de elasticidade do material (real). Apresenta-se na figura 4.2 um exemplo 


de determinação da tensão limite de elasticidade na segunda trajectória. 


 
4.2.2. Patamares limites de elasticidade 


 


Durante a fase inicial da deformação de alguns materiais observa-se um pequeno patamar na 


tensão após o início da deformação plástica, o que corresponde a um aumento da deformação sem 


ocorrer um aumento da tensão. Este comportamento é observado em algumas ligas de alumínio e 


em certos aços. Na figura 4.3 mostra-se uma curva obtida no ensaio de tracção na direcção de 


laminagem, de um alumínio EN AW-5182-O. Na curva experimental mostrada nesta figura 


observa-se que, na fase inicial da deformação plástica, existe uma região, até cerca de um pouco 
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mais de 1.5 %, em que a tensão se mantém constante. Este fenómeno deve-se à presença de 


átomos de elementos intersticiais que dificultam a movimentação das deslocações, no seu início. 


Assim, a deformação não se inicia simultaneamente em todo o provete, antes progride de uma ou 


várias regiões até às restantes. Quando isto acontece, isto é, as deslocações libertam-se destas 


barreiras, observa-se o aumento da tensão necessária para deformar, como acontece 


habitualmente, em toda a curva de materiais em que o patamar não é observado. Do ponto de vista 


da identificação dos parâmetros da lei de encruamento é então necessário definir o tratamento a 


efectuar neste caso, pois os modelos disponíveis não são adequados para modelar este 


comportamento transitório. Para ilustrar algumas das opções possíveis mostra-se na figura 4.3 o 


ajuste de uma curva de tracção (parte plástica) onde existe patamar limite de elasticidade. Nesta 


figura mostram-se três ajustes diferentes: utilizando toda a curva (Ajuste S/ELAS), sem os pontos 


correspondentes ao patamar (Ajuste S/PATA) e finalmente um ajuste com tensão limite de 


elasticidade imposta pelo nível do patamar (Ajuste Y0FIXO). Observa-se que, os três tipos de 


ajuste apresentam diferenças visíveis até cerca de 5 % de deformação. O maior erro de ajuste é 


obtido com imposição da tensão limite de elasticidade. Com o ajuste obtido removendo apenas a 


parte puramente elástica da curva obtém-se um compromisso entre a fase inicial e a restante curva. 


Finalmente com a remoção do patamar, a curva restante é bem aproximada. Para esta última 


opção, a tensão limite de elasticidade da curva de ajuste é mais pequena que a experimental. 


Nenhuma das opções é claramente melhor que as outras, por esse motivo a opção por defeito é 


incluir toda a curva (com excepção da componente elástica) e não impor a tensão limite de 


elasticidade. Dado que a escolha do tipo de tratamento numérico a dar aos patamares não é 


consensual é possível alterar a escolha do tipo de tratamento a dar a este fenómeno nos ficheiros 


de entrada do programa DD3MAT. 
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Figura 4.3. Curva de tracção obtida para um alumínio EN AW-5182-O (3DS, 2001). 


 


4.3. Critérios de anisotropia 


 


Nesta secção discutem-se as principais opções de identificação dos parâmetros dos critérios de 


anisotropia. Apresentam-se alguns estudos que pretendem clarificar as opções tomadas em relação 


aos dados e aos pesos utilizados, à influência da deformação no encruamento e por último são 


avaliadas algumas das aproximações da tensão limite de elasticidade e do coeficiente de 


anisotropia em expansão biaxial simétrica. 


 


4.3.1. Normalização dos valores experimentais 


 


A generalidade dos parâmetros das leis e critérios apresentados no capítulo 2, são determinados 


com base em resultado de ensaios mecânicos elementares, embora alguns parâmetros escolhidos 


em função do tipo de estrutura cristalográfica do material constituam a excepção. O objectivo do 


processo de identificação consiste na selecção, de acordo com o modelo constitutivo pretendido, 


do conjunto de parâmetros que melhor ajustam o comportamento observado experimentalmente.  


 O processo de identificação aqui apresentado inicia-se com normalização dos valores das 


tensões limite de elasticidade para as diferentes trajectórias. Os valores de tensão mais utilizados 


para fazer esta normalização são o valor da tensão limite de elasticidade, determinado no ensaio de 


tracção na direcção de laminagem ( 0σ ), ou o valor médio das tensões limite de elasticidade 


obtidas em ensaios de tracção no plano da chapa para diversas orientações em relação à direcção 







4.7  


de laminagem ( mσ ). Estas duas alternativas conduzem ao mesmo resultado na descrição da 


superfície limite de elasticidade, como veremos adiante. A título de exemplo apresenta-se a 


identificação dos parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN para a liga de 


alumínio EN AW-6022-T43 (Brem et al., 2002), utilizando os valores de tensão limite de 


elasticidade no plano da chapa, apresentados na Tabela 4.1. Nesta mesma tabela mostram-se 


também os valores de tensão normalizados utilizando a tensão limite de elasticidade obtida em 


tracção na direcção de laminagem ( =0σ 136.0 MPa) e o valor da tensão média ( =mσ 132.0 MPa). 


 


Tabela 4.1. Tensões limite de elasticidade da liga de alumínio EN AW-6022-T43 experimentais e 


normalizadas pela tensão limite de elasticidade na direcção de laminagem ( =0σ 136.0 MPa) e pela 


tensão média ( =mσ 132.0 MPa). 


Ângulo com a 


Direcção de 


Laminagem [º] 


Tensão Limite de 


Elasticidade Experimental 


[MPa] 


Tensão Normalizada 


( 0σ ) 


[MPa] 


Tensão Normalizada 


( mσ ) 


[MPa] 


0 136.0 1.000 1.030 


15 136.0 1.000 1.030 


30 134.7 0.990 1.020 


45 131.2 0.965 0.994 


60 129.8 0.954 0.983 


75 128.9 0.948 0.976 


90 127.6 0.938 0.967 


 


Na figura 4.4 comparam-se os resultados experimentais da tensão limite de elasticidade 


normalizada pela tensão limite de elasticidade na direcção de laminagem (EXP Norm. Y0) e pela 


tensão média (EXP Norm. Ym) no plano da chapa com os obtidos com os modelos Hill48 (Hill48 


(Y0) e Hill48 (Ym)), YLD91 (YLD91 (Y0) e YLD91 (Ym)), KB93 (KB93 (Y0) e KB93 (Ym)) e 


YLDLIN (YLDLIN (Y0) e YLDLIN (Ym)). Com base nesta figura é possível comprovar que a 


optimização de parâmetros utilizando uma ou outra opção de normalização é diferente, o que 


conduz a resultados diferentes para os valores das constantes dos modelos. A título de exemplo 


mostram-se, na tabela 4.2, os valores dos parâmetros do modelo YLD91 para os dois tipos de 


normalização referidos (YLDLIN (Y0) e YLDLIN (Ym)). Comparando os resultados de tensão 


limite de elasticidade obtidos com base nas duas identificações, traçados na figura 4.5, é possível 


comprovar que ambas as descrições coincidem.  
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Ao longo deste trabalho, a identificação dos parâmetros foi efectuada utilizando o valor de 


tensão limite de elasticidade obtida em tracção na direcção de laminagem ( 0σ ) para normalizar os 


dados experimentais. 


 


Normalização 1c  2c  3c  6c  m  


0σ  1.120 0.997 1.005 1.020 8 


m
σ  1.088 0.968 0.976 0.991 8 


Tabela 4.2. Parâmetros do critério YLD91 determinados a partir dos dados experimentais 


normalizados com a tensão limite de elasticidade na direcção de laminagem ( 0σ ) e a tensão média 


(
m


σ ). 
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Figura 4.4. Valores da tensão limite de elasticidade normalizados no plano da chapa. Resultados 


experimentais e obtidos com diversos critérios. 
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Figura 4.5. Evolução da tensão limite de elasticidade no plano da chapa. Valores experimentais e 


resultados obtidos com o critério YLD91 com base nos dois tipos de normalização, referentes à 


liga de alumínio  


 


 


4.3.2. Dados utilizados para a identificação 


 


Na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia podem ser utilizados diferentes tipos 


de dados experimentais, sendo os mais habituais, as tensões limite de elasticidade ( ασ ) e os 


coeficientes de anisotropia ( αr ) obtidos em tracção no plano da chapa, para diversas orientações 


com direcção de laminagem (α ), e a tensão limite de elasticidade (
b


σ ) e o coeficiente de 


anisotropia (
b
r ) obtidos em expansão biaxial. Para avaliar a influência dos diferentes tipos de 


dados experimentais, no processo de optimização de parâmetros dos critérios de anisotropia, 


foram realizados vários tipos de identificação e avaliados os respectivos erros da identificação. No 


texto que se segue são apresentados os resultados da optimização de parâmetros considerando 


diversas hipóteses, como sejam: 


a) apenas os valores dos coeficientes de anisotropia obtidos em tracção ( αr ); 


b) apenas os valores da tensão limite de elasticidade obtidos em tracção ( ασ ); 


c) os valores dos coeficientes de anisotropia ( αr ) e da tensão limite de elasticidade ( ασ ) 


obtidos em tracção; 
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d) os valores dos coeficientes de anisotropia ( αr ) e da tensão limite de elasticidade ( ασ ) 


obtidos em tracção e da tensão limite de elasticidade obtida em expansão biaxial simétrica 


(
b


σ ); 


e) os valores dos coeficientes de anisotropia ( αr ) e da tensão limite de elasticidade ( ασ ) 


obtidos em tracção e do coeficiente de anisotropia obtido em expansão biaxial simétrica 


(
b
r ); 


f) todos os dados experimentais disponíveis ( αr , ασ , 
b


σ  e 
b
r ). 


 


Todos estes testes de identificação foram efectuados para três ligas de alumínio: EN AW-5182-O 


(Brem et al., 2005], EN AW-6022-T43 (Brem et al., 2005) e EN AW-6111-T4 (Brem et al., 


2002). Nas tabelas 4.3 e 4.4 apresentam-se os valores experimentais utilizados nas identificações, 


para todos os materiais. No caso ensaios de tracção no plano da chapa, são conhecidos (tabela 4.3) 


os valores das tensões limite de elasticidade ( ασ ) e dos coeficientes de anisotropia ( αr ) para as 


direcções a 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem (α ). São apresentados na 


Tabela 4.4, para os três materiais, os valores da tensão limite de elasticidade (
b


σ ) e os coeficientes 


de anisotropia (
b
r ) obtidos em expansão biaxial simétrica.  


 


Tabela 4.3. Coeficientes de anisotropia e tensões limite de elasticidade obtidos em 


tracção para diversas orientações relativamente à direcção de laminagem. 


 EN AW-5182-O EN AW-6022-T43 EN AW-6111-T4 


α  [º] αr  
ασ  


[MPa] 


0/σσα


 
αr  


ασ  


[MPa] 


0/σσα


 
αr  


ασ  


[MPa] 


0/σσα


 


0 0.957 130.0 1.000 1.029 136.0 1.000 0.894 194.1 1.000 


15 0.903 128.0 0.985 1.010 136.0 1.000 0.885 189.6 0.977 


30 0.916 126.1 0.970 0.703 134.7 0.990 0.743 182.2 0.939 


45 0.934 124.9 0.961 0.532 131.2 0.965 0.611 177.9 0.917 


60 0.947 124.8 0.960 0.553 129.8 0.954 0.611 176.5 0.909 


75 0.981 126.4 0.972 0.689 128.9 0.948 0.627 175 0.902 


90 1.058 128.2 0.986 0.728 127.6 0.938 0.660 173.4 0.893 
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Tabela 4.4. Coeficiente de anisotropia e tensão limite de elasticidade obtidos em 


expansão biaxial simétrica. 


EN AW-5182-O EN AW-6022-T43 EN AW-6111-T4 


b
r  


b
σ [MPa] 0/σσ


b
 


b
r  


b
σ [MPa] 0/σσ


b
 


b
r  


b
σ [MPa] 0/σσ


b
 


0.948 125.0 0.962 1.029 128.8 0.947 0.894 191.4 0.986 


 


No texto que se segue, são apresentados os resultados da identificação de parâmetros para os 


modelos Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001. Nesta fase do estudo, a identificação foi 


efectuada atribuindo peso idêntico a cada dado experimental utilizado. 


 


4.3.2.1. Resultados da identificação com base nos valores de αr  


 


Na figura 4.6 apresentam-se os resultados experimentais e numéricos dos coeficientes de 


anisotropia no plano da chapa. Os resultados numéricos foram obtidos com base nos parâmetros 


identificados para os modelos de Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN, considerando apenas os 


valores de αr , para as ligas EN AW-5182-O (Fig. 4.6 (a)), EN AW-6022-T43 (Fig. 4.6 (b)) e EN 


AW-6111-T4 (Fig. 4.6 (c)). Não se mostram resultados referentes ao critério CB2001, pois tal 


como referido no capítulo 2, não é possível a identificação dos parâmetros deste modelo utilizando 


apenas os valores de αr . Os erros obtidos na identificação dos parâmetros de acordo com os 


diferentes modelos e materiais são apresentados na figura 4.7. Estas duas figuras permitem 


concluir que, independentemente do material em estudo, a evolução do coeficiente de anisotropia 


no plano da chapa é quase coincidente para todos os modelos e descreve bem os resultados 


experimentais; consequentemente, os erros de identificação são praticamente idênticos.  


Para todos os materiais, foi também efectuado o estudo da evolução de 0/σσα  no plano da 


chapa, como se mostra nas figuras 4.8 (a), (b) e (c). A variação da tensão limite de elasticidade no 


plano não é descrita convenientemente por nenhum dos modelos, sendo que para todos os 


materiais, o critério que melhor ajusta o comportamento experimental é o YLDLIN. Os valores 


estimados segundo os modelos para a tensão limite de elasticidade bσ  e para o coeficiente de 


anisotropia br  em expansão biaxial simétrica dos três materiais, são apresentados nas figuras 4.9 e 


4.10, respectivamente.  
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Figura 4.6. Variação experimental e numérica de αr  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , para as ligas EN AW-5182-O 


(a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.7. Erros obtidos nas identificações dos parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e 


YLDLIN, considerando apenas αr , para as ligas EN AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 


(A6022) e EN AW-6111-T4 (6111). 


 


Destas figuras, é possível concluir que, independentemente do material, nenhum dos modelos 


consegue estimar convenientemente os valores de 
b


σ  e de br . O erro na estimativa de 
b


σ  é 


inferior a 10 %, independentemente do modelo e o erro na previsão do valor de 
b
r  pode atingir 


cerca 30%. O valor de 
b
r  é mais bem estimado utilizando os modelos Hill48, YLD91 e KB93 do 


que com o modelo YLDLIN. De realçar ainda que, apenas para a liga EN AW-5182-O foram 


obtidas estimativas de 
b
r  próximas do experimental. Pelo exposto, podemos concluir que a 


identificação feita considerando apenas os valores dos coeficientes de anisotropia no plano da 


chapa é insuficiente para descrever correctamente os dados experimentais não utilizados na 


identificação. 
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Figura 4.8. Variação experimental e numérica de ασ  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , para as ligas EN AW-5182-O 


(a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 







4.15  


 


0.85


0.90


0.95


1.00


1.05


A5182 A6022 A6111


σσ σσ b
/ σσ σσ


0


EXP
HILL48
YLD91
KB93
YLDLIN


 


Figura 4.9. Valores experimentais e numéricos de bσ , obtidos com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , para as ligas EN AW-5182-O 


(A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.10. Valores experimentais e numéricos de br , obtidos com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , para as ligas EN AW-5182-O 


(A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 


 


4.3.2.2. Resultados da identificação com base nos valores de ασ  


 


Na figura 4.11 apresentam-se os resultados experimentais e numéricos das tensões limite de 


elasticidade no plano da chapa. Os resultados numéricos foram obtidos com base nos parâmetros 
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identificados para os modelos de Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN, considerando apenas ασ , 


para as ligas EN AW-5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). Mais uma vez, 


não são mostrados resultados referentes ao critério CB2001, pois não é possível a identificação 


dos parâmetros deste modelo utilizando apenas os valores de ασ . Independentemente do material, 


a descrição da variação da tensão limite de elasticidade no plano da chapa é quase coincidente 


para todos os modelos e consequentemente, os erros de identificação são praticamente idênticos, 


como se mostra na figura 4.12. Apesar de não terem sido utilizados os valores de αr , 
b


σ  e 
b
r , foi 


também efectuada uma estimativa destas grandezas, para os três materiais, com base na 


caracterização efectuada. Nas figuras 4.13 (a), (b) e (c) são apresentadas as evoluções previstas do 


coeficiente de anisotropia no plano da chapa para os três materiais, e comparadas com os valores 


experimentais. Nenhum dos modelos descreve convenientemente a evolução determinada 


experimentalmente, sendo que para os materiais EN AW-6022-T43 e EN AW-6111-T4 o critério 


que melhor ajusta o comportamento é o YLDLIN. Para o material EN AW-5182-O, nenhum 


modelo aproxima bem a evolução experimental.  
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Figura 4.11. Variação experimental e numérica de ασ  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , para as ligas EN AW-5182-O 


(a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.12. Erros obtidos nas identificações dos parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e 


YLDLIN, considerando apenas ασ , para as ligas EN AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 


(A6022) e EN AW-6111-T4 (6111). 


 


Os valores estimados para a tensão limite de elasticidade ( bσ ) e para o coeficiente de anisotropia 


( br ) em expansão biaxial simétrica, para os três materiais, são apresentados e comparados com os 


dados experimentais nas figuras 4.14 e 4.15, respectivamente. Para todos os modelos conclui-se 


que, a estimativa de bσ  para as ligas de alumínio EN AW-5182-O e EN AW-6022-T43 é muito 


boa, enquanto que para a liga EN AW-6111-T4 a estimativa possui um erro de aproximadamente 


10 %. A melhor estimativa de br  é obtida com o modelo Hill48. Mas, neste caso, o erro pode 


atingir cerca de 15 % para o caso da liga EN AW6111-T4.  


Assim, é possível concluir que a identificação feita considerando apenas os valores das 


tensões limite de elasticidade obtidos em tracção no plano da chapa é insuficiente para conseguir 


estimar correctamente os dados experimentais não utilizados, qualquer que seja o material 


considerado. 
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Figura 4.13. Variação experimental e numérica de αr  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de ασ , para as ligas EN AW-5182-O 


(a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.14. Valores experimentais e numéricos de bσ , obtidos com os modelos de Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de ασ , para as ligas EN AW-


5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.15. Valores experimentais e numéricos de br , obtidos com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de ασ , para as ligas EN AW-5182-O 


(A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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4.3.2.3. Resultados da identificação com base nos valore de αr  e ασ  


 


De modo a tentar melhorar a descrição da evolução do coeficiente de anisotropia ( αr ) e da tensão 


limite de elasticidade em tracção no plano da chapa ( ασ ), foi efectuada uma identificação 


utilizando simultaneamente αr  e ασ . Na figura 4.16 apresenta-se, para todos os materiais, a 


evolução experimental e numérica de αr no plano da chapa, obtida nesta identificação. 


Comparando esta figura, com a figura 4.6 é possível concluir que a descrição de αr  é semelhante 


em ambas as opções de identificação, ou seja, a utilização de ασ  não conduziu a alterações 


significativas na descrição desta variável.  


 Na figura 4.17 são apresentados os valores normalizados de ασ  para todos os materiais. 


Globalmente, a descrição da variação desta grandeza melhorou quando comparada com a 


descrição obtida na identificação anterior, mas devido à baixa flexibilidade dos critérios utilizados 


não é possível uma melhoria mais acentuada.  


 Na figura 4.18 são apresentados os erros de identificação, em função dos modelos e 


materiais considerados. Em geral, o modelo YLDLIN apresenta um melhor desempenho. Os 


modelos Hill48, YLD91 e KB93 possuem erros de identificação muito próximos, apresentando o 


modelo de Hill48 o maior erro. 


Nas figuras 4.19 e 4.20 apresentam-se os valores de 
b


σ  e 
b
r , experimentais e estimados de 


acordo com cada um dos critérios usando os parâmetros obtidos nesta identificação. Para a liga 


EN AW-5182-O, os modelos Hill48, YLD91 e KB93 apresentam valores muito próximos do 


experimental. Para os outros dois materiais observam-se diferenças significavas entre os 


resultados numéricos e experimentais, em ambas as figuras (
b


σ  e 
b
r ). Assim é possível concluir 


que as estimativas de 
b


σ  e 
b
r , utilizando identificações a partir de αr  e ασ  não são fiáveis. 
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Figura 4.16. Variação experimental e numérica de αr  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr  e ασ , para as ligas EN AW-


5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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(c) 


0.8


0.9


1.0


1.1


1.2


0 15 30 45 60 75 90


Ângulo com DL [º]


σσ σσ
αα αα
/σ/σ /σ/σ


00 00


EXP
HILL48
YLD91
KB93
YLDLIN


 


Figura 4.17. Variação experimental e numérica de ασ  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr  e ασ , para as ligas EN AW-


5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.18. Erros obtidos nas identificações dos parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e 


YLDLIN, considerando αr  e ασ , para as ligas EN AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 


(A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.19. Valores experimentais e numéricos de bσ , obtidos com os modelos de Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr  e ασ , para as ligas EN 


AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.20. Valores experimentais e numéricos de br , obtidos com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr  e ασ , para as ligas EN AW-


5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 


 


4.3.2.4. Resultados da identificação com base nos valores de αr , ασ  e bσ  


 


Nas figuras 4.21 e 4.22 apresentam-se os resultados experimentais e numéricos relativos à 


variação de αr  e de ασ  no plano obtida a partir dos modelos Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e 


CB2001 para a identificação efectuada a partir de αr , ασ  e 
b


σ . Com efeito, para o conjunto de 


dados experimentais considerados nesta opção de identificação já é possível proceder à 


identificação dos parâmetros do modelo CB2001. Como se pode observar nestas figuras, os 


modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN mantêm o mesmo tipo de comportamento quando 


comparado com as duas identificações anteriores, ou seja, descrevem convenientemente a 


evolução de αr , mas o mesmo não acontece com as restantes grandezas. Nesta identificação 


observa-se que o modelo CB2001 apresenta uma maior flexibilidade, o que lhe permite ajustar 


melhor todos os pontos experimentais, como pode ser observado para a evolução do coeficiente de 


anisotropia (figura 4.21) e da evolução da tensão limite de elasticidade (figura 4.22) no plano da 


chapa. No caso particular da evolução de ασ  no plano da chapa, o modelo CB2001 apresenta 


resultados visivelmente melhores do que os obtidos com qualquer um dos restantes modelos. Na 


figura 4.23 apresentam-se os valores experimentais e numéricos de 
b


σ , para mesmos modelos 


referidos anteriormente. Para todos os materiais o modelo CB2001 é o que conduz a resultados 


mais próximos dos valores experimentais.  
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 Na figura 4.24 mostram-se os valores dos erros relativos ao processo de identificação em 


função dos modelos e dos materiais estudados. O erro respeitante ao modelo CB2001 é inferior ao 


dos restantes, o que está em consonância com o referido anteriormente.  


 O único dado experimental que não foi utilizado nesta opção de identificação foi o valor 


do coeficiente de anisotropia em expansão biaxial simétrica 
b
r . Este valor foi estimado, para cada 


um dos materiais, com base nos diferentes modelos e apresenta-se na figura 4.25 o resultado para 


os modelos Hill48, YLD91 e KB93 e YLDLIN. Os modelos de Hill48, YLD91 e KB93 conduzem 


a uma melhor previsão de 
b
r . Na figura não se apresentam os resultados relativos ao modelo 


CB2001, dado que no processo de identificação são encontradas diferentes famílias de soluções, 


tendo-se observado que os valores de 
b
r  obtidos com o modelo CB2001, com os parâmetros 


identificados a partir de αr , ασ  e 
b


σ , não convergiram para um valor estável. A título de exemplo 


mostram-se na figura 4.26 os valores de 
b
r  obtidos em dez repetições da optimização para a liga 


EN AW-5182-O. Como pode ser observado nesta figura, a variação entre o valor máximo e 


mínimo é da ordem dos 400 %. Este facto deve-se à elevada flexibilidade do modelo CB2001 e ao 


facto das trajectórias utilizadas na identificação não serem suficientes para definir 


convenientemente o valor desta grandeza. 
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Figura 4.21. Variação experimental e numérica de αr  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e bσ , para as ligas EN AW-


5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.22. Variação experimental e numérica de ασ  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e bσ , para as ligas EN AW-


5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.23. Valores experimentais e numéricos de bσ , obtidos com os modelos de Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e bσ , para as ligas 


EN AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.24. Erros obtidos nas identificações dos parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93, 


YLDLIN e CB2001 considerando αr , ασ  e bσ , para as ligas EN AW-5182-O (A5182), EN AW-


6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.25. Valores experimentais e numéricos de br , obtidos com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e bσ , para as ligas EN AW-


5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.26. Variação da estimativa de br  para as dez repetições da identificação, obtida com 


CB2001, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e br , para as ligas EN AW-5182-O 


(A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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4.3.2.5. Resultados da identificação com base nos valores de αr , ασ  e br  


 


Nesta opção de identificação são utilizados todos os dados experimentais excepto o valor de 
b


σ . 


Na figura 4.27 apresentam-se os resultados experimentais e numéricos relativos à evolução de αr  


no plano da chapa. Nesta figura é possível constatar, pela primeira vez, uma certa dispersão nas 


previsões numéricas entre os diversos modelos. Esta dispersão acentua-se ainda mais no caso dos 


resultados referentes à evolução de ασ , como se mostra na figura 4.28. Esta dispersão dos 


resultados dos modelos deve-se à imposição de br . A melhor descrição do comportamento é 


obtida com o modelo CB2001. A análise dos resultados relativos à previsão de 
b
r , apresentados na 


figura 4.29, permite concluir que esta grandeza é também melhor prevista pelo modelo CB2001, 


apesar dos modelos Hill48, YLD91 e KB93 apresentarem também valores próximos do 


experimental. Na figura 4.30 apresentam-se os erros da identificação para os diferentes modelos e 


materiais. Os valores apresentados confirmam que o modelo CB2001 conduz a um erro de 


identificação inferior ao dos restantes modelos sendo o modelo YLDLIN o que apresenta o maior 


erro. Na figura 4.31 apresentam-se os valores de 
b


σ  obtidos com os modelos Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN e CB2001. Ao contrário da identificação anterior, o valor de 
b


σ  apresenta agora 


uma menor dispersão em torno do valor experimental, como pode ser observado na figura 4.32, 


em que se apresenta o valor estimado em 10 optimizações. Este facto permite concluir que a 


identificação dos parâmetros modelo CB2001 é mais fiável quando são utilizados o conjunto de 


valores experimentais utilizados nesta opção de identificação ( αr , ασ  e 
b
r ) ao invés da anterior 


( αr , ασ  e bσ ). 
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Figura 4.27. Variação experimental e numérica de αr  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e br , para as ligas EN AW-


5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.28. Variação experimental e numérica de ασ  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e br , para as ligas EN AW-


5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.29. Valores experimentais e numéricos de br , obtidos com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e br , para as ligas EN AW-


5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.30. Erros obtidos nas identificações dos parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e 


YLDLIN e CB2001 considerando αr , ασ  e br , para as ligas EN AW-5182-O (A5182), EN AW-


6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.31. Valores experimentais e numéricos de bσ , obtidos com os modelos de Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e br , para as ligas 


EN AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.32. Variação da estimativa de bσ  para as dez repetições da identificação, obtida com 


CB2001, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ  e br , para as ligas EN AW-5182-O 


(A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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4.3.2.6. Resultados da identificação com base nos valores de αr , ασ , bσ  e br  


 


Por último, foi feita uma identificação utilizando todos os dados experimentais disponíveis, ou 


seja αr , ασ , 
b
r  e 


b
σ . Na figura 4.33 apresenta-se a evolução de αr  no plano da chapa obtida nesta 


identificação. Algumas diferenças são observadas na descrição do comportamento dos materiais 


entre os vários modelos, sendo estas motivadas pela utilização de maior número de dados 


experimentais. A descrição obtida a partir do modelo CB2001 é visivelmente melhor do que as 


obtidas com os restantes modelos. Estas diferenças são também observadas na descrição da 


variação de ασ , que pode observada na figura 4.34. Porém o modelo CB2001 não é claramente 


melhor do que os restantes, especialmente quando comparado com o modelo YLDLIN. 


Nas figuras 4.35 e 4.36 apresentam-se, respectivamente, os valores de 
b


σ  e de 
b
r obtidos 


para todos os modelos. Nestas figuras é possível observar que o único modelo que melhora o 


comportamento com todos os dados experimentais é o modelo CB2001. Com efeito, utilizando 


todos os dados experimentais disponíveis, o modelo CB2001 continua a mostrar uma flexibilidade 


assinalável. 


Os erros da identificação, apresentados na figura 4.37, confirmam as conclusões anteriores. 


Nesta figura pode observar-se que os erros relativos aos modelos CB2001 e YLDLIN são em 


todas as situações inferior e superior, respectivamente, aos dos restantes modelos.  
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Figura 4.33. Variação experimental e numérica de αr  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ , bσ  e br , para as ligas EN 


AW-5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.34. Variação experimental e numérica de ασ  obtida com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ , bσ  e br , para as ligas EN 


AW-5182-O (a), EN AW-6022-T43 (b) e EN AW-6111-T4 (c). 
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Figura 4.35. Valores experimentais e numéricos de bσ , obtidos com os modelos de Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ , bσ  e br , para as 


ligas EN AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.36. Valores experimentais e numéricos de br , obtidos com os modelos de Hill48, YLD91, 


KB93 e YLDLIN, com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ , bσ  e br , para as ligas EN 


AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 
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Figura 4.37. Erros obtidos nas identificações dos parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e 


YLDLIN e CB2001 considerando αr , ασ , bσ  e br , para as ligas EN AW-5182-O (A5182), EN 


AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-6111-T4 (A6111). 


 


4.3.2.7 Análise comparativa do erro para as diversas caracterizações 


 


Nas secções anteriores foram apresentados resultados relativos à caracterização de três materiais 


de acordo com diversos modelos de comportamento e considerando várias condições de 


identificação. Nesta secção apresenta-se uma análise do erro, em relação a todos os dados 


conhecidos, para cada uma das condições de identificação apresentadas na secção precedente, 


independentemente dos dados que foram utilizados na identificação. Este estudo torna-se 


importante considerando o leque variado de dados experimentais necessários para caracterizar 


alguns modelos e as dificuldades na obtenção de alguns deles. Assim, com base nos resultados 


obtidos nas identificações anteriores é possível estabelecer algumas regras com vista à selecção do 


modelo mais adequado em função do tipo e número de resultados experimentais disponiveis. 


  Apresentam-se, na figura 4.38, os resultados do erro calculado para as opções de 


identificação realizadas com base em: (a) αr ; (b) ασ ; (c) αr  e ασ ; (d) αr , ασ  e 
b


σ ; (e) αr , ασ  e 


b
r ; e (f) αr , ασ , 


b
r  e 


b
σ . Os resultados são apresentados para as três ligas de alumínio (EN AW-


5182-O, EN AW-6022-T43 e EN AW-6111-T4) em função dos modelos susceptíveis de serem 


utilizados na identificação. No caso específico do modelo CB2001, dado que na identificação a 


partir de αr , ασ  e 
b


σ  (d) não é possível obter um conjunto de parâmetros único, os erros 
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apresentados para a condição (d) resultam da média do erro obtido com os parâmetros resultantes 


das dez repetições da optimização. 


Da análise da figura 4.38 ressalta que, em qualquer das situações, os valores do erro para 


os modelos Hill48, YLD91 e KB93 são muito próximos e apresentam valores máximos para a 


identificação realizada apenas com base em ασ . Este erro diminui com a introdução ασ  e 
b
r  na 


identificação, não existindo ganhos consideráveis com a introdução de mais dados para além 


destes. Os resultados apresentados nesta figura mostram ainda que a identificação dos parâmetros 


do modelo CB2001 é muito sensível aos dados utilizados. Este facto pode ser observado 


comparando os gráficos (d), (e) e (f), em que se pode observar que o valor do erro para as várias 


condições de identificação varia de forma considerável. O erro associado à identificação (c) é 


demasiado elevado para dois dos materiais utilizados, o que contra-indica a utilização apenas de 


αr , ασ  e 
b


σ  para identificar os parâmetros do modelo CB2001. Este facto contraria os autores 


Cazacu et al. (Cazacu e Barlat, 2001) que utilizam precisamente este conjunto de dados para 


efectuar a identificação dos parâmetros deste modelo. Uma análise global dos resultados permite 


concluir que, para as condições de identificação (a), (b), (c) e (d), dificilmente se justificará a 


utilização de critérios de anisotropia mais complicados do que os modelos Hill48 e YLD91. 


bserva-se ainda que o erro associado ao modelo YLDLIN é sempre o maior em todas as situações. 


Os modelos YLD91 e KB93 apresentam erros muito próximos, o que é explicado pelo 


facto do parâmetro isotrópico adicional c  do critério de KB93, equação 2.13, não acrescentar nada 


de novo na descrição da anisotropia para as trajectórias estudadas neste trabalho. Caso se 


utilizassem dados referentes a trajectórias de expansão biaxial com várias relações yyxx σσ : , 


eventualmente, seria possível melhorar a descrição com este parâmetro adicional. 
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Figura 4.38. Erros em relação a todos os dados experimentais conhecidos obtidos nas 


identificações utilizando: αr  (a); ασ  (b); αr  e ασ  (c); αr , ασ  e 
b


σ  (d); αr , ασ  e 
b
r  (e); e αr , ασ , 


b
r  e 


b
σ  (f) para os alumínios EN AW-5182-O (A5182), EN AW-6022-T43 (A6022) e EN AW-


6111-T4 (A6111). 


 


4.3.3. Análise do peso relativo dos dados experimentais 


 


A identificação dos parâmetros das superfícies limite de elasticidade pode ser feita, como já 


referido, com base em diferentes tipos de informação. Na secção anterior analisou-se a influência 


relativa de diversos tipos de dados experimentais ( αr , ασ , 
b
r  e 


b
σ ) sobre o processo de 


optimização de parâmetros para os critérios de anisotropia Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e 


CB2001. Contudo, na análise anterior, atribui-se o mesmo peso a todos os dados experimentais 


utilizados, optando-se apenas por utilizar ou não, determinado tipo de dados. Barlat et al. (Barlat 


et al., 2005) defendem que o peso de cada tipo de dado deve reflectir a precisão relativa com que 


este pode ser determinado. Sendo assim, utilizam os pesos 1.00 e 0.10, respectivamente, para as 


tensões limite de elasticidade e para os coeficientes de anisotropia obtidos em tracção no plano da 
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chapa e 0.01 para outros valores de tensão. Segundo estes autores, aquela escolha de pesos reflecte 


a dispersão dos resultados experimentais. Por exemplo, a tensão limite de elasticidade obtida em 


tracção é determinada de forma muito mais exacta do que em expansão biaxial.  


De forma a tentar compreender a influência da escolha dos pesos no processo de 


identificação, apresenta-se de seguida, um estudo de identificação dos parâmetros para vários 


conjuntos de pesos diferentes. Com este objectivo foram efectuadas identificações utilizando todos 


os dados experimentais e fazendo variar os coeficientes de peso ( )iw  na função de erro (equação 


3.1). Nesta análise foram consideradas três hipóteses: (1) considerar pesos iguais para todos os 


resultados experimentais (opção também utilizada nos estudos anteriores); (2) atribuir um peso 


específico a cada tipo de ensaio (tracção, expansão biaxial, corte, etc.); (3) utilizar os pesos 


aconselhados por Barlat et al. (Barlat et al., 2005). Dado que Barlat et al. (Barlat et al., 2005) não 


fazem referencia ao peso a atribuir a 
b
r  no processo identificação e dado que o valor de 


b
r  pode 


ser determinado com um nível de precisão semelhante ao de αr , neste trabalho optou-se por 


atribuir o mesmo peso a todos os coeficientes de anisotropia, ou seja 0.1. Quando necessário 


procedeu-se à normalização dos pesos de forma a garantir que 1
,...,2,1


=∑
= ni


iw . 


Como no estudo anterior se concluiu que apenas se justifica a utilização de modelos 


simples (Hill48 e YLD91) para as condições de identificação (a), (b) e (c), e o modelo de CB2001, 


para as condições de identificação (d) e (e), o estudo que se segue foi realizado considerando 


apenas os critérios de anisotropia Hill48 e CB2001. Para realizar o referido estudo foram 


utilizados os dados experimentais referentes à liga de alumínio EN AW-5182-0 (Brem et al., 


2005), por se conhecerem os dados suficientes à identificação dos parâmetros do critério CB2001. 


Os resultados obtidos com as ligas EN AW-6022-T43 e EN AW-6111-T4 conduzem às mesmas 


conclusões.  


Nas figuras 4.39 e 4.40 apresentam-se resultados experimentais e numéricos relativos à 


variação de αr  e ασ , respectivamente, para os modelos Hill48 (a) e CB2001 (b). No caso do 


modelo CB2001, o recurso a pesos diferentes durante o processo de optimização, não acarreta 


diferenças significativas em termos dos resultados da identificação. Com efeito, as previsões 


obtidas com base nos resultados referentes às diversas opções de identificação são muito 


semelhantes, tanto para αr  como para ασ . Já para o critério de Hill48, é possível observar 


diferenças significativas dos resultados obtidos na identificação realizada com base nos pesos 


sugeridos por Barlat e co-autores, relativamente aos resultados obtidos com as restantes opções de 


identificação. Dado o pequeno peso atribuído aos coeficientes de anisotropia, os resultados obtidos 
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na identificação realizada com os pesos propostos por Barlat et al. (Barlat et al., 2005), conduzem 


a uma pior descrição da variação de αr  quando comparada com os resultados das duas outras 


opções de identificação. Já a previsão da variação de ασ é sensivelmente melhorada, apesar de não 


ser rigorosa para nenhuma condição. 


Nas figuras 4.41 e 4.42 apresentam-se para os dois modelos os resultados referentes à 


estimativa de 
b


σ  e de 
b
r , respectivamente. De acordo com estas figuras, mais uma vez se pode 


constatar que a utilização dos pesos distintos durante a identificação, não acarreta alterações 


significativas em termos da previsão do comportamento do material, observando-se diferenças 


máximas entre soluções próximas de 3 %. Com efeito, observam-se ligeiras diferenças nas 


estimativas de 
b
r  e bσ , apenas para as identificações efectuadas utilizando os pesos propostos por 


Barlat e co-autores. 


De acordo com os resultados apresentados, e estritamente do ponto de vista do processo de 


identificação, a utilização de pesos idênticos para todos os dados é a que faz mais sentido. Com 


efeito, utilizando esta opção no processo de identificação, cada ensaio corresponde a um ponto 


conhecido, independentemente do tipo de ensaio e da precisão com que foi determinado. Assim, 


nos capítulos seguintes, optou-se por utilizar no processo de identificação pesos idênticos para 


todos os dados. 
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Figura 4.39. Variação experimental e numérica de αr  obtida com os modelos de Hill48 (a) e de 


CB2001 (b), com os parâmetros identificados a partir de todos os dados experimentais com: peso 


idêntico por ponto experimental (Exp); com peso idêntico por trajectória (Traj); e com os pesos 


propostos por Barlat et al. (2005) 
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Figura 4.40. Variação experimental e numérica de ασ  obtida com os modelos de Hill48 (a) e de 


CB2001 (b), com os parâmetros identificados a partir de todos os dados experimentais com: peso 


idêntico por ponto experimental (Exp); com peso idêntico por trajectória (Traj); e com os pesos 


propostos por Barlat et al. (2005). 
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Figura 4.41. Valores experimentais e numéricos de bσ  obtidos com os modelos de Hill48 e de 


CB2001, com os parâmetros identificados a partir de todos os dados experimentais com: peso 


idêntico por ponto experimental (Peso Exp); com peso idêntico por trajectória (Peso Traj); e com 


os pesos propostos por Barlat et al. (2005).  
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Figura 4.42. Valores experimentais e numéricos de br  obtidos com os modelos de Hill48 e de 


CB2001, com os parâmetros identificados a partir de todos os dados experimentais com: peso 


idêntico por ponto experimental (Peso Exp); com peso idêntico por trajectória (Peso Traj); e com 


os pesos propostos por Barlat et al. (2005). 
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4.3.4. Influência da evolução da tensão limite de elasticidade com a deformação 


 


Durante a deformação, a superfície limite de elasticidade evolui e altera a sua forma. De modo a 


clarificar se, no processo de identificação devem ser utilizadas as tensões limites de elasticidade 


iniciais ou após alguma deformação, apresentam-se nesta secção resultados experimentais 


relativos à evolução relativa da tensão limite de elasticidade em tracção, com a orientação do eixo 


de tracção para vários valores de deformação. Os resultados apresentados são relativos a duas 


ligas de alumínio (EN AW-5182-H111 e EN AW-6120-T4) e a um aço (com a referência 


comercial DC06). 


 Na figura 4.43, 4.44 e 4.45 apresenta-se a evolução relativa da tensão limite de elasticidade 


para as ligas de alumínio EN AW-5182-H111, EN AW-6120-T4 e para o aço DC06, 


respectivamente. Nestas figuras, a tensão limite de elasticidade para todas as orientações e níveis 


de deformação, foi normalizada utilizando o valor da tensão limite de elasticidade na direcção de 


laminagem para o mesmo nível de deformação plástica (entre 0 e a deformação máxima atingida, 


de acordo com o material). De forma a permitir uma melhor comparação de resultados, a evolução 


da tensão limite de elasticidade inicial e a média da tensão limite de elasticidade para todos os 


valores de deformação são representadas através de duas linhas. Como pode ser observado, para 


cada orientação, a relação entre os valores da tensão limite de elasticidade normalizada para os 


diferentes níveis de deformação, altera-se, independentemente do material em estudo. Para 


modelar esta alteração, os coeficientes dos critérios de plasticidade teriam que ser considerados 


variáveis, ou então, o encruamento teria que ser modelado como anisotrópico. Atendendo às 


dificuldades inerentes a este tipo de aproximações, a solução mais simples a adoptar na 


identificação, com vista a diminuir o erro na descrição da evolução da superfície limite de 


elasticidade, será utilizar o valor médio das tensões limites de elasticidade para cada orientação. 


Com efeito, comparando os resultados médios e iniciais com os obtidos para os diversos níveis de 


deformação, para todos os materiais, é possível concluir que a variação dos resultados médios das 


tensões no plano descreve de forma mais precisa o comportamento do material ao longo da 


deformação. Mesmo para o caso do aço DC06, que apresenta valores médios e iniciais da tensão 


limite de elasticidade semelhantes para quase todas as orientações. Neste material a excepção, que 


ocorre para o caso da direcção perpendicular à direcção de laminagem, justifica a utilização do 


valor médio para um melhor ajuste global dos resultados.  


 Nas figuras 4.46, 4.47 e 4.48 apresentam-se, para os mesmos materiais, a variação da 


tensão limite de elasticidade normalizada, para diversas orientações, em função da deformação 


plástica. Nestas figuras é possível observar que existe uma variação acentuada das tensões 
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relativas, que tendem a estabilizar após determinado valor de deformação. A observação deste 


comportamento reforça a ideia de que será preferível utilizar valores médios da tensão limites de 


elasticidade no processo de identificação de parâmetros em detrimento dos valores iniciais da 


tensão limite de elasticidade. 
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Figura 4.43. Variação relativa da tensão limite de elasticidade experimental no plano da chapa, 


inicial, para 5, 10 e 15 % de deformação, para o alumínio EN AW-5182-H111. 
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Figura 4.44. Variação relativa da tensão limite de elasticidade experimental no plano da chapa 


(normalizada), inicial, para 5, 10, 15 e 20 % de deformação, para o alumínio EN AW-6120-T4. 
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Figura 4.45. Variação relativa da tensão limite de elasticidade experimental no plano da chapa 


inicial e a 5, 10, 15, 20, 25 e 30% de deformação para o aço macio DC06. 
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Figura 4.46. Evolução das tensões limite de elasticidade experimentais, normalizadas, com a 


deformação para a liga de alumínio EN AW-5182-H111. 
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Figura 4.47. Evolução das tensões limite de elasticidade experimentais, normalizadas, com a 


deformação para a liga de alumínio EN AW-6120-T4. 
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Figura 4.48. Evolução das tensões limite de elasticidade experimentais, normalizadas, com a 


deformação para o aço DC06. 


 


4.3.5. Aproximações de dados experimentais 


 


Para poder identificar as constantes de um determinado modelo é necessária a determinação 


experimental de um conjunto mínimo de dados, que pode incluir ensaios realizados com diferentes 


tipos de solicitação. Por exemplo, a caracterização mecânica dos materiais utilizados em 


estampagem é tradicionalmente realizada a partir de ensaios de tracção a 0, 45 e 90º com a 


direcção de laminagem. Os resultados destes ensaios são contudo insuficientes para caracterizar 


modelos como o CB2001 (Cazacu e Barlat, 2001), o BB2004 (Bron e Besson, 2001), ou qualquer 
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um dos dois critérios YLD2004-18p e YLD2004-13p (Barlat et al., 2005), que exigem o 


conhecimento de dados obtidos em ensaios de expansão biaxial, o que torna sua utilização 


bastante limitada. Com efeito, na maioria dos laboratórios de caracterização mecânica é vulgar a 


existência de equipamentos de tracção, mas é rara a presença de equipamentos próprios para 


efectuar ensaios de expansão biaxial. Por este motivo, dados como a tensão limite de elasticidade 


ou o coeficiente de anisotropia em expansão biaxial são desconhecidos para a generalidade dos 


materiais. De forma a tentar aumentar a utilização dos modelos mais complexos, e também mais 


precisos, são aqui estudadas várias soluções para aproximar o valor destas grandezas.  


 Dos critérios apresentados no Capítulo 2, um dos mais exigentes em termos de tipos de 


resultados experimentais para a sua caracterização, é o critério CB2001 (Cazacu e Barlat, 2001). 


Este critério necessita de cinco valores de tensão limite de elasticidade e de cinco valores de 


coeficientes de anisotropia no plano da chapa, e pelo menos de um dado experimental obtido em 


expansão biaxial (tensão limite de elasticidade ou coeficiente de anisotropia). Como já foi 


anteriormente referido, este critério é muito interessante devido à sua flexibilidade que permite 


ajustar bem os valores de tensão e dos coeficientes de anisotropia em simultâneo. Não dispondo 


do número mínimo de dados experimentais aconselhado pelos autores do critério, existem duas 


alternativas, utilizar outro critério mais simples para gerar os resultados dos ensaios experimentais 


em falta (Barlat et al., 2005), ou então, utilizar aproximações empíricas obtidas em função dos 


dados conhecidos.  


 Nesta secção, utilizando resultados da caracterização de alguns materiais para os quais são 


conhecidos todos os dados experimentais necessários, é explorada a validade de ambas as 


hipóteses alternativas. Com efeito, é possível encontrar na literatura várias aproximações para os 


valores experimentais obtidos em expansão biaxial, a partir de dados obtidos no plano da chapa.  


 


4.3.5.1. Aproximação da tensão limite de elasticidade em expansão biaxial 


 


Para o valor da tensão limite de elasticidade em expansão biaxial, bσ , podemos encontrar para a 


expressão proposta por Wagoner e Wang (1979) 


 ( )
4


2 90450 σσσσ ++≈*


b
 


(4.1) 


em que *


bσ  é a aproximação para a tensão limite de elasticidade em expansão biaxial simétrica e 


0σ , 45σ  e 90σ  são as tensões limites de elasticidade experimentais obtidas em tracção a 0, 45 e 


90º com a direcção de laminagem, respectivamente.  
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Por sua vez, Green et al. (2004), utilizam como aproximação para a tensão limite de 


elasticidade em expansão biaxial a seguinte expressão: 


 


2
900 σσσ +≈*


b
. 


(4.2) 


Supondo que as tensões limite de elasticidade ( 0σ  e 90σ ) e os coeficientes de anisotropia ( 0r  e 


90r ) obtidos em tracção a 0 e 90º com a direcção de laminagem são conhecidos, é também possível 


deduzir uma expressão para *


bσ  a partir do critério Hill48, com a forma geral: 


 


( ) ( )90
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0 1
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1
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rr
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+
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+


≈


σσ


σ * . 
(4.3) 


Na tabela 4.5 são apresentados os valores dos coeficientes de anisotropia e das tensões 


limite de elasticidade, obtidos em tracção no plano da chapa para várias orientações com a 


direcção de laminagem, e do coeficiente de anisotropia e da tensão limite de elasticidade obtidos 


em expansão biaxial simétrica. Estes resultados foram extraídos da literatura para várias ligas de 


alumínio, nomeadamente: EN AW-2090-T3 (Barlat et al., 2003), EN AW-5182-T3 (Brem et al., 


2005), EN AW-6022-T43 (Brem et al., 2005), EN AW6111-T4 (Brem et al., 2002) e EN AW-


6181-T4 (Banabic et al., 2005), EN AW-3003-O (Vial, 1983), EN AW-3103-O (Banabic et al., 


2003), EN AW-3104-H19 (Wu et al., 2003), EN AW-5754-O (Lee et al., 2005a) e EN AW-6016-


T4 (Yoon et al., 1999). 
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Dado [Barlat2003] [Brem2005] [Brem2005] [Brem2002] [Banabic2005]
Experimental EN AW-2090-T3 EN AW-5182-O EN AW-6022-T43 EN AW-6111-T4 EN AW-6181-T4


S0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
S15 0.961 0.985 1.000 0.977 -
S30 0.910 0.970 0.990 0.939 -
S45 0.811 0.961 0.965 0.917 0.972
S60 0.811 0.960 0.954 0.909 -
S75 0.882 0.972 0.948 0.902 -
S90 0.910 0.986 0.938 0.893 0.965
Sb 1.035 0.962 0.947 0.986 0.944
r0 0.210 0.957 1.029 0.894 0.672
r15 0.327 0.903 1.010 0.885 -
r30 0.692 0.916 0.703 0.743 -
r45 1.580 0.934 0.532 0.611 0.606
r60 1.039 0.947 0.553 0.611 -
r75 0.538 0.981 0.689 0.627 -
r90 0.690 1.058 0.728 0.660 0.821
rb 0.670 0.948 1.149 1.225 0.820


Dado [Vial1983] [Banabic2003] [Wu2003] [Lee2005] [Yoon1999]
Experimental EN AW-3003-O EN AW-3103-O EN AW-3104-H19 EN AW-5754-O EN AW-6016-T4


S0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
S15 1.003
S30 1.018 0.995
S45 0.957 1.055 1.005 0.924 0.983
S60 0.960
S75 1.109 0.951
S90 0.937 1.109 1.034 0.938 0.943
Sb 0.905 1.091 0.961 0.996 1.000
r0 0.655 0.639 0.430 0.760 0.927
r15 0.769
r30 0.555 0.538
r45 0.753 0.513 0.840 0.710 0.390
r60 0.427
r75 0.581 0.556
r90 0.510 0.605 1.260 0.790 0.640  


Tabela 4.5. Dados experimentais retirados da literatura para várias ligas de alumínio. 


 


 Para os alumínios cujos dados experimentais são mostrados na tabela 4.5, apresentam-se, 


na tabela 4.6, os valores estimados para a tensão limite de elasticidade em expansão biaxial 


simétrica normalizados em relação à tensão limite de elasticidade em tracção uniaxial na direcção 


de laminagem. Estes valores de *


bσ  foram estimados com base nas equações de aproximação (4.1, 


4.2 e 4.3) e considerando ainda as hipóteses mais simples de considerar a tensão limite de 


elasticidade em expansão biaxial igual à tensão limite de elasticidade obtida em tracção na 


direcção de laminagem ( 0


* σσ =
b


) ou igual à média da tensão limite de elasticidade em tracção no 


plano da chapa. Na mesma tabela apresentam-se também os erros obtidos para as diferentes 


aproximações, estimados com base nos resultados experimentais apresentados na tabela 4.5. Os 


erros obtidos utilizando para aproximar o valor da tensão limite de elasticidade em expansão 


biaxial utilizando a tensão limite de elasticidade e utilizando a aproximação proposta por Green et 


al. (2004) são os mais baixos, não só em valor médio como também no valor do erro máximo 


cometido.  
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De forma a tentar quantificar a anisotropia dos materiais e relacioná-la com o erro na 


aproximação de bσ , apresenta-se na figura 4.47, sob a forma de barras, o valor de um parâmetro 


que com o qual se procura quantificar a anisotropia em tensão, calculado de acordo com a 


expressão 


 


0


45900


4


2


σ
σσσσ −+=∆ . 


(4.4) 


 O valor desta variação de tensão será tanto maior quanto maiores forem as diferenças nos 


valores da tensão limite de elasticidade a 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem, ou seja, quanto 


maior for a anisotropia do material. Na figura 4.49 apresentam-se, sob a forma de curvas, os erros 


obtidos na aproximação de bσ  para as diversas aproximações, utilizando como aproximação: a 


tensão limite de elasticidade obtida em tracção na direcção de laminagem (S0), a tensão limite de 


elasticidade média obtida em tracção no plano da chapa (Sm), a proposta por Green et al. (2004), a 


proposta por Wagoner e Wang (1979) e a obtida a partir do critério Hill48. Comparando os 


resultados, podemos concluir que não existe uma relação directa entre a magnitude da anisotropia 


e a amplitude dos erros obtidos com as diversas aproximações, pelo que não é possível seleccionar 


a aproximação a escolher em função da anisotropia apresentada pelo material. É também possível 


observar que a aproximação proposta Green et al. (2004), é a que apresenta um erro com menores 


oscilações, apresentando um valor máximo de 9 % em relação aos valores determinados 


experimentalmente, ou seja, da ordem de grandeza do erro associado à determinação experimental 


de 
b


σ . Na impossibilidade de determinar experimentalmente 
b


σ , a aproximação proposta por 


Green et al. (2004) poderá ser utilizada em substituição do valor experimental. 


 
Aprox. Sb=S0 Aprox. Sb=SmAprox. [Green2004] Aprox. [Wagoner1979] Aprox. Hill48 S0/S90/r0/r90


Material Sb/Y0 EXP Erro [%] Erro [%] Sb/Y0 Erro [%] Sb/Y0 Erro [%] Sb/Y0 Erro [%]
EN AW-2090-T3 1.035 3.5 1.5 0.955 8.4 0.883 17.2 0.806 28.5
EN AW-3003-O 0.905 9.5 2.5 0.969 6.6 0.963 6.0 0.858 5.5
EN AW-3103-O 1.091 9.1 5.6 0.969 6.6 1.055 3.4 0.946 15.3
EN AW-3104-H19 0.961 3.9 15.3 1.017 5.5 1.011 4.9 0.948 1.4
EN AW-5182-O 0.962 3.8 3.6 0.993 3.2 0.977 1.6 0.995 3.3
EN AW-5754-O 0.996 0.4 2.4 0.969 2.8 0.946 5.3 0.911 9.3
EN AW-6016-T4 1.000 0.0 3.1 0.972 2.9 0.977 2.3 0.911 9.7
EN AW-6022-T43 0.947 5.3 5.1 0.969 2.3 0.967 2.1 0.932 1.5
EN AW-6111-T4 0.986 1.4 6.2 0.947 4.2 0.932 5.9 0.883 11.7
EN AW-6181-T4 0.944 5.6 4.4 0.982 3.9 0.977 3.4 0.917 2.9


Média Erro [%] 4.3 5.0 Média Erro [%] 4.6 Média Erro [%] 5.2 Média Erro [%] 8.9  


Tabela 4.6. Erros verificados na estimativa de 
b


σ  a partir de tensões limite de elasticidade 


medidas no plano da chapa. 
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Figura 4.49. Comparação do Indicador de Anisotropia em Tensão com os erros obtidos na 


previsão de 
b


σ . 


 


4.3.5.2. Aproximação do coeficiente de anisotropia em expansão biaxial 


 


Tal como para a tensão limite de elasticidade, o valor do coeficiente de anisotropia obtido 


em expansão biaxial simétrica pode ser utilizado na identificação dos parâmetros dos critérios de 


anisotropia, especialmente para o caso de critérios mais complexos. Para aproximar o valor deste 


coeficiente, Tong (2006) propõe a aproximação 


 


90


0


1


1


r


r
r
b +


+≈*  
(4.5) 


onde *


br  designa a aproximação do valor do coeficiente de anisotropia em expansão biaxial 


simétrica.  


Green et al. (2004) propõem para aproximar o mesmo coeficiente de anisotropia a 


expressão: 


 


2
900 rr


r
b


+≈* . 
(4.6) 


Recorrendo ao critério de Hill é possível obter duas aproximações para 
b
r . Uma das 


aproximações é obtida escrevendo o critério em função dos coeficientes de anisotropia 0r  e 90r  e é 


dada por 
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(4.7) 


A segunda aproximação é deduzida com base no mesmo critério a partir dos coeficientes de 


anisotropia e das tensões limite de elasticidade obtidas para as mesmas trajectórias: 


 ( )
( )90


2
90


0
2
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1


1


r


r
r
b +


+≈
σ
σ* . 


(4.8) 


Na tabela 4.7 apresentam-se, para cada um dos materiais que constam na tabela 4.5, os 


valores de *


br  obtidos de acordo com as expressões anteriores e os erros associados a cada uma 


delas. Na figura 4.50 são traçados os erros apresentados nesta tabela conjuntamente com os 


valores de um parâmetro com o qual se procura avaliar a anisotropia na deformação, calculado de 


acordo com a expressão 


 


0


45900


4


2


r


rrr
r


−+=∆ , 
(4.9) 


com a qual se procura dar uma ideia da variação média, normalizada, da anisotropia na 


distribuição da deformação. 


Da análise desta figura podemos concluir que, com excepção da aproximação proposta por 


Tong (2006), todas as outras expressões conduzem a aproximações com erros consideráveis 


relativamente aos resultados experimentais. Tal como para o caso anterior, não é possível 


estabelecer uma relação directa entre a anisotropia e o erro cometido nas aproximações. A 


aproximação proposta por Green et al. (2004) e a aproximação que resulta do critério de Hill a 


partir de 0r  e de 90r , apresentam, para determinados materiais, valores de erro inaceitáveis. 


Comparando todos os resultados conclui-se que a aproximação proposta por Tong (2006) é a mais 


adequada.única que, independente do material, apresenta valores de erro inferiores a 11 %, e logo, 


caso seja necessário, a mais adequada para aproximar o valor de 
b
r . 


 


Material rb EXP rb Erro [%] Sb/Y0 Erro [%] rb Erro [%] rb Erro [%]
EN AW-2090-T3 0.670 0.716 6.4 0.865 22.5 0.450 48.9 0.304 120.1
EN AW-5182-O 0.948 0.951 0.3 0.978 3.0 1.008 5.9 0.905 4.8
EN AW-6022-T43 1.149 1.174 2.1 1.334 13.9 0.879 30.8 1.413 18.7
EN AW-6111-T4 1.225 1.141 7.4 1.429 14.3 0.777 57.7 1.355 9.6
EN AW-6181-T4 0.820 0.918 10.7 0.986 16.9 0.747 9.8 0.819 0.2


Aprox. Hill Aprox. [Tong2006] Aprox. Hill48 S0/S90/r0/r90 Aprox. [Green2004]


 


Tabela 4.7. Erros verificados na estimativa de br  a partir dos coeficientes de anisotropia medidos 


no plano da chapa. 
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Figura 4.50. Comparação do Indicador de Anisotropia em Deformação com os erros obtidos na 


previsão de br . 


 


Pelo exposto, a aproximação da tensão limite de elasticidade e do coeficiente de 


anisotropia obtidos em expansão biaxial é possível e apresenta valores de erro aceitáveis. Esta 


conclusão está de acordo com o facto de Barlat et al. (2005) atribuírem peso 0.01 a dados 


experimentais que não foram obtidos em tracção, e pesos 1 e 0.1 às tensões limites de elasticidade 


e aos coeficientes de anisotropia obtidos em tracção, respectivamente. Ou seja, a utilização de 


aproximações quando se utilizam os pesos propostos por Barlat et al. (2005) conduzem a 


identificações onde o peso dos erros associados à aproximação é diminuto, funcionando como 


valores de referência e não como valores impostos. 


 


4.4. Leis de encruamento 


 


Nesta secção são efectuados estudos sobre as opções a tomar na identificação de parâmetros das 


leis de encruamento. Apresentam-se estudos acerca da optimização da tensão limite de 


elasticidade, da forma de determinar os parâmetros da componente cinemática e acerca da 


anisotropia de encruamento. 


 


4.4.1. Optimizar ou fixar a tensão limite de elasticidade 
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A tensão limite de elasticidade inicial obtida com base na lei de encruamento ( 0Y ), pode assumir 


um valor fixo, igual ao valor da tensão limite de elasticidade na direcção de laminagem, ou então, 


um valor igual à média das tensões limite de elasticidade nas diversas trajectórias. Outra opção 


consiste em considerar a tensão limite de elasticidade como mais uma das variáveis a optimizar 


durante a identificação.  


 Na figura 4.51 são apresentados os resultados experimentais (EXP) e numéricos, para três 


níveis de pré-deformação, referentes à liga de alumínio EN AW-5754-O. Os resultados numéricos 


correspondem às duas opções de identificação, ou seja, considerando um valor fixo da tensão 


limite de elasticidade, igual à tensão limite de elasticidade na direcção de laminagem (Y0 Fix), e 


considerando a opção de optimização da tensão limite de elasticidade (Y0 Opt). Na tabela 4.8 


mostram-se, para os dois tipos de optimização, os parâmetros obtidos para a lei isotrópica de 


Voce, para a lei cinemática de Chaboche e o erro correspondente a cada identificação. Da análise 


da tabela é possível constatar que o erro diminui significativamente quando se opta por optimizar 


a tensão limite de elasticidade. Esta diminuição do erro é consistente com os resultados 


apresentados na figura 4.51, em que se pode observar que os resultados numéricos 


correspondentes a esta opção de identificação reproduzem melhor o comportamento experimental, 


especialmente na zona de inversão trajectória. Da análise da tabela 4.8 é ainda possível constatar 


uma diferença considerável entre os valores das tensões limite de elasticidade correspondentes aos 


dois tipos de identificação. Do processo de identificação com a tensão limite de elasticidade 


optimizada resulta uma tensão de escoamento mais pequena. A principal conclusão que pode ser 


retirada é que a identificação simultânea da tensão de escoamento e dos restantes parâmetros das 


leis de encruamento, durante a optimização, permite uma maior flexibilidade para ajustar as zonas 


de inversão de trajectória. 


  


Figura 4.51. Curvas tensão-deformação equivalentes experimentais e numéricas obtidas 


considerando a tensão de escoamento identica à tensão obtida em tracção na direcção 


de laminagem (Y0 Fix) e optimizada (Y0 Opt). 
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Identificação 
0Y  


[MPa] 


C  


[MPa] 
n  xC  


satX  


[MPa] 
Erro [%] 


Y0 Fix 108.50 137.40 6.56 49.58 41.18 0.81 


Y0 Opt 70.18 141.17 9.54 115.34 58.71 0.58 


Tabela 4.8. Parâmetros identificados para o alúminio EN AW-5754-O a partir das curvas do 


ensaio de Bauschinger para três níveis de pré-deformação com a tensão de escoamento fixa (Yo 


Fix) ou resultante da própria identificação (Y0 Opt). 


 


4.4.2. Determinação da tensão inversa 


 


A determinação da evolução da tensão inversa ( X ) é feita com base em resultados de ensaios 


mecânicos em trajectórias complexas de deformação. Habitualmente são utilizados ensaios de 


corte com inversão de trajectória, pois como já referido, para chapas metálicas finas a realização 


de ensaios com inversão de trajectória em tracção-compressão está limitada a valores pequenos de 


deformação em corte. A evolução da tensão inversa pode ser descrita utilizando uma lei adequada 


(lei de encruamento cinemático) com os seus parâmetros determinados directamente com base no 


conhecimento da tensão limite de elasticidade na segunda trajectória. Alternativamente, os 


parâmetros da lei de encruamento cinemático podem ser obtidos utilizando as curvas tensão-


deformação complexas através de um processo de identificação onde é feita uma optimização 


global simultânea com a componente isotrópica do encruamento. Utilizando este procedimento, o 


valor da tensão limite de elasticidade na segunda trajectória para cada ensaio, não é imposto com 


base em valores pré-determinados, mas sim, optimizado. 


 Na figura 4.52 (a) e (b) mostra-se o comportamento em tensão aquando da inversão de 


trajectória. Considerando a evolução da componente cinemática da superfície se mantém paralela 


à solicitação, representado esquematicamente na figura 4.52 (a), a determinação da tensão inversa, 


assumindo que as duas trajectória são co-planares, pode ser calculada a partir da diferença entre a 


tensão de inversão caso apenas existisse encruamento cinemático e a tensão de inversão 


experimental ( X−σ ), como pode ser observado na figura 4.52 (b). Apesar do procedimento 


apresentado para a determinação da tensão inversa ser bastante simples, na prática esta tarefa 


revela-se mais complicada devido à dificuldade na determinação da tensão limite de elasticidade 


na segunda trajectória.  
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Figura 4.52. Representação esquemática da tensão obtida na inversão da trajectória (a) 


e da determinação da tensão inversa para trajectórias co-planares (b). 


 


Na figura 4.53 é apresentado um exemplo da determinação da tensão limite de elasticidade 


segundo o algoritmo descrito no Capítulo 3, que basicamente consiste em ajustar uma recta à parte 


elástica da deformação, na fase de inversão de trajectória, e considerar a definição de limite de 


elasticidade a determinado valor de deformação plástica. Nesta figura mostram-se os resultados 


experimentais (identificados pelas siglas EXP) obtidos com base em ensaios Bauschinger em 


corte, a 10, 20 e 30% de pré-deformação em corte, para o alumínio EN AW-5754-O. Na mesma 


figura mostram-se as rectas de ajuste à fase de inversão de trajectória, para os diferentes níveis de 


pré-deformação (Recta Ajus. Elas.), obtidas de acordo com o algoritmo proposto no Capítulo 3, e 


os pontos correspondentes às tensões limite de elasticidade na segunda trajectória (Tens. Lim. 


Elas. 2ª Traj.). De referir que os módulos de elasticidade aparentes obtidos na fase de inversão de 


trajectória apresentam uma variação considerável. No caso específico do material utilizado neste 


estudo, os valores dos módulos de elasticidade aparentes obtidos na inversão da trajectória foram 


de 51.2, 74.0 e 88.7 GPa, para as curvas obtidas a 10, 20 e 30 % de prédeformação, 


respectivamente. Esta observação justifica o facto de ter sido utilizado um procedimento de 


identificação mais complexo para determinar a tensão limite de elasticidade na segunda trajectória, 


e não utilizar directamente o módulo de elasticidade do material. 
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Figura 4.53. Detecção da tensão limite de elasticidade na segunda trajectória. 


 


Na tabela 4.9 apresenta-se os resultados obtidos para os coeficientes da lei de Chaboche 


(equação 2.44) identificados com base na tensão limite de elasticidade na segunda trajectória e 


resultantes da optimização simultânea do encruamento isotrópico e cinemático do comportamento. 


 


Tabela 4.9. Parâmetros da lei de Chaboche para a evolução da tensão inversa para diversos pontos 


na zona de inversão de trajectória. 


Identificação 
satX  


[MPa] 
xC  


Ajuste Y02 72.1 11.0 


DD3MAT 59.0 116.6 


 


 De modo a avaliar o impacto das duas opções de identificação dos parâmetros da lei de 


Chaboche, comparam-se nas figuras 4.54 (a) e (b) os resultados experimentais com as curvas 


numéricas obtidas com base nos parâmetros correspondentes às duas soluções, cujos parâmetros 


são apresentados na tabela 4.9. Como se pode observar pela comparação destas figuras, a 


determinação dos parâmetros da componente cinemática por optimização permite melhorar de 


forma visível a descrição do comportamento, em especial após a inversão da trajectória. 
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(a) 


 


(b) 


 


Figura 4.54. Curvas tensão-deformação equivalentes obtidas com a componete cinemática obtida 


por ajuste aos pontos de inversão de trajectória (a) e com os parâmetros resultantes da 


optimização. 
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4.4.3. Anisotropia de encruamento 


 


As características anisotrópicas dos materiais influenciam tanto a forma inicial da superfície limite 


de elasticidade como a sua evolução com a deformação. A evolução da superfície limite de 


elasticidade é modelada recorrendo a leis de encruamento, pelo que se levanta a questão se este 


pode ser correctamente caracterizado com base em ensaios efectuados apenas numa direcção de 


solicitação, ou então, se é necessário considerar resultados relativos a várias direcções. Esta 


necessidade foi avaliada, para diversos materiais, considerando individualmente a componente 


isotrópica e cinemática do encruamento. 


 


4.4.3.1. Componente isotrópica 


 


Na figura 4.55 são apresentadas as curvas tensão-deformação referentes a ensaios de tracção 


realizados segundo diversas orientações relativamente à direcção de laminagem (0, 15, 30, 45, 60, 


75 e 90º), para os alumínios EN AW-5182-O (a) e EN AW-6016-T4 (b) e para os aços DC06 (c), 


DP600 (d) e HSLA340 (e). As curvas apresentadas foram obtidas utilizando o critério de 


anisotropia mais adequado a cada material com os parâmetros identificados utilizando os valores 


de αr  e ασ  para as referidas direcções. Como pode ser observado na figura, a anisotropia dos 


valores da tensão no plano da chapa é pequena neste tipo de materiais, mesmo considerando que 


apresentam alguma anisotropia no que diz respeito aos coeficientes de anisotropia. Da análise das 


curvas tensão-deformação equivalentes pode-se concluir que as diferenças entre as curvas para as 


várias orientações são observáveis, mas suficientemente pequenas para justificar a utilização de 


encruamento anisotrópico.  


De modo a minimizar o erro na descrição do comportamento do material, o ajuste das 


curvas de encruamento deve ser efectuado utilizando as curvas equivalentes obtidas a partir do 


critério de anisotropia que irá ser utilizado na simulação numérica. O que implica que, o ajuste da 


lei de encruamento com base nas curvas obtidas na direcção de laminagem e a utilização do 


critério de von Mises para determinar os valores equivalentes não deve ser utilizado, a menos que 


o material seja isotrópico. 
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Figura 4.55. Curvas tensão-deformação equivalentes obtidas em tracção para 0, 15, 30, 45, 60, 75 


e 90º com a direcção de laminagem para os alumínios EN AW-5182-O (a) e EN AW-6016-T4 (b) 


e para os aços DC06 (c), DP600 (d) e HSLA340 (e). 


 


4.4.3.2. Componente cinemática 


 


Para avaliar a necessidade de considerar a anisotropia da componente cinemática do encruamento, 


para os materiais referidos na secção anterior, foram efectuadas identificações dos parâmetros da 


lei de encruamento cinemática de Chaboche utilizando as curvas de ensaios de corte com inversão 


de trajectória obtidas em ensaios realizados a 0º, a 45º, a 90º e a 0, 45 e 90º com a direcção de 


laminagem para os materiais referidos na secção anterior para três níveis de pré-deformação (10, 


20 e 30 %). Os parâmetros identificados são mostrados na tabela 4.10. Analisando os valores dos 


parâmetros apresentados na tabela pode constatar-se que a determinação da tensão inversa tem 


fraca dependência da orientação. Dada a elevada sensibilidade da determinação da evolução da 


tensão inversa, já mostrada na secção 4.2.2, a dispersão dos valores dos parâmetros identificados 


traduz mais esse facto. 
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 0º 45º 90º 0, 45 e 90º 


 xC  
satX  


[MPa] 
xC  


satX  


[MPa] 
xC  


satX  


[MPa] 
xC  


satX  


[MPa] 


A5182 94.2 47.2 91.7 51.3 95.5 47.3 93.9 48.5 


A6016 94.5 47.4 90.1 48.3 95.5 53.2 89.3 49.5 


DC06 2.5 43.7 2.0 50.2 3.0 50.8 1.3 45.9 


DP600 39.5 252.3 40.3 275.5 38.3 253.9 39.3 262.8 


HSLA340 24.7 92.0 13.6 112.8 9.6 102.5 12.8 109.4 


Tabela 4.10. Parâmetros identificados para lei de encruamento cinemática de Chaboche a partir de 


ensaios de Bauschinger em corte realizados a 0, 45 e 90 com a direcção de laminagem. 
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Capítulo 5 


 


Identificação Automática de Parâmetros de Materiais de 


Estampagem  


 
5.1. Introdução 


 


Neste capítulo são apresentadas identificações de parâmetros para alguns dos materiais mais 


utilizados em estampagem. Os modelos escolhidos para caracterizar cada material, variam de 


acordo com o número e o tipo de resultados experimentais disponíveis.  


As identificações dos parâmetros dos modelos foram efectuadas utilizando o algoritmo 


proposto no capítulo 3. Foram utilizados pesos iguais para todos os dados. 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita 


com base nos valores dos coeficientes de anisotropia e, sempre que possível, utilizando a evolução 


da relação 0/σσα  ao longo da deformação em vez da tensão limite de elasticidade inicial (como 


proposto no capítulo 4).  


A identificação dos parâmetros de encruamento foi efectuada em função do tipo de curvas 


experimentais disponíveis. Quando possível as identificações foram efectuadas considerando 


encruamento isotrópico puro e isotrópico e cinemático. No primeiro caso, foram consideradas 


duas possibilidades, utilizar as curvas tensão-deformação obtidas: em tracção; em tracção e em 


corte. No segundo caso, ou seja, considerando encruamento isotrópico e cinemático, foram sempre 


utilizadas todas as curvas disponíveis. Nas identificações dos parâmetros de encruamento foi 


sempre utilizada a tensão limite de elasticidade como variável a optimizar (secção 4.2.1). 


 


5.2. Caracterização da Liga de Alumínio EN AW-6022-T43 
 


Nesta secção apresenta-se a identificação dos parâmetros para uma liga de alumínio EN AW-


6022, produzida pela siderurgia Alcoa sob a forma de chapa de 1 mm de espessura no estado 


temperado e envelhecido naturalmente (T43). Na tabela 5.1 apresenta-se a composição química 


desta liga de alumínio. 
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Tabela 5.1. Composição química (em percentagem em peso) da liga de alumínio EN AW-6022-
T43 (Brem et al., 2005). 


Si 


[%] 


Fe 


[%] 


Cu 


[%] 


Mn 


[%] 


Mg 


[%] 


Cr 


[%] 


Zn 


[%] 


Ti 


[%] 


0.82 0.28 0.73 0.21 0.65 0.03 0.02 0.02 


 


Os ensaios mecânicos, utilizado nesta identificação, foram efectuados nos laboratórios da 


própria Alcoa e foram apresentados na conferência Numisheet 2005. A descrição mais detalhada 


dos ensaios pode ser encontrada na referência (Brem et al., 2005). 


A caracterização deste material foi efectuada com base em ensaios de tracção segundo as 


direcções fazendo ângulos de 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem, de um 


‘Bulge test’ e de um ensaio de compressão de discos. Na tabela 5.2. apresentam-se os valores do 


coeficiente de anisotropia e da tensão limite de elasticidade determinados em tracção, segundo as 


orientações com a direcção de laminagem atrás referidas. Na tabela 5.3 apresentam-se os valores 


da tensão limite de elasticidade e do coeficiente de anisotropia em expansão biaxial simétrica 


obtidos a partir do ‘Bulge test’ e de ensaios de compressão de discos, respectivamente. Na figura 


5.1 mostram-se as curvas de tensão-deformação reais (duas curvas por orientação) obtidas nos 


ensaios de tracção para os ângulos de 0 (T_00_1, T_00_2), 45 (T_45_1, T_45_2) e 90º (T_90_1, 


T_90_2) com a direcção de laminagem, sendo estas as únicas curvas disponíveis para a 


determinação do encruamento. O módulo de elasticidade determinado experimentalmente foi de 


70.2 GPa e o coeficiente de Poison de 0.363 (Brem et al., 2005). 


Tabela 5.2. Valores experimentais dos coeficientes de anisotropia e das tensões limite de 
elasticidade em tracção no plano da chapa para a liga de alumínio EN AW-6022-T43 (Brem et al., 


2005). 
Ângulo com a Direcção 


de Laminagem [º] 
Coeficiente de 
Anisotropia 


Tensão Limite de 
Elasticidade [MPa]  


0 1.029 136.0 
15 1.010 136.0 
30 0.703 134.7 
45 0.532 131.2 
60 0.553 129.8 
75 0.689 128.9 
90 0.728 127.6 


 


Tabela 5.3. Valores experimentais do coeficiente de anisotropia e da tensão limite de elasticidade 
obtidos em expansão biaxial para a liga de alumínio EN AW-6022-T43 (Brem et al., 2005). 


Coeficiente de Anisotropia em 
Expansão Biaxial Simétrica 


Tensão Limite de Elasticidade em 
Expansão Biaxial Simétrica [MPa] 


1.149 128.8 
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Figura 5.1. Curvas tensão-deformação obtidas experimentalmente em tracção para a liga de 


alumínio EN AW-6022-T43 para as direcções 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem (Brem et 


al., 2005). 


 


5.2.1. Identificação dos Parâmetros do Critério de Anisotropia 
 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita com base 


nos valores do coeficiente de anisotropia e da tensão limite de elasticidade, obtidos em tracção e 


em expansão biaxial simétrica apresentados nas tabelas 5.2 e 5.3. Foi efectuada a identificação dos 


parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001. Nas tabelas 5.4 a 5.8 


apresentam-se os parâmetros destes modelos identificados a partir de conjuntos diferentes de 


dados experimentais. Nas tabelas 5.4 a 5.9 apresentam-se os parâmetros identificados para os 


modelos Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001 utilizando: ασ , αr , bσ  e br  (Tabela 5.4); 


ασ , αr  e br  (Tabela 5.5); ασ , αr , e bσ  (Tabela 5.6); ασ  e αr  (Tabela 5.7); αr  (Tabela 5.8); e ασ  


(Tabela 5.9). Na tabela 5.7, não são apresentados os parâmetros referentes ao modelo CB2001, 


porque, como concluído anteriormente (secção 4.3), apesar da identificação ser possível, os 


parâmetros encontrados para este modelo utilizando os resultados experimentais ασ , αr  e bσ  não 


é fiável. Nas tabelas 5.8 e 5.9 não são apresentados os resultados para o modelo CB2001, dado 


que com os resultados experimentais correspondentes não é possível a identificação dos 


parâmetros deste modelo. 
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Tabela 5.4. Parâmetros identificados para os critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN 


e CB2001, para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando todos os dados experimentais 


conhecidos ( ασ , αr , bσ  e br ). 


 F G H N   
Hill48 0.683 0.530 0.529 1.265   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.115 1.031 1.033 0.958 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 1.140 1.035 1.034 0.948 0.835 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 1.125 1.037 1.023 1.044 0.826  
 


1a  2a  3a  4a  1b  2b  
CB2001 1.170 1.416 1.157 1.010 1.799 1.972 


 
3b  4b  5b  10b  


c   


 1.229 1.798 1.669 1.500 1.007  


 


Tabela 5.5. Parâmetros identificados para os critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN 
e CB2001, para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os dados experimentais obtidos 
em tracção ( ασ  e αr ) e o coeficiente de anisotropia obtido em expansão biaxial simétrica ( br ). 


 F G H N   
Hill48 0.690 0.535 0.533 1.276   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.121 1.037 1.038 0.964 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 1.145 1.038 1.037 0.952 0.835 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 1.125 1.037 1.023 1.044 0.826  
 


1a  2a  3a  4a  1b  2b  
CB2001 1.043 1.416 1.236 0.922 1.343 2.436 


 
3b  4b  5b  10b  


c   


 0.397 0.100 1.015 0.598 1.002  
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Tabela 5.6. Parâmetros identificados para os critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93 e 
YLDLIN, para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os dados experimentais obtidos 
em tracção ( ασ  e αr ) e o coeficiente de anisotropia obtido em expansão biaxial simétrica ( bσ ). 


 F G H N   
Hill48 0.721 0.490 0.526 1.264   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.137 1.008 1.031 0.959 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 1.168 1.005 1.033 0.948 0.834 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 1.171 0.996 1.026 1.048 0.903  


 


Tabela 5.7. Parâmetros identificados para os critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93 e 
YLDLIN para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os dados experimentais obtidos 


em tracção ( ασ  e αr ). 


 F G H N   
Hill48 0.733 0.498 0.534 1.283   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.143 1.013 1.037 0.964 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 1.174 1.008 1.037 0.952 0.835 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 1.171 0.996 1.026 1.048 0.903  
 


Tabela 5.8. Parâmetros identificados para os critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93 e 


YLDLIN, para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os coeficientes de anisotropia 


experimentais obtidos em tracção ( αr ). 


 F G H N   
Hill48 0.720 0.486 0.526 1.251   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.116 0.989 1.013 0.940 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 1.169 1.003 1.033 0.947 0.836 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 1.185 1.005 1.037 1.060 0.842  
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Tabela 5.9. Parâmetros identificados para os critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93 e 
YLDLIN, para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando as tensões limite de elasticidade 


obtidas em tracção ( ασ ). 


 F G H N   
Hill48 0.627 0.489 0.504 1.570   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.122 0.994 1.002 1.022 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 1.122 0.993 1.003 1.022 0.842 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 1.148 1.013 1.025 1.045 0.837  


 
As evoluções experimentais e numéricas do coeficiente de anisotropia e da tensão limite de 


elasticidade no plano da chapa em tracção, do coeficiente de anisotropia e do valor da tensão 


limite de elasticidade obtidos em expansão biaxial para os diversos conjuntos de parâmetros foram 


já apresentados no capítulo anterior, com excepção da identificação efectuada com base apenas em 


ασ . Para as identificações efectuadas a partir de todos os dados conhecidos ασ , αr , bσ  e br , ou 


seja, correspondentes aos parâmetros apresentados na tabela 5.4, são apresentados os resultados 


nas figuras 4.28 (b), 4.29 (b), 4.31 e 4.30. Para as identificações efectuadas a partir de ασ , αr  e br , 


correspondentes à tabela 5.5, são apresentados os resultados nas figuras 4.22 (b), 4.23 (b), 4.24 e 


4.26. Para as identificações efectuadas a partir de ασ , αr  e bσ , correspondentes à tabela 5.6, são 


apresentados os resultados nas figuras 4.16 (b), 4.17 (b), 4.20 e 4.18. Para as identificações 


efectuadas a partir de ασ , αr , correspondentes à tabela 5.7, são apresentados os resultados nas 


figuras 4.11 (b), 4.12 (b), 4.15 e 4.14. Para as identificações efectuadas a partir de αr , 


correspondentes à tabela 5.8, são apresentados os resultados nas figuras 4.8 (b), 4.6 (b), 4.10 e 4.9. 


Os resultados referentes às identificações efectuadas a partir de ασ , correspondentes à tabela 5.9, 


são apresentados nas figuras 4.22, 4.23, 4.24 e 4.25. 


Nas figuras 5.2 (a), (b), (c), e (d) mostram-se as projecções no plano );( yyxx σσ  de cortes 


da superfície limite de elasticidade definidas para o critério de Hill48 a partir de identificações 


efectuadas a partir de: ασ ; αr ; ασ  e αr ; e ασ , αr , bσ  e br . Nestas figuras são também 


representados os valores experimentais conhecidos: da tensão limite de elasticidade, representada 


por círculos, e da direcção das normais à superfície limite de elasticidade deduzida a partir do 


coeficiente de anisotropia, representadas por traços. Os valores de xyτ  escolhidos para traçar as 


projecções, =xyτ  0, 0.250, 0.433 e 0.500, são tais que correspondem às trajectórias de tracção a 0 
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(90º), 15 (75º), 30 (60º) e 45º, respectivamente. A comparação das figuras 5.2 permite concluir 


que as superfícies limite de elasticidade dependem das condições de identificação. No caso da 


figura 5.2 (a) a superfície de plasticidade aproxima-se dos pontos experimentais em tensão mas a 


normal à superfície é ligeiramente diferente da direcção definida experimentalmente a partir dos 


coeficientes de anisotropia; isto deve-se ao facto desta superfície ter sido obtida com base apenas 


nos valores de ασ .O inverso é observado na figura 5.2 (b), pois neste caso a superfície de 


plasticidade foi obtida a partir dos valores de αr . A superfície apresentada na figura 5.2 (c) resulta 


de uma identificação de compromisso entre as duas anteriores, dado que foi obtida a partir dos 


valores de ασ  e de αr  simultaneamente. Por último a figura 5.2 (d) mostra que, apesar da 


dificuldade do modelo de Hill48 ajustar em simultâneo todos os dados experimentais (como já 


referido no capítulo anterior), a inclusão de bσ  e de br  nos dados utilizados melhora a descrição 


da superfície, especialmente a falta de simetria da mesma em relação ao eixo xxσ = yyσ . 


As figuras 5.3 (a) e (b) apresentam as projecções da superfície segundo o modelo CB2001, 


cujos parâmetros foram identificados a partir de: (a) ασ , αr  e br  e (b) ασ , αr , bσ  e br . A inclusão 


do maior número de resultados experimentais possível, especialmente na identificação dos 


parâmetros dos modelos mais flexíveis (com a capacidade de compatibilizar os diferentes tipos de 


dados), é particularmente benéfica, como pode ser observado comparando as figuras 5.3 (a) e (b). 


De facto a inclusão de bσ  nos dados experimentais utilizados na identificação permite melhorar a 


aproximação aos resultados experimentais. 
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(a)


 


(b)


 
(c)


 


(d)


 


Figura 5.2. Projecções no plano );( yyxx σσ  de cortes nas superfícies limite de elasticidade da liga 


de alumínio EN AW-6022-T43 correspondentes às identificações efectuadas com o modelo de 
Hill48 utilizando: (a) ασ ; (b) αr ; (c) ασ , αr ; e (d) ασ , αr , bσ  e br . São também apresentados 


resultados experimentais referentes a ensaios de tracção e de expansão biaxial simétrica. 
 


(a)


 


(b)


 


Figura 5.3. Projecções no plano );( yyxx σσ  de cortes nas superfícies limite de elasticidade da liga 


de alumínio EN AW-6022-T43 correspondentes às identificações efectuadas com o modelo de 
CB2001 utilizando: (a) ασ , αr  e br ; e (d) ασ , αr , bσ  e br . São também apresentados resultados 


experimentais referentes a ensaios de tracção e de expansão biaxial simétrica. 
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De entre as diversas identificações dos parâmetros dos critérios de anisotropia, a mais 


adequada, como concluído no capítulo anterior (secção 4.3.2.6), é a obtida a partir do maior 


número de dados possível, ou seja, a obtida a partir de ασ , αr , bσ  e br , cujos parâmetros são 


apresentados na tabela 5.4 para os cinco critérios. Na tabela 5.10, são apresentados os erros 


obtidos nestas condições de identificação, sendo possível concluir que o critério CB2001 é o que 


apresenta o menor erro de identificação. 


 


Tabela 5.10. Erros obtidos na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia Hill48, 
YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001 para a liga EN AW-6022-T43, a partir de ασ , αr , bσ  e br . 


Modelo Erro [%] 
Hill48 5.8 
YLD91 5.5 
KB93 5.5 


YLDLIN 8.9 
CB2001 2.7 


 


5.2.2. Identificação dos Parâmetros da Lei de Encruamento 
 


Para identificar os parâmetros da lei de encruamento é necessário definir previamente a tensão 


equivalente, o que é feito recorrendo a um critério de anisotropia. O critério de anisotropia 


CB2001 é o que apresenta menor erro, e como tal, o que melhor descreve a superfície limite de 


elasticidade da liga de alumínio EN AW-6022-T43. Apesar do CB2001 ser o mais adequado 


apresenta-se a identificação dos parâmetros para alguns modelos de encruamento utilizando todos 


os critérios e condições de identificação referidas na secção anterior. 


Não dispondo de curvas tensão-deformação deste material com inversão de trajectória, 


apenas é possível efectuar a identificação dos parâmetros de leis de encruamento isotrópicas. Nas 


tabelas 5.11 a 5.15 apresentam-se os parâmetros identificados para as leis de encruamento 


isotrópicas de Swift (equação 2.39), de Voce (equação 2.40) e de Chaboche (equação 2.41) 


utilizando os modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN e CB2001 (CB2001 quando possível), 


com os parâmetros identificados a partir de αr , ασ , br  e bσ  (tabela 5.4); αr , ασ  e br  (tabela 5.5); 


αr  e ασ  (tabela 5.7); αr  (tabela 5.8); e ασ  (tabela 5.9), respectivamente. Nas tabelas 5.11 a 5.15 


mostram-se também os erros obtidos nas diversas identificações. Foi também efectuada uma 


identificação dos parâmetros da lei de encruamentoutilizando para definir a tensão equivalente o 


critério de von Mises, apresenta-se na tabela 5.15 os respectivos parâmetros. 
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Na figura 5.4 apresentam-se os resultados experimentais e numéricos para tracção obtidos 


a partir do conjunto de parâmetros mais adequados, ou seja, utilizando o critério de anisotropia 


CB2001, com os parâmetros da tabela 5.4 e para as lei de encruamento isotrópicas para os 


parâmetros apresentados na tabela 5.11. Nesta figura é possível constatar que os três modelos 


ajustam bem o comportamento. A dispersão em relação ao valor médio observada para as diversas 


leis de encruamento é devido ao critério de anisotropia não permitir uma equivalência perfeita 


para os diversos ensaios. Como pode ser concluído a partir do erro apresentado na tabela 5.11, os 


modelos de encruamento (isotrópicos) mais adequados para a simulação do encruamento deste 


material são os modelos Voce e Chaboche. 


 


Tabela 5.11. Parâmetros identificados para as leis de encruamento isotrópicas Swift, Voce e 
Chaboche para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os critérios de anisotropia Hill48, 
YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001 com os parâmetros identificados a partir de ασ , αr , bσ  e br . 


Optim.: αr , ασ , br  e bσ  Hill48 YLD91 KB93 YLDLIN CB2001 


Swift C  489.7 494.5 494.5 500.5 494.1 
 n  0.281 0.286 0.284 0.292 0.284 


 0Y  112.7 114.6 114.6 117.4 113.3 


 Erro [%] 4.86 3.64 3.97 1.88 3.26 


Voce 0Y  135.9 135.9 136.7 136.9 136.9 


 satR  197.4 199.6 200.1 201.8 202.0 


 YC  10.3 10.2 10.1 9.8 9.9 


 Erro [%] 4.75 3.50 3.84 1.71 3.13 


Chaboche 0Y  135.2 133.1 135.4 127.0 135.6 


 1Q  196.9 194.5 170.5 203.9 190.0 


 1C  9.7 9.4 9.7 9.4 10.7 


 2Q  5.2 11.6 30.4 11.7 62.2 


 2C  38.7 38.4 14.6 158.0 0.6 


 Erro [%] 4.75 3.51 3.84 1.71 3.13 
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Tabela 5.12. Parâmetros identificados para as leis de encruamento isotrópicas Swift, Voce e 
Chaboche para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os critérios de anisotropia Hill48, 


YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001 com os parâmetros identificados a partir de ασ , αr  e br . 


Optim.: αr , ασ  e br  Hill48 YLD91 KB93 YLDLIN CB2001 


Swift C  491.9 498.4 498.7 498.4 500.2 
 n  0.282 0.287 0.287 0.290 0.291 


 0Y  113.3 116.1 116.4 116.1 116.6 


 Erro [%] 4.85 3.62 3.93 1.88 2.72 


Voce 0Y  136.9 137.2 137.2 135.6 136.3 


 satR  198.4 199.9 199.9 201.8 201.8 


 YC  10.2 10.2 10.2 10.0 10.0 


 Erro [%] 4.74 3.49 3.80 1.72 2.60 


Chaboche 0Y  137.4 133.31 133.1 136.1 135.4 


 1Q  136.6 191.0 201.5 173.9 142.6 


 1C  11.1 6.3 9.9 8.1 7.4 


 2Q  66.1 44.2 5.1 36.2 69.4 


 2C  7.5 27.0 149.9 17.7 14.9 


 Erro [%] 4.74 3.50 3.80 1.71 2.59 


 


Tabela 5.13. Parâmetros identificados para as leis de encruamento isotrópicas Swift, Voce e 
Chaboche para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os critérios de anisotropia Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN com os parâmetros identificados a partir de ασ  e αr . 


Optim.: αr  e ασ  Hill48 YLD91 KB93 YLDLIN 


Swift C  494.9 499.8 499.8 504.6 
 n  0.284 0.289 0.288 0.296 


 0Y  114.4 116.8 116.6 118.7 


 Erro [%] 4.74 3.26 3.70 0.79 


Voce 0Y  136.9 137.0 137.6 136.9 


 satR  199.6 200.5 200.4 204.6 


 YC  10.2 10.1 10.1 9.6 


 Erro [%] 4.74 3.12 3.57 0.40 


Chaboche 0Y  135.7 129.4 136.7 135.9 


 1Q  174.7 200.4 166.3 204.4 


 1C  10.8 10.2 11.7 8.6 


 2Q  27.2 7.4 130.6 8.9 


 2C  6.6 249.9 1.1 40.5 


 Erro [%] 4.64 3.12 3.57 0.37 
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Tabela 5.14. Parâmetros identificados para as leis de encruamento isotrópicas Swift, Voce e 
Chaboche para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os critérios de anisotropia Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN com os parâmetros identificados a partir de αr . 


Optimização: αr  Hill48 YLD91 KB93 YLDLIN 


Swift C  492.7 488.3 498.0 508.8 
 n  0.287 0.289 0.288 0.294 


 0Y  114.8 114.6 116.2 118.5 


 Erro [%] 4.89 3.31 3.73 0.80 


Voce 0Y  135.0 133.9 136.5 139.1 


 satR  198.5 196.9 199.6 207.0 


 YC  10.0 10.0 10.2 9.6 


 Erro [%] 4.79 3.17 3.61 0.41 


Chaboche 0Y  133.3 130.5 137.0 136.0 


 1Q  196.7 196.0 196.6 204.6 


 1C  9.1 10.2 10.0 9.0 


 2Q  10.5 2.8 3.2 8.5 


 2C  41.4 250 11.2 46.1 


 Erro [%] 3.77 3.61 4.79 0.35 


 


Tabela 5.15. Parâmetros identificados para as leis de encruamento isotrópicas Swift, Voce e 
Chaboche para a liga de alumínio EN AW-6022-T43, utilizando os critérios de anisotropia von 


Mises, Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN com os parâmetros identificados a partir de ασ . 


Optim.: ασ  Mises Hill48 YLD91 KB93 YLDLIN 


Swift C  481.7 502.0 502.9 502.0 500.7 
 n  0.288 0.294 0.295 0.293 0.292 


 0Y  112.2 117.4 118.1 117.4 116.6 


 Erro [%] 3.52 1.12 1.16 1.17 1.12 


Voce 0Y  133.3 138.0 137.4 136.9 136.9 


 satR  195.7 203.7 202.7 203.7 203.8 


 YC  9.7 9.5 9.7 9.7 9.7 


 Erro [%] 3.41 0.85 0.89 0.90 0.85 


Chaboche 0Y  130.9 133.1 130.5 134.6 134.6 


 1Q  118.8 203.7 204.8 125.5 231.5 


 1C  7.0 8.6 8.7 13.5 1.7 


 2Q  86.0 12.1 13.2 112.3 117.3 


 2C  13.9 50.0 70.2 3.8 15.2 


 Erro [%] 3.41 0.83 0.88 0.88 0.82 
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Figura 5.4. Curvas experimentais e numéricas obtidas para a liga de alumínio EN AW-6022-T43 
em tracção para 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem. Curvas numéricas obtidas a partir das 
leis de encruamento isotrópicas Swift, Voce e Chaboche utilizando o critério de anisotropia 


CB2001, com parâmetros obtidos a partir de ασ , αr , bσ  e br . 


 


5.3. Caracterização da Liga de Alumínio EN AW-6111-T4 
 


Nesta secção identificam-se os parâmetros para uma liga de alumínio EN AW-6111, produzido 


pela siderúrgica Alcoa sob a forma de chapa de 1 mm de espessura no estado temperado e 


envelhecido naturalmente (T4). Apresenta-se na tabela 5.16 a composição química desta liga de 


alumínio.  


 


Tabela 5.16. Composição química (em percentagem em peso)da liga de alumínio EN AW-6111-
T4 (Brem et al., 2005). 


Si 


[%] 


Fe 


[%] 


Cu 


[%] 


Mn 


[%] 


Mg 


[%] 


Cr 


[%] 


Zn 


[%] 


Ti 


[%] 


0.82 0.28 0.73 0.21 0.65 0.03 0.02 0.02 


 


Os ensaios mecânicos para caracterização deste material foram efectuados pelos 


laboratórios da Alcoa e foram apresentados na conferência Numisheet 2002. Uma descrição mais 


detalhada dos ensaios efectuados pode ser encontrada em (Brem et al., 2002). A caracterização 


mecânica deste material, foi efectuada com base em ensaios de tracção no plano da chapa segundo 


as direcções que fazem ângulos de 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem, de um 


ensaio ‘Bulge test’ e de um ensaio de compressão de discos. Na tabela 5.17 apresentam-se os 
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valores do coeficiente de anisotropia e da tensão limite de elasticidade determinados 


experimentalmente em tracção para as orientações referidas. Na tabela 5.18 apresentam-se os 


valores da tensão limite de elasticidade e do coeficiente de anisotropia, obtidos para a partir do 


ensaio ‘Bulge test’ e do ensaio de compressão de discos, respectivamente. Apresentam-se na 


figura 5.5 as curvas obtidas nos ensaios de tracção para as referidas orientações (2 por orientação). 


O módulo de elasticidade determinado para esta liga de alumínio foi de 70.5 GPa e o coeficiente 


de Poison de 0.342 (Brem et al., 2002).  


 


Tabela 5.17. Valores experimentais do coeficiente de anisotropia e da tensão- limite de 
elasticidade obtidos em tracção no plano da chapa para a liga de alumínio EN AW-6111-T4. 


Ângulo com a Direcção 
de Laminagem [º] 


Coeficiente de 
Anisotropia 


Tensão limite de 
Elasticidade [MPa]  


0 0.894 194.1 
15 0.885 189.6 
30 0.743 182.2 
45 0.611 177.9 
60 0.611 176.5 
75 0.627 175.0 
90 0.660 173.4 


 


Tabela 5.18. Valores experimentais dos coeficientes de anisotropia e da tensão limite de 
elasticidade obtidos em expansão biaxial para a liga de alumínio EN AW-6111-T4. 


Coeficiente de Anisotropia em 
Expansão Biaxial Simétrica 


Tensão limite de Elasticidade em 
Expansão Biaxial Simétrica [MPa]  


1.225 191.4 


 


Figura 5.5. Curvas tensão-deformação obtidas experimentalmente em tracção para a liga de 
alumínio EN AW-6111-T4 para as direcções 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de 


laminagem. 
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5.3.1. Identificação dos Parâmetros do Critério de Anisotropia 
 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita com base 


nos valores do coeficiente de anisotropia e da tensão limite de elasticidade, obtidos em tracção e 


em expansão biaxial simétrica apresentados nas tabelas 5.17 e 5.18. Na tabela 5.19 apresentam-se 


os parâmetros identificados para os critérios Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001.  


 


Tabela 5.19. Parâmetros identificados para a liga de alumínio EN AW-6111-T4 segundo os 
critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001 a partir de ασ , αr , bσ  e br . 


 F G H N   
Hill48 0.735 0.558 0.496 1.464   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.153 1.058 1.023 1.013 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 1.174 1.054 1.010 1.000 0.834 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 1.151 1.079 1.001 1.115 0.881  
 


1a  2a  3a  4a  1b  2b  
CB2001 1.138 1.512 1.130 1.091 1.800 1.296 


 
3b  4b  5b  10b  


c   


 0.244 1.800 1.337 1.131 1.002  
 


As figuras 4.28 (c), 4.29 (c), 4.31 e 4.30 traduzem graficamente os resultados da 


identificação de parâmetros dos critérios de anisotropia indicados na tabela 5.19. 


Nas figuras 5.9 (a), (b), (c), (d) e (e) mostram-se as projecções, no plano );( xxxx σσ , de 


cortes da superfície limite de elasticidade definidas de acordo com os critérios Hill48, YLD91, 


KB93, YLDLIN e CB2001, respectivamente. Os valores de xyτ  escolhidos para traçar as 


projecções, =xyτ  0, 0.250, 0.433 e 0.500, são tais que correspondem às trajectórias de tracção a 0 


(90º), 15 (75º), 30 (60º) e 45º, respectivamente. Nestas figuras são também representados os 


valores experimentais conhecidos. O critério de anisotropia CB2001 é o que melhor traduz os 


valores experimentais da tensão limite de elasticidade assim como a as direcções definidas a partir 


dos coeficientes de anisotropia. Esta observação é confirmada a partir dos erros obtidos na 


identificação, apresentados na tabela 5.20. 
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(a) 


 


(b) 


 
(c) 


 


(d) 


 
                                    (e) 


 
Figura 5.6. Projecções no plano );( yyxx σσ  de cortes nas superfícies limite de elasticidade 


correspondentes às identificações efectuadas com os modelos Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e 
CB2001 para liga de alumínio EN AW-6111-T4. São também apresentados resultados 
experimentais referentes a ensaios de tracção e de expansão biaxial simétrica. 
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Tabela 5.20. Erros obtidos na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia Hill48, 
YLD91, KB93, YLDLIN e CB2001 para a liga EN AW-6111-T4, a partir de ασ , αr , bσ  e br . 


 Erro [%] 
Hill48 5.8 
YLD91 5.5 
KB93 5.5 


YLDLIN 8.9 
CB2001 2.7 


 


5.3.2. Identificação dos Parâmetros da Lei de Encruamento 


 


Para este material, foram efectuadas identificações de parâmetros para as leis de encruamento, 


utilizando os critérios Hill48, YLD91 e CB2001. Os dados experimentais disponíveis para este 


material apenas permitem a determinação dos parâmetros para leis de encruamento isotrópicas. 


Apresentam-se na tabela 5.21 os parâmetros identificados para as leis de encruamento isotrópicas 


Swift e Voce utilizando os critérios Hill48, YLD91 e CB2001. Nesta tabela são também 


apresentados os erros de identificação. Nas figura 5.7 a 5.9 compara-se os resultados 


experimentais e numéricos de tracção obtidos a partir dos parâmetros da tabela 5.21. Os dois 


modelos de encruamento mostram um bom ajuste das curvas experimentais, embora o mais 


adequado seja o de Voce, como pode ser concluído a partir dos erros de identificação apresentados 


na tabela 5.21. 


 


Tabela 5.21. Parâmetros identificados para as leis de encruamento isotrópicas Swift e Voce 
utilizando os critérios de anisotropia Hill48, YLD91 e CB2001 para a liga de alumínio EN AW-


6111-T4. 


Optim.: αr , ασ , br  e bσ  Hill48 YLD91 CB2001 


Swift C  623.3 625.1 635.0 
 n  0.286 0.286 0.287 


 0Y  181.3 182.2 184.5 


 Erro [%] 2.05 1.32 2.42 


Voce 0Y  196.7 196.0 198.6 


 satR  243.0 243.9 246.6 


 YC  8.6 8.7 8.8 


 Erro [%] 2.00 1.24 2.39 
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Figura 5.7. Curvas experimentais e numéricas de tracção para 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a 
direcção de laminagem para a liga de alumínio EN AW-6111-T4. Curvas numéricas obtidas a 


partir das leis isotrópicas de encruamento de Swift e Voce e do critério de anisotropia de Hill48. 
 


 
Figura 5.8. Curvas experimentais e numéricas de tracção para 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a 
direcção de laminagem para a liga de alumínio EN AW-6111-T4. Curvas numéricas obtidas a 


partir das leis isotrópicas de encruamento de Swift e Voce e do critério de anisotropia de YLD91. 
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Figura 5.9. Curvas experimentais e numéricas de tracção para 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a 
direcção de laminagem para a liga de alumínio EN AW-6111-T4. Curvas numéricas obtidas a 


partir das leis isotrópicas de encruamento de Swift e Voce e do critério de anisotropia de CB2001. 
 


5.4. Caracterização do Alumínio EN AW-5182-H111 
 


A liga de alumínio da série EN AW-5182, para a qual se determinam aqui os parâmetros, foi 


produzida pela siderurgia Novelis Switzerland, sob a forma de chapa chapa com de 1 mm de 


espessura, no estado recozido e deformada a frio, para induzir um pequeno encruamento final 


(H111). Apresenta-se na tabela 5.22 a composição química típica desta liga de alumínio. 


 


Tabela 5.22. Composição química (em percentagem em peso) da liga de alumínio EN AW-5182-
H111. 


Si 


[%] 


(max) 


Fe 


[%] 


(max) 


Cu 


[%] 


(max) 


Mn 


[%] 


 


Mg 


[%] 


 


Cr 


[%] 


(max) 


Zn 


[%] 


(max) 


Ti 


[%] 


(max) 


0.2 0.35 0.15 0.2-0.5 4.0-5.0 0.1 0.25 0.1 


 


Os ensaios mecânicos necessários à caracterização desta chapa alumínio foram efectuados numa 


máquina de ensaio de tracção universal INSTRON 4505 equipada com uma célula de carga de 30 


kN (Laboratório LG2M – Laboratoire de Génie Mécanique et Matériaux - Université de Bretagne-


Sud, Lorient, França) equipada com sistema óptico de aquisição de dados. Os ensaios de corte, 


simples e com inversão de trajectória, foram efectuados recorrendo a um dispositivo desenvolvido 


especialmente para o efeito, mostrado na figura 5.10. 
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Figura 5.10. Máquina de ensaios de tracção universal com sistema óptico de aquisição de dados e 


dispositivo para efectuar ensaios de corte. 


 


Foram efectuados ensaios de tracção e de corte simples segundo as direcções que fazem 0, 


15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem e ensaios de corte com inversão de 


trajectória segundo a direcção de laminagem para três níveis de pré-deformação: 10, 20 e 30 %. 


Foram utilizados nos ensaios de tracção e de corte provetes rectangulares com área útil de 150x20 


mm e de 50x4.5 mm, respectivamente. A velocidade de deformação equivalente utilizada para 


realizar todos os ensaios experimentais foi de aproximadamente 4108 −×≈ε&  1−s . Na figura 5.11 


apresentam-se as curvas reais obtidas nos ensaios de tracção ( εσ − ) e de corte ( γτ − ) para as 


direcções 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem (em que, por exemplo, 


5182_T_15 designa o ensaio obtido em tracção a 15º com DL e 5182_S_15 designa o ensaio de 


corte realizado a 15º com DL); mostram-se também os resultados dos ensaios de corte com 


inversão de trajectória ( γτ − ) obtidos na direcção de laminagem após 10, 20 e 30 % de pré-


deformação (em que, por exemplo, 5182_B_10 designa o ensaio com inversão de trajectória 


realizado com 10 % de pré-deformação). Na tabela 5.23 apresentam-se os valores do coeficiente 


de anisotropia e da tensão limite de elasticidade obtidos em tracção para direcções fazendo 


ângulos de 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem. Nesta tabela apresenta-se 
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também o valor médio da relação 0/σσα  durante a deformação para as mesmas orientações. O 


valor do módulo de elasticidade determinado recorrendo a ensaios dinâmicos de ultramicrodureza, 


segundo o método proposto por Antunes et al. (2002) foi de 71 GPa. 


 


 


Figura 5.11. Curvas tensão-deformação obtidas para os ensaios experimentais de tracção ( εσ − ), 


corte ( γτ − ), sem e com inversão de trajectória obtidos para a liga de alumínio EN AW-5182-


H111. 


 


Tabela 5.23. Valores experimentais dos coeficientes de anisotropia e das tensões limite de 
elasticidade obtidos em tracção no plano da chapa para a liga de alumínio EN AW-5182-H111. 


Ângulo com a 
Direcção de 


Laminagem [º] 


Coeficiente de 
Anisotropia 


Tensão Limite de 
Elasticidade Inicial 


[MPa]  


Valor médio de 


0/σσα  ao longo da 


deformação 
0 0.707 108.0 1.000 
15 0.688 107.8 0.903 
30 0.741 108.3 0.903 
45 0.859 104.0 0.895 
60 0.707 108.4 0.897 
75 0.799 109.6 0.913 
90 0.807 111.9 0.915 


 


5.4.1. Identificação dos Parâmetros do Critério de Anisotropia 
 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita com base 


nos valores do coeficiente de anisotropia e dos valores médios da relação 0/σσα  durante a 


deformação apresentados na tabela 5.23. Os dados disponíveis permitem a determinação dos 
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parâmetros dos critérios: Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. Na tabela 5.24 apresentam-se os 


parâmetros obtidos na identificação dos parâmetros utilizando estes critérios.  


 


Tabela 5.24. Parâmetros identificados para a liga de alumínio EN AW-5182-H111, segundo os 


critérios anisotropia: Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. 


 F G H N   
Hill48 0.536 0.600 0.418 1.446   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.018 1.056 0.948 0.986 8  
 


1c  2c  3c  6c  c  k  


KB93 1.027 1.074 0.940 0.986 0.835 15 
 


1c  2c  3c  6c  c   


YLDLIN 1.013 1.063 0.920 1.089 0.892  
 


Nas figuras 5.12 e 5.13 podemos observar, respectivamente, a evolução do coeficiente de 


anisotropia e da tensão limite de elasticidade no plano da chapa. Nestas figuras são apresentados 


os resultados experimentais (EXP) e numéricos obtidos com os modelos Hill48, YLD91, KB93 e 


YLDLIN, utilizando os parâmetros apresentados na tabela 5.24. A evolução dos coeficientes de 


anisotropia no plano da chapa é quase coincidente para todos os critérios. A evolução da tensão 


limite de elasticidade no plano da chapa é também muito próxima para os critérios Hill48, YLD91 


e KB93; o critério YLDLIN constitui a excepção, afastando-se dos restantes. A qualidade das 


descrições numéricas do comportamento plástico do material obtidas com os vários modelos pode 


ser comparada através dos valores do erro associado à identificação, apresentados na tabela 5.25. 


Para este material o critério de anisotropia mais indicado ó o de Hill48. O critério menos adequado 


é o critério YLDLIN. 
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Figura 5.12. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) do 
coeficiente de anisotropia, no plano da chapa, para a liga de alumínio EN AW-5182-H111. 
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Figura 5.13. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) da 
tensão limite de elasticidade, no plano da chapa, para a liga de alumínio EN AW-5182-H111. 


 
Tabela 5.25. Erros obtidos na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN para a liga EN AW-5182-H111. 
 Erro [%] 


Hill48 4.39 
YLD91 4.41 
KB93 4.40 


YLDLIN 4.62 
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Nas figuras 5.14 a), b), c), e d) mostram-se as projecções, no plano );( yyxx σσ , de cortes na 


superfície limite de elasticidade para diversos valores de xyτ  ( xyτ  = 0, 0.250, 0.433 e 0.500), 


correspondentes aos modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN, respectivamente. As superfícies 


obtidas com os diversos modelos apresentam diferenças visíveis, com excepção dos modelos 


YLD91 e KB93 que apresentam superfícies muito semelhantes. Nas figuras 5.14 (a) a (e) 


mostram-se também resultados experimentais da tensão limite de elasticidade e da direcção da 


normal à superfície limite de elasticidade determinada a partir do coeficiente de anisotropia, para 


os diversos ângulos com a direcção de laminagem. Os modelos HILL48, YLD91 e KB3, 


descrevem bem os resultados experimentais disponíveis, embora a relativa escassez destes não 


permita fazer distinção clara entre os modelos. Na figura 5.15 apresenta-se a intercepção das 


superfícies limite de elasticidade, obtidas com os diversos modelos, com o plano );( yyxx σσ  para 


0=xyτ . Como se pode observar nesta figura, existem diferenças entre as diversas superfícies. 


Mais uma vez as superfícies dos modelos YLD91 e KB93 são quase coincidentes. Na figura 5.19 


apresentam-se os cortes das superfícies limite de elasticidade no plano ));(( xyyx τσσ −= , obtidas 


com os modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. No eixo xyτ  pode observar-se a diferença na 


tensão limite de elasticidade em corte prevista pelos diversos modelos. A tensão limite de 


elasticidade prevista em corte puro maior é obtida com o critério Hill48 e menor para o critério 


YLDLIN. A tensão limite de elasticidade prevista pelo modelo YLD91 e KB93 é quase idêntica e 


situa-se entre os dois modelos Hill48 e YLDLIN. 


Deve referir-se que a forma da superfície limite de elasticidade é pouco flexível no caso do 


modelo Hill48 (por exemplo, é sempre uma elipse no plano ( yyxx σσ ; )). Os restantes modelos 


possuem parâmetros que garantem alguma flexibilidade na forma; assim, no modelo YLD91, a 


forma é controlada pelo expoente m  (neste caso é considerado 8, como é habitual para metais 


cúbico de faces centradas, mas pode ser optimizado), no modelo KB93 a forma é controlada pelos 


parâmetros c  e k (neste caso, c foi optimizado, mas k é considerado igual a 15, como sugerido 


pelos autores do modelo, embora também possa ser optimizado) e no modelo YLDLIN a forma é 


controlada pelo parâmetro c  (que foi optimizado, como é habitual). Ou seja, nos modelos YLD91, 


KB93 e YLDLIN é possível ajustar adequadamente o comportamento numérico ao 


comportamento experimental, desde que se conheçam os dados experimentais adequados; o 


mesmo não acontece com o modelo Hill48. 
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a) 


 


b) 


 
c) 


 


d) 


 


Figura 5.17. Projecções no plano );( yyxx σσ  de cortes nas superfícies limite de elasticidade da liga 


de alumínio EN AW-5182-H111, para vários valores de xyτ , correspondentes aos modelos: a) 


Hill48; b) YLD91; c) KB93; e d) YLDLIN. São também apresentados indicados resultados 
experimentais referentes a ensaios de tracção realizados a 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a 
direcção de laminagem. 
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Figura 5.18. Cortes no plano ( yyxx σσ ; ) para 0=xyτ  das superfícies limite de elasticidade segundo 


os modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN referentes à liga de alumínio EN AW-5182-H111. 
 


 
Figura 5.19. Cortes no plano ))(;( yyxxxy σστ =  das superfícies limite de elasticidade segundo os 


modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN referentes à liga de alumínio EN AW-5182-H111. 
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5.4.2. Identificação dos Parâmetros da Lei de Encruamento 


 


O critério Hill48, por ser o que menor erro apresenta (tabela 5.25), foi neste caso utilizado para 


definir a tensão equivalente.  


Na tabela 5.26 apresenta-se o resultado da identificação efectuada a partir das curvas 


experimentais obtidas em tracção considerando o encruamento isotrópico, para as leis de 


comportamento de Swift e de Voce. Na figura 5.17 mostram-se os resultados de tracção 


experimentais e numéricos obtidos a partir dos parâmetros da tabela 5.26. O resultado do ajuste é 


quase idêntico para os dois modelos, o que está de acordo com a pequena diferença nos valores do 


erro obtidos para as duas leis de encruamento (tabela 5.25). O modelo de Voce é, porém, o mais 


adequado a este material, uma vez que apresenta o valor de erro mais pequeno. 


 


Tabela 5.26. Coeficientes identificados para as leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
com base nas curvas de tracção do material para o material EN AW-5182-H111 (critério de 


anisotropia Hill48). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 570.9 0.354 89.1 1.83 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 107.1 240.2 10.26 1.64 
 


 


Figura 5.17. Ajuste das leis encruamento de Swift e de Voce às curvas de tracção experimentais, 
para a liga de alumínio EN AW-5182-H111 (critério de anisotropia Hill48). 


 


Na tabela 5.27 são apresentados os parâmetros identificados para as leis de comportamento de 


Swift e de Voce considerando o encruamento isotrópico, com base nas curvas experimentais 
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obtidas em tracção e corte simples. Na figura 5.21 apresentam-se as curvas experimentais e as 


curvas obtidas por ajuste. Para estas condições de identificação, os ajustes efectuados com os dois 


modelos de encruamento apresentam um erro maior que no caso anterior (tabela 5.26), pois, como 


pode ser observado na figura 5.18 é difícil compatibilizar os resultados obtidos em tracção e em 


corte. 


 


Tabela 5.27. Coeficientes identificados para as leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 


a partir das curvas de tracção e de corte para o material EN AW-5182-H111 (critério de 


anisotropia Hill48). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 461.5 0.272 10.0 4.86 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 100.5 217.4 12.74 3.13 


 


 


Figura 5.18. Ajuste das leis encruamento de Swift e de Voce às curvas experimentais de tracção e 
de corte para a liga de alumínio EN AW-5182-H111 (critério de anisotropia Hill48). 


 
Na tabela 5.28 apresentam-se os parâmetros identificados, utilizando todas as curvas disponíveis, 


tracção, corte simples e corte com inversão de trajectória, combinando os modelos de 


encruamento isotrópico de Swift e de Voce com o modelo cinemático de Chaboche. Nas figuras 


5.19 e 5.20 apresentam-se as curvas experimentais e numéricas, obtidas com os parâmetros 


apresentados na tabela 5.28. Os erros apresentados na tabela indicam que, nestas condições, a 


combinação do modelo isotrópico de Voce com o modelo de encruamento cinemático de 


Chaboche é a mais adequada para ajustar o comportamento deste alumínio. 
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Tabela 5.28. Coeficientes identificados para as leis de encruamento de Swift e de Voce 
combinadas com a componente cinemática de Chaboche a partir das curvas de tracção, de corte e 
de corte com inversão de trajectória, para o material EN AW-5182-H111 (critério de anisotropia 


Hill48). 


C  n  0Y  XC  satX  Erro [%] Swift 
+ 


Chaboche 367.9 0.244 100.4 18.5 49.5 5.1 


0Y  satR  YC  XC  satX  Erro [%] Voce 
+ 


Chaboche 110.5 160.3 11.14 20.51 47.3 4.4 


 


 
Figura 5.19. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Swift e 
cinemática de Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte com inversão 
de trajectória, segundo o critério de anisotropia Hill48, para a liga de alumínio EN AW-5182-


H111. 
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Figura 5.20. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Voce e 
cinemática de Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte com inversão 
de trajectória, segundo o critério de anisotropia Hill48, para a liga de alumínio EN AW-5182-


H111. 
 
5.5. Caracterização da Liga de Alumínio EN AW-6016-T4 
 


O material aqui caracterizado é uma liga de alumínio da série EN AW-6016 produzido, pela 


siderurgia Novelis Switzerland, sob a forma de chapa de 1 mm de espessura no estado temperado 


e envelhecido naturalmente (T4). Apresenta-se na tabela 5.29 a composição química típica desta 


liga de alumínio.  


 


Tabela 5.29. Composição química (em percentagem em peso) da liga de alumínio EN AW-6016- 


T4. 


Si 


[%] 


 


Fe 


[%] 


(max) 


Cu 


[%] 


(max) 


Mn 


[%] 


(max) 


Mg 


[%] 


 


Cr 


[%] 


(max) 


Zn 


[%] 


(max) 


Ti 


[%] 


(max) 


1.0-1.5 0.5 0.2 0.2 0.25-0.6 0.1 0.2 0.15 


 


Os ensaios mecânicos necessários à caracterização desta liga de alumínio foram efectuados 


nas mesmas condições da liga anterior. Tal como para o caso da liga anterior, foram efectuados 


ensaios de tracção e de corte simples para direcções fazendo ângulos de 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º 


com a direcção de laminagem e ensaios com inversão de trajectória em corte na direcção de 


laminagem para três níveis de pré-deformação: 10, 20 e 30 %. Na figura 5.24 apresentam-se as 
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curvas reais obtidas nos ensaios de tracção ( εσ − ) e de corte ( γτ − ) (em que, por exemplo, 


_T_15 designa o ensaio obtido em tracção a 15º com DL e _S_15 designa o ensaio de corte 


realizado a 15º com DL); mostram-se também os resultados dos ensaios com inversão de 


trajectória em corte ( γτ − ) (em que, por exemplo, _B_10 designa o ensaio com inversão de 


trajectória realizado com 10 % de pré-deformação). Na tabela 5.30. apresentam-se os valores do 


coeficiente de anisotropia, da tensão limite de elasticidade inicial e o valor médio da relação 


0/σσα  durante a deformação para as orientações referidas. O módulo de elasticidade, tal como 


para a liga de alumínio anterior, foi determinado recorrendo a ensaios dinâmicos de 


ultramicrodureza e o valor encontrado foi de 70 GPa. 


 


 


Figura 5.21. Curvas tensão-deformação obtidas para os ensaios experimentais de tracção ( εσ − ), 


corte ( γτ − ) sem e com inversão de trajectória para o material EN AW-6016-T4. 


 


Tabela 5.30. Valores experimentais dos coeficientes de anisotropia e das tensões limite de 
elasticidade no plano da chapa para a liga de alumínio EN AW-6016-T4. 


Ângulo com a 
Direcção de 
Laminagem 


[º] 


Coeficiente de 
Anisotropia 


Tensão Limite de 
Elasticidade [MPa] 


Valor médio de 


0/σσα  ao longo da 


deformação 


0 0.691 104.5 1.000 
15 0.690 106.4 0.997 
30 0.557 106.1 0.988 
45 0.476 104.1 0.975 
60 0.530 105.6 0.969 
75 0.654 103.1 0.968 
90 0.692 98.3 0.964 
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5.5.1. Identificação dos Parâmetros do Critério de Anisotropia 
 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita com base 


nos valores do coeficiente de anisotropia e dos valores médios da relação 0/σσα  durante a 


deformação apresentados na tabela 5.30. Os dados disponíveis apenas permitem a determinação 


dos parâmetros dos modelos: Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. Na tabela 5.31 apresentam-se os 


parâmetros obtidos na identificação.  


 


Tabela 5.31. Parâmetros identificados para a liga de alumínio EN AW-6016-H111, segundo os 


critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. 


 F G H N   
Hill48 0.658 0.632 0.453 1.274   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.095 1.082 0.984 0.956 8  
 


1c  2c  3c  6c  c  k  


KB93 1.112 1.096 0.971 0.945 0.835 15 
 


1c  2c  3c  6c  c   


YLDLIN 1.115 1.096 0.963 1.045 0.859  


 
Nas figuras 5.22 e 5.23 podemos observar, respectivamente, a evolução do coeficiente de 


anisotropia e da tensão limite de elasticidade no plano da chapa experimentais  (EXP) e as obtidas 


a partir dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN utilizando os parâmetros da tabela 5.31. 


Como pode ser observado a evolução dos coeficientes de anisotropia no plano da chapa é quase 


coincidente para todos os critérios. A evolução da tensão limite de elasticidade no plano da chapa 


é também muito próxima para os critérios Hill48, YLD91 e KB93; constituindo o critério 


YLDLIN a excepção, afastando-se dos restantes. Apresentam-se na tabela 5.32 os valores do erro 


associado às identificações com os diferentes critérios. O erro associado ao critério YLDLIN é o 


mais pequeno.  
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Figura 5.22. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) do 
coeficiente de anisotropia, no plano da chapa, para a liga de alumínio EN AW-6016-T4. 
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Figura 5.23. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) da 
tensão limite de elasticidade, no plano da chapa, para a liga de alumínio EN AW-6016-T4. 
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Tabela 5.32. Erros obtidos na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia Hill48, 
YLD91, KB93 e YLDLIN para a liga EN AW-6016-T4 


 Erro [%] 
Hill48 2.77 
YLD91 2.49 
KB93 2.46 


YLDLIN 2.01 
 


Nas figuras 5.24 (a), (b), (c), e (d) mostram-se as projecções, no plano ( yyxx σσ ; ), de cortes na 


superfície limite de elasticidade para diversos valores de xyτ , correspondentes aos modelos Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN, respectivamente. Os valores de xyτ  escolhidos para traçar estas 


projecções são tais que, às trajectórias de tracção a 0 (90º), 15 (75º), 30 (60º) e 45º correspondem 


pontos situados sobre estas curvas ( xyτ  = 0, 0.250, 0.433 e 0.500, respectivamente). Nestas figuras 


mostram-se também os resultados experimentais da tensão limite de elasticidade e das direcções 


da normal à superfície limite de elasticidade determinadas a partir dos coeficientes de anisotropia, 


para os diversos ângulos com a direcção de laminagem. Pode observar-se nesta figura que todos os 


modelos descrevem bem os resultados experimentais disponíveis. Mais uma vez observa-se que a 


forma das superfícies limite de elasticidade é muito semelhante para os modelos YLD91 e KB93. 


Na figura 5.25 apresentam-se os cortes da superfície para todos os modelos no plano ( yyxx σσ ; ) 


para 0=xyτ . No eixo xyτ  pode observar-se a diferença na tensão limite de elasticidade em corte 


prevista pelos diversos modelos. A tensão limite de elasticidade prevista em corte puro maior é 


obtida com o critério Hill48 e menor para o critério YLDLIN. A tensão limite de elasticidade 


prevista pelo modelo YLD91 e KB93 é quase idêntica e situa-se entre os dois modelos Hill48 e 


YLDLIN. São observadas diferenças entre os modelos para trajectórias próximas da expansão 


biaxial simétrica ( xσ ≈ yσ ) e da deformação plana ( xσ ≈ 2 yσ  e yσ  ≈ 2 xσ ). Na figura 5.29 


apresentam-se os cortes das superfícies limite de elasticidade no plano ));(( xyyx τσσ −= , obtidas 


com os modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. Os modelos Hill48 e YLDLIN apresentam as 


maiores diferenças entre eles, que aumentam à medida que a trajectória se aproxima do corte puro 


no plano ( yyxx σσ ; ) ( 0x yσ σ= = ). A linha que define o critério de YLDLIN é a mais interior e a do 


critério Hill48 a mais exterior. 
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a) 


 


 
b) 


 
c) 


 


d) 


 
Figura 5.24. Projecções no plano ( yyxx σσ ; ) de cortes nas superfícies limite de elasticidade da liga 


de alumínio EN AW-6016-T4, para quatro valores de xyτ , correspondentes aos modelos: a) 


Hill48; b) YLD91; c) KB93; e d) YLDLIN. São também indicados resultados experimentais 
referentes a ensaios de tracção com diversas orientações em relação à direcção de laminagem (ver 
texto). 
 







5.36 


 


Figura 5.25. Superfícies limite de elasticidade da liga de alumínio EN AW-6016-T4 (corte no 
plano );( yyxx σσ , segundo os modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. 


 


 


Figura 5.26. Superfícies limite de elasticidade da liga de alumínio EN AW-6016-T4 (corte no 
plano ))(;( yyxxxy σστ = ), segundo os modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. 
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5.5.2. Identificação dos Parâmetros da Lei de Encruamento 


 


Como pode ser constatado da tabela 5.32 o critério de anisotropia YLDLIN é que mais se adequa a 


este material. Por esta razão, a identificação dos parâmetros da lei de encruamento foi efectuada 


recorrendo a este critério para definir a tensão equivalente. Na tabela 5.33 apresenta-se o resultado 


da identificação efectuada a partir das curvas experimentais obtidas em tracção considerando o 


encruamento isotrópico, para as leis de comportamento de Swift e de Voce. Na figura 5.27 


comparam-se os resultados de tracção experimentais e numéricos obtidos a partir dos parâmetros 


da tabela 5.33. Tal como no caso do material anterior, o resultado do ajuste é quase idêntico para 


os dois modelos, mas de acordo com o erro de identificação, o mais adequado para simular o 


encruamento deste material é o modelo de Voce. 


 


Tabela 5.33. Coeficientes identificados das leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 


obtidos com base nas curvas de tracção do material EN AW-6016-T4 (critério de anisotropia 


Hill48). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 425.8 0.288 87.0 1.69 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 106.8 178.4 11.05 1.48 
 


 


Figura 5.27. Ajuste das leis encruamento de Swift e de Voce às curvas de tracção experimentais, 
para a liga de alumínio EN AW-6016-T4 (critério de anisotropia Hill48). 


 







5.38 


Na tabela 5.34 são apresentados os parâmetros identificados para as leis de comportamento de 


Swift e de Voce considerando o encruamento isotrópico, utilizando as curvas experimentais 


obtidas em tracção e corte simples para efectuar a identificação. Na figura 5.28 apresentam-se as 


curvas experimentais e as curvas obtidas por ajuste. Para este material, o erro obtido com a lei de 


Voce é inferior ao obtido com da lei de Swift.  


 


Tabela 5.34. Coeficientes identificados para as leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
obtidos a partir das curvas de tracção e de corte para o material EN AW-6016-T4 (critério de 


anisotropia YLDLIN). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 390.5 0.240 42.1 4.32 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 104.5 168.9 13.97 3.95 


 


 


Figura 5.28. Ajuste das curvas numéricas de Swift e de Voce às curvas experimentais equivalentes 
de tracção e de corte, segundo o critério de anisotropia Hill48, para a liga de alumínio EN AW-


6016-T4. 
 
Na tabela 5.35 apresentam-se os parâmetros identificados, utilizando todas as curvas disponíveis, 


tracção e corte simples e corte com inversão de trajectória, para os modelos de encruamento 


isotrópicos de Swift e de Voce combinados com o modelo cinemático de Chaboche. Nas figuras 


5.29 e 5.30 apresentam-se as curvas experimentais e numéricas, obtidas com os parâmetros 


apresentados na tabela 5.35. A partir do erro de identificação é possível afirmar que a combinação 


do modelo isotrópico de Voce com o modelo de encruamento cinemático de Chaboche é a mais 


adequada para ajustar o comportamento deste alumínio. 
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Tabela 5.35. Coeficientes identificados para as leis de encruamento de Swift e de Voce 
combinadas com a componente cinemática de Chaboche a partir das curvas de tracção, de corte e 


de Bauschinger, para o material EN AW-6016-T4 (Critério de anisotropia YLDLIN). 


C  n  0Y  XC  satX  Erro [%] Swift 
+ 


Chaboche 350.4 0.240 106.0 37.7 26.6 4.97 


0Y  satR  YC  XC  satX  Erro [%] Voce 
+ 


Chaboche 107.9 143.3 10.23 70.9 33.2 4.64 


 


 
Figura 5.29. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Swift e 
cinemática de Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte com inversão 
de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLDLIN, para a liga de alumínio EN AW-6016-


T4. 
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Figura 5.30. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Voce e 
cinemática de Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte com inversão 
de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLDLIN, para a liga de alumínio EN AW-6016-


T4. 
 


5.6. Caracterização da Liga de Alumínio EN AW-5754-0 
 


Apresenta-se nesta secção a caracterização de uma liga de alumínio da série EN AW-5754 


produzida pela siderurgia Pechiney, sob a forma de chapa de 1 mm de espessura no estado 


recozido (O). Apresenta-se na tabela 5.36 a composição química típica desta liga de alumínio.  


 


Tabela 5.36. Composição química (em percentagem em peso) da liga de alumínio EN AW-5754-
O. 


Si 


[%] 


Fe 


[%] 


Cu 


[%] 


Mn 


[%] 


Mg 


[%] 


Cr 


[%] 


Zn 


[%] 


Ti 


[%] 


0.4 0.4 2.6-3.6 0.3 0.25-0.6 0.2 0.15 0.1 


 


Os ensaios mecânicos necessários à caracterização desta liga de alumínio foram efectuados no 


laboratório de caracterização mecânica LG2M – Laboratoire de Génie Mécanique et Matériaux - 


Université de Bretagne-Sud, Lorient, França. O equipamento utilizado foi o mesmo utilizado para 


ensaiar as ligas de alumínio EN AW-5182-H111 e EN AW-6016-T4 apresentadas nas duas 


secções anteriores.  


Para caracterizar esta liga foram efectuados ensaios de tracção e de corte simples para 


direcções fazendo ângulos de 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem e ensaios com inversão de 
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trajectória em corte na direcção de laminagem para três níveis de pré-deformação: 10, 20 e 30 %. 


Apresentam-se na figura 5.31 as curvas reais tensão-deformação obtidas nos ensaios de tracção 


( εσ − ), de corte ( γτ − ) e dos ensaios com inversão de trajectória em corte ( γτ − ). Na tabela 


5.37. apresentam-se os valores do coeficiente de anisotropia e da tensão limite de elasticidade 


inicial determinados experimentalmente em tracção. São também apresentados nesta tabela os 


valores médios da relação 0/σσα  ao longo da deformação. O módulo de elasticidade determinado 


experimentalmente para esta liga de alumínio foi de 74.6 GPa.  


 


Figura 5.31. Curvas tensão-deformação obtidas para os ensaios experimentais de tracção ( εσ − ), 


corte ( γτ − ) e com inversão de trajectória em corte ( γτ − ) para o material EN AW-5754-O. 


 


Tabela 5.37. Valores experimentais dos coeficientes de anisotropia e das tensões limite de 
elasticidade no plano da chapa para a liga de alumínio EN AW-5754-O. 


Ângulo com a 
Direcção de 


Laminagem [º] 


Coeficiente de 
Anisotropia 


Tensão Limite 
de Elasticidade 


[MPa]  


Valor médio de 


0/σσα  ao longo 


da deformação 
0 0.707 107.6 1.000 
45 0.611 105.5 0.967 
90 0.536 107.0 0.947 


 


 


5.1.1. Identificação do Parâmetros do Critério de Anisotropia 
 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita a partir 


dos valores dos coeficientes de anisotropia e da evolução da relação 0/σσα  ao longo da 


deformação apresentados na tabela 5.37. Com os dados disponíveis é possível a identificação dos 
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parâmetros dos modelos: Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. Na tabela 5.38 apresentam-se os 


parâmetros obtidos na identificação.  


 


Tabela 5.38. Parâmetros identificados para a liga de alúminio EN AW-5754-O, segundo os 


critérios anisotropia Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. 


 F G H N   
Hill48 0.748 0.572 0.403 1.467   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 1.121 1.029 0.933 0.981 8  
 


1c  2c  3c  6c  c  k  


KB93 1.172 1.058 0.936 0.996 0.835 15 
 


1c  2c  3c  6c  c   


YLDLIN 1.185 1.051 0.922 1.111 0.881  


 
Nas figuras 5.35 e 5.36 apresentam-se, respectivamente, a evolução do coeficiente de anisotropia e 


da tensão limite de elasticidade no plano da chapa. Nestas figuras são apresentados os resultados 


experimentais (EXP) e numéricos obtidos com os modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN, 


utilizando os parâmetros apresentados na tabela 5.38. A evolução da tensão limite de elasticidade 


no plano da chapa é próxima para os critérios Hill48, YLD91 e KB93; apresentando o critério 


YLDLIN um maior afastamento aos valores experimentais. Estas constatações são confirmadas 


pelos erros apresentados pelos modelos na identificação, apresentados na tabela 5.39. Desta tabela 


é possível concluir que, o erro associado ao critério YLDLIN é claramente superior ao dos 


restantes. O modelo YLD91 e KB93 apresentam erros praticamente idênticos e o modelo Hill48 


um erro superior aos dois últimos, mas inferior ao YLDLIN. Para a simulação numérica deste 


material, os modelos de superfície limite de elasticidade YLD91 e KB93 são os mais adequados.  
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Figura 5.33. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) do 
coeficiente de anisotropia, no plano da chapa, para a liga de alumínio EN AW-5754-O. 


 


 
 


Figura 5.36. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) da 
tensão limite de elasticidade, no plano da chapa, para a liga de alumínio EN AW-5754-O. 


 


Tabela 5.39. Erros obtidos na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia Hill48, 
YLD91, KB93 e YLDLIN para a liga EN AW-5754-O 


 Erro [%] 
Hill48 0.88 
YLD91 0.26 
KB93 0.29 


YLDLIN 2.71 
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5.6.1. Identificação do Parâmetros da Lei de Encruamento 


 


Para a obtenção dos parâmetros referentes ao encruamento foi utilizado para definir a tensão 


equivalente o modelo YLD91.  


Na tabela 5.40 apresentam-se os parâmetros identificados a partir das curvas experimentais 


obtidas em tracção considerando apenas encruamento isotrópico, para as leis de comportamento 


de Swift e de Voce. Na figura 5.34 comparam-se os resultados de tracção experimentais e 


numéricos obtidos a partir dos parâmetros da tabela 5.40. O resultado do ajuste é próximo para os 


dois modelos, o que está de acordo com a pequena diferença nos valores do erro obtidos para as 


duas leis de encruamento (talela 5.40). O modelo de Voce é, porém, o mais adequado a este 


material, uma vez que apresenta o valor de erro mais baixo. 


 


Tabela 5.40. Coeficientes identificados das leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
obtidos com base nas curvas de tracção do material EN AW-5754-O (critério de anisotropia 


YLD91).  


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 455.9 0.304 42.13 2.41 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 90.4 187.2 14.01 1.96 
 


 


Figura 5.34. Ajuste das leis encruamento de Swift e de Voce às curvas de tracção experimentais, 
segundo o critério de anisotropia YLD91, para a liga de alumínio EN AW-5754-O. 


 


Na tabela 5.41 são apresentados os parâmetros identificados para as leis de comportamento de 


Swift e de Voce considerando apenas encruamento isotrópico, com base nas curvas experimentais 
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obtidas em tracção e corte simples. O modelo mais adequado é o modelo de Voce, como se pode 


concluir a partir do erro de identificação apresentado na tabela 5.41. Na figura 5.35 apresentam-se 


as curvas experimentais e as curvas obtidas por ajuste. Pode observar-se que o ajuste obtido com a 


lei de Voce melhor que o obtido com a lei de Swift.  


 


Tabela 5.41. Coeficientes identificados para as leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 


obtidos a partir das curvas de tracção e de corte para o material EN AW-5754-O (critério de 


anisotropia YLD91). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 444.7 0.292 10.5 2.98 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 84.1 187.4 16.3 2.39 
 


 


Figura 5.35. Ajuste das curvas numéricas de Swift e de Voce às curvas experimentais equivalentes 
de tracção e de corte, segundo o critério de anisotropia Hill48, para a liga de alumínio EN AW-


5754-O. 
 
Na tabela 5.42 apresentam-se os parâmetros identificados, utilizando todas as curvas disponíveis, 


tracção, corte e com inversão de trajectória em corte, para os modelos de encruamento isotrópicos 


de Swift e de Voce combinados com o modelo cinemático de Chaboche. Nas figuras 5.36 e 5.37 


apresentam-se as curvas experimentais e numéricas, obtidas com os parâmetros apresentados na 


tabela 5.42. Observando estas figuras e o erro apresentado na tabela é possível concluir que a 


combinação do modelo isotrópico de Voce com o modelo de encruamento cinemático de Lemaitre 


e Chaboche é a mais adequada para ajustar o comportamento deste alumínio. 
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Tabela 5.42. Coeficientes identificados para as leis de encruamento de Swift e de Voce 
combinadas com a componente cinemática de Chaboche a partir das curvas de tracção, de corte e 


de Bauschinger, para o material EN AW-5754-O (Critério de anisotropia YLD91). 


C  n  0Y  XC  satX  Erro [%] Swift 
+ 


Chaboche 364.1 0.318 80.0 59.3 49.9 4.99 


0Y  satR  YC  XC  satX  Erro [%] Voce 
+ 


Chaboche 73.2 146.8 9.6 117.5 60.5 4.25 


 


 
Figura 5.36. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Swift e 
cinemática de Lemaitre e Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte 


com inversão de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLD91, para a liga de alumínio EN 
AW-5754-O. 


 


 
Figura 5.37. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Voce e 
cinemática de Lemaitre e Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte 
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com inversão de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLD91, para a liga de alumínio EN 
AW-5754-O. 


 


5.7. Caracterização do aço DC06 
 


O material aqui caracterizado é um aço macio com a referência comercial DC06, produzido pela 


siderurgia Sollac – Usinor, sob a forma de chapa de 1 mm de espessura. Apresenta-se na tabela 


5.43 a composição química típica deste aço. 


 


Tabela 5.43. Composição química (em percentagem em peso) da liga típica do aço DC06. 
C 


[%] 


Mn 


[%] 


P 


[%] 


S 


[%] 


N 


[%] 


Al 


[%] 


Ti 


[%] 


0.002 0.15 0.01 0.01 0.003 0.04 0.065 


 


Os resultados experimentais, referentes a este aço, utilizados neste trabalho foram obtidos 


no âmbito do projecto 3DS (2001). Para identificar a caracterização mecânica deste aço foram 


utilizados ensaios de tracção e de corte simples para direcções fazendo ângulos de 0, 15, 30, 45, 


60, 75 e 90º com a direcção de laminagem e ensaios com inversão de trajectória em corte na 


direcção de laminagem para três níveis de pré-deformação: 10, 20 e 30 %. Apresentam-se na 


figura 5.44 as curvas reais obtidas nos ensaios de tracção ( εσ − ), de corte ( γτ − ) e dos ensaios 


com inversão de trajectória ( γτ − ). Na tabela 5.44. apresentam-se os valores experimentais do 


coeficiente de anisotropia, da tensão limite de elasticidade inicial e da relação 0/σσα  ao longo da 


deformação. O módulo de elasticidade utilizado na identificação dos parâmetros para este material 


foi de 210 GPa.  
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Figura 5.44. Curvas tensão-deformação obtidas para os ensaios experimentais de tracção ( εσ − ), 


corte ( γτ − ) e com inversão de trajectória em corte ( γτ − ) para o aço DC06. 


 


Tabela 5.44. Valores experimentais dos coeficientes de anisotropia, das tensões limite de 
elasticidade iniciais e do valor médio da relação 0/σσα  ao longo da deformação obtidos em 


tracção no plano da chapa para o aço DC06. 
Ângulo com a 
Direcção de 
Laminagem 


[º] 


Coeficiente de 
Anisotropia 


Tensão Limite 
de Elasticidade 


[MPa]  


Valor médio de 


0/σσα  ao longo 


da deformação 


0 2.530 114.8 1.000 
15 2.055 115.0 1.016 
30 1.875 114.7 1.023 
45 1.840 115.8 1.027 
60 2.220 116.1 1.017 
75 2.620 118.3 1.015 
90 2.720 109.5 0.990 


 


5.7.1. Identificação dos Parâmetros do Critério de Anisotropia 
 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita a partir 


dos valores dos coeficientes de anisotropia apresentados na tabela 5.44 e da evolução da tensão 


limite de elasticidade em toda a gama de deformação. Com os dados disponíveis é possível 


identificar os parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. Na tabela 5.45 


apresentam-se os parâmetros obtidos na identificação.  
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Tabela 5.45. Parâmetros identificados para os critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN para o 


aço DC06. 


 F G H N   
Hill48 0.274 0.330 0.760 1.429   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 0.839 0.879 1.153 0.980 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 0.816 0.855 1.174 0.983 0.835 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 0.771 0.822 1.201 1.073 0.837  


 
Nas figuras 5.39 e 5.40 podemos observar, respectivamente, a evolução do coeficiente de 


anisotropia e evolução da relação 0/σσα  ao longo da deformação no plano da chapa. Nestas 


figuras são apresentados os resultados experimentais (EXP) e numéricos obtidos com os modelos 


Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN, utilizando os parâmetros apresentados na tabela 5.45. A 


evolução dos coeficientes de anisotropia no plano da chapa é, mais uma vez, quase coincidente 


para todos os critérios. A evolução da tensão limite de elasticidade no plano da chapa é muito 


próxima para os critérios YLD91 e KB93. Para este material o critério YLD91 apresenta uma 


previsão melhor do que a obtida com os critérios Hill48 e KB93, como comprovam os erros 


obtidos na identificação, apresentados na tabela 5.46. De acordo com esta tabela, o modelo que 


globalmente descreve melhor o comportamento é o modelo YLD91, seguido dos modelos 


YLDLIN, KB93 e Hill48, por ordem crescente do erro.  


 
 


Figura 5.39. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) do 
coeficiente de anisotropia, no plano da chapa, para o aço DC06. 
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Figura 5.40. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) da 
tensão limite de elasticidade, no plano da chapa, para o aço DC06. 


 


Tabela 5.46. Erros obtidos na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia Hill48, 
YLD91, KB93 e YLDLIN para o aço DC06. 


 Erro [%] 
Hill48 4.00 
YLD91 3.52 
KB93 3.60 


YLDLIN 3.57 


 
 


5.7.2. Identificação do Parâmetros da Lei de Encruamento 


 


Para determinar a tensão equivalente, na identificação dos parâmetros da lei de encruamento foi 


utilizado o critério YLD91, por ser o que menor erro apresenta na identificação dos parâmetros da 


superfície limite de elasticidade, (tabela 5.46).  


Na tabela 5.47 apresenta-se o resultado da identificação efectuada a partir das curvas 


experimentais obtidas em tracção considerando apenas encruamento isotrópico, para as leis de 


comportamento de Swift e de Voce. Na figura 5.41mostram-se os resultados de tracção 


experimentais e numéricos (obtidos a partir dos parâmetros da tabela 5.47). O modelo de Swift é o 


mais adequado a este material, uma vez que apresenta o valor de erro mais baixo, como decorre da 


tabela 5.47. 
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Tabela 5.47. Coeficientes identificados das leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
obtidos com base nas curvas de tracção do material EN AW-6016-T4 (critério de anisotropia 


Hill48). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 533.9 0.278 75.9 2.55 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 129.8 249.0 10.3 3.24 
 


 


Figura 5.41 Ajuste das leis encruamento de Swift e de Voce às curvas de tracção experimentais 
(critério de anisotropia YLD91), para a liga de alumínio EN AW-6016-T4. 


 


Na tabela 5.48 são apresentados os parâmetros identificados para as leis de comportamento de 


Swift e de Voce considerando apenas encruamento isotrópico, com base nas curvas experimentais 


obtidas em tracção e de corte. Na figura 5.42 apresentam-se as curvas experimentais e as curvas 


numéricas obtidas nesta identificação. O erro da lei de Swift é inferior ao obtido com a lei de 


Voce.  


 


Tabela 5.48. Coeficientes identificados para as leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
obtidos a partir das curvas de tracção e de corte para o aço DC06 (critério de anisotropia YLD91). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 541.4 0.281 83.7 2.98 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 138.2 260.2 9.5 4.71 
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Figura 5.42. Ajuste das curvas numéricas de Swift e de Voce às curvas experimentais equivalentes 
de tracção e de corte, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço DC06. 


 
Na tabela 5.49 apresentam-se os parâmetros identificados, utilizando todas as curvas disponíveis, 


tracção, corte e com inversão de trajectória em corte, para os modelos de encruamento isotrópicos 


de Swift e de Voce combinados com o modelo cinemático de Chaboche. Nas figuras 5.43 e 5.44 


apresentam-se as curvas experimentais e numéricas obtidas para os dois modelos. A partir dos 


erros apresentados na tabela 5.49 é possível concluir que a combinação dos modelos: isotrópico de 


Swift e cinemático de Lemaitre e Chaboche é a mais adequada para ajustar o comportamento deste 


aço. 


 


Tabela 5.49. Coeficientes identificados para as leis de encruamento de Swift e de Voce 
combinadas com a componente cinemática de Chaboche a partir das curvas de tracção, de corte e 


de Bauschinger, para o aço DC06 (critério de anisotropia YLD91). 


C  n  0Y  XC  satX  Erro [%] Swift 
+ 


Chaboche 450.5 0.240 107.9 5.7 58.2 3.17 


0Y  satR  YC  XC  satX  Erro [%] Voce 
+ 


Chaboche 134.1 209.7 10.5 2.9 85.6 3.66 
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Figura 5.43. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Swift e 
cinemática de Lemaitre e Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte 


com inversão de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço DC06. 
 


 
Figura 5.44. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Voce e 
cinemática de Lemaitre e Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte 


com inversão de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço DC06. 
 


5.8. Identificação dos parâmetros do aço polifásico DP600 
 


O material aqui caracterizado é um aço bifásico com a referência comercial DP600 produzido, 


pela siderurgia Sollac - Usinor , sob a forma de chapa de 1 mm de espessura. Apresenta-se na 


tabela 5.50 a composição típica deste aço. 
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Tabela 5.50. Composição química (em percentagem em peso) da liga típica do aço polifásico 
DP600. 


C 


[%] 


Si 


[%] 


Mn 


[%] 


P 


[%] 


S 


[%] 


Al 


[%] 


0.11 0.40 0.90 0.015 0.005 0.04 


 


Os resultados experimentais utilizados neste trabalho, para este material, foram obtidos no 


âmbito do projecto 3DS (2001). Para identificar os parâmetros deste aço foram utilizados ensaios 


de tracção e de corte simples para direcções fazendo ângulos de 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a 


direcção de laminagem e ensaios com inversão de trajectória em corte nas direcções 0, 45 e 90º 


com a direcção de laminagem para três níveis de pré-deformação: 10, 20 e 30 %. Apresentam-se 


na figura 5.45 as curvas reais obtidas nos ensaios de tracção ( εσ − ), de corte ( γτ − ) e nos 


ensaios com inversão de trajectória em corte ( γτ − ). Na tabela 5.51. apresentam-se os valores 


experimentais do coeficiente de anisotropia, da tensão limite de elasticidade e do valor médio da 


relação 0/σσα  ao longo da deformação. O módulo de elasticidade utilizado na identificação de 


parâmetros para este material foi de 210 GPa.  


 


Figura 5.45. Curvas tensão-deformação obtidas para os ensaios experimentais de tracção ( εσ − ), 


corte ( γτ − ) e com inversão de trajectória em corte ( γτ − ) para o aço DP600. 
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Tabela 5.51. Valores experimentais dos coeficientes de anisotropia e das tensões limite de 
elasticidade iniciais obtidos em tracção no plano da chapa e valores médios para a relação 0/σσα  


ao longo da deformação para o aço DP600. 
Ângulo com a 
Direcção de 
Laminagem 


[º] 


Coeficiente de 
Anisotropia 


Tensão Limite de 
Elasticidade Inicial 


[MPa] 


Valores médios de 


0/σσα  ao longo da 


deformação 


0 1.010 341.6 1.000 
15 0.899 340.5 1.006 
30 0.820 348.4 1.011 
45 0.760 353.2 1.024 
60 0.876 339.8 1.026 
75 0.976 350.0 1.034 
90 0.980 348.8 1.030 


 


5.7.1. Identificação do Parâmetros do Critério de Anisotropia 
 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita a partir 


dos valores dos coeficientes de anisotropia e dos valores médios para a relação 0/σσα  durante a 


deformação apresentados na tabela 5.51. Com os dados experimentais disponíveis é possível 


identificar os parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. Na tabela 5.52 


apresentam-se os parâmetros obtidos na identificação.  


 


Tabela 5.52. Parâmetros identificados para os critérios anisotropia: Hill48, YLD91, KB93 e 


YLDLIN para o aço DP600. 


 F G H N   
Hill48 0.274 0.330 0.760 1.429   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 0.839 0.879 1.153 0.980 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 0.816 0.855 1.174 0.983 0.835 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 0.771 0.822 1.201 1.073 0.837  


 
Nas figuras 5.52 e 5.53 podemos observar, respectivamente, as evoluções do coeficiente de 


anisotropia e da relação 0/σσα  durante a deformação, no plano da chapa. Nestas figuras são 


apresentados os resultados experimentais (EXP) e numéricos obtidos com os modelos Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN, utilizando os parâmetros apresentados na tabela 5.52. A evolução dos 


coeficientes de anisotropia no plano da chapa é quase coincidente para todos os critérios. O 
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mesmo não acontece na descrição da evolução da relação 0/σσα  durante a deformação, onde o 


modelo YLDLIN se afasta claramente dos restantes. O modelo que globalmente descreve melhor 


o comportamento é o modelo YLD91, seguido dos modelos KB93, YLDLIN e Hill48, por ordem 


crescente do erro. 


 
 


Figura 5.46. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) do 
coeficiente de anisotropia, no plano da chapa, para o aço DP600. 


 


 
 


Figura 5.47. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) da 
tensão limite de elasticidade, no plano da chapa, para o aço DP600. 
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Tabela 5.53. Erros obtidos na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia Hill48, 
YLD91, KB93 e YLDLIN para o aço DP600. 


 Erro [%] 
Hill48 2.50 
YLD91 2.31 
KB93 2.37 


YLDLIN 2.42 


 
 
5.7.2. Identificação do Parâmetros da Lei de Encruamento 


 


Para determinar a tensão equivalente, na identificação dos parâmetros da lei de encruamento foi 


utilizado o critério YLD91, por ser o que menor erro apresenta na identificação dos parâmetros da 


superfície limite de elasticidade (tabela 5.53).  


Na tabela 5.54 apresenta-se o resultado da identificação efectuada a partir das curvas 


experimentais obtidas em tracção considerando apenas encruamento isotrópico, para as leis de 


comportamento de Swift e de Voce. Na figura 5.48 comparam-se os resultados experimentais e 


numéricos obtidos a partir dos parâmetros da tabela 5.47. Considerando apenas encruamento 


isotrópico e considerando apenas as curvas obtidas em tracção, o modelo de encruamento mais 


adequado é o modelo de Swift, dado que apresenta o erro de identificação mais baixo. 


 


Tabela 5.54. Coeficientes identificados das leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
obtidos com base nas curvas de tracção do aço DP600 (critério de anisotropia YLD91). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 1133.3 0.2143 10.0 2.39 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 344.8 485.2 14.5 2.82 
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Figura 5.48. Ajuste das leis encruamento de Swift e de Voce às curvas de tracção experimentais 
(critério de anisotropia YLD91), para o aço DP600. 


 


Na tabela 5.55 são apresentados os parâmetros identificados para as leis de comportamento de 


Swift e de Voce considerando o encruamento isotrópico, com base nas curvas experimentais 


obtidas em tracção e corte simples. Como pode ser concluído a partir do valor do erro, apresentado 


na tabela 5.55, o critério de Swift é mais adequado do que o critério de Voce. Na figura 5.49 


apresentam-se as curvas experimentais e as curvas obtidas por ajuste.  


 


Tabela 5.55. Coeficientes identificados para as leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
obtidos a partir das curvas de tracção e de corte para o aço DP600 (critério de anisotropia 


YLD91). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 541.4 0.281 83.7 2.98 


 0Y  satR  YC  Erro [%] 


Voce 138.2 260.2 9.5 4.71 
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Figura 5.49. Ajuste das curvas numéricas de Swift e de Voce às curvas experimentais equivalentes 
de tracção e de corte, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço DP600. 


 
Na tabela 5.56 apresentam-se os parâmetros identificados, utilizando todas as curvas disponíveis: 


tracção, corte e com inversão de trajectória em corte, para os modelos de encruamento isotrópicos 


de Swift e de Voce combinados com o modelo cinemático de Chaboche. Nas figuras 5.50 e 5.51 


apresentam-se as curvas experimentais e numéricas, obtidas para os dois modelos, correspondente 


aos parâmetros apresentados na tabela 5.56. A partir dos erros apresentados na tabela 5.49 é 


possível concluir que a combinação dos modelos: isotrópico de Swift e cinemático de Chaboche é 


a mais adequada para ajustar o comportamento deste aço. 


 


Tabela 5.56. Coeficientes identificados para as leis de encruamento de Swift e de Voce 
combinadas com a componente cinemática de Chaboche a partir das curvas de tracção, de corte e 


de Bauschinger, para o aço DP600 (critério de anisotropia YLD91 


C  n  0Y  XC  satX  Erro [%] Swift 
+ 


Chaboche 801.3 0.271 346.2 34.6 250.6 4.06 


0Y  satR  YC  XC  satX  Erro [%] Voce 
+ 


Chaboche 317.1 388.8 3.9 37.3 258.8 5.0 
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Figura 5.50. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Swift e 
cinemática de Lemaitre e Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte 
com inversão de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço DP600. 


 


 
Figura 5.51. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Voce e 
cinemática de Lemaitre e Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte 


com inversão de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço DC06. 
 


5.8. Identificação dos parâmetros do aço de alta resistência HSLA340 
 


O material aqui caracterizado é um aço de elevada resistência com a referência comercial 


HSLA340 (ZSTE340), fornecido pela siderurgia Cockerill Sambre, sob a forma de chapa de 1 mm 


de espessura. Apresenta-se na tabela 5.57 a composição típica deste aço. 
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Tabela 5.57. Composição química (em percentagem em peso) da liga típica do aço HSLA340. 


C 


[%] 


Si 


[%] 


Mn 


[%] 


P 


[%] 


S 


[%] 


Al 


[%] 


Nb 


[%] 


0.05 0.01 0.40 0.01 0.01 0.04 0.03 


 


Os resultados experimentais utilizados neste trabalho, para este material, foram obtidos no 


âmbito do projecto 3DS (2001). Para identificar os parâmetros para este aço foram utilizados 


ensaios de tracção e de corte simples para direcções fazendo ângulos de 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º 


com a direcção de laminagem e ensaios com inversão de trajectória em corte na direcção de 


laminagem para três níveis de pré-deformação: 10, 20 e 30 %. Apresentam-se na figura 5.58 as 


curvas reais tensão-deformação obtidas nos ensaios de tracção ( εσ − ), de corte ( γτ − ) e nos 


ensaios com inversão de trajectória em corte ( γτ − ). Na tabela 5.58. apresentam-se os valores do 


coeficiente de anisotropia, da tensão limite de elasticidade e do valor médio da relação 0/σσα  ao 


longo da deformação determinados experimentalmente em tracção. O módulo de elasticidade 


utilizado na identificação para este material foi de 210 GPa.  


 


Figura 5.52. Curvas tensão-deformação obtidas para os ensaios experimentais de tracção ( εσ − ), 


corte ( γτ − ), sem e com inversão de trajectória ( γτ − ) para o aço HSLA340. 
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Tabela 5.58. Valores experimentais dos coeficientes de anisotropia e das tensões limite de 
elasticidade obtidos em tracção no plano da chapa para o aço HSLA340. 


Ângulo com a 
Direcção de 
Laminagem 


[º] 


Coeficiente de 
Anisotropia 


Tensão Limite de 
Elasticidade [MPa]  


Valor médio de 


0/σσα  ao longo da 


deformação 


0 0.820 376.8 1.000 
15 0.840 379.7 0.998 
30 0.910 379.6 0.987 
45 1.070 393.9 0.998 
60 1.120 390.0 1.000 
75 1.100 395.8 0.995 
90 1.040 400.0 1.035 


 


5.7.1. Identificação do Parâmetros do Critério de Anisotropia 
 


A identificação dos parâmetros dos modelos de superfície limite de elasticidade foi feita a partir 


dos valores dos coeficientes de anisotropia e da evolução da relação 0/σσα  em toda a gama de 


deformação, apresentados na tabela 5.58. Com os dados disponíveis é possível identificar os 


parâmetros dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. Na tabela 5.59 apresentam-se os 


parâmetros obtidos na identificação para os critérios de anisotropia.  


 


Tabela 5.59. Parâmetros identificados para o aço HSLA340, segundo os critérios anisotropia: 


Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN. 


 F G H N   
Hill48 0.436 0.575 0.464 1.567   


 
1c  2c  3c  6c  m   


YLD91 0.960 1.046 0.977 1.014 8  
 


1c  2c  3c  6c  
c  k  


KB93 0.947 1.055 0.969 1.014 0.827 15 
 


1c  2c  3c  6c  
c   


YLDLIN 0.928 1.042 0.954 1.120 0.947  


 
Nas figuras 5.53 e 5.54 podemos observar a evolução do coeficiente de anisotropia e da relação 


0/σσα  em toda a gama de deformação, respectivamente, no plano da chapa. Nestas figuras são 


apresentados os resultados experimentais (EXP) e numéricos obtidos com os modelos Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN, utilizando os parâmetros apresentados na tabela 5.60. A evolução dos 


coeficientes de anisotropia no plano da chapa é, mais uma vez, quase coincidente para todos os 


critérios. A evolução da tensão limite de elasticidade no plano da chapa é muito próxima para os 
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critérios Hill48, YLD91 e KB93; apresentando o critério YLDLIN um claro afastamento aos 


restantes, como também pode ser comprovado a partir dos os erros obtidos na identificação, 


apresentados na tabela 5.60. O modelo que globalmente descreve melhor o comportamento é o 


modelo YLD91, seguido dos modelos KB93, Hill48 e YLDLIN, por ordem crescente do erro.  


 
 


Figura 5.53. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) do 
coeficiente de anisotropia, no plano da chapa, para o aço HSLA340. 


 


 
 


Figura 5.54. Evolução experimental e numérica (critérios Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN) da 
tensão limite de elasticidade, no plano da chapa, para o aço HSLA340. 
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Tabela 5.60. Erros obtidos na identificação dos parâmetros dos critérios de anisotropia Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN para o aço HSLA340 


 Erro [%] 
Hill48 2.36 
YLD91 1.93 
KB93 2.08 


YLDLIN 3.26 


 
 
5.7.2. Identificação do Parâmetros da Lei de Encruamento 


 


Para determinar a tensão equivalente, na identificação dos parâmetros da lei de encruamento foi 


utilizado o critério YLD91, por ser o que menor erro apresenta na identificação dos parâmetros da 


superfície limite de elasticidade (tabela 5.60). 


Na tabela 5.61 apresenta-se o resultado da identificação efectuada a partir das curvas 


experimentais obtidas em tracção considerando apenas encruamento isotrópico, para as leis de 


comportamento de Swift e de Voce. Na figura 5.55 comparam-se os resultados de tracção 


experimentais e numéricos obtidos a partir dos parâmetros da tabela 5.61. O modelo de Voce é, 


neste caso, o mais adequado a este material, uma vez que apresenta o valor de erro mais baixo. 


 


Tabela 5.61. Coeficientes identificados das leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
obtidos com base nas curvas de tracção do material HSLA340 (critério de anisotropia Hill48). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 763.2 0.236 355.4 2.09 


 0Y  satR  YC  
Erro [%] 


Voce 362.3 269.2 5.8 2.05 
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Figura 5.55. Ajuste das leis encruamento de Swift e de Voce às curvas de tracção experimentais 
(critério de anisotropia YLD91), para o aço HSLA340. 


 


Na tabela 5.62 são apresentados os parâmetros identificados para as leis de comportamento de 


Swift e de Voce considerando o encruamento isotrópico, com base nas curvas experimentais 


obtidas em tracção e corte simples. Na figura 5.56 apresentam-se as curvas experimentais e as 


curvas obtidas por ajuste. Para estas condições de identificação, o erro da lei de Swift é 


ligeiramente superior ao obtido com a lei de Voce.  


 


Tabela 5.62. Coeficientes identificados para as leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce 
obtidos a partir das curvas de tracção e de corte para o aço HSLA340 (critério de anisotropia 


YLD91). 


 C  n  0Y  
Erro [%] 


Swift 753.8 0.216 344.7 2.07 


 0Y  satR  YC  
Erro [%] 


Voce 360.7 294.4 5.3 2.04 
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Figura 5.56. Ajuste das curvas numéricas de Swift e de Voce às curvas experimentais equivalentes 
de tracção e de corte, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço HSLA340. 


 
Na tabela 5.63 apresentam-se os parâmetros identificados, utilizando todas as curvas disponíveis, 


tracção, corte e com inversão de trajectória em corte, para os modelos de encruamento isotrópicos 


de Swift e de Voce combinados com o modelo cinemático de Chaboche. Nas figuras 5.57 e 5.58 


apresentam-se as curvas experimentais e numéricas, obtidas para os dois modelos, com os 


parâmetros apresentados na tabela 5.63. A partir destas figuras e dos erros apresentados na tabela 


5.49 é possível concluir que a combinação dos modelos: isotrópico de Voce e cinemático de 


Lemaitre e Chaboche é a mais adequada para ajustar o comportamento deste aço. 


 


Tabela 5.63. Coeficientes identificados para as leis de encruamento de Swift e de Voce 
combinadas com a componente cinemática de Chaboche a partir das curvas de tracção, de corte e 


com inversão de trajectória, para o aço HSLA340 (critério de anisotropia YLD91). 


C  n  0Y  XC  satX  Erro [%] Swift 
+ 


Chaboche 562.3 0.121 355.4 4.4 140.6 3.49 


0Y  satR  YC  XC  satX  Erro [%] Voce 
+ 


Chaboche 361.9 142.4 8.5 2.7 180.5 3.44 
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Figura 5.57. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Swift e 
cinemática de Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte com inversão 


de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço HSLA340. 
 


 
Figura 5.58. Ajuste das curvas numéricas obtidas com a lei de encruamento isotrópica de Voce e 
cinemática de Chaboche às curvas experimentais de tracção e corte simples e corte com inversão 


de trajectória, segundo o critério de anisotropia YLD91, para o aço HSLA340. 
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Capítulo 6 


 


O Ensaio Experimental Demeri  


 


6.1. Introdução 


 


Uma das principais causas da rejeição de componentes produzidos por estampagem é o desvio da 


geometria da peça em relação às dimensões de projecto. Geralmente, este desvio, resulta do facto 


de as tensões introduzidas nas peças durante o processo de estampagem poderem provocar 


alterações geométricas significativas durante a remoção das ferramentas. Este fenómeno, 


conhecido como retorno elástico, conduz a geometrias diferentes do componente e das 


ferramentas de estampagem. O retorno elástico pode também ocorrer após a remoção das 


ferramentas, em operações subsequentes ao processo de estampagem como, por exemplo, no 


corte. O problema do retorno elástico é particularmente importante em componentes com 


contornos abertos, que apresentem pequena rigidez à flexão. Além disso, a importância do retorno 


elástico aumenta com o aumento da dimensão dos componentes e com a diminuição das 


tolerâncias admitidas.  


Uma das indústrias que mais recorre à tecnologia de estampagem de chapa metálica para 


obtenção de peças de grandes dimensões é a indústria automóvel, onde as tolerâncias admissíveis 


são reduzidas e o retorno elástico pode ter consequências importantes. A necessidade de produzir 


automóveis cada vez mais leves e resistentes ao impacto tem levado à crescente utilização de 


componentes em alumínio e em aço de elevada resistência. Para além dos tradicionais problemas 


dos aços macios, em que são necessários os controlos de espessura, de ocorrência de estricção, de 


formação de pregas, nestes materiais o retorno elástico é mais significativo do que nos aços 


comuns de estampagem. Além disso, são também muito sensíveis a alguns parâmetros de 


estampagem, como por exemplo a lubrificação ou a velocidade de deformação (Xia et al., 2004). 


Isto traduz-se em custos suplementares associados à definição correcta da forma das ferramentas e 


consequentemente maiores tempos de industrialização.  


Makinouchi et al. (1993) enumera os desafios colocados aos programas de simulação 


numérica colocados pelo processo de estampagem. Segundo este autor, os grandes desafios dos 


programas de simulação são: a possibilidade de determinar a redução de espessura, de prever 


correctamente o aparecimento de instabilidades (rugas, instabilidades superficiais, etc.), de cálculo 


das tensões residuais e do retorno elástico. Para dotar os programas de simulação numérica da 
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capacidade de prever estes aspectos da estampagem é necessário recorrer a ensaios experimentais, 


efectuados em condições controladas, que permitam a calibração dos programas de simulação. 


Neste contexto, destacam-se os ensaios experimentais propostos e realizados no âmbito dos 


congressos NUMISHEET, envolvendo os defeitos de estampagem mais comuns.  


Na concepção de um ensaio experimental, o maior desafio consiste em isolar o efeito que 


se pretende estudar, procurando minimizar a influência relativa dos restantes sem simplificar em 


demasia as condições em que se realiza. Durante décadas a compensação do retorno elástico foi 


efectuada com base em informação empírica (Sachs, 1951; Queener e De Angelis, 1968; Davies, 


1981; Levy, 1984; Stevenson, 1993; Huang e Gerdeen, 1994) ou em teorias simples (Schroeder, 


1943; Nadai, 1950; Shaffer e Ungar, 1960; Baba e Tozawa, 1964; Gardiner, 1957; Yu e Zhang, 


1996; Zhang e Lin, 1997b), a maior parte das vezes assente no conhecimento do retorno elástico 


em testes simples de flexão. Mais recentemente, surgiram ensaios experimentais utilizando 


geometrias mais específicas, nomeadamente os ensaios de flexão puros com ferramentas 


cilíndricas (Yu e Johnson, 1983; Yuen, 1990; Sanchez et al., 1996), em forma de U (Sudo et al., 


1974; Chakhari e Jalinier, 1984; Hino et al., 1999), em forma de V (Chakhari e Jalinier, 1984; 


Zhang et al., 1997a; Hino et al., 1999] e para obtenção de flanges (Wang, 1984). Contudo, à 


semelhança dos ensaios experimentais mais clássicos, também aqui é difícil estabelecer um 


paralelismo entre o estado de tensão obtido em flexão pura e o observado numa dada operação de 


estampagem e, consequentemente, o respectivo retorno elástico é difícil de avaliar.  


A solicitação característica do processo de estampagem é composta por uma componente 


de flexão e uma outra de tensão no plano da chapa, geralmente biaxial. Por este motivo, surgiram 


ensaios experimentais que combinam a solicitação de flexão com tensão no plano, ainda que uni-


axial (Ayres, 1984; Davies, 1984; Hayashi, 1984; Schmoeckel e Beth, 1993; Pourboghrat e Chu, 


1995; Bayraktar e Altintas, 1996). Estes ensaios permitem obter estados de tensão mais próximos 


dos que ocorrem na maioria das operações de estampagem o que permitiu uma melhor 


compreensão do retorno elástico, possibilitando assim melhorar os códigos de simulação numérica 


(Mattiasson et al., 1995; He e Wagoner, 1996; Wagoner et al., 1997; Li e Wagoner, 1998). Com o 


intuito de superar o problema do estado de tensão desenvolvido nos ensaios não ser 


completamente representativo da operação de estampagem, foram propostos ensaios 


experimentais mais complexos, baseados na obtenção de pequenas peças estampadas (Bayraktar e 


Altintas, 1996; Kuwabara et al., 1996; Demeri et al., 2000; Roheleder, 2001). Assim, os ensaios 


experimentais para efectuar a validação dos códigos de simulação numérica são cada vez mais e 


de complexidade crescente, consequência dos avanços experimentais alcançados no que diz 


respeito à medição da geometria e do estado de tensão nos provetes. Exemplos destes avanços são 
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os sistemas de medição ópticos tridimensionais para determinação das deformações, mesmo em 


peças complexas (Behring et al., 2004), e a determinação da tensão por difracção de neutrões 


(Gnaeupel-Herold, 2004). Estas possibilidades experimentais permitem também a utilização de 


ensaios clássicos, que tinham sido abandonados, devido a dificuldades em efectuar as medições 


necessárias para poderem ser úteis (Behring et al., 2004), como é caso, por exemplo, do ensaio de 


formabidade de Nakazima et al. (1968).  


Os ensaios mais utilizados na caracterização mecânica dos materiais utilizados para 


estampagem, como os ensaios de tracção e de corte, impõem condições de tensão demasiado 


simples e produzem retornos elásticos insignificantes. O ensaio proposto por Demeri et al. (2000) 


faz parte do grupo de ensaios experimentais com condições de solicitação muito semelhantes à da 


maioria das peças obtidas por estampagem. Ou seja, o ensaio Demeri representa bem a maioria 


dos aspectos relevantes no processo de estampagem (Demeri, 2002). Além disso, o procedimento 


de ensaio é simples e o retorno elástico é facilmente observável e quantificável, sendo a sua 


simulação numérica relativamente fácil. O ensaio experimental Demeri permite comparar 


diferentes materiais, possibilitando testar e calibrar os programas de simulação numérica no que 


diz respeito ao estudo do retorno elástico. É possível encontrar na literatura diversas condições de 


realização deste ensaio (Demeri et al., 2000; Demeri, 2002; Echempati e Dev, 2002; Xia, 2004).  


Neste trabalho foi desenvolvida e produzida uma ferramenta para realizar o ensaio Demeri, 


utilizando uma máquina convencional de tracção. Neste capítulo é explicado o ensaio Demeri e 


apresentada a ferramenta desenvolvida. São também apresentados resultados experimentais para 


alguns dos materiais caracterizados no capítulo 5. Nomeadamente, são apresentados resultados 


para dois aços: um aço macio com a referência comercial DC06 (Usinor) e um aço bifásico com a 


referência comercial DP600 (SSAB Swedish Steel); e para dois alumínios: EN AW-5182-H111 e 


EN AW-6016-T4 (Novelis Switzerland).  


Devido à exigência em termos de força de estampagem, os aços foram ensaiados numa 


máquina universal de ensaios de tracção Shimadzu Autograph AG 25TA, equipada com uma 


célula de carga de 250 kN (equipamento da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto). 


Os alumínios foram ensaiados numa máquina universal de ensaios de tracção Shimadzu AG-I 100 


kN, equipados com uma célula de carga de 100 kN (equipamento da Escola Superior de 


Tecnologia de Abrantes). Por esse motivo, foram projectadas e desenvolvidas duas fixações, uma 


para cada máquina utilizada. 


O corte e a abertura dos anéis foi efectuada por electroerosão por fio na empresa 


Tecnimoplas – Marinha Grande. 
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6.2. O ensaio Demeri 


 


Como já referido, o ensaio Demeri (Demeri et al., 2000) foi desenvolvido para mostrar a 


importância que o retorno elástico pode ter no processo de estampagem. Na prática este ensaio 


consiste em cortar e medir a abertura de anéis obtidos de uma taça circular produzida por 


estampagem. A taça é obtida numa estampagem de 60 mm de profundidade de um esboço circular 


com 200 mm de diâmetro utilizando um punção com 100 mm de diâmetro em uma matriz de 110 


mm de diâmetro, aplicando uma força pré-estabelecida no cerra-chapas. As figuras 6.1 (a) e (b) 


mostram as principais dimensões das ferramentas e as configurações inicial e final do ensaio, 


respectivamente. Tanto na matriz como no punção o raio de concordância é de 12 mm. No ensaio 


originalmente proposto, a velocidade do punção (ou da matriz) é de 300 mm por minuto e não é 


utilizada lubrificação, sendo propostos dois níveis de força no cerra-chapas: 16 e 28 kN. Os anéis 


são cortados com uma largura de 25 mm, fazendo cortes a 20 mm e a 45 mm do plano do fundo do 


copo estampado. Não existe nenhuma indicação sobre a localização do corte para abertura do anel.  


(a) 


 


(b) 


 


Figura 6.1. Configuração inicial (a) e final (b) das ferramentas no ensaio experimental Demeri. 


Apresentam-se também as principais dimensões  







6.5 


Neste trabalho, foram realizados ensaios preliminares que conduziram à escolha de alguns 


parâmetros do ensaio diferentes dos originalmente propostos, sem porém modificar as 


características geométricas da ferramenta. Na proposta original é utilizada uma prensa hidráulica 


convencional para efectuar a estampagem. Como consequência, a velocidade do punção (ou da 


matriz) é demasiado elevada para a maioria das máquinas utilizadas para realizar ensaios de 


tracção. Assim, optou-se por efectuar os ensaios a uma velocidade compatível com a utilização de 


máquinas de tracção convencionais. Nos ensaios foi utilizada uma velocidade relativa punção-


matriz de 100 mm/minuto. Como forças de aperto do cerra-chapas utilizaram-se os valores 


propostos por Demeri et al. (2000), ou seja 16 e 28 kN, mas foram também realizados ensaios com 


8 e 34 kN, em função do tipo de material. De modo a facilitar a simulação numérica da abertura 


do anel, optou-se por limitar a sua largura a 10 mm. Assim, após o processo de estampagem, o 


anel foi retirado da região central das paredes laterais da taça, sendo efectuados cortes a 25 e a 35 


mm de distância do plano do fundo da taça, como se mostra na figura 6.2. Como a abertura dos 


anéis após o corte depende consideravelmente da largura do anel cortado (Sachs e Espey, 1941), a 


comparação dos resultados numéricos e experimentais foi efectuada para larguras de anel 


idênticas. 


No corte dos anéis foi utilizada a tecnologia de electro-erosão por fio, em vez da tecnologia 


laser, utilizada por Demeri et al. (2000). Com esta solução procurou diminuir-se a região 


influenciada pelo processo de corte. A mesma solução foi também adoptada por Rohleder (2001) e 


Xia (2004). Estes autores utilizaram também anéis mais estreitos que o originalmente proposto: 10 


e 5 mm, respectivamente.  


Para que o ensaio experimental Demeri fosse efectuado em condições próximas das reais, à 


semelhança de outros autores, optou-se neste trabalho por utilizar lubrificante. Echempati et al. 


(2002) utilizaram como lubrificante folhas de polietileno, Xia (2004 utilizaram um lubrificante 


sólido em conjunto com um óleo lubrificante, Kuwabara et al. (2004) utilizaram folhas de Teflon 


em simultâneo com um óleo lubrificante e Lee et al. (2005b) utilizaram um lubrificante vulgar 


(WD-40). Neste trabalho, optou-se por utilizar um lubrificante específico para estampagem. 


Na figura 6.3 mostra-se como é efectuada a medição da abertura do anel. Uma vez que esta 


abertura é da ordem das dezenas de milímetro, a sua medição pode ser efectuada com recurso a 


um paquímetro convencional. Nos materiais estudados o erro de medição foi sempre inferior a 0.3 


%.  
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Figura 6.2. Localização e dimensões do anel cortado na taça resultante da estampagem. 


 


 


Figura 6.3. Dimensão a medir após a abertura do anel. 


 
6.2.1. A ferramenta 


 
Para realizar o ensaio experimental Demeri foi desenvolvida e produzida uma ferramenta 


que permite efectuar este ensaio em máquinas de tracção universais. Como a generalidade das 


máquinas de ensaio de tracção não dispõe de sistema de guiamento, isto é, de um dispositivo que 


permita o alinhamento das amarras da máquina durante ensaio, a ferramenta de ensaio Demeri foi 


projectada de modo a garantir a centragem entre o punção e a matriz.  


De forma a diminuir o custo de produção da ferramenta, foram utilizados na sua 


construção dois aços diferentes. Nos componentes da ferramenta com zonas em contacto com a 
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chapa a estampar (esboço) utilizou-se um aço ligado específico para matrizes de estampagem, com 


a referência comercial Impax Supreme PM300, o qual possui uma composição química próxima à 


do aço AISI P20. Para os componentes puramente estruturais foi utilizado um aço de construção 


mecânica com a designação comercial F10, com composição química correspondente a um aço 


AISI 1045. Na tabela 6.1 são apresentadas as composições químicas dos dois aços utilizados na 


produção da ferramenta. Na tabela 6.2 são indicadas as suas características mecânicas, com base 


nas quais foi efectuado o dimensionamento da ferramenta. 


 


Tabela 6.1. Composição química dos aços utilizados na construção da ferramenta. 


Designação 


(Comercial) 
C [%] Si [%] Mn [%] Cr [%] Mo [%] Ni [%] S [%] 


PM300 0.33 0.30 1.30 1.80 0.20 0.80 0.008 


F10 0.45 0.25 0.65 - - - - 


 


Tabela 6.2. Características mecânicas dos aços utilizados na construção da ferramenta. 


Designação 


Comercial 


Designação 


AISI  


Dureza 


[HB] 


Tensão de 


ruptura 


[MPa] 


Tensão 


Limite de 


Elasticidade 


[MPa] 


Deformação 


na ruptura 


[%] 


Tensão 


admissível 


Deformação 


plástica 


Tensão 


limite de 


fadiga 


PM300 1045 330 >950 800 12 665 430 


F10 P20 170 >600 485 10 390 270 


 


A classe de qualidade mais restritiva, para peças obtidas por estampagem, definida pela 


norma ISO 286 é a classe IT12. Para esta classe de qualidade, na obtenção dos 60 mm de 


profundidade da estampagem da taça a tolerância é de 0.3 mm. Dado que a peça obtida por 


estampagem não apresenta requisitos funcionais específicos foi utilizado o desvio fundamental h, 


ou seja, a rigidez da ferramenta e o controlo de posição da máquina de tracção deverão garantir a 


cota da profundidade de estampagem de 60  mm com um desvio superior de +0.00 e inferior de -


0.30 mm. Para limitar o erro dimensional dentro dos valores definidos, a ferramenta foi 


dimensionada considerando 50 kN de aperto do cerra chapas e 100 ou 250 kN no punção/matriz, 


em função da máquina utilizada. A escolha destes valores foi efectuada com base na capacidade 


das duas máquinas de tracção onde foi utilizada a ferramenta e em resultados prévios do ensaio 


obtidos por simulação numérica. Apresentam-se no Anexo B o dimensionamento da ferramenta de 


estampagem desenvolvida no presente trabalho, assim como considerações sobre a sua produção e 


requisitos funcionais. 
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A ferramenta é constituída por dois conjuntos funcionais: o do punção e o da matriz. O 


primeiro é constituído pelo punção propriamente dito, pelo sistema de adaptação à amarra da 


máquina da tracção e pela amarra e respectivo pino da amarra; o segundo é constituído pela matriz 


propriamente dita, pelo corpo da matriz, pela tampa da matriz, pela adaptação à amarra da 


máquina de tracção e pela amarra e respectivo pino. Na figura 6.4 apresenta-se uma vista 


explodida da ferramenta desenvolvida, apresenta-se também a nomenclatura de cada componente. 


Nesta figura não são mostradas as amarras e os respectivos pinos, uma vez que são parte 


integrante da máquina de tracção.  


 


 


Figura 6.4. Ferramenta desenvolvida para efectuar o ensaio Demeri numa máquina de tracção 


universal. Vista explodida da ferramenta e nomenclatura dos componentes da ferramenta de 


estampagem desenvolvida. 
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A figura 6.5 apresenta um corte da ferramenta de estampagem na configuração inicial do 


ensaio. A força no cerra-chapas é imposta com o auxílio de 10 molas. De modo a verificar a 


estabilidade da força no cerra-chapas, durante o ensaio, foi montado um sensor de força numa das 


molas. 


 


Figura 6.5. Secção da ferramenta desenvolvida para efectuar o ensaio Demeri numa máquina de 


tracção universal. 


 


Devido à força de atrito entre o esboço e o cerra-chapas não ser totalmente uniforme pode 


ocorrer deslizamento não uniforme do esboço durante o ensaio. Para evitar a descentragem do 


esboço em relação ao punção e à matriz, foi utilizado um sistema que permite fazer a centragem e 


retenção durante o ensaio. O sistema de centragem e retenção adoptado utiliza um conjunto 


parafuso e mola. Na figura 6.6 mostra-se o sistema de centragem e retenção utilizado. 
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Figura 6.6. Sistema de centragem e retenção do esboço. 


 


6.2.2. Preparação e procedimentos de ensaio 


 


Para evitar erros associados à incorrecta utilização da ferramenta foram definidos 


procedimentos de preparação e de execução do ensaio que são apresentados na tabela 6.3.  


Antes de cada conjunto de ensaios é necessário efectuar a calibração das molas utilizadas 


para a imposição da força no cerra-chapas. Na tabela 6.4 são apresentados os deslocamentos de 


compressão determinados para cada mola correspondentes às forças 8, 16, 28 e 34 kN no cerra 


chapas. Nesta tabela o parafuso com a referência 1 é apertado directamente no sensor de força, 


pelo que a respectiva mola não necessita de calibração. 


A montagem do punção e da matriz, nas amarras, deve ser efectuada após a remoção da 


massa lubrificante, que deve ser utilizada no armazenamento da ferramenta 1. O punção deve ser 


montado na amarra de baixo, visto possuir um mecanismo que suporta o cerra-chapas enquanto 


este não está apertado à matriz. A fixação da ferramenta à máquina de tracção é feita através dos 


pinos da amarra da máquina. A montagem do cerra-chapas no punção, devido à apertada 


tolerância de ajuste entre ambos os componentes, é uma operação delicada e deve efectuar-se 


mantendo o punção em posição vertical para evitar danificar o raio de concordância do punção. 


Após a montagem de ambos os conjuntos funcionais da ferramenta é necessário determinar a 


posição do zero do ensaio (zero da máquina). Para esta operação foi produzido um prato rígido. 
                                                 
1 A ferramenta deve ser armazenada devidamente lubrificada, utilizando um lubrificante com 
elevada viscosidade (superior a 40 mm/s2), devido à tendência que o aço PM 300 tem oxidar. 
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Este prato é apertado entre a matriz e o punção utilizando uma força de aperto que permita 


eliminar todas as folgas. A força utilizada neste trabalho foi de 1 kN. O zero do ensaio pode ser 


determinado a partir deste ponto, dado que a espessura do prato rígido é conhecida e a espessura 


da chapa a estampar também. A figura 6.7 mostra a montagem para determinação do zero do 


ensaio. 


 


Tabela 6.3. Procedimento experimental de ensaio para a ferramenta desenvolvida. 


 


1. Procedimentos antes da montagem da ferramenta 


1.1. Calibração de todos os instrumentos de medida (se necessário) 


1.1.1. Máquina de tracção  


1.1.2. Paquímetro de profundidade 


1.1.3. Sensor de força 1 kN 


1.2. Calibração das molas do cerra-chapas  


        (Definir os deslocamentos correspondentes a cada nível de força) 


2. Procedimentos de montagem da ferramenta 


2.1. Limpeza da ferramenta (solvente) 


2.2. Montagem da matriz na amarra superior 


2.3. Montagem do punção na amarra inferior 


2.4. Montagem do cerra-chapas (no punção) 


3. Procedimentos pré-ensaio 


3.1. Determinação do zero de ensaio (utilizando o prato rígido e 1 kN de aperto) 


4. Procedimentos de ensaio 


4.1. Limpeza da ferramenta (com solvente) 


4.2. Limpeza do esboço (com solvente) 


4.3. Aplicação do lubrificante no esboço 


4.4. Colocação do esboço na ferramenta 


4.5. Colocação do sistema de centragem e retenção (caso necessário) 


4.6. Montagem e aperto das molas do cerra-chapas (sequência cruzada) 


4.7. Estampagem da taça (deslocamento da ferramenta móvel de 60 mm) 


      (verificação da estabilidade da força no cerra-chapas (sensor 1 kN)) 


4.8. Remoção do cerra chapas (molas) 


4.9. Remoção do sistema de retenção e centragem 


4.10. Remoção da taça 


5. Procedimentos após ensaio 


6.1. Inspecção visual da ferramenta (encaminhar para manutenção caso necessário) 


6.2. Lubrificação e armazenamento da ferramenta 
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Tabela 6.4. Valores de deslocamento de compressão [mm] obtidos na calibração das molas 


utilizadas para imposição da força no cerra chapas. 


Parafuso Força no cerra-chapas
Nº 8 kN 16 kN 28 kN 34 kN
2 1.50 2.60 4.17 4.76
3 1.39 3.24 4.99 6.20
4 1.62 2.94 4.78 5.75
5 1.68 3.16 4.82 5.54
6 1.57 3.21 4.93 5.92
7 1.72 3.09 5.02 6.07
8 0.95 2.11 4.21 4.90
9 1.67 3.15 5.36 6.44


10 1.97 2.94 4.84 5.80
1 Sensor Sensor Sensor Sensor  


 


 


 


Figura 6.7. Montagem de prato rígido para determinação do zero do ensaio. 


 


O procedimento de ensaio inicia-se com a limpeza da ferramenta e do esboço com um 


solvente com capacidade para remover a sujidade e o lubrificante de protecção. Os solventes 


utilizados neste trabalho foram o álcool e a acetona. A lubrificação é uma das questões mais 


sensíveis em todo o ensaio uma vez que condiciona a uniformidade da força no cerra-chapas. A 


aplicação do lubrificante no esboço foi efectuada manualmente utilizada uma folha de papel pré-


impregnada, como se mostra na figura 6.8. De modo a obter uma aplicação uniforme do 


lubrificante, esta deve ser efectuada em movimentos circulares concêntricos com o esboço. A 


medição da quantidade de lubrificante aplicada foi efectuada com recurso a uma balança de 
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precisão SCALTEC, com uma resolução de 410−  g. Na figura 6.9 mostra-se a pesagem do papel 


pré-impregnado. A operação de pesagem é efectuada antes e após a colocação de lubrificante no 


esboço. A diferença obtida nas duas pesagens corresponde à quantidade de lubrificante colocada. 


A quantidade de lubrificante utilizada foi de 1.4 g/m2. Foi utilizada a mesma quantidade de 


lubrificante para todos os materiais testados. O erro máximo admitido no peso de lubrificante 


colocado foi de 5 % para os aços e de 10 % para os alumínios. 


 


 


Figura 6.8. Aplicação do lubrificante utilizando um papel pré-impregnado. 


 


 


Figura 6.9. Medição da quantidade de lubrificante colocado no esboço. 
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Após a colocação do esboço no punção, deve ser montado o sistema de retenção e centragem do 


esboço. Após ensaios preliminares concluiu-se que a força mínima a utilizar no sistema de 


retenção para eliminar a movimentação do esboço, situa-se entre 2 e 3 kN, dependendo do 


material ensaiado. Optou-se por utilizar em todos os materiais uma força no sistema de retenção 


igual a 3 kN. Na tabela 6.5 apresentam-se as forças de aperto obtidas no sistema de retenção em 


função do número de voltas da porca de aperto da mola do sistema de retenção. A figura 6.10 


mostra o esboço montado no punção após a aplicação do sistema de retenção e centragem. 


 


Tabela 6.5. Força na mola do sistema de centragem e retenção do esboço em função do aperto. 


Nº Voltas Porca Carga [kN]
4 voltas 4.2
3 voltas 3.1
2 voltas 2.0  


 


 


Figura 6.10. Montagem do sistema de retenção e centragem do esboço. 


 


A fase seguinte consiste no aperto do cerra-chapas. Cada mola é comprimida de modo a 


introduzir no cerra-chapas uma força igual a 8, 16, 28 ou 34 kN (tabela 6.4). Na figura 6.11 


mostra-se como é feito o controlo do deslocamento de compressão da mola utilizando um 


paquímetro de profundidade. A precisão da aplicação da no cerra-chapas depende da precisão da 


medição do deslocamento de cada mola. Para efectuar a medição do deslocamento das molas foi 
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utilizado um paquímetro de profundidade Mitutoyo Digimatic VDS-15DC. A resolução do 


paquímetro é de 0.01 mm. A tabela 6.6 apresenta o erro médio cometido na medição da força.  


 


 


Figura 6.11. Controlo da compressão das molas. 


 


Tabela 6.6. Erro na aplicação da força no cerra chapas devido à precisão na medição da 


compressão das molas. 


Força  


[kN] 


Erro 


[%] 


8 0.72 


16 0.36 


28 0.21 


34 0.17 


 


Para evitar erros por falhas na identificação dos conjuntos parafuso/mola, a montagem dos 


conjuntos foi sempre efectuada na mesma posição. Na figura 6.12 apresenta-se a distribuição 


utilizada no presente trabalho. Para se obter uma pressão uniforme no cerra-chapas, as molas 


devem ser apertadas segundo uma sequência de aperto cruzado. Na tabela 6.7 apresenta-se uma 


sequência possível de acordo com a distribuição apresentada na figura 6.12. 
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Figura 6.12. Localização de cada conjunto parafuso-mola. 


 


Tabela 6.7. Sequência de aperto dos parafusos de compressão das molas (Numeração 


correspondente à figura 6.12). 


Sequência de Aperto
2
7
9
4
10
5
3
8
6


sensor (1)  


 


Após o aperto do cerra-chapas, realiza-se o processo de estampagem propriamente dito. 


Para verificar a variação e a estabilidade da força no cerra chapas durante o ensaio, foi utilizado 


um sensor de força e um módulo de visualização, o qual é mostrado na figura 6.13. O sensor de 


força utilizado foi um sensor da marca BongShin com a referencia DSCS – 1000 (10 kN). O erro 


máximo na medição da força com este sensor é aproximadamente 0.1 %. Após o ensaio procede-


se à desmontagem do cerra-chapas, antes de recuar a matriz. A figura 6.14 mostra a ferramenta 


após o recuo da matriz e do cerra-chapas. Finalmente, antes de remover a taça (já estampada) é 
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necessário proceder à remoção do sistema de retenção e centragem do esboço. De notar que o zero 


da máquina uma vez determinado para o primeiro ensaio é válido para todos os ensaios 


subsequentes. 


 


Figura 6.13. Sensor de força utilizado para verificar a variação da força no cerra-chapas durante o 


ensaio. 


 


 


Figura 6.14. Ferramenta antes da desmontagem da taça e do sistema de centragem e retenção. 


 


6.3. Resultados Experimentais do Ensaio Demeri 


 


Foram realizados ensaios Demeri em quatro materiais diferentes (dois alumínios e dois 


aços): uma liga de alumínio da série EN 5182, uma liga de alumínio da série EN 6016, um aço 
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macio a referência comercial DC06 e um aço bifásico com a referência comercial DP600. A 


caracterização mecânica destes materiais já foi efectuada no Capítulo 5. Para a obtenção das 


aberturas correspondentes a cada condição de ensaio foram realizados pelo menos três repetições 


do mesmo. 


Antes do ensaio ambas as faces do esboço foram sempre lubrificadas, utilizando um óleo 


específico para estampagem, de referência comercial Quacker 6130.  


Os esboços foram obtidos por corte num centro de maquinagem de comando numérico e 


acabados em torno convencional. Os esboços utilizados foram obtidos utilizando a classe ISO h6. 


Apesar de neste trabalho o comportamento tribológico não ser objecto de estudo, foram 


efectuadas medições da rugosidade dos esboços utilizados para efectuar o ensaio Demeri, cujos 


resultados se apresentam na tabela 6.8. 


 


Tabela 6.8. Rugosidade média (
a
R ) das chapas utilizadas para efectuar os ensaios Demeri.  


Material Lado Matriz Lado Punção 


EN AW-5182-H111 1.40 1.34 


EN AW-6016-T4 1.17 1.11 


DC06 1.13 1.06 


DP600 1.44 1.33 


 


Nos ensaios que decorreram sem a formação de estrias ou ocorrência de ruptura, a variação 


da força no cerra chapas durante o decorrer do ensaio foi sempre suave e proporcional à variação 


de espessura verificada, observando-se um afastamento de 3 %. 


 


6.3.1. Ligas de Alumínio EN AW-5182-H111 e EN AW-6016-T4 


 


Em ambas as ligas de alumínio foram efectuados ensaios com forças no cerra-chapas de 8 


e 16 kN. Não foi possível obter taças sãs para a liga EN AW-6016-T4, com a força no cerra-


chapas de 16 kN, pois ocorreu sempre ruptura.  


Na figura 6.15 apresenta-se a evolução das forças de estampagem registadas em função do 


deslocamento para a liga de alumínio EN AW-5182-H111 com as forças no cerra-chapas de 8 e 16 


kN e para a liga de alumínio EN AW-6016-T4 com a força no cerra-chapas de 8 kN. As forças 


máximas de estampagem atingidas para a primeira liga de alumínio foram 79.7 e 82.4 kN com as 


forças de aperto no cerra-chapas de 8 e 16 kN, respectivamente. Para a segunda liga de alumínio a 







6.19 


força máxima registada na fase de estampagem foi de 70.5 kN, com a força de 8 kN no cerra-


chapas. O nível máximo da força de estampagem da liga EN AW-5182-H111 é ligeiramente 


superior para a maior força no cerra chapas.  


A comparação entre as duas ligas, para a força de aperto do cerra-chapas de 8 kN, mostra 


que no caso da liga EN AW-5182-H111, no nível da força de estampagem é claramente superior 


ao da liga EN AW-6016-T4. Esta observação está de acordo com as diferenças de comportamento 


mecânico entre os dois alumínios observadas no Capítulo 5.  
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Figura 6.15. Evolução da força necessária para estampar as taças Demeri, obtida para as ligas de 


alumínio EN AW-5182-H111 (para 8 e 16 kN de força no cerra chapas) e EN AW-5182-H111 


(para 8 kN de força no cerra chapas). 


 


De modo a poder efectuar a comparação entre as simulações numéricas e os resultados 


experimentais foram efectuadas algumas medições da geometria final das taças, no que diz 


respeito à espessura e ao contorno exterior. As medições de espessura foram efectuadas em três 


regiões diferentes: na aba, no topo da taça e no centro do anel. As medições da espessura no topo 


da taça foram efectuadas para pontos situados a 35 mm do centro, de modo a evitar a região de 


influência do furo de centragem e retenção. Apresentam-se na tabela 6.9 os resultados médios 


obtidos para as espessuras em taças sãs. Pode concluir-se que na aba ocorreu um aumento da 


espessura (entre 16 e 26 %), no anel observou-se uma redução da espessura (entre 1 e 3 %) 


também verificado na zona do topo da taça (entre 6 e 8 %). No caso do alumínio EN AW-5182-


H111, o aumento de força no cerra-chapas reduz a espessura da chapa nas três regiões.  
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Na figura 6.16 apresenta-se o contorno final da aba da taça para os dois alumínios. É 


possível constatar que, para o alumínio EN AW-5182-H111, a dimensão da aba é superior para a 


força aplicada no cerra-chapas superior (16 kN), o que está de acordo com a superior redução de 


espessura observada na tabela 6.9. A influência da anisotropia na dimensão da aba é mais sentida 


para a liga de alumínio EN AW-6016-T4 do que para a liga EN AW-5182-H111, como pode ser 


constatado comparando os perfis obtidos para ambas as ligas para 8 kN. 


 
Tabela 6.9. Espessuras [mm] medidas na aba da taça, no anel e no topo da taça Demeri, para os 
materiais EN AW-5182-H111 e EN AW-6016-T4. 


 Aba   Anel   Topo (raio 35 mm) 
 0 45 90 0 45 90 0 45 90 


EN AW-5182-H111 
16 kN 


1.165 1.168 1.170 0.980 0.978 0.975 0.925 0.930 0.930 


EN AW-5182-H111 
8 kN 


1.195 1.200 1.215 0.987 0.988 0.990 0.935 0.935 0.933 


EN AW-6016-T4 
8 kN 


1.203 1.259 1.203 0.973 0.977 0.980 0.940 0.934 0.933 
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Figura 6.16. Perfis médios obtidos para as abas das taças Demeri para as ligas de alumínio EN 
AW-5182-H111 (8 e 16 kN) e EN AW-6016-T4 (8 kN). 
 
 


Após a obtenção das taças foi efectuado o corte dos anéis e a sua abertura através de 


electroerosão. Na figura 6.17 mostram-se dois anéis, após abertura, para as duas ligas de alumínio 


ensaiadas para a força do cerra-chapas de 8 kN. A diferença observada, para a força no cerra 


chapas de 8kN, entre os dois materiais é da ordem dos 40 %. Apresentam-se na tabela 6.10, para 


as duas ligas de alumínio, os valores registados para a abertura dos anéis das taças sem defeitos 


para as força de 8 e 16 kN do cerra-chapas. Observou-se um retorno elástico superior para a força 
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do cerra-chapas mais elevada, mas a diferença observada foi inferior a 0.5 %, ou seja mais 


pequena do que o erro obtido na obtenção de cada abertura, que foi de cerca de 2 %.  


 


Tabela 6.10. Abertura medida experimentalmente nos anéis das ligas de alumínio EN AW-5182-


H111 e EN AW-6016-T4. 


Abertura do Anel Força no Cerra-chapas
Material 8 kN 16 kN


EN AW-5182-H111 79.8 80.2
EN AW-6016-T4 46.8 -  


 


 


Figura 6.17. Aberturas observadas experimentalmente para as ligas de alumínio EN AW-5182-


H111 e AW-6016-T4, para uma força de aperto do cerra-chapas igual a 8 kN. 


 
Nos ensaios efectuados com as duas ligas de alumínio foram observados principalmente 


três tipos de problemas na fase de estampagem: a ruptura das taças, a formação de rugas e a 


localização a deformação (estricção). A ruptura foi observada, para a liga de alumínio EN AW-


6016-T4, com a força no cerra-chapas de 16 kN. Na figura 6.18 mostra-se uma das taças em que 


ocorreu ruptura. A ruptura da taça está associada à menor capacidade desta liga, quando 


comparada com o resto dos materiais ensaiados, em suportar a deformação necessária para obter a 


taça Demeri.  
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Figura 6.18. Taça da liga de alumínio onde ocorreu ruptura (EN AW-6016-T4 para a força 


do cerra-chapas de 16 kN). 


 


Na figura 6.19 mostra-se um exemplo de uma taça onde se observou formação de rugas. A 


presença deste tipo de defeito é motivado pelo facto da força aplicada no cerra-chapas ser pequena 


e ser acompanhado de uma diminuição considerável da força necessária para estampar a taça, 


como pode ser observado na figura 6.20, onde se apresentam duas curvas de força-deslocamento 


para a liga de alumínio EN AW-5182-H111 para a força de 8 kN. Para este material observou-se a 


formação de rugas em um dos três ensaios efectuados. O facto ocorrer formação de rugas em 


apenas uma das taças obtidas com o mesmo material e com a mesma força no cerra-chapas, deve-


se à dificuldade em obter exactamente as mesmas condições de ensaio (actrito, força, etc.) e ao 


facto de o fenómeno de formação de rugas resultar de uma instabilidade. Este resultado, permite 


então concluir que a estampagem de taças Demeri com o material EN AW-5182-H111 para a 


força de 8 kN no cerra-chapas, já existe risco de formação de rugas.  


O fenómeno de formação de rugas foi acompanhado da subida da força no cerra-chapas, 


devido ao aumento da espessura ‘aparente’ da chapa que conduz ao aumento da distância no cerra-


chapas, e consequentemente, a alteração da deflexão das molas. 
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Figura 6.19. Taça Demeri onde foi observada formação de rugas (EN AW-5182-H111 para a força 


do cerra-chapas de 8 kN). 
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Figura 6.20. Comparação da evolução das forças de estampagem obtidas para uma taça sem 


defeitos e para uma onde ocorreu formação de rugas. 


 
6.3.1. Aços DC06 e DP600 


 


Foram obtidas taças Demeri para o aço macio DC06 utilizando forças de fecho no cerra-


chapas iguais a 10, 16, 28 e 34 kN. Para o aço de alta resistência DP600 foram utilizadas forças de 


fecho no cerra-chapas de 16, 28 e 34 kN. Na figura 6.15 são apresentadas taças obtidas para todas 


as condições de ensaio dos aços DC06 e DP600.  
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Figura 6.21. Taças obtidas no ensaio Demeri com os aços DC06 e DP600 


 
 


Na figura 6.22 mostra-se a evolução da força ao longo da estampagem das taças 


produzidas no aço DC06 para as forças no cerra-chapas de 10, 16, 28 e 34 kN. Observa-se que, a 


força necessária para estampar é sensível à força aplicada no cerra chapas, sendo tanto menor 


quanto menor for a força no cerra-chapas. As forças de estampagem máximas médias registadas 


para este aço foram 93.0, 93.2, 96.4 e 97.1 kN, para as forças aplicadas no cerra-chapas de 10, 16, 


28 e 34 kN, respectivamente. 


Na figura 6.23 apresenta-se a evolução da força durante a estampagem do aço DP600, para 


as forças no cerra-chapas de 28 e 34 kN. Tal como em todos os casos anteriores, a força necessária 


para estampar diminuiu com a redução da força no cerra-chapas, embora neste caso a diferença 


seja pequena. As forças de estampagem máximas registadas para este aço foram 198.0 e 198.8 kN, 


nos casos das forças aplicadas no cerra-chapas de 28 e 34 kN, respectivamente. 
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Figura 6.22. Curvas força-deslocamento obtidas para o aço DC06 com forças de aperto no cerra 


chapas de 10, 16, 28 e 34 kN. 
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Figura 6.23. Curvas deslocamento-força obtidas com o aço DP600 para forças de aperto do cerra-


chapas de 28 e 34 kN. 
 


Após a obtenção das taças foi efectuado o corte dos anéis e a sua abertura. As aberturas 


médias obtidas para os dois aços são apresentadas na tabela 6.11. Para o aço DP600, os resultados 


referente às forças no cerra-chapas de 10 e 16 kN não são apresentados, uma vez que, para ambas 


as forças, ocorreu a formação de rugas na aba da taça.  


A diferença de abertura do anel para os dois aços é assinalável: o aço bifásico DP600 


apresenta um retorno elástico consideravelmente maior (aproximadamente duas vezes e meia) do 


o que o do aço macio DC06. Nesta tabela podemos também observar que a abertura dos anéis 
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diminuiu com o aumento da força no cerra-chapas. Apresentam-se na figura 6.24 dois anéis após 


abertura, um para cada aço, obtidos para a força no cerra-chapas de 28 kN. A variação máxima 


verificada nos resultados da abertura dos anéis para as mesmas condições foi de 1 e 2 % para os 


aços DP600 e DC06, respectivamente. 


 


Tabela 6.11. Abertura dos anéis observada experimentalmente nos aços DC06 e DP600, para 
vários níveis de força no cerra-chapas. 


Abertura Força no cerra-chapas
Material 10 kN 16 kN 28 kN 34 kN
DC06 33.0 33.0 32.4 28.5
DP600 - x 79.9 79.0  
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RD


 
Figura 6.24. Abertura dos anéis observada experimentalmente nos aços DC06 e DP600 para uma 


força de aperto do cerra-chapas de 28 kN. 
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Capítulo 7 


 


Validação do Processo de Identificação  


 


7.1. Introdução 


 


Apresentam-se neste capítulo identificações, dos parâmetros dos modelos, efectuadas utilizando a 


metodologia proposta no capítulo 3 e por outros autores. Neste capítulo é também efectuada uma 


avaliação da influência do critério de anisotropia e da lei de encruamento nos resultados de 


simulação numérica. Para tal avaliação foram efectuadas simulações de ensaios simples como 


tracção, corte ou ensaios com inversão de trajectória em corte e do ensaio Demeri. 


 


7.2. Validação da Identificação 


 


Nesta secção, são comparadas identificações efectuadas por outros autores com os obtidos com a 


metodologia proposta neste trabalho. 


 


7.2.1. Critérios de Anisotropia 


 


Nesta secção são apresentados resultados de identificações obtidos por outros autores e pela 


metodologia aqui proposta, para os critérios de anisotropia Hill48, YLD91, KB93, YLDLIN e 


CB2001. As identificações de parâmetros, utilizando a metodologia proposta, foram efectuadas 


utilizando as mesmas condições de identificação e de pré-tratamento utilizadas nas 


correspondentes identificações efectuadas por outros autores. 


Na tabela 7.1 apresentam-se os parâmetros do critério de Hill48 determinados com a 


metodologia proposta e os parâmetros determinados no âmbito do projecto 3DS (2001). Como 


podemos observar os valores dos parâmetros são muito próximos, sendo a sua diferença inferior a 


1.5 %. Esta identificação de parâmetros foi efectuada apenas com base nos coeficientes de 


anisotropia obtidos em tracção no plano da chapa, de acordo com o procedimento utilizado do 


âmbito do projecto (3DS, 2001). As curvas de evolução do coeficiente de anisotropia (figura 7.1) e 


da tensão limite de elasticidade (figura 7.2) no plano da chapa são quase coincidentes, para as duas 


identificações. 
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 O mesmo tipo de estudo foi efectuado para os modelos YLD91, KB93, YLDLIN e 


CB2001. Na tabela 7.2 apresentam-se os parâmetros determinados por Brem et al. (2005) e pela 


metodologia proposta, no caso da liga de alumínio EN AW-6022-T43. Nesta tabela são 


apresentados dois conjuntos de parâmetros, um resulta da identificação de parâmetros efectuada 


exclusivamente a partir dos coeficientes de anisotropia (DD3MAT (r) e [Brem2005] (r)) e outro da 


identificação efectuada exclusivamente a partir das tensões limite de elasticidade (DD3MAT (S) e 


[Brem2005] (S)). Em cada uma destas situações a diferença entre os parâmetros obtidos neste 


trabalho e por Brem et al. (2005), são da ordem das milésimas para cada parâmetro.  


Na tabela 7.3 apresentam-se os parâmetros determinados por Karafillis e Boyce (1993) e 


pelo programa DD3MAT para o critério KB93, para a liga de alumínio EN AW-2008-O. Todos os 


parâmetros são muito próximos, sendo a diferença máxima de 0.8 % para o parâmetro 1c . 


Na tabela 7.4 apresentam-se os parâmetros determinados por Cazacu e Barlat (2001) e pelo 


programa DD3MAT para o critério YLDLIN, no caso da liga de alumínio EN AW-6016-T4. De 


novo, não há diferenças a assinalar.  


Finalmente na tabela 7.5 apresentam-se os parâmetros determinados por Cazacu e Barlat 


(2001) e pelo programa DD3MAT para o critério CB2001, para a liga de alumínio EN AW-2090-


T3. Para este critério os valores dos parâmetros apresentam diferenças, que porém não 


influenciam de modo sensível a evolução do coeficiente de anisotropia (figura 7.3) e da tensão 


limite de elasticidade (figura 7.4) no plano da chapa. 


 


Tabela 7.1. Comparação dos parâmetros para o critério de Hill48 obtidos com o programa 


DD3MAT e os determinados no âmbito do projecto 3DS (2001). 


Hill48 F G H N 


DD3MAT 0.248 0.299 0.695 1.277 


3DS 0.251 0.297 0.703 1.290 
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Figura 7.1. Variação do coeficiente de anisotropia no plano da chapa experimental e numérica 


para o aço DC06. Curvas numéricas obtidas utilizando o modelo Hill48 com os parâmetros 


determinados no âmbito do projecto 3DS e pela metodologia proposta. 
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Figura 7.2. Variação da tensão limite de elasticidade no plano da chapa experimental e numérica 


para o aço DC06. Curvas numéricas obtidas utilizando o modelo de Hill48 com os parâmetros 


determinados no âmbito do projecto 3DS e pela metodologia proposta. 
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Tabela 7.2. Comparação dos parâmetros para o critério de YLD91, para a liga de alumínio EN 


AW-6022-T43, obtidos com o programa DD3MAT e os determinados por Brem et al. (2005). 


YLD91 1c  2c  3c  6c  m  


DD3MAT (r) 1.051 0.946 0.953 0.889 8 


[Brem2005] (r) 1.052 0.947 0.955 0.891 8 


DD3MAT (S) 1.065 0.932 1.012 1.014 8 


[Brem2005] (S) 1.065 0.932 1.012 1.013 8 


 


Tabela 7.3. Comparação dos parâmetros para o critério de KB93, para a liga de alumínio EN AW-


2008-O, obtidos com o programa DD3MAT e os determinados por Karafillis e Boyce (1993). 


KB93 1c  2c  3c  6c  c  k  


DD3MAT 1.033 0.858 0.822 0.817 0.835 15 


[Karafillis1993] 1.025 0.853 0.824 0.816 0.810 15 


 


Tabela 7.4. Comparação dos parâmetros para o critério de YLDLIN, para a liga de alumínio EN 


AW-6016-T4, obtidos com o programa DD3MAT e os determinados por Cazacu e Barlat (2001). 


YLDLIN 1c  2c  3c  6c  c  


DD3MAT 0.894 0.792 0.893 0.862 0.546 


[Cazacu2001]  0.893 0.792 0.893 0.861 0.558 


 


Tabela 7.4. Comparação dos parâmetros para o critério de CB2001, para a liga de alumínio EN 


AW-2090-T3, obtidos com o programa DD3MAT e os determinados por Cazacu e Barlat (2001). 


CB2001  1a  2a  3a  
4a  1b  2b  


DD3MAT 0.599 1.034 0.879 1.066 1.715 -0.148 


 3b  
4b  5b  10b  c   


 -1.085 -0.238 -0.362 0.939 1.282  


 1a  2a  3a  
4a  1b  2b  


[Cazacu2001] 0.586 1.050 0.823 0.960 1.440 0.061 


 3b  
4b  5b  10b  c   


 -1.302 -0.281 -0.375 0.445 1.285  
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Figura 7.3. Variação do coeficiente de anisotropia no plano da chapa experimental e numérica 


para a liga de alumínio EN AW-6016-T4 [CB2001]. Curvas numéricas obtidas utilizando o 


modelo CB2001 com os parâmetros determinados por Cazacu e Barlat (2001) e pela metodologia 


proposta. 
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Figura 7.4. Variação da tensão limite de elasticidade no plano da chapa experimental e numérica 


para a liga de alumínio EN AW-6016-T4 [CB2001]. Curvas numéricas obtidas utilizando o 


modelo CB2001 com os parâmetros determinados por Cazacu e Barlat (2001) e pela metodologia 


proposta. 


 


 


 


 







7.6 


7.2.2. Leis de Encruamento 


 


De modo a comparar as identificações de parâmetros de leis de encruamento, foram efectuadas 


identificações para um aço, com a referência DC06 e comparam-se os resultados com os obtidos 


no âmbito do projecto 3DS (2001).  


 Nas tabelas 7.5 e 7.6 apresentam-se, respectivamente, os parâmetros identificados para as 


leis de encruamento isotrópicas de Swift e de Voce, do aço DC06, obtidos com as metodologias 


aqui proposta e os obtidos no âmbito do projecto 3DS. S resultado mostram valores muito 


semelhantes para ambas as metodologias. Na figura 7.5 apresentam-se as curvas de tensão 


equivalente – deformação equivalente obtidas experimentalmente para o aço DC06 (1 mm) para 


direcções fazendo ângulos de 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem. Nesta 


figura mostram-se as curvas obtidas para as leis de Swift e de Voce, obtidas pelas duas 


metodologias. Mais uma vez as curvas obtidas são muito próximas. Na figura 7.6 podem observar-


se as diferenças entre as curvas obtidas com as duas metodologias. De forma a melhor avaliar a 


diferença entre as curvas em função da deformação equivalente na figura 7.7 compara-se a 


derivada das curvas ordem à deformação. Como pode ser observado na figura 7.7, as curvas 


obtidas a partir dos parâmetros identificados a partir da metodologia aqui proposta e no âmbito do 


projecto 3DS são quase coincidentes e ambas são muito próximas dos resultados experimentais. 


 


Tabela 7.5. Parâmetros identificados para a lei de encruamento isotrópica de Swift, para o aço 


DC06, obtidos com a metodologia proposta e no âmbito do projecto 3DS. 


Swift C  n  0Y  0ε  


DD3MAT 544.3 0.282 123.6 0.005211 


3DS 529.5 0.268 123.6 0.00445 


 


Tabela 7.6. Parâmetros identificados para a lei de encruamento isotrópica de Voce, para o aço 


DC06, obtidos com a metodologia proposta e no âmbito do projecto 3DS. 


Voce 0Y  satR  YC  


DD3MAT 123.6 261.5 11.3 


3DS 123.6 247.3 10.8 
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Figura 7.5. Curvas tensão equivalente – deformação equivalente experimentais para o aço DC06 


(1 mm) (3DS, 2001) para as direcções 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem. 


Apresentam-se também as curvas numéricas obtidas a partir da lei de Swift e de Voce obtidas pela 


metodologia proposta e no âmbito do projecto 3DS. 


 


 


Figura 7.5. Curvas tensão equivalente – deformação equivalente experimentais para o aço DC06 


(1 mm) (3DS, 2001) para as direcções 0, 15, 30, 45, 60, 75 e 90º com a direcção de laminagem. 


Apresentam-se também as curvas numéricas obtidas a partir da lei de Swift e de Voce obtidas pela 


metodologia proposta e no âmbito do projecto 3DS. 


 


Para comparar a identificação dos parâmetros da lei cinemática de Lemaitre e Chaboche foi 


efectuada uma identificação para o aço DC06 (1mm) (3DS, 2001), utilizando componente 
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cinemática, para as mesmas condições de identificação. De modo a poder ser comparada a 


identificação, foi utilizada a componente isotrópica, utilizando a lei de Swift, determinada no 


âmbito do projecto 3DS, apresentada na tabela 7.5. Como pode ser constatado da tabela os 


parâmetros são ligeiramente diferentes, mas conduzem a curvas tensão inversa equivalente em 


função da deformação equivalente muito próximas, como pode ser observado na figura 7.6. 


 


Tabela 7.6. Parâmetros identificados para a lei de encruamento cinemática de Lemaitre e 


Chaboche, para o aço DC06, obtidos no âmbito do projecto 3DS e utilizando o programa 


DD3MAT com a componente isotrópica fixa (3DS). 


Lemaitre e Chaboche XC  satX  


DD3MAT 1.84 118.3 


3DS 1.45 116.7 


 


 


Figura 7.6 Curvas tensão inversa equivalente – deformação equivalente obtidas para o aço DC06 


no âmbito do projecto 3DS e utilizando o programa DD3MAT com a componente isotrópica fixa 


segundo a lei de Swift (3DS). 


 


7.2.1. Simulação dos Ensaios Experimentais 


 


Nesta secção apresentam-se os resultados obtidos por simulação numérica de ensaios mecânicos 


simples utilizado um programa de elementos finitos (DD3IMP), os quais são comparados com os 


obtidos a partir da integração da lei de comportamente em apenas um ponto (DD3MAT). Foram 
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efectuadas simulações numéricas de ensaios de tracção e de corte para as orientações de 0, 45 e 


90º com a direcção de laminagem. Realizaram-se também simulações numéricas de ensaios de 


corte com inversão de trajectória, após 10, 20 e 30 % de pré-deformação. Os resultados obtidos 


são comparados com os valores experimentais. A liga de alumínio EN AW-5754-O foi escolhida 


para realizar estes estudos. A sua simulação foi efectuada utilizando o critério YLD91, que como 


já referido é o mais adequado para descrever o comportamento deste material; os respectivos 


parâmetros são apresentados na tabela 5.38. A lei de encruamento utilizada descreve a 


componente isotrópica por uma lei de Voce e a cinemática pela lei de Lemaitre e Chaboche. Os 


parametris utilizados são apresentados na tabela 5.42. Apresenta-se na figura 7.7 a malha utilizada 


para efectuar a simulação numérica dos ensaios de tracção. Para reduzir o tempo necessário à 


simulação foram aproveitadas as simetrias. São mostradas na figura 7.7 as condições de fronteira 


introduzidas para simular apenas um quarto do provete de tracção utilizado (ISO 50) 


 


Figura 7.7. Malha de elementos finitos utilizada nas simulações numéricas do ensaio de tracção. 


 


Na figura 7.8 apresentam-se as curvas tensão-deformação obtidas na direcção de laminagem: 


experimentalmente, com programa DD3MAT e resultante da simulação numérica com o programa 


DD3IMP. Como podemos observar nesta figura, a diferença entre as três curvas é pequena. As 


curvas obtidas pelo programa DD3MAT e por simulação numérica são quase coincidentes, o que 


indica que para esta trajectória a utilização de apenas um ponto de integração não implica uma 


perda de precisão. Na figura 7.9 é apresentada a evolução de '2'2ε - '3'3ε  registada durante a 


simulação numérica do ensaio utilizando o programa DD3IMP. Fazendo o ajuste através de um 


recta o declive traduz o coeficiente de anisotropia em tracção, que como pode ser observado é de 


aproximadamente 0.704, logo próximo do obtido experimentalmente, que é de 0.707 (Tabela 5.37) 


e do obtido pelo programa DD3MAT, que como os parâmetros utilizados é de 0.707. Na figura 


7.10 apresenta-se as curvas tensão-deformaçãos reais obtidas experimentalmente, pelo programa 


DD3MAT e pelo programa DD3IMP na direcção que faz 45º com a direcção de laminagem. Nesta 


figura é possível observar que as curvas se encontram também muito próximas. Na figura 7.11 
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apresenta-se a evolução da relação '2'2ε - '3'3ε  obtida na simulação numérica do ensaio de tracção 


com o programa DD3IMP na direcção que faz 45º com a direcção de laminagem, como pode ser 


observado o coeficiente de anisotropia obtido é de aproximadamente 0.614. O obtido 


experimentalmente é de 0.611 (Tabela 5.37) e utilizando apenas um ponto de integração é de 


0.611 (DD3MAT). Para esta orientação, com os parâmetros utilizados obtém-se uma boa 


aproximação entre os diversos valores. Na figura 7.12 apresenta-se as curvas tensão-deformaçãos 


reais obtidas experimentalmente, com o programa DD3MAT e com o programa DD3IMP. Mais 


uma vez a os resultados obtidos com os dois programas são quase coincidentes e muito próximos 


do experimental. Na figura 7.13 apresenta-se a evolução da relação '2'2ε - '3'3ε  obtida com o 


programa DD3IMP, que por ajuste da curva prevê um coeficiente de anisotropia de 


aproximadamente 0.534. O valor experimental é de 0.536 e o previsto pelo programa DD3MAT é 


de 0.536. Logo é obtida numéricamente uma muito boa aproximação dos valores experimentais. 


 Utilizando o conjunto de parâmetros correspondentes às leis mais adequadas para a 


simulação numérica da liga de alumínio EN AW-5754-O, apresentados nas tabelas 5.38 e 5.42, é 


possível obter uma boa aproximação do comportamento deste material, seja em termos de 


evolução da tensão como na distribuição de deformação. 


 


Figura 7.8. Curvas reais tensão-deformação experimentais, obtidas com o programa DD3MAT e 


obtidas durante a simulação numérica do ensaio de tracção (DD3IMP) na direcção de laminagem. 
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Figura 7.9. Coeficiente de anisotropia obtido na simulação numérica do ensaio de tracção 


(DD3IMP), com os parâmetros determinados pelo programa DD3MAT, na direcção de 


laminagem. 


 


 


Figura 7.10. Curvas reais tensão-deformação experimentais, obtidas com o programa DD3MAT e 


obtidas durante a simulação numérica do ensaio de tracção (DD3IMP) a 45º com a direcção de 


laminagem. 
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Figura 7.11. Coeficiente de anisotropia obtido na simulação numérica do ensaio de tracção 


(DD3IMP), com os parâmetros determinados pelo programa DD3MAT, na direcção a 45º com a 


direcção de laminagem. 


 


 


Figura 7.12. Curvas reais tensão-deformação experimentais, obtidas com o programa DD3MAT e 


obtidas durante a simulação numérica do ensaio de tracção (DD3IMP) a 90º com a direcção de 


laminagem. 
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Figura 7.13. Coeficiente de anisotropia obtido na simulação numérica do ensaio de tracção 


(DD3IMP), com os parâmetros determinados pelo programa DD3MAT, na direcção a 90º com a 


direcção de laminagem. 


 


 Na figura 7.14 apresenta-se a malha de elementos finitos utilizada para efectuar as 


simulações numéricas dos ensaios de corte simples e com inversão de trajectória. Apresentam-se 


na figura 7.15 as curvas do ensaio de corte a 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem, 


experimentais e obtidas utilizando apenas um ponto de integração (DD3MAT) e as obtidas no 


ensaio completo (DD3IMP). Dado que os critérios utilizados apenas possuem um parâmetro para a 


tensão de corte, a tensão de corte prevista numéricamente a partir deste é sempre a mesma no 


plano da chapa, pelo que apenas se apresenta uma curva para cada método numérico. Como pode 


ser observado é obtida uma boa correlação entre as diversas curvas.  


 Na figura 7.16 apresentam-se as curvas experimentais obtidas nos ensaios de corte com 


inversão de trajectória para 10, 20 e 30 % de pré-deformação. Nesta figura são também 


apresentadas as curvas obtidas utilizando a integração da lei de comportamento em apenas um 


ponto, obtida com o programa DD3MAT, e as curvas obtidas utilizando a simulação numérica 


com o programa DD3IMP. Também neste ensaio é observada uma boa correlação entre as 


diversas curvas.  


Pelo exposto a identificação dos parâmetros efectuada com recurso à metodologia 


proposta, ou seja, ao programa DD3MAT, revelou-se adequada para simular todos os ensaios 


experimentais utilizados para caracterizar o material. Os resultados obtidos utilizando apenas um 
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ponto de integração e todo o provete revelam uma proximidade que permite efectuar a 


identificação de parâmetros sem ter que efectuar a simulação numérica de todo o provete. Dada a 


aproximação aos resultados experimentais obtida pela simulação numérica dos respectivos ensaios 


experimentais pode considerar-se que a identificação dos parâmetros é válida. 


 


Figura 7.14. Modelo utilizado para efectuar simulações numéricas do ensaio de corte. 


 


Figura 7.15. Curvas experimentais em corte nas direcções 0, 45 e 90º com a direcção de 


laminagem e numéricas obtidas com o programa DD3MAT e durante a simulação numérica do 


ensaio de corte (DD3IMP). 
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Figura 7.16. Curvas experimentais nos ensaios com inversão de trajectória em corte para valores 


de pré-deformação de 0, 10 e 30 % na direcção de laminagem e numéricas obtidas com o 


programa DD3MAT e durante a simulação numérica do ensaio (DD3IMP). 


 


7.3. Simulação Numérica do Ensaio Demeri 


 


Devido à simetria ortotrópica, característica do comportamento de chapas metálicas obtidas por 


laminagem, a simulação do ensaio Demeri pode ser realizada utilizando apenas um quarto da taça. 


Porém esta simplificação obriga a impor condições de fronteira adequadas, que consistem em 


impedir a existência de componente de deslocamento segundo oy  aos nós inicialmente no plano 


oxz  e segundo ox  nos nós inicialmente no plano oyz . Na figura 7.17 apresenta-se o modelo 


utilizado na simulação numérica do ensaio Demeri. Na figura 7.18 mostra-se a malha utilizada na 


simulação numérica da estampagem da taça. Esta malha apresenta duas regiões distintas: a central, 


de malha relativamente grosseira, e a periférica em contacto com a ferramenta. A dimensão da 


malha da região que está em contacto com a ferramenta tem influência directa nos resultados, pelo 


que foi alvo de optimização em função das alterações sentidas na dimensão final da aba, da força 


de estampagem e da redução de espessura. A malha utilizada possui 48 elementos segundo a 


direcção circunferencial ( rZ ), 45 elementos segundo a direcção radial ( 123Z ). A discretização 


utilizada na malha da zona central tem pouca influência nos resultado, pelo que a dimensão dos 


elementos pode ser menos refinada. 
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Figura 7.17. Modelo utilizado na simulação numérica da estampagem da taça Demeri. 


 


Figura 7.18. Malha utilizada na simulação da fase de estampagem da taça Demeri. 
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Tal como experimentalmente, após a simulação da estampagem da taça, é necessário cortar o anel. 


Para tal foi utilizado o módulo especifíco de corte de malhas DD3TRIM (Batista, 2006). O corte 


do anel é efectuado em duas fases, que consistem: a primeira na separação de todos os elementos 


que constituem o anel dos restantes elementos da taça e a segunda na correcção dos elementos na 


fronteira do anel. Após a primeira fase, em que são eliminados os elementos que não pertencem ao 


anel, obtém-se a geometria apresentada na figura 7.19, que mostra os contornos irregulares da 


fronteira. Na figura 7.20 apresenta-se a mesma malha da figura anterior após a fase de correcção 


dos elementos na fronteira do anel. 


 


Figura 7.19. Malha do anel após remoção dos elementos que não pertencem ao anel (Módulo 


DD3TRIM). 


 


 


Figura 7.20. Malha do anel após correcção dos elementos na fronteira (Módulo DD3TRIM). 


 


O passo seguinte consiste na abertura do anel para, por acção da tensão instalada, o anel abrir e 


ocorrer o retorno elástico. De acordo com o procedimento experimental o corte foi efectuado 


segundo uma linha recta paralela à direcção de laminagem. Apresenta-se na figura 7.21 um anel 


após abertura onde se pode observar retorno elástico. A operação de abertura do anel foi efectuada 


utilizando o módulo DD3TRIM (Batista, 2006). O retorno elástico do anel foi efectuada utilizando 


o programa DD3IMP. 
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Figura 7.21. Anel da taça Demeri após abertura e retorno elástico.. 


 


7.4. Influência da identificação na simulação do ensaio Demeri 


 


De forma a avaliar se a escolha dos modelos de comportamento (critério de anisotropia e lei de 


encruamento) influencia os resultados da simulação do ensaio Demeri, foram efectuadas 


simulações deste ensaio para vários modelos e condições de identificação.  


 


7.4.1. Critério de anisotropia  


 


Apresentam-se em seguida os resultados obtidos por simulação numérica do ensaio Demeri, 


respeitantes à liga de alumínio EN AW-5182-H111. Para descrever o comportamento deste 


material foi utilizada a lei de encruamento isotrópica pura, descrita pela equação de Voce com os 


parâmetros apresentados na tabela 5.26. Foram utilizados os critérios isotrópico de von Mises e os 


critérios anisotrópicos Hill48, YLD91 e YLDLIN. Os parâmetros destes critérios foram 


apresentados na tabela 5.24. 


 Na figura 7.22 apresenta-se a evolução da força de estampagem obtida nas simulações. 


Como se pode observar nesta figura, o critério plasticidade utilizado influencia pouco a evolução 


da força de estampagem.  
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Figura 7.22. Evolução da força obtida na simulação numérica da estampagem da taça Demeri 


obtida para vários critérios de anisotropia. 


 


Na figura 7.23 apresenta-se a variação de espessura obtida taças obtidas por simulação numérica, 


segunda as direcções que fazem 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem utilizando os critérios 


de anisotropia já referidos. Neste caso, a evolução da espessura em função da posição na taça 


mostra diferenças sensíveis com o critério de anisotropia, o critério isotrópico de von Mises prevê 


evoluções da espessura idênticas segundo as três orientações, ao contrário dos critérios 


anisotrópicos. Os valores de espessura previstos na região abaixo do punção, correspondestes à 


distância ao centro entre 0 e 35 mm são máximas no caso do modelo de von Mises e mínimas no 


caso do modelo YLDLIN. Na aba da taça ocorre a maior diferença entre modelos, registando-se a 


maior espessura para os modelos Hill48 e YLDLIN para a orientação de 90º com a direcção de 


laminagem e a menor para o modelo YLD91 para 0 e a 45º com a direcção de laminagem. A 


diferença de espessura máxima registada entre os diversos modelos pode atingir os 10%. Na 


região do anel, correspondente a uma distância ao centro aproximada entre 70 e 80 mm, a 


espessura prevista é bastante próxima para todos os modelos. 
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Figura 7.23. Espessuras obtidas para a taça Demeri, por simulação numérica, segundo as direcções 


0, 45 e 90º com a direcção de laminagem para vários critérios de anisotropia. 


 


Na figura 7.24 apresenta-se a dimensão final da aba da taça obtida por simulação numérica com os 


diversos critérios em função da orientação. Como pode ser observado nesta figura, o critério de 


anisotropia influencia a dimensão final da aba da taça simulada. Com o modelo de von Mises, 


como esperado, a dimensão da aba é constate com a orientação. Pode também observar-se que a 


maior variação na dimensão da aba, com a orientação é obtida com o modelo YLDLIN. 


Observando as figuras 5.15 e 5.16, que apresentam, respectivamente, a variação do coeficiente de 


anisotropia e da tensão limite de elasticidade no plano da chapa, podemos concluir que a variação 


da dimensão da aba é condicionada pelo critério de anisotropia, neste caso, principalmente pelo 


facto dos critérios apresentarem diferentes tensões limite de elasticidade, dado que o coeficiente 


de anisotropia é quase coincidente para todos os modelos. 
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Figura 7.24. Variação da dimensão final da aba obtida para a taça Demeri, por simulação 


numérica, para vários critérios de anisotropia. 


 


Apresenta-se na figura 7.25 a distribuição de deformação obtida no final da fase de estampagem 


da taça, para o critério isotrópico de von Mises e para os critérios anisotrópicos Hill48, YLD91 e 


YLDLIN. A distribuição da deformação é muito idêntica no caso dos três primeiros modelos, 


sendo a obtida com o critério YLDLIN diferente das restantes. Neste último caso, os valores 


elevados de deformação atingidos indicam a presença de localização da deformação. 


Na figura 7.26 apresenta-se a distribuição da tensão na taça obtida por simulação no final 


da fase de estampagem obtida com os critérios de von Mises, Hill48, YLD91 e YLDLIN. A 


distribuição de tensão é semelhante nos primeiros três casos, apesar da a tensão máxima atingida 


ser ligeiramente diferente. Os resultados obtidos com o critério YLDLIN diferenciam-se dos 


restantes, quer na forma de distribuição da tensão como no valor máximo atingido.  


Na tabela 7.7 comparam-se os valores de abertura do anel obtidas por simulação do 


retorno, com todos os critérios de plasticidade. As diferenças obtidas entre os diversos critérios 


utilizados são significativas, isto é o critério de plasticidade utilizado influencia o resultado da 


simulação do retorno elástico. 
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Figura 7.25. Distribuição da deformação equivalente obtida para a taça Demeri, por 


simulação numérica, para vários critérios de anisotropia: (a) von Mises; (b) Hill48; (c) 


YLD91; e (d) YLDLIN. 
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Figura 7.26. Distribuição da tensão equivalente obtida para a taça Demeri, por 


simulação numérica, para vários critérios de anisotropia: (a) von Mises; (b) Hill48; (c) 


YLD91; e (d) YLDLIN. 


 


 


Tabela 7.7. Abertura dos anéis obtida para a liga de alumínio EN AW-5182-H111 (encruamento 


isotrópico de Voce) por simulação numérica para os critérios de plasticidade de von Mises, Hill48, 


YLD91, KB93 e YLDLIN . 


Critério de Anisotropia Abertura [mm] 


Mises 100.0 


Hill48 66.7 


YLD91 47.0 


KB93 47.0 


YLDLIN 56.2 
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7.4.1.1. Tipos de dados utilizados para identificar os parâmetros do critério de anisotropia 


 


Para compreender o modo como o tipo de dados utilizados para identificar os parâmetros do 


critério de anisotropia podem influenciar a simulação numérica, foram realizadas simulações do 


ensaio Demeri utilizando o critério de Hill48 com os parâmetros identificados utilizando 


diferentes tipos de informação. Para comparação são também apresentados resultados obtidos com 


o modelo isotrópico de von Mises. 


 Na figura 7.27 mostra-se a evolução da força com o deslocamento do punção para o 


critérios isotrópico de von Mises e para o critério de anisotropia Hill48 com os parâmetros 


identificados a partir de: αr  (Hill48_r); ασ  (Hill48_S); ασ  e αr  (Hill48_Sr); ασ , αr , e br  


(Hill48_Srrb); e ασ , αr , bσ  e br  (Hill48_SrSbrb). Como pode ser observado nesta figura a 


evolução da força no punção não é influenciada de modo sensível pela utilização de diferentes 


dados. Também para o critério isotrópico de von Mises a evolução da força obtida é quase 


coincidente com a das restantes casos. Ou seja, o tipo de dados utilizados para identificar o critério 


de anisotropia não afecta de forma visível a evolução da força no punção, tal como se concluiu na 


secção anterior relativamente ao critério escolhido. 


 


0


10


20


30


40


50


60


70


80


90


100


0 15 30 45 60


Deslocamento [mm]


F
or


ça
 [k


N
]


Mises
Hill48_r
Hill48_S
Hill48_Sr
Hill48_Srrb
Hill48_SrSbrb


 


Figura 7.27. Evolução da força obtida na simulação numérica da estampagem da taça Demeri 


utilizando o critério isotrópico Mises e o critério anisotrópico de Hill48 com os parâmetros 


identificados com base em diferentes tipos de informação. 
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Na figura 7.29 apresenta-se a variação de espessura, nas taças obtidas por simulação numérica, 


segundo as direcções que fazem ângulos de 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem para os 


mesmos modelos e para as mesmas condições de identificação de parâmetros da figura anterior. A 


utilização de diferentes tipos de informação conduz a resultados com diferenças significativas. A 


escolha do tipo de dados a utilizar na identificação de parâmetros é então importante se o 


fenómeno a simular for a redução da espessura da peça. 
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Figura 7.29. Espessuras obtidas para a taça Demeri, por simulação numérica, segundo as direcções 


0, 45 e 90º com a direcção de laminagem para vários modelos de encruamento e várias condições 


de identificação (critério de anisotropia YLD91). 


 


Na figura 7.30 apresenta-se a dimensão final da aba da taça obtida por simulação numérica com o 


modelo Hill48 para as diversas condições de identificação. Como pode ser observado o tipo de 


identificação efectuado, ou seja, os dados utilizados para identificar os parâmetros do critério de 


lasticidade influenciam a dimensão final da aba. A dimensão da aba obtida com o modelo Mises é 


idêntica para todas as direcções, o que era esperado dado tratar-se de um critério isotrópico. A 


dimensão final da aba obtida com o critério Hill48 com os parâmetros determinado com recurso 


apenas às tensões limite de elasticidade é muito diferente das obtidas com o mesmo modelo 


utilizando outros dados experimentais. Para o modelo utilizado, a utilização dos dados de 


expansão biaxial alteram pouco a forma final da aba. 
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Figura 7.30. Variação da dimensão final da aba obtida para a taça Demeri, por simulação 


numérica, para vários modelos de encruamento e várias condições de identificação (critério de 


anisotropia YLD91). 


 


Na tabela 7.8 apresenta-se as aberturas dos anéis obtidos por simulação numérica utilizando os 


diferentes tipos de identificação. Os resultados apresentados são normalizados em relação ao 


resultado obtido com o critério Mises. Como pode ser observado as diferenças obtidas na abertura 


do anel são significativas. A maior abertura do anel foi obtida com o critério isotrópico Mises e a 


menor com o critério de Hill48 com os parâmetros identificados a partir dos dados experimentais 


ασ , αr , bσ  e br . A abertura obtida com o critério de Hill48 com os parâmetros identificados a 


partir apenas de ασ , aproxima-se da obtida com o critério de Mises. Em todas as simulações onde 


na identificação foram utilizados os valores de αr  foram obtidas aberturas do anel semelhantes. 
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Tabela 7.8. Variação comparativa da abertura dos anéis obtida por simulação numérica com o 


critério isotrópico de von Mises e anisotrópico de Hill48 com os parâmetros determinados a partir 


de vários tipos de dados experimentais. 


 Abertura relativa 


(Critério Mises) 


von Mises 100.0 


Hill48 αr  35.7 


Hill48 ασ  89.2 


Hill48 ασ  e αr  36.0 


Hill48 ασ , αr  e br  31.7 


Hill48 ασ , αr , bσ  e br  31.0 


 


7.3.5. Lei de Encruamento  


 


Apresentam-se em seguida os resultados do ensaio Demeri obtidos por simulação numérica, 


utilizando várias leis de encruamento. Ao contrário do efectuado com os critérios de anisotropia, a 


influência da lei de encruamento foi avaliada em simultâneo com a influência do tipo de dados 


utilizados. Os resultados apresentados são referentes à liga de alumínio EN AW-5182-H111. 


Foram efectuadas simulações numéricas apenas com leis de encruamento isotrópicas de Swift e 


Voce, utilizando os parâmetros identificados com base nas curvas de tracção (Swift_T e Voce_T) 


e utilizando as curvas de tracção e de corte (Swift_TS e Voce_TS) simultaneamente. Foram 


também efectuadas simulações combinando os modelos isotrópicos de Swift e de Voce com o 


modelo de encruamento cinemático de Lemaitre e Chaboche (Swif_IsoKin e Voce_IsoKin). Em 


todas as simulações foi utilizado o critério de anisotropia Hill48, por ser o mais adequado a este 


material, como referido no capítulo 5. Os parâmetros utilizados para o critério de anisotropia e 


para a lei de encruamento são os apresentados na secção 5.4 (Tabelas XXXX). 


 Na figura 7.31 apresenta-se a evolução da força de estampagem com o deslocamento 


obtida para todos os modelos e condições acima referidas. Nesta figura observam-se significativas 


entre os diversos casos estudados. O nível das curvas obtidas com o modelo de Swift é mais 


elevado do que com de Voce. Esta diferença deve-se ao facto do modelo de Voce apresentar 


saturação na tensão ao contrário do modelo de Swift. A discrepância entre os dois modelos ganha 


importância quando são utilizados no ajuste apenas curvas de tracção (Swift_T e Voce_T), as 
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quais são traçadas experimentalmente apenas até 25 % de deformação, pois na taça estampada são 


observados valores de deformação equivalente próximos de 50 %. Esta observação permite 


também concluir que a utilização de leis de encruamento obtidas por ajuste de curvas até valores 


de deformação inferiores aos obtidos nas peças estampadas conduz a resultados diferentes para 


leis de encruamento diferentes. Esta conclusão é também suportada pelo facto de a diferença ser 


inferior quando se incluem na identificação as curvas de corte (Swift_TS e Voce_TS), as quais 


atingem valores de deformação próximos dos obtidos na estampagem da taça. A introdução da 


componente cinemática altera ligeiramente a força de estampagem para o modelo de Swift 


(Swift_TS e Swift_IsoKin) e sendo a diferença quase imperceptível para o modelo de Voce 


(Voce_TS e Voce_IsoKin). 
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Figura 7.31. Evolução da força obtida na simulação numérica da estampagem da taça Demeri para 


vários modelos de encruamento e várias condições de identificação considerando o mesmo critério 


de anisotropia. 


 


Na figura 7.32 apresenta-se a variação de espessura obtida de taças obtidas por simulação 


numérica, segundo as direcções que fazem 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem utilizando os 


vários modelos de encruamento. A evolução da espessura prevista é semelhante para todos os 


modelo de encruamento utilizados, ou seja, é pouco sensível à lei de encruamento. 


Na figura 7.33 apresenta-se a dimensão final da aba da taça obtida por simulação numérica com as 


diferentes leis de encruamento e condições de identificação. A forma da aba é do mesmo tipo, 
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variando apenas o seu nível médio, isto é, o modelo de encruamento apenas condiciona o seu 


afastamento médio da aba ao centro. 
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Figura 7.32. Espessuras obtidas para a taça Demeri, por simulação numérica, segundo as direcções 


0, 45 e 90º com a direcção de laminagem para vários modelos de encruamento e várias condições 


de identificação (critério de anisotropia YLD91). 
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Figura 7.33. Variação da dimensão final da aba obtida para a taça Demeri, por simulação 


numérica, para vários modelos de encruamento e várias condições de identificação (critério de 


anisotropia YLD91). 
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Nas figuras 7.34 (a) a (f) são apresentadas as distribuições de deformação obtidas por simulação 


numérica da taça Demeri após estampagem, para todas as leis de encruamento e condições de 


identificação utilizadas nesta secção. Como pode ser observado a distribuição de deformação é 


muito próxima para todas as simulações. O nível de deformação máximo observado é de 45.5, 


46.8 e 47.4 % para as simulações com o critério isotrópico de Swift com os parâmetros 


identificados apenas com as curvas de tracção, com as de tracção e de corte e com estas curvas 


mas combinado com o modelo de encruamento cinemático de Lemaitre e Chaboche, 


respectivamente. No caso do modelo isotrópico de encruamento de Voce com os parâmetros 


identificados a partir apenas das curvas de tracção, das curvas tracção e corte e das curvas de 


tracção, de corte e com inversão de trajectória (considerando encruamento cinemático de 


Chaboche) foi de 47.4, 47.9 e 48.1 %, respectivamente. O valor máximo de deformação, atingido 


para as mesmas condições de identificação, foi sempre ligeiramente superior para os modelos em 


que a componente isotrópica foi descrita utilizando o modelo de Voce quando comparado com as 


simulações efectudas com a lei de Swift em condições equivalentes. Em conclusão, pode afirmar-


se que a distribuição da deformação é pouco sensível ao critério de encruamento.  


Na figura 7.35 apresenta-se a distribuição de tensão obtida no final da estampagem para os 


modelos de encruamento e as condições de identificação da figura anterior. A distribuição de 


tensão depende dos casos considerados. Nomeadamente, a tensão equivalente máxima no final da 


simulação numérica é de 356.2, 318.5 e 276.5 MPa para as simulações em que a componente 


isotrópica é descrita pela lei de Swift, identificada a partir: (a) apenas das curvas de tracção, (b) 


das curvas de tracção e de corte simultaneamente e das curvas de tracção, de corte simples e (c) de 


corte com inversão de trajectória (considerando componente cinemática), respectivamente. Para os 


modelos que em que a componente isotrópica é descrita pela lei de Voce o valor máximo da 


tensão é de 318.8, 294.6 e 261.7 MPa para os modelos que utilizam a componente isotrópica 


descrita pela lei de Voce identificada a partir de: (d) apenas das curvas de tracção, (e) das curvas 


de tracção e de corte simultaneamente e das curvas de tracção, de corte simples e (f) de corte com 


inversão de trajectória (considerando componente cinemática), respectivamente. Ou seja, os 


valores máximos de tensão obtidos em condições de identificação iguais são superiores quando se 


utiliza o modelo de Swift do que o de Voce como já tinha sido concluído anteriormente. A 


utilização conjunta das curvas de corte e de tracção para identificar os parâmetros da lei de 


encruamento, faz diminuir o valor da tensão máxima. Finalmente, a introdução da componente 


cinemática diminui consideravelmente a tensão máxima instalada no final da simulação.  
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Figura 7.34. Distribuição da deformação equivalente obtida para a taça Demeri, por 


simulação numérica, para vários modelos de encruamento e várias condições de 


identificação (critério de anisotropia YLD91): (a) Swift (tracção); (b) Voce (tracção); 


(c) Swift (tracção e corte); (d) Voce (tracção e corte); (e) Swift e Lemaitre e Chaboche; 


e Voce e Lemaitre e Chaboche. 
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(a) 


 


(b) 


 


(c) 


 


(d) 


 


(e) 


 


(f) 


 


Figura 7.35. Distribuição da tensão equivalente obtida para a taça Demeri, por 


simulação numérica, para vários modelos de encruamento e várias condições de 


identificação (critério de anisotropia YLD91): (a) Swift (tracção); (b) Voce (tracção); 


(c) Swift (tracção e corte); (d) Voce (tracção e corte); (e) Swift e Lemaitre e Chaboche; 


e Voce e Lemaitre e Chaboche. 


 


Na tabela 7.9 apresentam-se os resultados relativos à abertura do anel obtidas por simulação 


numérica, para as diversas leis de encruamento e condições de identificação consideradas. Para 
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mais fácil comparação apresentam-se as variações percentuais relativas ao valor obtido com o 


modelo de encruamento isotrópico de Voce combinado com o modelo cinemático de Lemaitre e 


Chaboche, que é assim considerado como a referência. A lei de encruamento pode influenciar o 


resultado obtido por simulação, até cerca de 7 %, apesar das diferenças observadas na tensão 


máxima poderem atingir valores de 35 %. 


 


Tabela 7.9. Variação percentual da abertura do anel utilizando o critério de anisotropia Hill48 para 


várias leis de encruamento, em relação à abertura obtida com o modelo misto com encruamento 


isotrópico (Swift ou Voce) e cinemático (Lemaitre e Chaboche). 


Lei de encruamento Swift Voce 


Isotrópico puro (Tracção) 92.8 101.3 


Isotrópico puro (Tracção e Corte) 96.8 92.9 


Isotrópico e Cinemático (Lemaitre e Chaboche) 101.9 100.0 


 


7.5. Simulação do ensaio Demeri para o alumínio EN AW-5182-H111 


 


Foram efectuadas simulações numéricas do ensaio Demeri, para a força no cerra-chapas de 8 kN, 


para a liga de alumínio EN AW-5182-H111, cujos resultados são aqui comparados com os obtidos 


experimentalmente. Os parâmetros e as leis de comportamento utilizadas para este material são os 


mais adequados, ou seja os que apresentaram menor erro de identificação, os quais foram 


apresentados no capítulo 5. O critério de anisotropia utilizado na simulação foi o critério de Hill 


(Tabela 5.24) e foi utilizada a lei de encruamento mista composta pela componente isotrópica de 


encruamento descrita pela lei de Voce e cinemática descrita pela lei de Chaboche (Tabela 5.28). 


Os resultados obtidos por simulação numérica dependem de um grande número de factores 


como o tipo de elemento utilizado e o tipo de integração, pelo que apenas é possível fazer a 


avaliação qualitativa dos mesmos. Para efectuar as simulações numéricas foi, mais uma vez, 


utilizado o programa DD3IMP. Foram utilizados elementos finitos hexaédricos e integração 


reduzida selectiva (Menezes et al., 2000). 


Como não se conhece o coeficiente de atrito, e dado que é um parâmetro importante na 


simulação de processos de estampagem, este foi escolhido de forma a simular o mais 


correctamente possível a dimensão da aba e o nível da força de estampagem. Apesar de se saber 


que o coeficiente de atrito é diferente em zonas planas (3DS, 2001), côncavas e convexas foi 


assumido um valor constante e igual em todas as zonas de 0.28.  
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 Na figura 7.36 apresenta-se a evolução da força com a profundidade de estampagem obtida 


experimentalmente e por simulação numérica. A força obtida por simulação é superior à obtida 


experimentalmente, mas pode considerar-se que a aproximação é aceitável. 
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Figura 7.36. Evolução da força obtida na simulação numérica da estampagem da taça Demeri para 


vários modelos de encruamento e várias condições de identificação considerando o mesmo critério 


de anisotropia. 


 


Na figura 7.37 apresenta-se a variação de espessura da taça obtida por simulação numérica, 


segundo as direcções que fazem 0, 45 e 90º com a direcção de laminagem utilizando o modelo 


constitutivo mais adequado. Nesta figura, são também apresentadas, para alguns pontos, 


espessuras obtidas experimentalmente, nomeadamente obtidas no topo da taça (a 35 mm de 


distância ao centro), no centro do anel (aproximadamente a 75 mm de distância ao centro) e na aba 


(aproximadamente a 118 mm ao centro). A simulação numérica prevê bem a espessura obtida 


experimentalemnte. 


 Na figura 7.38 mostra-se a dimensão final da aba em função da posição face à duirecção de 


laminagem obtida experimentalmente e por simulação numérica. A forma da aba obtida 


numericamente é próxima da experimental.  
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Figura 7.37. Espessuras obtidas para a taça Demeri, por simulação numérica, segundo as direcções 


0, 45 e 90º com a direcção de laminagem para vários modelos de encruamento e várias condições 


de identificação (critério de anisotropia YLD91). 
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Figura 7.38. Variação da dimensão final da aba obtida para a taça Demeri, por simulação 


numérica, para vários modelos de encruamento e várias condições de identificação (critério de 


anisotropia YLD91). 
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Na tabela 7.10 apresentam-se as aberturas do anel obtidas experimentalmente e por simulação. 


Para compensar a rigidez do elemento finito utilizado, antes da fase de simulação do retorno 


elástico a malha do anel foi refinada de acordo com o procedimento proposto por Batista (Batista, 


2006). Como se pode observar a diferença entre as aberturas obtidas por simulação e experimental 


é significativa. 


 


Tabela 7.10. Aberturas dos anéis obtidas experimentalmente e por simulação numérica, utilizando 


o modelo constitutivo mais adequado. 


 Abertura do Anel [mm] 


EXP 79.8 


Simulação 27.0 


 


7.6. Simulação do ensaio Demeri para o alumínio EN AW-6016-T4 


 


Nesta secção são comparados os resultado obtidos experimentalmente e obtidos por simulação 


numérica do ensaio Demeri, para a força no cerra-chapas de 8 kN, para a liga de alumínio EN 


AW-6016-T4. Os parâmetros e as leis de comportamento utilizadas são as mais adequadas para 


este material, ou seja os que apresentaram menor erro de identificação (Capítulo 5). O critério de 


anisotropia utilizado na simulação foi o critério de YLDLIN (Tabela 5.31). Foi utilizada a lei de 


encruamento mista composta pela componente isotrópica de encruamento descrita pela lei de 


Voce, cinemática descrita pela lei de Lemaitre e Chaboche (Tabela 5.35). Para efectuar as 


simulações foram utilizadas as mesmas condições que para a liga de alumínio EN AW-5182-


H111. O coeficiente de atrito considerado foi de 0.26. 


 Na figura 7.39 é apresentada a evolução da força de estampagem obtida 


experimentalmente e por simulação numérica. As curvas obtidas estão quase sobrepostas. 


 Na figura 7.40 apresenta-se a variação de espessura da taça obtida por simulação numérica. 


Nesta figura apresentam-se também espessuras obtidas experimentalmente em alguns pontos da 


taça, que mostram uma boa aproximação com as obtidas por simulação. 
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Figura 7.39. Evolução da força obtida na simulação numérica da estampagem da taça Demeri para 


vários modelos de encruamento e várias condições de identificação considerando o mesmo critério 


de anisotropia. 
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Figura 7.40. Espessuras obtidas para a taça Demeri, por simulação numérica, segundo as direcções 


0, 45 e 90º com a direcção de laminagem para vários modelos de encruamento e várias condições 


de identificação (critério de anisotropia YLD91). 
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Na figura 7.41 apresenta-se a dimensão da aba obtida experimentalmente e por simulação. A 


forma experimental da aba é bem descrita pelos resultados da simulação, embora a amplitude de 


variação experimental seja menor do que a numérica. 
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Figura 7.41. Variação da dimensão final da aba obtida para a taça Demeri, por simulação 


numérica, para vários modelos de encruamento e várias condições de identificação (critério de 


anisotropia YLD91). 


 


Na tabela 7.11 apresentam-se as aberturas do anel obtidas experimentalmente e por simulação 


numérica. Como se pode observar as aberturas obtidas, mais uma vez, são substancialmente 


diferentes. 


 


Tabela 7.11. Aberturas dos anéis obtidas experimentalmente e por simulação numérica, utilizando 


o modelo constitutivo mais adequado. 


 Abertura do Anel [mm] 


EXP 46.8 


Simulação 25.2 
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Capítulo 8 


 


Conclusões e Perspectivas de Trabalho 


 


Neste trabalho apresenta-se uma metodologia para determinação dos parâmetros para diversas leis 


constitutivas utilizadas para descrever o comportamento plástico de chapas metálicas utilizadas em 


estampagem. Do presente trabalho resulta um programa de identificação de parâmetros, que torna 


possível a identificação automática de alguns dos critérios de anisotropia e leis de encruamento 


mais utilizados para descrever o comportamento plástico de chapa metálica sujeita a deformação 


plástica. O programa desenvolvido destina-se a utilizadores de programas de simulação numérica 


de processos que envolvam deformação plástica, independentemente da sua experiencia. 


 


8.1. Algoritmo de Optimização 


 


 O problema de optimização presente na identificação de parâmetros dos modelos aqui 


tratados possui características que exigem o tratamento do problema em duas fases. Numa 


primeira fase de aproximação à solução, é exigido um algoritmo com a capacidade de lidar com 


mínimos locais, para a qual foi utilizado um algoritmo genético, e numa segunda fase, obrigatória 


devido ao carácter sub-óptimo do algoritmo genético, uma optimização local, para a qual foi 


seleccionado um algoritmo sem recurso à derivada. A utilização de uma ferramenta genérica de 


optimização baseada num algoritmo híbrido é suficientemente robusta e precisa para a 


determinação dos coeficientes dos critérios de anisotropia e de encruamento estudados.  


A utilização na descrição do comportamento de materiais de uma metodologia baseada na 


minimização do erro global diminui o erro total da descrição.  


A estratégia de tornar o objectivo de optimização multi-objectivo em um problema de 


optimização com apenas uma função objectivo utilizando um funcional revelou-se adequada e 


permitiu inclusive fazer alguns estudos que permitiram clarificar a importância relativa de cada 


tipo de dado utilizado.  


 


8.2. Opções de Identificação 


 


A conclusão de que são necessários mais ensaios experimentais para melhorar a precisão dos 


resultados obtidos por simulação numérica, ficou em alguns dos resultados apresentados bem 
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patente. Para além dos convencionais ensaios de tracção, são necessários ensaios onde seja 


possível a determinação da tensão limite de elasticidade e do coeficiente de anisotropia em 


expansão biaxial para várias relações yx σσ / . A melhoria da qualidade da descrição do 


comportamento plástico, utilizando maior número de resultados experimentais, é particularmente 


sentida em modelos com grande flexibilidade como, por exemplo, o modelo CB2001. 


A escolha dos modelos mais adequados depende dos resultados experimentais disponíveis, 


seja porque com um determinado conjunto de dados não é possível identificar os parâmetros de 


determinado modelo ou porque mesmo conhecendo o número mínimo a sua determinação não é 


fiável. Como exemplo deste segundo facto, aponta-se a identificação dos parâmetros do modelo 


CB2001 utilizando αr , ασ  e bσ , que apesar de ser matematicamente possível conduz a resultados 


em br  imprevisíveis. Em resumo se forem conhecidos os conjuntos de dados αr ; ασ ; αr  e ασ ; ou 


αr , ασ  e bσ  deve ser escolhido o modelos que apresenta menor erro entre Hill48, YLD91 (KB93) 


e YLDLIN. Os resultado obtidos com o modelo KB93 foram em todos os materiais ensaios 


praticamente idênticos aos obtidos com o modelo YLD91, pelo que não conhecendo resultados de 


expansão biaxial que permitam aproveitar o parâmetro adicional deste critério pode ser utilizado o 


critério YLD91 sem perda de informação. Caso se conheçam os conjunto de resultados 


experimentais αr , ασ  e br ; ou αr , ασ , br  e bσ  devem ser utilizados modelos mais complexos e 


flexíveis como o critério CB2001 utilizado neste trabalho. 


Para permitir a utilização de critérios mais flexíveis, que permitem simultaneamente um 


bom ajuste da variação da tensão limite de elasticidade e do coeficiente de anisotropia em tracção 


no plano da chapa, são comparadas neste trabalho algumas aproximações aos valores 


experimentais necessários ao ajuste destes modelos. Pode concluir-se deste trabalho que existem 


algumas aproximações que o permitem aproximar os valores obtidos em expansão biaxial 


simétrica, verificando-se que as melhores aproximações para o valor da tensão limite de 


elasticidade em expansão biaxial simétrica são: considerar a hipótese bσ = 0σ  e a proposta por 


Green et al. [Green2004]; para o coeficiente de anisotropia para a mesma trajectória a proposta 


por Tong [Tong2006]. 


 A optimização da tensão limite de elasticidade durante a identificação dos parâmetros das 


leis de encruamento, ao invés de a fixar, por exemplo igual à tensão limite de elasticidade obtida 


em tracção na direcção de laminagem, permite um melhor ajuste global do comportamento. 


 A determinação dos parâmetros da lei de encruamento cinemática utilizando o ajuste de 


toda a curva permite um erro global inferior do que utilizar directamente a tensão no ponto de 
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inversão e a tensão limite de elasticidade na segunda trajectória, pois a definição da tensão limite 


de elasticidade é muito sensível. 


 


8.3. Selecção de Modelos  


 


Para além dos constrangimentos em termos de resultados experimentais conhecidos, a 


metodologia proposta, permite por comparação do erro de identificação escolher os modelos mais 


adequados para simular determinado material. Genericamente é possível afirmar que o 


comportamento dos modelos Hill48, YLD91, KB93 e YLDLIN é semelhante, possuindo erros de 


identificação muito próximos. Quando se conhecem resultados experimentais que permitem 


identificar o modelo CB2001, a flexibilidade apresentada por este modelo permite-lhe superar 


claramente os modelos atrás referidos. Do exposto nos capítulos 5 e 7, compreende-se o facto de o 


critério de Hill48 continuar ser o mais utilizado, os modelos de YLD91 e KB93, para além de 


serem precursores da utilização de transformações lineares para adaptação de critérios isotrópicos 


para anisotropia pouco acrescentam em termos de descrição da superfície em relação ao critério de 


Hill48, possuindo inclusive o mesmo número de parâmetros para descrever a anisotropia, se não 


for considerado como parâmetros a optimizar os expoentes ou a constante c  como é habitual.  


O critério CB2001, representa de facto uma evolução significativa em relação ao critério 


de Hill48, mas apresenta desvantagens importantes, pois para determinados conjuntos de 


parâmetros não é convexo e apresenta por vezes uma excessiva flexibilidade, originando 


superfícies com irregularidades artificiais. 


 


8.4. Influência da Identificação na Simulação Numérica 


 


Dada as diferenças observadas, é possível concluir que a utilização de critérios de anisotropia 


diferentes pode conduzir a distribuições de deformação diferentes, e afectar todos os fenómenos 


que dependem deste distribuição são simulados de forma diferente, como por exemplo a 


ocorrência de extricção ou a formação de rugas. Como foi mostrado no capítulo 7 a simulação da 


maioria dos fenómenos, como a influência da anisotropia na distribuição da deformação ou a força 


de estampagem são bem simuladas. Também pode ser concluído que a simulação do retorno 


elástico ainda apresenta não é totalmente fiável. Neste trabalho este facto está claramente 


associado à utilização de elementos finitos hexaédricos, que possuem uma rigidez demasiado 


elevada para simular fenómenos que envolvam de flexão. A utilização de técnicas compensação 


desta rigidez, como a integração reduzida selectiva, é sensível e possui o problema de suavizar o 
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gradiente de tensão ao longo da espessura. Foram também reportadas alterações nas características 


elásticas durante a deformação dos alumínios utilizados no ensaio Demeri, que podem também em 


parte explicar o desvio dos resultados em relação ao experimental. 


 


8.5 Perspectivas de Trabalho 


 


As perspectivas de trabalho mais imediatas são o aumento do número de modelos, para os quais é 


possível a identificação de parâmetros. Em relação aos critérios de anisotropia, dado que 


industrialmente o tipo de modelos mais utilizados são os formulados para o estado plano de tensão 


estes são bons candidatos a serem introduzidos na plataforma de identificação desenvolvida. 


Alguns dos modelos mais complexos apresentado no capítulo 2 podem também em brevemente 


vir a ser implementados no programa. Em relação aos modelos de encruamento, existem já 


modelos baseados nas alterações microestruturais, como o apresentado no capítulo 2, que 


permitem uma descrição do encruamento muito próxima mesmo para alterações de trajectórias, 


logo, apesar de estarem ainda disponíveis em poucos programas e da identificação dos seus 


parâmetros não ser muito evidente, poderão também ser implementados. 


 O programa desenvolvido possui um leque alargado de modelos de optimização 


implementados, mas poderá ser efectuado algum trabalho no sentido de acelerar o processo, 


nomeadamente a introdução em alguns algoritmos de variantes mais eficientes. 


 Um dos objectivo principais deste trabalho é impulsionar a utilização de modelos mais 


precisos e mais complexos, pelo que é extremamente importante disponibilizar a plataforma de 


optimização desenvolvida ao maior número de utilizadores possível, pelo que uma das 


perspectivas de trabalho mais importantes é disponibilizar a ferramenta utilizando os meios 


adequados e também incorporar a experiencia de muitos deles na ferramenta DD3MAT. 


 A existência inúmeros trabalhos que utilizam a análise inversa para estimar os parâmetros 


do material é um campo onde ainda existe muito trabalho por fazer, pelo que também se poderá 


perspectivar trabalho nessa área. 





