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Resumo

Neste trabalho temos como objectivo dar um contributo a andlise de pro-
priedades diferenciais de familias de polinémios ortogonais sobre a circunferéncia
unitaria. Em particular, centramos o nossso estudo nas familias de polinémios
ortogonais sobre a circunferéncia unitaria e respectivas funcionais de ortogonali-
dade cujas funcoes de Carathéodory, F| verificam equagcoes diferenciais de Riccati
com coeficientes polinomiais, zZAF' = BF?+ CF + D. Designemos o conjunto das
funcionais deste tipo (equivalentemente, o conjunto das sucessdes de polindmios
ortogonais relativamente a uma funcional deste tipo) de classe Laguerre-Hahn

sobre a circunferéncia unitdria.

Apresentaremos caracterizacoes da classe Laguerre-Hahn sobre a circunferén-
cia unitaria em termos de:

- uma equacao distribucional para a funcional de ortogonalidade (cf. cap. II);

relagoes de estrutura de primeira ordem de coeficientes polinomiais (cf. cap. I1I);

equagoes diferenciais vectoriais de segunda ordem (cf. cap. IIT);

- equagoes diferenciais matriciais de Sylvester (cf. cap. IV).

Além disso, obteremos uma representacao para sucessoes de polinémios Laguerre-
-Hahn sobre a circunferéncia unitaria em termos de familias semi-cldssicas sobre

a circunferéncia unitaria (cf. cap. IV).

Palavras-chave: polinémios ortogonais, funcionais lineares hermitianas, medi-
das suportadas sobre a circunferéncia unitéria, fungoes de Carathéodory, classe
semi-classica sobre a circunferéncia unitaria, classe Laguerre-Hahn afim sobre
a circunferéncia unitaria, equagoes diferenciais matriciais de Riccati, equagoes

diferenciais matriciais de Sylvester.



Abstract

In this work we aim at giving a contribution to the analysis of differential
properties of families of orthogonal polynomials on the unit circle. We focus our
study on the families of orthogonal polynomials on the unit circle and corres-
ponding functionals whose Carthéodory functions, F', satisfy Riccati differential
equations with polynomial coefficients, zAF’ = BF? + CF + D. We shall call
the set of such functionals (equivalently, the sequences of polynomials orthogonal
with respect to functionals of this kind) the Laguerre-Hahn class on the unit

circle.

We will give characterizations of the Laguerre-Hahn class on the unit circle
in terms of:

a distributional equation to the functional of orthogonality (cf. chapter II);

- first order structure relations with polynomial coefficients (cf. chapter I1I);

second order differential equations (cf. chapter III);

matrix Sylvester differential equations (cf. chapter IV).

Moreover, we will obtain a representation of sequences of Laguerre-Hahn poly-
nomials on the unit circle in terms of semi-classical families on the unit cir-
cle (cf. chapter IV).

Key words: orthogonal polynomials, Hermitian linear functionals, measures on
the unit circle, Carathéodory functions, semi-classical class on the unit circle,
Laguerre-Hahn class on the unit circle, matrix Riccati differential equations, ma-

trix Sylvester differential equations.
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Introducao

Enquadramento da dissertacao e principais resultados obtidos

Esta dissertacao enquadra-se na tematica da teoria geral de polinémios or-

togonais sobre a circunferéncia unitaria.

Segundo os autores de [2], historicamente, a teoria de polindmios ortogonais
sobre a circunferéncia unitaria esta ligada a Analise de Fourier e a teoria de
fungoes analiticas positivas (ver [16, 26, 62]). Nas duas ultimas décadas tem-se
verificado um amplo interesse pelo estudo de temas da teoria geral de polindémios
ortogonais sobre a circunferéncia unitaria, dos quais destacamos: relagoes de
recorréncia de Szegd, medidas de probabilidade sobre a circunferéncia unitaria,
funcoes de Carathéodory, funcoes de Schur, matrizes hermitianas de Toeplitz,
fracgbes continuas do tipo Perron-Carathéodory (ver [33, 57, 58] e as referéncias
al indicadas). Estes e outros temas da Teoria de Polindmios Ortogonais Sobre a
Circunferéncia Unitaria tém aplicacoes em diversos campos da Matematica tais
como a Teoria da Aproximacao, a Teoria de Operadores, a Teoria de Proba-
bilidades, a Teoria de Processamento Digital de Sinal (ver [33, 39, 57, 58] e
as referéncias nelas contidas) e, mais recentemente, em Problemas de Riemann-
-Hilbert (ver [6, 48]).

O estudo que apresentamos nesta dissertacao incide sobre funcoes de Ca-
rathéodory que verificam equagoes diferenciais do tipo Riccati com coeficientes

polinomiais
2AF' = BF? +CF +D. (1)

No sentido lato, designemos o conjunto de tais fun¢oes de Carathéodory de classe

Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitaria.

Comecamos por observar que existe uma bijeccao entre a familia das funcoes

ix
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de Carathéodory e a familia das medidas suportadas sobre a circunferéncia uni-
taria (cf. [57, pg. 29]), sendo que uma fungao de Carathéodory F' tem uma
representacao integral em termos de uma medida de Borel positiva p,

1 etz
Con )y -2

Dada uma tal medida p, defina-se uma funcional linear no espago dos polinémios

1 [ ‘
de Laurent por (u,z™") = —/ 2"du(f), z = €®, n € 7. A sucessdo de
0

F(z) du(9), &=¢".

2T
polinémios ortogonais relativamente a p (equivalentemente, relativamente a fun-

cional u), {¢,}, é definida por

1 27 N )
%/ On(2)0(1/2)dp(8) = Kpbng, 2 = e K,>0, Yn,k>0.
0

Considere-se ainda que cada ¢, é moénico, ou seja, ¢, = 2"+ termos de grau

inferior. A sucessao {¢,} verifica as relagdes de recorréncia de Szegé, para n > 1,
Pn(2) = 2¢n-1(2) + an},_1(2)
¢Z(Z) ¢7*z—1(z) +anz¢n—1(z) )

onde ¢, é definido por ¢3(2) = 278,(1/2), n > 0, dol2) = 64(2) = 1, 6.1(2) =
¢*1(2) =0, e a, = ¢,(0) verificam |a,| < 1, ¥n > 1. Por outro lado, o resultado

(2)

reciproco também ¢é vélido, ou seja, dada uma sucessao de numeros complexos
(a,) tal que |a,| < 1, ¥n > 1, os polinémios definidos por (2) sdo ortogonais
relativamente a uma tnica medida p (cf. teorema de Favard, [17, 22]). Con-
sequentemente, a teoria de polinémios ortogonais sobre a circunferéncia unitéaria
também pode ser vista como a teoria de equagoes vectoriais as diferencas de
primeira ordem,

Yn - AnYnf ) Yn =
! o anz 1

sendo (a,) uma sucessao de nimeros arbitrarios tais que |a,| < 1, Vn > 1. Esta

gb:] ) An = [_Z an] ,n2> 17 (3)

abordagem foi seguida por Golinskii e Nevai em [25], no estudo de relagoes entre

as matrizes A, e a estrutura de medidas de ortogonalidade. Em [25] obteve-se

P = lim S <1, a

onde {€2,} é a sucessdo dos polindmios associados de primeira espécie (cf. sec-

cao 1.4) ((4) foi também estabelecido por Geronimus, em [22], ao estudar a
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teoria de polinémios ortogonais sobre a circunferéncia unitaria e a sua ligagao
com fracgoes continuas, na resolucao do problema de momentos trigonométrico
(ver [54])). Além disso, a utilizagdo das equagbes matriciais (3) permite-nos, por
exemplo, obter explicitamente a funcao de Carathéodory associada a medida que
corresponde a uma transformacao nos parametros a,, do tipo a, — Aa,, com
|A| = 1, ou do tipo a, — a,in, com N € N, e que denotamos, respectiva-
mente, por p(Aa,) e pu(a,+y). As medidas p(Aa,) sdo conhecidas na literatura
como medidas de Aleksandrov. Este tipo de medidas surge na teoria de fungoes
analiticas no disco unitario, e sao medidas espectrais de operadores auto-adjuntos
(ver [56, 57, 58]). As medidas p(a, ) foram estudadas por Peherstorfer em [50].
Sendo F' a funcao de Carathéodory associada a medida p(a,), veremos que a
funcao de Carathéodory associada a medida de Aleksandrov p(Aa,), F\, e que a
fungao de Carathéodory associada & medida p(a, ), F, sdo fungoes racionais
de F' dadas por

A=) +1+NF (5)
1+N)+A=1)F"

F)\(Z) =

(Qn — Q) + (ov + o) F
Qv +Qy) + (¢n — o)) F

onde {¢,} é a sucessao dos polinémios ortogonais ménicos relativamente a ju(ay,)

FN =

(6)

e {Q,} a sucessao dos polindmios associados de primeira espécie. Obteremos
também uma representacao para as respectivas sucessoes de polinémios ortogo-

nais (cf. secgoes 1.7 e 1.8).

Voltemos a classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitaria. Esta classe
pode ser vista, por um lado, como uma extensao da classe Laguerre-Hahn sobre a
recta real e, por outro, como uma extensao das classes semi-classica e Laguerre-

-Hahn afim sobre a circunferéncia unitdria.

No caso de ortogonalidade sobre subconjuntos da recta real a classe Laguerre-
-Hahn foi, em grande medida, estudada por Hahn, Maroni, Magnus, Marcellan e
co-autores (ver [20, 28, 29, 35, 41, 42, 44, 45, 46, 47]). Neste caso, a classe
Laguerre-Hahn foi definida em termos de uma equacao diferencial de Riccati
para a funcao formal de Stieltjes; quando o factor quadratico é nulo obtemos a

classe semi-cldssica (equivalentemente, a classe Laguerre-Hahn afim, pois estas
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duas classes coincidem (cf. [45])), definida em termos de uma equagao diferencial
linear de primeira ordem com coeficientes polinomiais para a funcao formal de
Stieltjes, S, AS’ = CS + D. Por sua vez, esta equacao é equivalente a uma
equacao de Pearson para a respectiva funcional de ortogonalidade, u, definida
no espago dos polinémios reais de variavel real, D(Au) + Ciu = 0 onde D é o
operador de derivagao e C; é um polinémio que depende de A e C. A classe semi-
-classica sobre a recta real é caracterizada em termos de relagoes diferenciais com
coeficientes polinomiais para as respectivas sucessoes de polinémios ortogonais,
{P,}, conhecidas na literatura como relagoes de estrutura (ver [44, 45, 46)),
AP = E,P,+ D, P,11, n > 1, e em termos de equagoes diferenciais lineares de
segunda ordem com coeficientes polinomiais (ver [28, 29)), A, P, +B, P +C, P, =
0, n > 1; em particular, se A, e B,, nao dependerem de n, surgem as sucessoes

de polinémios ortogonais classicos, ou seja, Jacobi, Laguerre, Hermite e Bessel.

Ainda no caso de ortogonalidade real, destacamos o trabalho de Magnus [36]
acerca de modificagoes (via um parametro) de pesos/medidas semi-cléssicas sobre
subconjuntos da recta real. Em [36] as sucessoes de polindmios ortogonais rela-
tivamente a este tipo de medidas sao caracterizadas por equacoes diferenciais do
tipo Painlevé verificadas pelos respectivos coeficientes da relacao de recorréncia.
Magnus comegou por deduzir sistemas diferenciais para sucessoes semi-classicas
sobre subconjuntos de R: se {P,} for ortogonal relativamente a uma funcao de
Stieltjes S que verifica AS" = C'S + D, e cuja funcao peso da respectiva medida
é w, entao, para n > 2,

U, —=C)2 O,

AY’
Op1 —U,—C/2

(7)

)

P, En/W
P, 5n1/w] ’
sendo {e,} a sucessao das fungdes de segunda espécie, e U, ©,, polinémios com
graus independentes de n. Estes sistemas diferenciais tém a propriedade de
Painlevé: as singularidades méveis do sistema (ou seja, as singularidades que
dependem de cada uma das solugoes) sao pélos (cf. [18]). Ao considerar o caso
de as singularidades do sistema (7), ou seja, os zeros do polinémio A, depen-
derem de um parametro ¢, Magnus obteve equagoes de Painlevé (P-IV) e trans-
formagoes de Schlesinger para os coeficientes da relagdo de recorréncia de {P,};

em particular, obteve este tipo de equagoes para os coeficientes de sucessoes de
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polinémios ortogonais relativamente a pesos tipo Freud, w(z,t) = e~ /A—ta? (ver
também [5]).

No caso de ortogonalidade sobre a circunferéncia unitaria a classe semi-cléssica
e a classe Laguerre-Hahn afim foram, em grande medida, estudadas por Marcellan

e Tasis em [39, 61], e por Cachafeiro e Pérez em [15, 52| (ver também o trabalho
de Suédrez, [59]).

Em [39, 61] foi apresentada, pela primeira vez, a defini¢ao de funcional her-
mitiana semi-classica; uma funcional linear v hermitiana e regular definida no
espaco linear dos polinémios de Laurent foi designada por semi-classica se exis-
tirem polinémios A, C' tais que u verifica uma equagao de Pearson D(Au) = Cu
(D é o operador de derivagao, definido em II.1), e as respectivas sucessoes de
polinémios ortogonais foram designadas por semi-classicas. Além disso, mostrou-
-se que se u for uma funcional linear hermitiana verificando D(Au) = C'u, entdo:
i) a funcdo de Carathéodory associada a u verifica zAF' = (—iC — zA")F + D,
sendo D um polinémio especifico que depende de A, C'.

ii) a respectiva sucessao de polinémios ortogonais, {¢,}, verifica rela¢oes de es-
trutura de coeficientes polinomiais de graus independentes de n, zA¢!, = G, ¢, +
H,¢:, n>1, e {¢,} verifica A, ¢, + Bn¢., + Crop =0, n > 1, onde A,, B,,,C,
sao polinomios de graus independentes de n.

Desde entao tém sido publicados trabalhos onde se estabelecem propriedades
da classe semi-cldssica sobre a circunferéncia unitaria andlogas as estabelecidas
para o caso real, por exemplo, [2, 3, 9, 10, 14, 15, 21, 43], mas os resultados

reciprocos de ii) permanecem em aberto.

Em [15, 52] a classe Laguerre-Hahn afim sobre a circunferéncia unitéria foi

definida em termos de uma equacao diferencial de primeira ordem com coeficientes

+o0
polinomiais para a série formal G(z) = E cn2" (¢, sdo os momentos de uma
n=—00

funcional linear hermitiana u),
A(2)G'(2) = C1(2)G(2) + H(z) . (8)

E estabelecida a equivaléncia entre (8) e uma equagao distribucional para a res-

pectiva funcional u, D(Au) = Cu + zH Ly, onde L, é a funcional de Lebesgue
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na circunferéncia e C' é um polinémio que depende de A e C;. Além disso,
sao obtidas condigdes sobre os coeficientes de (8) e sobre os coeficientes de uma
equacao diferencial linear para a respectiva funcao de Carathéodory, F', zAF' =
C1F+ D, com A, C, D polinémios, de modo a estabelecer o cardcter semi-classico
da respectiva funcional u. Sao dados exemplos de fungoes de Carathéodory que
verificam equacoes deste tipo e cujas funcionais nao sao semi-classicas, mostrando-
-se assim que no caso da circunferéncia unitaria a classe Laguerre-Hahn afim nao

coincide com a classe semi-classica.

Destacamos ainda o trabalho de Ismail e Witte [31], onde foram estudadas
transformagoes andlogas as de [36], mas agora relativamente a pesos sobre a
circunferéncia unitaria. Os autores comecaram por deduzir equacoes diferenciais
com coeficientes analiticos para sucessoes de polinémios ortogonais (ortonorma-

dos) sobre a circunferéncia unitéria, {¢,},

Pn(2) + M(n,2)¢),(2) + N(n, 2)n(z) = 0, (9)
sendo que para tal foram determinados operadores L,; e L2, L, = % +
U, Lyp2= —dilz —U,_1+V,, com U,,V, fungoes analiticas, e tais que
1 L
Ln,2 (Z_nLn,l) gpn(z) = 71%19071(2) )

com Z, fungoes analiticas e 7, € C, Vn > 1. A partir da identificacao de certos
coeficientes nas equagoes (9) obtiveram-se relagoes para a, = ¢,(0), e, conse-
quentemente, equagoes do tipo Freud e tipo Painlevé. Em particular considerou-
-se 0 peso (semi-cldssico) modificado de Bessel sobre a circunferéncia unitéria,
w(z,t) = me%(’”zﬂ), onde I é a funcao de Bessel modificada, e estableceram-
-se equagoes diferenciais de Painlevé para os respectivos coeficientes a, (agora

a,(t)) e também para r,(t) = a,(t)/k,(t), sendo v, (z,t) = k,(t)2" + - .

No sentido lato, a classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitaria por
nés definida contém as classes referidas anteriormente: se B = 0 em (1), temos
a classe Laguerre-Hahn afim sobre a circunferéncia unitéria; se B = 0 e C, D
forem polinémios especificos em (1), temos a classe semi-classica sobre a circun-
feréncia unitéria. A classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitaria também

contém a classe de funcionais de segundo grau sobre a circunferéncia unitaria
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(ver [14]) e as transformagoes do tipo racional-linear de fungoes de Carathéodory
na classe Laguerre-Hahn (cf. [11]). Em particular, a classe Laguerre-Hahn é
fechada para transformagoes associadas a medidas de Aleksandrov, ou seja, do

tipo (5); também é fechada para transformagoes do tipo (6).

Nesta dissertacao, o nosso principal objectivo é o de apresentar caracterizacoes
da classe Laguerre-Hahn, em termos de relacoes diferenciais, e obter uma repre-
sentacao para as respectivas sucessoes de polinémios ortogonais. Salientamos
desde ja que as sucessoes semi-classicas tém um um papel fundamental, pois a re-
presentacao de sucessoes de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn que obteremos

no capitulo IV é dada em termos de sucessoes semi-classicas.
Vejamos, de modo resumido, quais os principais resultados desta dissertacao.

No capitulo IT estabelecemos a equivaléncia entre a equacao (1) e uma equagao
distribucional para a respectiva funcional u, D(Au) = Byu? + Cyu + H, Ly, onde
B1,C4, Hy sao polinémios definidos em termos de A, B,C, D e Ly é a funcional
de Lebesgue sobre a circunferéncia unitaria. Deste modo, obtemos os resultados
andlogos aos estabelecidos por Maroni em [45] no caso de ortogonalidade sobre

subconjuntos de R.

No capitulo IIT focamos a nossa atencao na caracterizacao da classe Laguer-
re-Hahn sobre a circunferéncia unitaria em termos de relacoes de estrutura de
primeira ordem e em termos de equagoes diferenciais de segunda ordem. As carac-
terizacoes que aqui apresentamos foram essencialmente motivadas pelos trabalhos
de Hahn [28, 29|, onde se caracteriza a classe semi-classica no caso real através
de equagoes diferenciais de segunda ordem de coeficientes polinomiais. Dada
uma funcao de Carathéodory F, sejam {¢,}, {Q,} e {@.}, respectivamente, a
sucessao dos polinémios ortogonais ménicos, a sucessao dos polinémios associados
de primeira espécie e a sucessao das funcoes de segunda espécie relativamente a F',
e considerem-se os vectores ¥. = (¢, — Q,]7, ¥2 = [¢F Q*]T, n > 1. Mostramos
que F verifica zAF' = BF? + CF + D se, e somente se, {1}} e {Q,} verificam,

para n > 1, as relagoes de estrutura

2A(Yy) = Mpatby, + Noaty

(10)
ZAQ;L = (ln,l + C/2 + BF)QTL + @n,lQ; 9
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onde M, 1, N, sao matrizes de ordem dois de elementos polinomiais de graus
independentes de n, e l,, 1, 0,1 polinémios de graus independentes de n (cf. teo-
rema [11.1). Esta equivaléncia é um resultado central no nosso trabalho pois, por
um lado, as equagoes (10) serao reinterpretadas, no capitulo IV, em termos de
equacoes matriciais de Sylvester, e tal permitir-nos-4 obter uma representacao
para a respectiva sucessao de polinémios ortogonais; por outro lado, tendo em
atengdo as equagoes (10), vemos que as equagoOes diferenciais que surgem natu-
ralmente na classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitdria sao equacoes
diferenciais de ordem dois para {¢!} e para {Q,}. Assim, mostramos a equiva-
léncia entre zAF' = BF? + CF + D e as equacoes vectoriais de segunda ordem,
paran > 1,

At I(1)" + Boa (0 + Cra (1)) = 0251

An1(Qn) + Bt Qly +CriQn =0,
onde B, 1,C, 1 sao matrizes de ordem dois de elementos polinomiais, I’S’m, C~n71 Sao
funcgoes analiticas no disco unitario, flm ¢ um polinémio e I ¢é a matriz identidade

de ordem dois (cf. teorema II1.2).

No capitulo IV establelecemos a ligacao entre a classe Laguerre-Hahn sobre
a circunferéncia unitaria (no sentido lato) e a teoria de equagoes diferenciais
matriciais de Sylvester. Tal como ja referimos, reinterpretamos as equagoes (10)
obtidas no capitulo III, o que nos permite estabelecer a equivaléncia entre zAF" =

BF?+CF+D e dois sistemas de equacoes matriciais de Sylvester para as sucessoes

{Y,} e {Q,}, sendo Y,, = z: _Q%n 0, = —Q*"] . n>1,
ZAY! = B,Y, - Y.C, (11)
C

com B, matrizes de entradas polinomiais de graus independentes de n e C dada

c/2 —-D
B -C/2

Szeg6 na forma matricial (3), deduzimos equagoes diferenciais de Sylvester para

por C = . Além disso, utilizando as relacoes de recorréncia de

as matrizes A, zAA, = B, A, — A,B,-1, n > 1. Estas relacoes sdo andlogas
as equagoes obtidas por Ismail e Witte em [31], no caso da ortogonalidade so-

bre a circunferéncia, e as equagoes deduzidas por Magnus em [36], no caso de
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ortogonalidade sobre subconjuntos de R. Como consequéncia das equagoes an-
teriores, estabelecemos a seguinte caracterizacao para sucessoes de polindomios
ortogonais sobre a circunferéncia pertencentes a classe semi-cldssica: se {¢,} for
uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos relativamente a uma medida (as-

sociada a um peso w), entdo uma condi¢do necesséria e suficiente para que {¢,}

seja semi-cldssica é a sucessao dada por Y, = ¢: _Czn/w ,n > 1, verificar
sistemas diferenciais do tipo Sylvester
2AY! = B,Y,, B, M**[P), com tr(B,) =nA. (12)

Obtemos assim uma extensao do resultado de Magnus publicado em [36], acerca
de sucessoes semi-classicas na recta real. Por outro lado, aplicando o Lema de
Radon (cf. [32, 53]), obtemos que a solugao da equagao de Sylvester (11) é dada

por Y, =P, L', ¥n> 1, onde P, e L verificam, respectivamente,

2zA(2)L'(2) = C(2)L(2) 2A(2)P(2) = Bn(2)Pn(2)
,C(ZD) =1 pn(ZO) = Yn(Zo) , n 2 1.

Tendo em atencao a caracterizacao de familias semi-classicas previamente obtida,
mostraremos que um sistema fundamental de solucoes do sistema anterior é dado
Iz %dt ¢n _Qn / w

por P, = e’z = Nk (A \w S~
(¢n)" (Qn)"/w

ortogonais relativamente a um peso semi-classico w, {Q,,} é a respectiva sucessao

, onde {¢,} é uma sucessao de polinémios

de funcoes de segunda espécie, e C' é um polinémio devidamente caracterizado.
Assim, mostramos que F, verificando zAF' = BF? + CF + D, é uma trans-
formacdo racional-linear de uma funcao de Carathéodory F semi-cldssica, sendo
F associada a w, e é obtida uma factorizacao para Y,,, para todo on > 1, em

termos de uma familia semi-classica (cf. teorema IV.8).

Notas prévias

Vejamos algumas notas acerca de temas de estudo referidos anteriormente.

Observemos que poderiamos ter considerado o sistema (12) sujeito a de-
formagdes do mesmo tipo que as consideradas em [31] e [36], e entdo fazer um

estudo analogo aos estudos ai realizados. Mais: poder-se-ia considerar o mesmo
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tipo de deformagoes para a classe Laguerre-Hahn, tendo em atencao as equacgoes
de Sylvester (11) e a respectiva representacao para Y, Y, = P, L' n > 1. Nao

fomos tao longe, mas este tema fica proposto para um trabalho futuro.

Em [9] estendemos a nocao de pares (de medidas) coerentes da recta real
(ver [30, 49]) a arcos de Jordan e curvas do plano complexo. No caso da cir-
cunferéncia unitdria obtemos que, dado um par coerente (g, 1), a funcional
linear associada a py é uma transformacao racional especifica da funcional linear
associada a pg. Pode ver-se que as relagoes de estrutura com coeficientes poli-
nomiais para sucessoes de polinémios ortogonais sobre a circunferéncia unitéria,
assim como a “quase-ortogonalidade sobre a circunferéncia unitaria”, tém aqui
um papel fundamental (cf. teoremas 3 e 4). Em particular, damos uma condicao
suficiente para o caracter semi-classico de uma sucesssao de polindémios ortogonais

monicos sobre a circunferéncia unitéria, {¢,}, que verifique, Vn > 1,
2A(2)d,(2) = Gu(2)0n(2) + Hu(2)07,(2)
2A(2)(07,)(2) = Su(2)dn(2) + Tu(2)5(2)

onde G,, H,,S,,T, sao polinomios de graus independentes de n. Note-se que
estas relagoes de estrutura estao presentes na classe Laguerre-Hahn afim (cf. co-
rolario II1.1)).

O tema “quase-ortogonalidade” nao foi por nés abordado nesta dissertacao.
Notemos que, comparativamente com o caso real, poucos trabalhos tém sido
publicados respeitantes a este tema sobre a circunferéncia unitaria (basta ter
em atengao o capitulo I de [8] e as referéncias af citadas, em contraposi¢gdo com
os trabalhos sobre a circunferéncia unitaria, essencialmente [3, 21, 40]). Fica
também proposto para trabalho futuro o estudo de relagoes de quase-ortogonali-

dade na classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitéria.

Notacoes e nomenclatura

Adoptamos o simbolo [J para indicar o final de uma demonstracao. Na ge-
neralidade omitiremos a demonstragao dos resultados ja conhecidos na literatura
(por exemplo, os resultados do capitulo I surgem, na sua maioria, sem demons-

tragao). Nos casos em que desejemos evidenciar certas técnicas na demonstragao
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de um resultado conhecido esta sera apresentada, mas podendo acontecer que
a demonstragao apresentada nao seja exactamente a mesma que se encontra na

referéncia bibliografica indicada; nestes casos, este facto serd referido.

Representaremos as sucessoes de nimeros complexos por (-,) (paréntesis cur-

vos) e as sucessoes de fungoes por {-,} (chavetas).

Considere-se {¢J,,} uma sucessao de fungoes, com n € N, e P uma propriedade.
Geralmente, ao longo do texto (especialmente no capitulo I1I) escreveremos
{¥,} verifica P.
em vez de:

I, verifica P, para todo o n € N.

Designaremos por matriz escalar uma matriz do tipo « I, onde « é um escalar

e I é a matriz identidade.
Por dominio entendemos um conjunto aberto e conexo do plano complexo, C.

Seguem-se algumas notacoes que utilizaremos ao longo do texto:

D= {z€C:|z| <1} - disco unitério;

N=1{1,2,..};
T={zeC:|z|=1};
lsen=m
5n,m:
0sen+#m;

adj(X) - adjunta da matriz X ;

R™ - conjunto das funcionais lineares hermitianas definidas positivas;
R - conjunto das funcionais lineares hermitianas regulares ;

const - constante ;

det(X) - determinante da matriz X ;

[ X ]i;j - elemento da matriz X na posicao (4,7), i,j = 1,2;

M™™(P) - espago das matrizes tipo n X m, de elementos polinomiais;
A’ - espaco dual algébrico de A ;

P - espaco vectorial dos polinémios de coeficientes complexos ;

P,, - espaco vectorial dos poliomios de grau menor do que ou igual a n;
A - espago vectorial dos polinémios de Laurent ;

I' - fungdo Gamma;
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Ly - funcional de Lebesgue sobre a circunferéncia ;

0
J - matriz definida por 0 —1 ;
I - matriz identidade de ordem dois;
Re(f) - parte real da fungao f;
SPOM - sucessao de polinémios ortogonais ménicos ;

tr(X) - trago da matriz X ;

bF
Tlapicd) - transformacao do tipo racional-linear dada por T'(F) = Zi— o5



CAPITULO 1

Teoria geral de polindmios ortogonais sobre a

circunferéncia unitaria

Neste capitulo apresentamos os resultados basicos da teoria geral de poliné-
mios ortogonais sobre a circunferéncia unitaria que necessitaremos nos restantes
capitulos. Os resultados que apresentamos nas seccoes 1 a 5 sdo, na sua maioria,
devidos a Szeg6 ou a Geronimus (ver [23, 24, 60]). Na sec¢ao 6 apresentamos as
relagoes de recorréncia de Szegd na forma matricial; estas relagoes de recorréncia
serao utilizadas nos capitulos III e IV. As seccoes 7 e 8 tém uma dupla finalidade:
por um lado, apresentar as fungoes de Carathéodory que correspondem as medidas
de Aleksandrov e as medidas de ortogonalidade dos polinémios associados de
ordem N, sobre as quais reincidira o nosso estudo no capitulo II; por outro lado,
ao apresentarmos a demonstracao dos respectivos teoremas, evidenciar as relagoes

de recorréncia na forma matricial previamente apresentadas.

1. Funcionais hermitianas

Consideremos a circunferéncia unitdria,
T={zcC:|z| =1} ={e’:0¢c0,2r[},

o espaco vectorial dos polindmios com coeficientes complezos,

P={p.:pn(z) =Y axz*, a,z€C, n=01,.}
k=0

e o espaco vectorial dos polinomios de Laurent,

A={Ap,n: Apn(z) = Z apz®, ar € C, m,n € Z}.

k=m
Consideremos u : A — C uma funcional linear cujos momentos sao definidos
por
(u, 27"y =c¢,, n € Z.

1
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n
Assim, se P(z) = >0_ axzF, temos (u, P(z)) = Z ajCr. Associamos a sucessao

k=m
de momentos (¢,,) a matriz hermitiana de Toeplitz

_CO c1 . C, 7
Ci  Cp ottt Cpei

M =
Cp Cp—1 - Co

e denotamos por A,, o menor principal de M de ordem n + 1, ou seja,
CO DR CTL

An: 7n€NaA02007A71:1-

CTL ... CO

DEFINICAO 1.1 ([23, 60]). Uma funcional linear u: A — C diz-se:
a) hermitiana se verificar c¢_,, = ¢,,Vn € N,

b) regular ou quasi-definida se A, # 0,Yn € N,

c) definida positiva se A,, > 0,Vn € N.

Doravante utilizaremos a notacao R para designar o conjunto constituido
pelas funcionais lineares hermitianas regulares, e R para designar o conjunto

constituido pelas funcionais lineares hermitianas definidas positivas.

Apresentamos, como primeiros exemplos de funcionais hermitianas, as fun-
cionais (normalizadas) de Lebesgue ¢ de Dirac, respectivamente Ly e J, com
la| = 1, definidas em termos dos seus momentos por

Y lsen=20 Y Y
(Lo,27™) = e (0,2 ") =a ", VnekL.
OseneZ\{l}
Além disso, a funcional de Lebesgue é definida positiva e tem uma representacao
em termos de um integral associado a medida de Lebesgue suportada em T, ou

seja,

1 2 )
(Lo,27") = 2—/ 2dl, z=¢e", Ynel.
0

™
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Uma funcional linear « hermitiana regular induz em A x A um produto interno

generalizado, definido por
() : AXxA—C
(P(2),Q(2))u = (u, P()Q(1/2)).

DEFINICAO 1.2. Seja u uma funcional linear hermitiana e {¢,} uma sucessio
de polinémios de varidavel complexa tal que gr(¢,) = n, n = 0,1,.... {¢n}

designa-se por sucessao de polindmios ortogonais relativamente a u se VYn, m > 0,

(Dn(2): o (2))u = (U, $n(2) 0 (1/2)) = Knbmn, Kn #0. (L1)

Se cada ¢,, for monico, ou seja, ¢,(z) = z"+termos de grau inferior, entao {¢,}
designa-se por sucessao de polinomios ortogonais monicos e sera denotada por

SPOM.

OBSERVACAO .

1. Nas condigoes da defini¢ao anterior, diremos também que {¢,,} é uma sucessao
de polinémios ortogonais sobre T.

2. Ao longo do texto referir-nos-emos a ortogonalidade do tipo (I.1) como orto-

gonalidade hermitiana ou ainda ortogonalidade compleza.

TEOREMA I.1 ([60]). Seja u uma funcional linear hermitiana. u € R se, e
somente se, existir uma sucessao de polindmios, {¢,}, ortogonais relativamente

a u. Além disso, {¢,} € representada em termos dos momentos ¢, de u por

do(z) =1,
Co 1 Cn
1 E : :
On(z) = o IR neN.
1 z z"

OBSERVACAO . A sucessao de polinémios ortogonais ¢ iinica a menos de uma
constante. Assim, uma vez fixado o coeficiente do termo de maior ordem em 2",
para cada n > 0, podemos afirmar que existe uma tnica sucessao de polinémios

ortogonais relativamente a uma funcional linear regular.
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Se u for definida positiva, entao (-, -),, dado por (I.1) define um produto interno
em A e, neste caso, veremos que u tem uma representacao integral associada a

uma medida de Borel. O teorema seguinte pode ser encontrado em [23, 24, 60].

TEOREMA 1.2. Seja u uma funcional linear hermitiana. Se u € R, entao
existe uma medida de Borel positiva, p, tal que

1

(u, z >:%

2
/ 2"du(0), z=€%, VneZ.
0

OBSERVACAO . No caso definido positivo, a condicio de ortogonalidade (I.1)

vem dada por

27
2i / ()8 (1/2)dp(8) = Kby, 2 = € K> 0
™ Jo

e diremos que {¢,} é ortogonal relativamente a medida p.

DEFINICAO 1.3 ([60]). Seja {¢,} uma sucessdo de polinémios ortogonais mo-
nicos sobre T. Os parametros a,, = ¢,(0), n > 0, sdo designados por coeficientes
de reflexio de {¢n}.

LEMA 1.1 ([23, 60]). Seja u uma funcional linear hermitiana, {¢,} a SPOM
relativamente a u, e (a,) a sucessao dos coeficientes de reflexao de {¢,}. Entao,

Vn € N,

A, - JANSVA VS
A LA laP) e a—a = =57
k= n—

[y

Logo,
a) u € R se, e somente se, |a,| #1,¥Yn € N.
b) u € RY se, e somente se, |a,| < 1,Vn € N.

2. Polinémios de Bernstein-Szeg6

Consideremos um polinémio P, cujas raizes nao estao no interior do disco

unitario, com P,(0) > 0, e seja g () = | Pu(e)]?.
A sucessao de polindmios ortogonais de Bernstein-Szegd define-se por

2" n=0,1,....k—1
2kPu(2), n > k.

¢n(z) =
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Verifica-se que {¢,} é ortogonal relativamente & funcional linear definida por

(ver, por exemplo, [8, 60])

1 /2” df "
U, 2 N z=e", nexl,
e B

o (ei?)]2
ou seja, relativamente a medida v dada por
() = ——dp.
qi(0)

De facto, se m,n > k, temos

/ On(2)0,,(1/2) Emd@

1 27 . - 1

= nkp F=mp (2)————df
o Z k(2)2 k(z)|Pk(€7,9)|2
1 2

= — 2O = by, 2= e’
27

Sem,n<kouse (m<ken>k)ou(m>ken <k), temos, pelo teorema de
Cauchy (ver [1]),

/ bn(2)0, (1/2) 19)d€:6n7m.

3. Relacgoes de recorréncia de Szeg6

3.1. O operador x,,.
Comecamos por definir um operador, linear em A’, que utilizaremos ao longo

do nosso trabalho. Dado m € N e f funcao analitica, f*» é dada por
fr(z) = 2" f(1/2).

Assim’ se f(Z) = ZZOB bk.Z temos f*m Z bkz

DEFINICAO 1.4. Seja P um polinémios com gr(P) = m. Entéo, P*™ designa-
-se por polinémio reciproco de P. Se se verificar P(z) = nP*"(z), com |n| = 1,

entao P designa-se por polinomio auto-reciproco.

OBSERVAQAO . Se gr(P) = m omitiremos o indice m, ou seja, escreveremos

apenas P*.
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De seguida indicamos algumas propriedades que utilizaremos ao longo do
trabalho (ver [61]).

LEMA L2. Seja P € P,. Entdo,
(P ()" = P(2)
(=P(2))" = (P'(2))"
AP () =P () = (P(2)7 (1.2
(P"(2))2 = (n — 1)nP*(2) — 2(n — 1)2(P*(2)) + 2*(P*(2))" (1.3)
onde m € N.

Demonstragao: Escrevamos
P(2) = by + bz + b2 + -+ bp2™, m < n.

A primeira e a segunda equacao sao imediatas. A equacao (1.2) encontra-se

demontrada em [61], e resulta das equagoes
P(2) = bo2™ + b1 2" e b2
2(P™(2)) = nboz" + (n — Dby 2" ' 4 -+ (n — m)by 2" ™™,
(P'(2)) = = by 2™ 4+ 2002 2 + - 4 by 2"
Para deduzir (I.3) consideramos (1.2) para P’, e obtemos
(Py=t = n(P)™ —z((P)™)
ou seja,
Py = na(P)ot = (o)
Se usarmos (I1.2) na equacdo anterior obtemos
(P")*=1 = nz (nP* — z(P*™)) — 2 [nzP™ — 22(P*")/], ,
ou seja,

(P") =1 = n2zP* — 2% (P*) — 2 [nP*" +nz(P*) — 2z2(P*™) — 22((P*”)”)} .

Logo,

" "

(P ) =n(n—1)zP™ —22%(n — 1)(P™) + 23(P*)

Uma vez que (P () = 2(P"(z))* 2, segue-se o requerido. O
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3.2. Relagoes de recorréncia de Szeg6 e teorema de Favard.
As sucessoes de polinémios ortogonais sobre a circunferéncia verificam relacoes

de recorréncia conhecidas na literatura como relacoes de recorréncia de Szego.

TEOREMA 1.3 ([60]). Seja {¢,} uma SPOM sobre T. Entao, {¢,} verifica as

sequintes relacoes de recorréncia, equivalentes entre si, para n € N,

Ry) ¢n(2) = 26n-1(2) + angy,_1(2)

Ry) ¢n(2) = (1 = |an|*)2¢n-1(2) + an;,(2)
Rs) ¢} (2) = ¢),_1(2) + nzpn1(2)

Ry) ¢(2) =

(1 = lan[*)},-1(2) + @ndn(2)
com a, = ¢,(0). Além disso, se ¢,(0) # 0, Vn € N, {¢,} verifica a relagio de

recorréncia a trés termos

angbn—i—l(z) = (Zan + an+1>¢n(z> - Zgbn_H(O)(l - ’an|2)¢n—1(2)7 n e N7
bo(2) =1, ¢1(2) =2+ a; .

OBSERVACAO . Os polinémios ¢, sao conhecidos, na literatura de polinémios

ortogonais, como polindmios reversos (cf. [60]).

De seguida enunciamos o teorema de Favard para o caso regular e para o caso
definido positivo (ver [17, 22, 33, 60]; em [4] encontram-se extensoes do teorema
de Favard).

TEOREMA 14. Seja (a,) uma sucessao de nimeros complezos tal que |a,| <
1,Vn € N. Entao, existe uma medida de Borel positiva, j1, com suporte em T, tal
que a sucessao de polindmios definida pela relacdo de recorréncia Ry € ortogonal
relativamente a p.

Seja (an) uma sucessao de nimeros complexos tal que |a,| # 1,¥n € N. Entao,
existe uma funcional linear hermitiana reqular u tal que a sucessao de polindmios
definida pela relacdo de recorréncia Ry € a sucessao de polinomios ortogonais

relativamente a u.
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4. Funcoes fundamentais

Nesta seccao apresentamos defini¢oes de algumas fungoes que serao utilizadas
subsequentemente, assim como algumas das suas principais propriedades. Uti-

lizaremos a notagao (uy,.) para designar a ac¢ao da funcional linear u sobre

a varidavel 0, com 6 € [0,27]. Se Hy(z) = Z;;OS bjz?, b; € C, escreveremos
Ho(z) = O(z") se by = -+ = b,_1 = 0. Se Hy(2) = ;;08 bjz"7, escrevere-
mos Ho(2) = O(z7")se by =---=b,_; =0.

4.1. Funcao de Carathéodory.
Comegamos por apresentar a definigdo de fungao de Carathéodory (ver, por

exemplo, [57, pg. 25]).

DEFINICAO 15. Seja F uma funcao analitica no disco unitdrio D = {zeC:
|z| < 1}. F é uma fungdo de Carathéodory se F(0) =1 e Re(F) > 0 em D. A
funcao de Carathéodory designa-se por trivial se for uma fungao racional cujos

polos estao em T e se for puramente imagindria em todos os pontos regulares
de T.

Se considerarmos uma medida de probabilidade, u, suportada em T facilmente

se verifica que a funcao definida por

1 (e 4 2
F(2) / 2 au0)
0

B o ev —z
¢ uma funcao de Carathéodory. Veremos, no teorema seguinte, que o reciproco
também é valido (cf. [57, pg. 29]) e, assim, é estabelecida uma relagdo biunivoca

entre funcoes de Carathéodory e medidas de probabilidade suportadas em T.

TEOREMA 1.5. (Representa¢ao de Herglotz) Se F' for uma fun¢ao de Cara-

théodory, entao F admite a representacao

F(z) = - /0 T 0) (1.4)

para uma unica medida de probabilidade p suportada em T.

O seguinte resultado pode ser encontrada, por exemplo, em [51].
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LEMA 1.3. A funcao de Carathéodory (I1.4) admite as expansoes assimptiticas

+o0

F(z)=1+ 2chzk, 2] <1 (L.5)
k=1
F(z)=-1- Qchz , 2] > 1 (1.6)

onde (¢,) € a sucessao dos momentos da medida associada a F, com ¢y = 1.

Demonstragao: Uma vez que

400
" 1 +2Ze‘2kezk, 2] <1
etz P (L7
et — » +o0 :

-1- ZZeikez_k, |z| > 1
k=1

(no sentido de convergéncia uniforme sobre compactos de |z| < 1 e |z] > 1,

respectivamente), se |z| < 1 temos que

1 21 ZG_‘_Z 1 27 +o0 1 27 )
— : d 0) = — 1du(6) + 2 — “k0q(0) ) 2F.
[0 = o [ 1au0)+ Z(%/ () -

Assim, obtemos (1.5).

Se |z| > 1, célculos andlogos aos anteriores permitem-nos obter (1.6). UJ

No que se segue consideraremos u € R cuja sucessao de momentos é (c,).

Uma vez que para cada 6 € [0, 27| é valida a expansao assimptética (1.7), temos,

formalmente,
1 e + 2 o
golus =) =1+ 2) a2t |2 <1 (1.8)
k=1
1 0
2W<u9,6,9+z :—1—22%2 2] > 1. (L.9)

Esta observagao motiva a seguinte definicao.

DEFINICAO 1.6. Seja u € R. A funcdo F definida por

1 ew—kz

F(z) = 5 {uo, —g—), || # 1 (1.10)

designa-se por funcdao formal de C’amthéodory (associada a u).
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OBSERVACAO .
1. Se u for definida positiva podemos associar-lhe uma medida, u, e, assim, a
funcao de Carathéodory (I1.10) é representada por (I1.4).

2. De (L1.8) e (1.9) temos que a fungao formal de Carathéodory (I.10) verifica
F(1/2) = —F(z).

O lema que se segue foi estabelecido em [50], e dd-nos uma representacao

para a medida associada.

LEMA 14. Seja F uma fun¢ao analitica em |z| < 1 com pdlos simples em
2 € Colzel =1, k=1,...,n, e tal que lim,_,, F(2)(z — zx) = 7% e /2 € R.
Além disso, suponhamos que os limites lim, i Re{F(z) — > _, w/(z — zx)}

existem q.c. em [0,27] e sdo L, integrdveis em [0, 27|, com p €]0, c0[. Entdo,

27 40
F(z) 1/ C 2 i),
0

T o et — 2z
com
i0 — Tk
du(f) = (ReF(e"”) — const )do — Z —0, (I.11)
=1 k
onde ReF(e?) = lim,_ .0 ReF(z), const = ;—k, e d,, denota a medida de
2k
k=1

Dirac em zy.

Do lema anterior temos o corolario que se segue.

COROLARIO 1.1. Seja F uma fungao de Carathéodory e i a medida associada.
Se F for racional, com pdlos simples em z, € C,|zx| = 1, k= 1,...,n, e tal que

lim F(z)(z — zx) = Y com Y/zx € R, entao
Z—ZLk

du(0) = —2 const df — Z W—%(Szk , (1.12)

z
=1 ~k

~

onde const = .
sz

k=1
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Demonstragao: Seja F(z Z Tk . Uma vez que
Z — Zk
e (222,))
Z— 2k 2z, \ 2z, — 2

e, para z; = €' se tem que

Re {Zk i e@} — 0, ¥9 € [0,27]\ {6,),

2 — 619
entao
no
; Vk
Re(F(e) =—-Y =
(R () ==Y 2
k=1
Se utilizarmos a igualdade anterior em (I.11) obtemos (1.12). O

Salientamos o caso de F' ser uma funcao formal de Carathéodory associada
a uma funcional u € R : se F for racional, entao u é dada pela representacao
distribucional

e

u = —2const Lo— Z W—%ézk, const = 5y
z 2k

=1 "k k=1

(1.13)

Esta é uma leitura funcional de (1.12).

4.2. Polinémios associados de primeira espécie.

A definigao, o lema, e o corolério seguintes podem ser encontrados em [23, 24].

DEFINICAO L7. Seja {¢n} uma SPOM relativamente a u € R. Os polinémios
definidos por

1 e + 2

oo, S (9(€”) = du(2)), n N,

Qo(z)=1 e Qu(2) =
definem uma sucessao de polindémios ortogonais, ditos associados de primeira

espécie.

Do lema seguinte tem-se que {€2,} é uma sucessao de polinémios ortogonais
monicos que satisfaz uma relagao de recorréncia, similar a relacao de recorréncia

verificada por {¢,}.
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LEMA L5. Seja {¢,} uma SPOM relativamente a u € R, e {§2,} a sucessao
dos polindémios ortogonais associados de primeira espécie. Entao, {€2,} verifica a

relagao de recorréncia

Qn(z) = 2Q,-1(2) — a2 _1(2), n €N, (I.14)
Qo(z) =1, U(z)=2—ay,

com a, = ¢,(0). Além disso, se a, # 0,¥n € N, {Q,} verifica a relagdo de

recorréncia a tres termos
anQn+1('z> = (Zan + anJrl)Qn(Z) - zan+1<1 o |an|2)Qn71<2)7 n e N,
Qo(z)=1, N(z)=2—a;.
COROLARIO 1.2. Seja {¢n} uma SPOM relativamente a uma funcional linear

hermitiana u, e {{,} a sucessdo dos polinémios de primeira espécie. Entao,

verificam-se as seguintes equagoes:

05 (2)(2) + On(2)2(2) = 2hp2", n €N, (L.15)
1 n
onde h,, = %<U9,¢n( e ) g (1 — |ax]?)

TEOREMA 1.6 (Geronimus, [22]). Dada a sucessio de parametros (a,) tal que
la,] < 1, n € N, sejam {¢p,} e {Q,} definidas por Ry e (1.14), respectivamente.
Entao, a funcdo de Carathéodory associada a {¢,} € tal que

()|
¢ (2)

Além disso, a sucessao definida por

‘F(z) -

O(lz]"), [z <1, n — o0,

a, 2 an—i—l
e © (1 Jan?) 2(1 — |an?)
Kn(2) = 1+ ?Z‘— @ . S neN,

an,

converge para F(z), sobre compactos de D .

4.3. Funcoes de segunda espécie.

A definigao seguinte pode ser encontrada em [23].
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DEFINICAO 18. Seja {¢,} uma SPOM relativamente a v € R. As funcoes
definidas por

Qule) = Fz) o Qulz) = 5-{ua, Sy

:27T

T Z¢n(ei9)>, neN,

sao designadas por funcoes de sequnda espécie associadas a {¢y}.

A deducgao que apresentamos do teorema e do lema que se seguem é similar a
de [51].

TEOREMA 1.7 (|23, 24, 51]). Seja {¢,} uma SPOM relativamente a uma
funcional linear hermitiana u, e {,} e {@,}, respectivamente, a sucessao dos

polinémios de primeira espécie e das funcoes de segunda espécie. Entao, para

n €N,
Qn(2) = Qu(2) + F(2)¢n(2) (1.16)
Qrn(2) = Q,(2) = F(2)9,(2) (L.17)
Qn(z) = Zanl anQZ,1(2> (118)
Qn(2) = Qr1(2) = @n2@n-1(2) (1.19)

onde Q*(2) = 2"Q,(1/2), ¥n € N, Qo(2) = F(2), Qi(z) = —F(2).
Demonstracao: (1.16) segue-se da definigdo de {Q,}. (I.18) e (1.19) resultam
das relagoes de recorréncia de Szeg6 para {¢,} e {Q,}, e de (1.16) e (1.17), res-

pectivamente.

Deduza-se (1.17). Aplicando o operador *,, com n = gr(¢,), a (I.16) obtemos
2"Q,(1/2) = 2"Q,(1/2) + 2"F(1/2)¢,,(1/2)
ie.,
Qn(2) = Q5 (2) + F(1/2)¢},(2).
Sendo F(1/z) = —F(z), a dltima equagao ¢ dada por
Qn(2) = 0, (2) = F(2)¢,(2),

e obtemos (1.17). O
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4.3.1. Ezpansdo assimptotica das fungoes de sequnda espécie.
As expansoes que apresentamos de seguida podem ser encontadas em [23, 51]
e em [57, pg. 226].

LEMA 1.6. Seja {¢,} uma SPOM relativamente a u € R, {Q,} a sucessdo das
fungoes de segunda espécie e (a,) a sucessao dos coeficientes de reflexao de {¢,} .

Entao, Vn € N,

Qn(2) = 2h, 2" + O(Z"h), |2l < 1 (1.20)
Qn(2) = 2ap 4 1hnz P+ O0(272), |2] > 1 (I.21)
Q% (2) = 2Any1hn 2™ + O(2"2), 2| < 1

Q:(2) = 2h, + O(z7Y), |2| > 1

com I, = [Ty (1~ [ax]?)

Demonstracao: Facamos apenas a deducao de (1.20) e (I.21), pois as restantes
equagoes deduzem-se de modo andlogo. Atendendo & definicao de @, se |z| <1

temos que
“+oo
Qn(z) = (u(14+2) €7)0u(6))
k=1
+o0
= (u,0a() +2) (1,6 6u())2".
k=1
Uma vez que (u, ¢, (§)§7%) =0, k=0,...,n—1, e (u,¢,(£) ¢ ") = h, , obtemos
+oo
Qn(2) = 2h,2" +2 > (u, 7%, ()2" .
k=n-+1

Assim, obtemos (1.20).

Se |z| > 1, atendendo a definigao de @,, temos que
+oo
Qu(z) = (u, (=123 €*27")9.(¢))
k=1

= — (U, $n(€)) = 2(u,E6n(€)) 27 = 2) (u, E5 0 (€))2 7"
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Das relacoes de ortogonalidade

(t, E0n(8)) = (U, Pn11(8)) = ana (u, 9, (8)) = —ansrhn

(u, $n(£)) =0
obtemos
Qn(2) = 2an41hnz" =2 f(u, Epa(€))z7".
Assim, obtemos (1.21). . 0

5. Zeros de polinémios ortogonais

A alinea i) do lema seguinte pode ser encontrada em [51]. Mais resultados so-
bre zeros de polinémios ortogonais podem ser encontrados em [4] e nas referéncias

al citadas.

LEMA L7. Seja {¢,} uma SPOM relativamente a v € R, {Q,} a sucessao
de polinémios associados de segunda espécie, e (a,) a respectiva sucessao dos
coeficientes de reflexao. Tem-se que:

i) se a, # 0, entao ¢, e €2, ndo tém zeros em comum (equivalentemente, se existir
a € C tal que ¢, (o) = Q, (o) =0, entdo a,, = 0);

ii) os polindmios ¢} e € nao tém zeros em comum, Vn € N.

Demonstracao: i) Consideremos a equagao (1.15),

o1 (2)0(2) + O (2)2(2) = 2h,2", Vn € N.

n

Se « for um zero comum de ¢, e de Q,, i.e., ¢,(a) = Q,(a) = 0, fazendo z = «
na equacao anterior obtemos « = 0, donde, a,, = 0.

ii) (Por reducdo ao absurdo) Se existir um zero comum a ¢ e a QF ter-se-a,
analogamente ao caso anterior, que o = 0, donde ¢*(0) = 0. Logo, das relagdes
de recorréncia de Szegé Rs vem que ¢ _,(0) = 0. Assim, tem-se que ¢;(0) = 0,
para k =1,...,n, e de R, segue-se que ¢,(2) = 2"¢(2). Mas, entdo, ¢%(2) = ¢,
ou seja, o polinémio ¢; é constante, o que contradiz o facto de ter algum zero.

Assim, estabelecemos o enunciado em ii). UJ
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6. Forma matricial para as relagoes de recorréncia

Dada u € R, sejam {¢,, }, {Q2,} e {Q,}, respectivamente, as sucessoes dos po-
linémios ortogonais moénicos, dos polinémios associados de primeira espécie e das

funcoes de segunda espécie relativamente a u. Definam-se as seguintes matrizes,

para n > 0,
@ZJ}L = [gbn - Qn]Ta (1.22)
Un = 1o, )" (L.23)
Q, = [-Qn Q;]" (L.24)
Y, = 2: _ng” (I.25)

onde []T denota a tansposta. Doravante utilizaremos as matrizes

1
O’le O'
01 0 -1

Observamos que se verificam as relagoes seguintes, para n > 0,

I =

()" =Ty e (V)" =T,

Comegamos por apresentar as relagoes de recorréncia de Szeg6 na forma ma-

tricial.

LEMA 1.8. Seja u € R, {oL}, {v2}, {Qn}, {Ya} as sucessoes definidas pe-
las relagoes (1.22), (1.23), (1.24) e (1.25), respectivamente, e (a,) a sucessio de
coeficientes de reflexao de {¢,}. Entao:

a) YL e ? verificam, para todo on >0,

Un(2) = 21 (2) + anh;_(2)
%21(2) = EnZ@D}L—l(Z') + ¢i—1(2) ;

1
b) on = [Zg] verifica, para todo on € N,

anzl 1

2l an_f]
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T
com condig¢oes iniciais Qg = [1 —-11 1} ;

c) Q, verifica, para todo o n € N |

Qn = ICnQn—la ICn =

- “"] , (1.27)
a
com condigées iniciais Qy = [-F — F]";
d) {Y,} verifica, verifica (1.27), para todo o n € N, com condi¢ées iniciais Yy =
1 -1
1 1

Demonstracao: Basta utilizar as relagdes de recorréncia de Szegé para {¢,} e
para {Q,}. O

Salientamos que os vectores 1}, 12 sao linearmente independentes, uma vez

que, de (I1.15), se tem que
det[yh) 2] = h,2", n € N,
donde det[y) 2] #0, z #0,¥n € N.

LEMA 1.9. Sejau € R, {Q.,} a sucessao de funcoes de sequnda espécie, e {1} },
{2}, as sucessoes de vectores associados a u definidos por (1.22) e (1.23). Veri-

ficam-se as sequintes relacoes, paran € N,

()] = nJv — 2 (v (L28)
()] = 2 I —2n = D)2 J@EY +nln— 192 (129)
(@) =nQ; — =(@QL) (1.30)

(131)

*n—2

Q)] = 2(@Qu)" = 2(n = 1)2Q), +n(n = 1)Qu.

Demonstragao: Para demonstrar (1.28) utilizamos a equacao (1.2) para {¢,} e
para {€,}. Para obter (1.29) utilizamos as equagoes (I.3) para {¢,} e para {Q2,}.
Para obter (1.30) e (I.31) derivamos (1.16) e (I.17) e utilizamos (1.2) e (1.3) para
{¢n} e para {Q,}, e a relacdo F(1/z) = —F(2). O
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7. Medidas de Aleksandrov

Seja {¢,} uma SPOM sobre T, (a,) a sucessdo de coeficientes de reflexao

de {¢,}, e A um escalar tal que |A\| = 1. Definam-se os parametros
a) = Xan, n=0,1,..., (1.32)
{én(z, \)} a respectiva sucessao de polindmios ortogonais,
do(2,N) =1 € dpy1(2,N) = 20, (2, ) + aXp% (2, N), n €N,

e {Q,(z,A\)} a sucessdo dos polinémios associados. Temos a seguinte defini¢ao

(ver [57, pg. 222] e [25, secgao 5)).

DEFINICAO L9. Seja 1 uma medida, (a,) a respectiva sucessio de coeficientes
de reflexdo, e A um nimero complexo tal que |A| = 1. A medida p) associada aos
coeficientes de reflexao a dados por (1.32) designa-se por medida de Aleksandrov

associada a (ay).

No que se segue consideraremos F), a funcao de Carathéodory associada a p e
F,, afuncao de Carathéodory associada a medida de Aleksandrov jiy. Os resulta-
dos que se seguem podem ser encontrados em [23, 25, 57]. A demonstragao que

apresentamos utiliza as relagoes de recorréncia de Szeg6 na forma matricial (1.27).

TEOREMA 1.8. Seja pn uma medida de probabilidade nao trivial em T, (a,) a

respectiva sucessao de coeficientes de reflexdo, e (a))) dada por (1.52). Entdo:

a) a SPOM {¢,(-,\)} € a solugdo polinomial mais geral da equagdo as diferencas
Untni1 = (20 + Qni1)Yn — 20n11(1 = |ap|*)yn_1, n €N, (1.33)

sob a condi¢ao que y, seja um polindmios de grau n e y1/yo = z — a, |a| < 1.

Além disso, |\| =1 e, para todo o n € N,

oo \) = %%(z) + %Qn(z) (1.34)
0 (2, 2) = %qﬁn(z) + ?Qn(z) | (1.35)

b) a fungao de Carathéodory associada a iy € definida por

A =1)+ (14N E,(2)
F;“'A('Z) - (1 + /\) + ()\ - 1)Fu(z) '

(1.36)
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Demonstracao: Deduziremos apenas (1.34), (1.35) e (1.36).

Para obter (I.34) e (1.35) utilizamos as relagdes de recorréncia de Szegé na

forma matricial tipo (1.27) para Y},

[ _O)
Y =K, Y = On ¢
1 (dn)" ()"

-1
1 0 1 0 1 0
e —| = , temos
B
que (1.37) é dada por

1 0 1 0
YA =K,

[o /\] " lo A

10

0 A

existe uma matriz invertivel M tal que

LKA = [ - A“”] . (1.37)

mnz 1

1 0]
U e
ma vez que K, 0 )\] a1

zZ  ay

YA, Vn>0.

n

Ou seja, a sucessao {yn = [

Y’\} verifica Y, = K, V,_1, Vn > 0. Logo,

VoM =Y,, Yn>0. (1.38)

1 0|1 —1 1 -1
Em particular, para n = 0, temos que [0 ] [ ] M = [ 1 ] , OU seja,

1+ A—1
A—1 1+2X
Logo, de (I1.38), temos

1
2

Y, =

n

A1 1-X 1 N
T+ 5 ¢

donde se segue (1.34) e (1.35) e também
1A 1-X

AV — o LQOF 1.39

(o) 5 b, + 5 (1.39)
1—) 1+ )

(@) = =20+ —=0; (1.40)

Para obter (1.36) utilizamos o teorema 1.6, ou seja,
F

(@)
ur(2) = lim. ((qbg))* ,

com (¢})* e (2))* dados por (1.39) e (1.40), respectivamente. O
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OBSERVACAO .

1. Nas péginas 35 e 36 de [57] mostra-se que se A for tal que |A| = 1, entao F),,
definida por (I1.36) define uma func¢do de Carathéodory.

2. Na seccao seguinte apresentaremos fungoes de Carathéodory de uma forma
mais geral que a anterior, dada em (1.36), ou seja, veremos fungoes de Carathéo-

dory do tipo
' g Z:—'(z) _ —C(z)+ D(2)F(z)
A(z) = B(2)F(z) ’

com A, B,C, D polinémios.

Finalmente, obtemos a relacao entre a funcao de Carathéodory associada a

{¢n} e a funcao de Carathéodory associada a {€2,}.

COROLARIO L3. Seja {¢,} uma SPOM sobre T, {Q,} a sucessio dos polind-
mios associados de primeira espécie, e F, F1 as respectivas fungoes de Carathéo-
dory. Entao, F; = 1/F.

Demonstracao: Das relagoes de recorréncia para {€,} (cf. secgoes 1.3.2. e
1.4.2.) observamos que os polinémios associados de primeira espécie correspondem

ao caso A = —1, donde se segue o resultado. 0

8. Polinémios associados de ordem N

Apresentamos a defini¢ao de polinémios associados de ordem N sobre T. Estes

polinémios foram estudados pela primeira vez por Peherstorfer, em [50].

DEFINICAO 1.10 (Peherstorfer, [50]). Seja {¢,} uma SPOM sobre a T e
(a,) a repectiva sucessao dos coeficientes de reflexao e N € N. A sucessao de
polindmios ortogonais {¢) } definida por ¢¥ (0) = anin, n=0,1,..., designa-se

por sucessao de polinomios associados de {¢,} de ordem N.

Em [50, pg.176] é estabelecido o teorema que se segue. A demonstracao que
apresentamos difere da apresentada em [50] e utiliza as relagoes de recorréncia

de Szeg6 na forma matricial dadas na secgao 6.
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TEOREMA 1.9. Seja F uma func¢ao de Carathéodory, {¢,} a SPOM relati-

vamente a F, e seja {Q,} a respectiva sucessio dos polinémios associados de

primeira espécie. Entdao, paran =0,1,2,..., verifica-se que:
N (v + Qn) — Q, — O3
6N — Pnan (Qy + Q) n(fn — ON) ’ (1.41)
2hNZN
QhNZN

com hy = [Th_,(1 = |ax|?), e {#)} € ortogonal relativamente & fungio de Cara-
théodory definida por
2y — Q) + (On + O3 F

N = . 1.43
O+ 0 + (o — 03)F )
Demonstracao: Escrevamos
Y, = , YU = o "1,VneN, Y =Y, = :
o o (@) @y S F
Temos as relacoes de recorréncia de Szeg6 na forma matricial
(1)
YN ANYN oA = | % (0) ,neN. (1.44)
¢n(0)z 1
Por outro lado, temos que
z An+N
Yoin = An+NYn+N—1 , An+N = ,neN. (145)
AnyNZ 1

Uma vez que ¢ (0) = anyn, Vn € N, resulta, de (1.44) e de (1.45), que existe
uma matriz invertivel MY tal que

YNMY =Y, n, Vn>0.
Logo, para n = 0, temos que MY = (Y{¥)~'Yy, e assim obtemos que

Y. = Yon (Y)Y,

de onde se segue que

2hnz" ¢y = Gnin (U + ) — Quyn (O — O 4

2hnz™ (03)" = han (U + Q) + Qv (on — Ox) (I.46)
2hnz" ) = ~uin (v — Q) + Quin(On + O 4

22 () = Ghn(Qn — Q) + Qv (dn + o) - (1.47)
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Logo, temos (1.41) e (1.42).

Agora, pelo teorema 1.6 temos
FY = fim S ) gy)*‘
e (@)
De (1.46) e (1.47) resulta que
o _ iy Gy — O + (6 + 03
oo qb;kz-;-N(Q}kv + QN) + Q;+N(¢N - Qb?\f) ’

ou seja,

e
(v — Qi) + (b + o) lim — 2N
P — "% G

(U + Q) + (o — o) lim —242
n—00 ¢n+N

Pelo teorema 1.6 segue-se (1.43).



CAPITULO 1I

Funcionais hermitianas tipo Laguerre-Hahn

Neste capitulo introduzimos o conceito de funcional linear hermitiana tipo
Laguerre-Hahn (ou de fungao de Carathéodory tipo Laguerre-Hahn): seja u uma
funcional linear hermitiana regular definida no espaco dos polinémios de Laurent
e F' a correspondente funcao formal de Carathéodory. No sentido lato, diremos
que a funcional u (ou F) é do tipo Laguerre-Hahn se F' verificar uma equacao

diferencial
2AF' = BF* +CF+ D, A#0,

onde A, B,C, D sao polinémios. Ao conjunto das funcionais (ou fungoes de Ca-
rathéodory) deste tipo chamaremos classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia
unitaria.

Assim definida, a classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitaria pode
ser vista como uma extensao da classe Laguerre-Hahn sobre a recta real, estudada
em [35, 41, 42, 45], uma vez que, sobre a circunferéncia unitdria, a funcao de

Carathéodory ¢é a andloga da funcao de Stieltjes (cf. [55])).

Se B = ( obtemos a classe Laguerre-Hahn afim sobre a circunferéncia unitaria
(ver [10, 15, 52]); se B = 0 e C, D forem polinémios especificos, obtemos a classe
semi-cldssica sobre a circunferéncia unitaria (ver [10, 15]). A classe Laguerre-
-Hahn sobre a circunferéncia unitaria também contém a classe das funcionais de
segundo grau sobre a circunferéncia unitéria (ver [14]) e contém as transformagoes
do tipo racional-linear com coeficientes polinomiais de fungoes de Carathéodory

que estao na classe Laguerre-Hahn (ver [11]).

Neste capitulo, o nosso principal objectivo é a caracterizacao das funcionais
hermitianas Laguerre-Hahn em termos de uma equacao distribucional. Mais con-
cretamente, estabeleceremos a equivaléncia entre zAF' = BF? 4+ CF 4+ D e uma
equacao distribucional para a respectiva funcional u, D(Au) = Byu?*+Ciu+H; Ly,

23
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onde Ly é a funcional de Lebesgue sobre a circunferéncia e By, Cy, H; sao polino-

mios definidos em termos de A, B, C, D (cf. teorema I1.5).
Este capitulo esta estruturado da forma seguinte.

Na secgao 1 formalizamos algumas operagoes sobre o dual algébrico do espago
dos polinémios de Laurent que serao utilizadas nas secgoes seguintes.

Na secc¢ao 2 estudamos as funcionais semi-classicas sobre a circunferéncia uni-
taria.

Na seccao 3 definimos a classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitéria.
Estudamos as funcionais de segundo grau sobre a circunferéncia unitaria na sub-
seccao 1; na subseccao 2 estudamos a estabilidade na classe Laguerre-Hahn se-
gundo transformacoes do tipo racional-linear com coeficientes polinomiais; na

subseccao 3 apresentamos exemplos.

Na seccao 4 estabelecemos uma caracterizacao em termos de uma equagao

distribucional para as funcionais hermitianas tipo Laguerre-Hahn.

A maioria dos resultados apresentados neste capitulo fazem parte de [10, 11].

1. Operagoes no espago dual dos polinémios de Laurent

Seja A o espago vectorial dos polinémios de Laurent de coeficientes em C (cf.
seccao 1.1) e A’ o0 seu dual algébrico. Seja u € A" uma funcional linear hermitiana
e (uy,) a sucessao dos momentos de u. Dados f, g € A, definimos as funcionais fu

e Du, ambos elementos de A’, por

(fu,p) = (u, fp), p €A,
(Du,p) = —i{u, 2p'), p € A,

e, consequentemente,
(D(gu), p) = —i(u, zgp'), p € A. (IL.1)
Observe-se que se u for hermitiana, entao Du também é hermitiana.

Considere-se a fung¢do geradora dos momentos associada a u (ver [45, pg. b)),

+o0o +oo
Fu(z) = Zunz", lz| <1, Fu(z) = —Zu_nz_", |z| > 1.
n=0 n=1
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Temos a seguinte relagao (formal) entre a fun¢ao de Carathéodory associada a u,

F,, e a funcao geradora dos momentos associda a u, F,,

%, 2] £ 1. (I1.2)

De seguida definimos o produto de duas funcionais hermitianas. Esta definicao

Fulz) =

é uma extensao da defini¢ao dada em [45] para o caso real.

DEFINICAO IL.1. Sejam w,v € A’ funcionais lineares hermitianas ¢ F,, F,
as respectivas fungoes geradoras dos momentos. O produto de v e v, uv, é a

funcional linear definida em termos dos seus momentos por

(uv), = Z Uy vk, N €L, (11.3)
v+k=n
sgn(v)=sgn(k)=sgn(n)
e que verifica
fu(z) fv('z) = fuv(z> . (114)

OBSERVACAO . A funcional linear (uv) definida em (I.3) é hermitiana pois,

para todo o n € Z, temos

v+k=—n —v—k=n l+m=n

Como consequéncia da definicao anterior obtemos o seguinte resultado.

LEMA II.1. Seja u uma funcional linear hermitiana e F, a respectiva funcdo

formal de Carathéodory. Entao, verifica-se que

(F,)> =2F,2 —2F, +1. (IL.5)

Demonstracao: Se considerarmos v = v em (I1.4) e utilizarmos (I1.2) obtemos

<a+12_ Fp+1

Y= B

Logo, obtemos (I1.5). O

Para finalizar, apresentamos um lema que utilizaremos nas préximas sec-

coes (ver [3]).

LEMA I1.2. Seja u uma funcional linear hermitiana e P um polindmio. FEntao,

a funcional linear (P(z) + P(1/z))u é hermitiana.
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Demonstragao: Denotemos por ¢, o momento de ordem n de (P + P)u, e

escreva-se R(z) = P(z) + P(1/2) . Temos que
¢n = (Ru,z27"), neZ, (11.6)
ou seja, ¢, = (u, R(z)z~™) . Sendo u hermitinana, temos que
(u, R()2™") = (w, R(1/2)2") .
Uma vez que R(1/z) = R(z), obtemos ¢, = (u, R(z)z"), ou seja,
¢n = (Ru, 2") . (IL.7)
De (I1.6) e de (I1.7) conclui-se que ¢, = ¢—,, Vn € Z. Logo, a funcional

(P + P)u é hermitiana. O

2. Funcionais hermitianas semi-classicas

DEFINICAO I1.2 ([61]). Seja u € R. u designa-se por semi-cldssica se existir

um par de polinémios A, B, com A # 0, tais que
D(Au) = Bu. (IL.8)

A sucessao de polinémios ortogonais relativamente a u designa-se por sucessao

de polinomios ortogonais semi-cldssicos.

A deducao do resultado a) do lema que se segue pode ser encontrada em [61].

LEMA I1.3. Seja u uma funcional semi-cldssica e uy,uqy as funcionais (quando

requlares) definidas por

no

U1 :u+Z)\k(5zk, Ak ER,|Z}€’ =1, (IIQ)
k=1

uy = (P + P)u, P€P. (I1.10)

Entao, ui e uy sao semi-cldssicas.
Além disso, se u verificar D(Au) = Bu, entao:

a) uy verifica D(Ajuy) = Biuy com

(z =), Bi(z) =B() [J(z— ). (I1.11)

k=1 k=1

S
—
—
N
~—
I
b
—
N
~—
: 3
S



2. FUNCIONAIS HERMITIANAS SEMI-CLASSICAS 27

b) uy verifica D(Asug) = Baug com

Ay = A2’(P + P), By =2P(P+ P) (B +ipz’A) + 2iA?TH (P + P) (11.12)
onde p = gr(P)+ 1.
Demonstracao: As funcionais u; e us sao hermitianas. Para verificar o caracter

hermitiano de u; temos em atencao que A\, € Re |z| =1, k =1,...,ng, e para

verificar o cardcter hermitiano de us temos em atencao o lema I1.2.

Para estabelecer (II.11) temos em atencao a definicao do operador D e do
operador ¢,,, (d.,,(z — 2z)) = 0, kK = 1,...,np. Assim, conclui-se que u; dada
por (II.9) é semi-classica.

Deduza-se (I1.12). Por defini¢ao, D(Au) = Bu é equivalente a

—i(Au, zf"y = (Bu, f), Vf € A.
Se tomarmos f = zP(P + P)?2" na equacio anterior obtemos
— i{Au, pzP(P 4+ P)*2" + 2" (P + P)/(P + P)z"
+ 2P(P + P)*nz") = (Bu, 2P(P + P)?2")
ou seja,
— in{A2P(P + P)*u, 2"
= (2*(P + P)*Bu + ip2’ A(P + P)*u + 2i Az’ (P + P)'(P + P)u, 2").
Uma vez que uy = (P + P)u, a equacio anterior é¢ dada por
—in{A2P(P + P)uy, 2") = ((2"(P + P) (B + ipz* A) + 2iA2" (P + P)') ug, 2") .
Logo, se definirmos os polinémios As e By como indicado em (I1.12), obtemos
(D(Azuz), 2") = (Baug, 2"), Vn € Z,
donde se segue que D(Aqus) = Baug, ou seja, o caracter semi-cldssico de ug. O

Como primeiro exemplo de funcional semi-classica apresentamos a funcional

de Lebesgue, Ly (cf. secgao I.1). Ly verifica (I1.8) com A(z) =1, B(z) = 0. Além
no

disso, do lema anterior resulta que as funcionais Ly + Z A0z, no € N, também

k=1
sao semi-classicas.
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COROLARIO IL.1. Seja u € R e F a respectiva funcao de Carathéodory. Se

F' for racional, entdo u € semi-cldssica.

Demonstracao: Tendo em atencao que a funcional £y é semi-cléssica, o resul-
tado enunciado segue-se do corolario 1.1, observagao subsequente (cf. (I.13)) e do

lema anterior. O

Finalmente, vejamos a relacao (no caso definido positivo) entre a equacao
distribucional (I1.8) para a funcional u e a equagao diferencial para a parte abso-
lutamente continua da medida associada a u. A proposicao que se segue pode ser

encontrada em [37, 61].

PROPOSICAO II.1. Seja u € RT e u a medida associada a u, do tipo

-
(MW):ww5;+§:Mﬂ%%VM:1WM>O,k:LmJn. (11.13)
k=1

Entao, existem polindmios A e B tais que u verifica D(Au) = Bu se, e somente

se,

dw(e®)/df _ B(e?) — dA(e?)/do

(o) 1) (IL.14)

com A(e?) = 0 nos pontos singulares de w e em z, k = 1,...m.

OBSERVACAO .

1. Por continuidade analitica, (I1.14) é equivalente a

dw(z)/dz _ —iB(z) — zA(2)
w(z) zA(z) '

2. Tendo em conta o lema I1.3 e a proposicao anterior, obtemos como exemplos

de medidas semi-classicas (cf. [61, pgs. 58 e 59]):
a) modificages racionais positivas de medidas semi-classicas;
b) modificag¢oes via adigdo de pesos (Deltas de Dirac) com massa positiva num

numero finito de pontos de T.

Os polinémios de Jacobi sao um exemplo de uma familia semi-classica so-

bre T. Sao ortogonais relativamente a medida (de Jacobi) definida por pi, 5(0) =
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116, 5(0)d0, com

) . 0 2c
oot0) = (sing)

Assim, a funcional (de Jacobi) associada a medida p, s tem a representacao

wi) = | " p(e) (ng)

e verifica a equagao distibucional D(Au) = Bu, com

26

4 ,0€]0,2n], a, 8> —1/2.  (IL.15)

COS =
2

integral
28

edé

COS =
2

Alz)=2"=1, B(z)=i((a+8+2)2"+2(a—pB)z+a+[) .

3. Funcionais hermitianas tipo Laguerre-Hahn

DEFINICAO IL3. Seja u € R e F a respectiva funcao formal de Carathéodory
nao racional. A funcional u (ou F') designa-se por Laguerre-Hahn se existirem
polinémios A, B,C, D, com A # 0 e B # 0, tais que F' verifica uma equagao

diferencial de Riccati
zA(2)F'(2) = B(2)F*(2) + C(2)F(2) + D(2) . (I1.16)

A sucessao de polinémios ortogonais relativamente a u designa-se por sucessao
de polinomios ortogonais Laguerre-Hahn. Se B = 0, u (ou F') designa-se por
Laguerre-Hahn afim, e a respectiva sucessao de polinémios ortogonais designa-se

por sucessao de polinomios ortogonais Laguerre-Hahn afim.

OBSERVACAO . Das condicdes (I1.16), (I.5) e (L.6) resulta que gr(D) <
max{gr(A) — 2, gr(B), gr(C)}.

3.1. Funcionais hermitianas de segundo grau.
Comecamos por apresentar a definicao de funcional linear hermitiana de se-

gundo grau (ver [14, 47]).

DEFINICAO I1.4. Seja u € R e F a correspondente funcao formal de Cara-
théodory nao racional. A funcional u (ou F) é de sequndo grau se existirem

polinémios By, C, Dy, com By # 0, tais que

B1(2)F?*(2) + C1(2)F(2) + D1(2) = 0. (IL.17)
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DEFINICAO I1.5 ([14]). Seja u € R e F a correspondente funcio formal de
Carathéodory nao racional. A funcional w (ou F') é de quadrado racional se for

de segundo grau verificando (I1I1.17) com C; = 0.

OBSERVACAO . Se F verifica (I1.17) entéo

p(e) - —O2) £ VO 4B
Assim, se F' for nao racional, segue-se que Dy #0 e C} —4B,D; # r*, Vr € P.
Por outro lado, se F' for nao racional e se 'y = 0, entao nao existe um polinémio

p # 0 tal que —D,/B; = p>.

A demonstracao do teorema que se segue é analoga a demonstracao da pro-

posigao 2.2 de [47] (as equagdes (I1.18) e (I1.22) podem ser encontradas em [52]).

TEOREMA I1.1. Seja F' uma funcao de Carathéodory de seqgundo grau que
verifica (II.17), BiF? + C1F + D, = 0. Entao, F verifica

AF'=CF + D, (I1.18)
com
A= (C?—4B,Dy)B;, #0, (I1.19)
C = B,(—C,C} — 2B, D} + 2B, D;) — C1(B,Cy — 2B,C"),  (11.20)
D = —B,C, D, — Dy(B,C, — 2B,C}). (I1.21)

Além disso, temos que:
a) Se B1Cy —2B,C{ # 0, entao F' é Laguerre-Hahn e verifica

AF'=BF*+CF + D, (11.22)
com

A=C?—-4B,D; #0, (I1.23)

B =B!/C, —2B,C| #0, (11.24)

C = —C,C, —2B,D}, + 2B, D, , (11.25)

D=—-C\D,. (11.26)
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b) Se BiCy, —2B,C} =0 e —C,C] —2BD} +2B1D; # 0, entao F é Laguerre-

-Hahn e verifica
AC\F' = —B,CF?*+ D — D:C, AC, #0, B,.C #0, (11.27)

se, e somente se, a funcao F' nao for de quadrado racional.
c) Se B1Cy —2B,C} =0 e —C,C{ —2B,D| +2B\D, =0, entio F' é Laguerre-

-Hahn e verifica
D\AF' = —B,DF?* — C,DF, DiA+0, B,D #0. (11.28)

Demonstracao: Derivando B, F? + C,F + D; = 0 obtemos

F'(2B,F +C)) + BiF* + C/F + D}, = 0. (I1.29)
Por outro lado,
1 1¢4 10?2
BiF’+CiF+D,=0< 2BiF+C)(=F+-=)+ D, —-=L =0.
17+ O+ Dy ( 1+ 1)(2 +4B1)+ 1 1B,

Se multiplicarmos (}Lg—f —Dy) — (2B F + Cy)(3F + ig—i) = 0 por I’ obtemos

102 1. 106y
— L _D)F — (2BiF+C)(sF+-=1)F' =0.
(431 D = (2B G 431)

Se usarmos (I1.29) na ultima equagdo vem que
(C} —4B1D\)F' + (B{F? + C1F + D)) (2B F + C;) = 0.
Logo,
(C?—4B,D\)F' = —(C, B, +2B,C})F? —(C,Cy+2B,D})F — D}C, —2B|F B, F*.
Utilizando (I1.17) obtemos (I1.22),
AF'=BF?+CF+ D,
com coeficientes (I1.23)-(I1.26) e A # 0 (pois F nao é racional).

De seguida analisamos os casos B #0e B=0.
Caso B # 0. Se B # 0, segue-se a afirmacio a).
Caso B = 0. Neste caso, (I1.22) ¢ dada por

AF'=CF+D. (11.30)
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Temos dois sub-casos: C #0e C=0.
Sub-caso C' # 0.
De (I1.17) e de (I1.30) obtemos

AC\F' = —-B,CF? + C,D — D:C com B,C #0.

Uma vez que A # 0, segue-se que a equagao anterior é uma equagao de Riccati
se, e somente se, C7 # 0, i.e., se a funcao F' nao for de quadrado racional. Assim
fica estabelecida a afirmagao b) e obtemos (I1.27).

Sub-caso C = 0.

Uma vez que F' # 1, entao de (I1.30) segue-se que D +# 0. Além disso, uma vez
que F' é nao racional, de (I1.17) tem-se que Dy # 0. Logo, de (I1.17) e de (I1.30)

obtemos

DlAF/ = —BlﬁF2 - le)F, com DlA # 0, Blb # 0,

ou seja, obtemos (I1.28) e estabelecemos c).

Finalmente, para estabelecer a equacao linear de primeira ordem para F,

multiplicamos (I1.22) por B; e utilizarmos (I1.17), obtendo
AB,F' = (-BC, + CB,)F + DB, — BD;,
ou seja, obtemos (I1.18) com os coeficientes (I11.19)-(I1.21). O

OBSERVACAO . A classe de funcionais Laguerre-Hahn afim é mais extensa que
a classe de funcionais de segundo grau, pois existem funcionais Laguerre-Hahn
afim que nao sao de segundo grau. A funcional associada aos polinémios de Jacobi
sobre a circunferéncia de parametros «a, 3 tais que a = # = 1/2 é um exemplo de

uma funcional Laguerre-Hahn afim que nao é de segundo grau (cf. [52]).

O lema e o teorema que se seguem podem ser encontrados em [52].

LEMA 11.4. Seja F' uma fun¢dao de Carathéodory que verifica as equacoes

AF' = C\F + Dy, (I1.31)
AyF' = CyF + D, . (11.32)
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Entao, verifica-se uma e uma so das sequintes condicoes:

a) F ¢ racional;
G Dy

b =—.
) Ay Cp Dy

Demonstragao: Se eliminarmos F’ entre (I1.31) e (11.32) obtemos
(ClAQ — CQAl)F = D2A1 — D1A2 .
Logo, ou
C1Ay — CoA1 #0 e DAy — DAy #0,

donde se segue que F' é racional, ou

ClAQ — CQAl =0 e D2A1 - D1A2 = O,

A Cy D
donde se segue que A—; = ?; = F; O
OBSERVAQAO . Se 'y = 0 (respectivamente Cy = 0) temos que Cy = 0
D
(respectivamente C7; = 0) e a condigao b) é dada por A—l = 31; se D1 =0
2 2
(respectivamente Dy = 0) temos que Dy = 0 (respectivamente D; = 0) e a
A C
condigao b) é dada por A—: = 5: :

TEOREMA 11.2. Seja F uma funcao de Carathéodory nao racional. Se F wve-

rificar

AyF' = CoF + Dy, Ay # 0, (I1.33)
AgF' = BsF? 4 CsF + Dy, A3 #0,B3 # 0, (I1.34)

entao F ¢ de sequndo grau e verifica

B\F?*+C\F + D, =0, (I1.35)

com
By = AyB; #0, (11.36)
Cl - A203 - CQAg y (1137)

Dy = AsD3 — Dy A (I1.38)
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Além disso,

(C} = 4B\Dy)By _ By(=CiC} — 2B\ D} + 2B{Dy) — C1(B{Cy — 2B, ()
A, Cs
_ —B,CyD — Dy(B}Cy — 2B,C})

D,

(I1.39)

Demonstragao: Se eliminarmos F” entre (I1.33) e (I1.34) obtemos (I1.35), com
os coeficientes (I11.36)-(I1.38). Além disso, pelo teorema anterior, F' verifica uma

equagao diferencial de primeira ordem, AF' = CF + D, com coeficientes dados
por (II.19)-(II.21),

A

(C} —4B,Dy) B,

C' = B,(-C,C} — 2B, D, 4+ 2B,D;) — C1(B,Cy — 2B,C"),

D = —B,C, D, — Dy(B,C, — 2B,C!).
Assim, F verifica a equacao diferencial AF’ = CF + D e verifica (I1.33). Uma

vez que F' nao é racional, pelo lema anterior seguem-se as relagoes

A D
AQ DQ ’

ou seja, obtemos (I1.39). O

3.2. Estabilidade na classe Laguerre-Hahn.
TEOREMA 11.3. Seja Fy uma fun¢ao de Carathéodory nao racional que verifica
AVF| = B F} + C\Fy, + Dy, A #0, (11.40)
e seja Fy uma transformacao racional-linear de Fy do tipo
a; —  F
Fy = —OléTﬁﬁlz}l ,a1,az, 01,02 €EP a1 —agfh #0.

Entao, Fy verifica

AoF) = ByFy + CoFy + Dy, (11.41)
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com
Ay = — (s — anB) Ay #0, (11.42)
By = (agfy — abfa) Ar + a3 By + asfaCh + 33 D1 (11.43)
Cy = (afly + a1y — ayfy — @) fa) Ay + 20105 By
+(a1f2 + a201)C1 + 26152 Dy (11.44)
Dy = (a1 3] — 4 B1) AL + &3 By + au 31Cy + 53D (I1.45)

Assim, se Fy for uma funcao de Carathéodory e se
(235 — ahB2) Ay + a5 By + a3C1 + B3D1 # 0, (I1.46)

entao Fy € Laguerre-Hahn.

a; — i Fy oy + aaly

Demonstracao: Verifica-se que ', = ———— < F} = ————. Se subs-
. Tt B F ! b1+ BoFy
tituirmos F; = Tt sl em (I1.40) obtemos
B1+ BaF3

AgFy = BoFy + CoFy + Dy,

com os coeficientes dados por (I1.42)-(I1.45). Logo, se F» for funcao de Ca-
rathéodory e se se verificarem as condigdes a3y — anffy # 0 e (I1.46), temos,

respectivamente, As # 0 e By # 0, donde se segue que Fy é Laguerre-Hahn. [

OBSERVACAO . Tal como ja referimos no capitulo I, em [50] sdo dadas
condigoes suficientes para que uma tranformacao racional-linear do tipo indicado

de uma funcao de Carathéodory seja ainda uma funcao de Carathéodory.

3.3. Exemplos.

3.3.1. Polinomios associados de primeira espécie.

COROLARIO I1.2. Seja {¢n} uma SPOM sobre T, {Q,} a sucessio de polind-
mios associados de primeira espécie, e F, Fy as respectivas fungoes de Carathéo-

dory. Se F werificar zAF' = BF? + CF + D, A # 0, entao Fy verifica
2AFy=—-DF; —CF,— B. (11.47)

Assim, se D # 0, entao Fy é Laguerre-Hahn.
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Demonstracao: Se {¢,} for ortogonal relativamente a F, entdao {€2,} é orto-
gonal relativamente a fungao de Carathéodory Fy = 1/F (cf. corolario 1.3). Pelo

teorema 1.3 temos (I11.47) e a conclusao segue-se. 0J

3.3.2. Polinomios associados de ordem N.

COROLARIO IL.3. Seja F uma func¢ao de Carathéodory, {¢,} a respectiva
SPOM, {Q,} a sucessdo de polindmios de primeira espécie, e {¢)} a sucessdo
de polinémios associados de {¢,} de ordem N. Sejam F,FN as funcoes de
Carathéodory associadas a {¢,} e {dN}, respectivamente. Se F verificar zAF' =
BF? + OF + D, A#0, entao FN wverifica
An (FN) = By (FY)’ + OnFN + Dy,
com
AN = 4hNA ZN+1 >
By = {(Qn+Qx) (dn — o)) — (on — &)) (v + Q) } 24
+ (v +Q3)°B — (v + Q) (én — 93)C + (¢n — 63)° D,
Cn = 2{y + (o)) Ay — QUon — () Px} 24
—2(Q% — (%)) B + 2(onQn + o3 QN)C — 2(¢% — (03)*) D,
Dy = {(Qv —Q4)(on +N) — (v — Qi) (on + 0y)'} 24
+ (v — Qy)*B — (v — Q) (v + &3O + (on + 93)* D,

e onde hy = [[n_,(1 — |ax|?) . Assim, se

2A{(Qn + Q3) (on — dx) — (dn — 83) (A + Q)" } + (v + Qy)°B
— (v + Q) (y — O)C + (dy — ¢x)*D # 0, (I1.48)
entio F'N é Laguerre-Hahn.

(Qn = Q) + (on + o3 F
(Qn + Q) + (v — o3 F

Demonstragao: De (1.43) temos FV = . Pelo teo-

rema II.3 temos
Ay (FN) = By (FN)* + CxFN + Dy,

com Ay = 2zA (Qnoy + Qydn) e os coeficientes acima indicados.
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Uma vez que Qn¢h + Qi oy = 2hnz", com hy = [[o_, (1 —|ax|?) (cf. (1.15)),
obtemos que Ay = 4hyAzN*! donde Ay # 0. Se (I11.48), entdao By # 0, donde

se segue o enunciado. 0

4. Equacao distribucional para funcionais hermitianas

tipo Laguerre-Hahn

4.1. Resultados auxiliares.
De seguida apresentamos lemas que utilizaremos nas secgoes seguintes. Uti-
lizaremos a fungao formal de Carathéodory associada a w definida por (1.10) e

sempre que necessario, denota-la-emos por F,.

LEMA IL.5. Seja u € R e A, B polinomios. Entao,

(B s5) = Punl) + BR:), 1o £1. (11.49)
ARIFD) = ~AGIFE) + Qual®) + (D(Au), ), (150

onde P, p e Qua sio polindmios com gr(P,p) = gr(B) e gr(Qua) = gr(A) — 1
definidos por

(B(§) — B(2))), (IL.51)

gr(A)

(k) (
Qua(z) =—=A'(2)co — (u, 2¢ Z A

— 2)F2) (11.52)

onde ¢y = (u, 1).

Demonstracao: Em primeiro lugar deduzimos (11.49):

E+z, uf—i—z
(Bley t2) = (w2 B(©)
£+ t:

= (u,

<B@»—B@»»+B@xm§

E—=2 -z

Uma vez que (u, §tz (B(§) — B(2))) é um polinémio em z (de grau igual ao
-z

grau de B), obtemos (I1.49) com P, g dado por (I.51).
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Para obter (I1.50) procedemos da seguinte forma:

AR = (1 =5 A)
L% 2A(E)
- < ) (5 . Z)Q(A<€> A( ))> +< ) (5 o Z>2>
_ DA e, 264
- _<72§; k! (5_ ) >+<7(§_2)2>
Mas
gr(4) (k) - s gr(A) (k) -
Z A k‘( )(€_z)k—2 _ ?_(; + Z A k‘( )(f—z)k_Q,
donde
AP =~ 2y (2 ST AV ey, 2640
£- e (E—2)?
Logo,
A(2)F,(2)
(h)( ;
~ AR - AT (026 3 256 1 o 2

Uma vez que

22648\ _ a2 (£
<’LL, (5_2)2>_ <A(§) 7606 (5_2)>7

obtemos, utilizando a definicao do operador D,

A()FL(z) = —A()Fo(2) + Qualz) + - (D(Au), 2

(74

),

i

— Z

com @), 4 dado por (II.52).
OBSERVACAO . Sendo a € C e B, B polinémios, de (I1.51) temos que

Popyg=Pup+P, 5,

U,

Pu,aB - aPu,B .

O lema seguinte é uma generalizagdo do teorema 3.4 de [3].
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LEMA I1.6. Seja u uma funcional linear hermitiana. Se existirem polinomios A,
B,C, H tais que D(Au) = Bu® + Cu+ H Ly, onde Ly ¢ a funcional de Lebesque,

entao
DA+ Au=(B+ B>+ (C+Clu+ (H+H)Ly . (I1.54)

Além disso, a equagao (11.54) € equivalente a equagao distibucional de coeficientes

polinomiais
D(A1U) = BluQ -+ (Cl -+ ’iSA1>U —+ H1 £0 s (1155)

com Ay, By,C1, Hy dados por

Ai(z) = 2° (A(2) + A(1/2)) , (I1.56)
Bi(2) = 2* (B(2) + B(1/2)) , (IL57)
Ci(z) =2° (C(2) + C(1/2)) , (I1.58)
Hi(z) =2°(H(2) + H(1/2)) . (11.59)

onde s = max{gr(A), gr(B),gr(C),gr(H)} .
Demonstragao: Parte 1. Se D(Au) = Bu? + Cu + H Ly, entao
(D(Au), ¥ = (Bu? + Cu+ H Lo, %), Vk € Z.

Aplicando conjugados, segue-se

(D(Au), &) = (Bu® + Cu+ H Lo, ¢, Vk € Z.
Logo, obtemos

(D((A+ A)u),&") = ((B+ B)u> + (C+ C)u+ (H + H) Ly,£"), Vn € Z,

e (I1.54) segue-se.

Parte 2. Mostremos a equivaléncia entre (I1.54) e (IL1.55).
Se u verificar (I1.54), entao, Vk € Z,

(D((A+ A)u), &) = (B + B)u?, ") + ((C + C)u, &) + ((H + H) Lo, "),
ou seja,
— ik(u, (A(€) + A(1/€))€") = (u®, (B(€) + B(1/€))&")
+{(C(&) + C(1/€))€") + (Lo, (H(E) + H(1/€))E"), Yk € L.
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Se s = max{gr(A),gr(B), gr(C),gr(H)}, a utima equagao é dada por
— ik {u, € (A(€) + A(1/€)E"*) = (u*, &(B(€) + B(1/€)&" ™)
+(u, &(C(§) + C(1/)E ) + (Lo, € (H(§) + H(1/€))E" ™), Vk € Z. (IL60)

Consideremos m = k — s e Ay, By, Cy, H; os polindmios dados por (I11.56)-(11.59).
Deste modo, a equagao (I1.60) é dada por, Vm € Z,

—i(s +m)(u, A (§)E™) = (u?, Bi()E™) + (u, C1(§)E™) + (Lo, Hi(§)E™)
ou seja, Vm € Z,
—im(u, A1(§)€™) = (u?, B(€)E™) + (u, (C1(8) +isA1(8))E€™) + (Lo, H1(E)E™) -
Pela definicio do operador D, a equacio anterior é equivalente a
(D(A1u), &™) = (Biu?, &™) 4+ ((Ch +isA)u, &™) + (H1 Lo, &™), Vm € Z,

e obtemos (I1.55).

Reciprocamente, se u verificar (I1.55), entao, pela Parte 1, u verifica

D(Al + Zl)u = (Bl + El)u2
+ (Cy +isAy + (C +isA))u+ (Hy + Hy) Ly . (I1.61)

Se tivermos em atencao que

A+ A =p(A+A), B+ B, =p(B+B), H + H, =p,(H+H),
C) +isA; + Cy +isA; = p(C + C) +izp(A+ A),

onde ps = z° + 2% de (I1.61) obtemos que, Vk € Z ,

—i((A+ A)u, kp, 25 = (B + B)u?, ps 25) + ((C 4 C)u, p, 2F)
+i((A+ A)u, 2p, 2"y + (H + H) Lo, ps 27) . (11.62)
ou seja,

—i((A+ A)u, 2 (ps 2")) = (B + B)u?,ps 27"
+((C+C)u, ps 2%) + (H + H) Lo, ps 2*) Yk € Z.
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De acordo com a definicao de D, temos
<D(A + Z)u,ps Zk> = <(B + F)u2,ps Zk>
+((C+ Chu,ps 2*) + (H+ H) Lo,ps 2¥) , VE € Z.

Uma vez que {pszk k€ Z} é uma base de A, entao u verifica (I1.54). O
OBSERVAQAO . Do lema anterior conclui-se que se u verificar uma equacao
distribucional com coeficientes polinomiais D(Au) = Bu® + Cu + H Ly, entao u
também verifica uma outra equacao distribucional com coeficientes polinomiais,
D(Au) = Byu?+(Cy+isAy)u+ Hy Ly, em que os polinémios Ay, By, C; e H sdo,

a menos de um factor z#, u € Z, auto-reciprocos. Efectivamente, se escrevermos

s1 = gr(A), s2 = gr(B), s3 = gr(C), sy = gr(H), temos que
Al =255 A B = 2%, OF = 270, Hf = 2% H
com s = max{gr(A), gr(B),gr(C),gr(H)} .

LEMA I1.7. Seja uw € R e F, a respectiva funcio de Carathéodory. Se F,

verificar
2AF, = BF? + CF,+ D, |z| #1,

entdo u verifica

(D(Au) + L(€)u — 2iB(€)u?, g i 5 = iH(2), (11.63)

com
L=i(—zA +2B-C), (IL.64)
H=B—2Pap+Pu_snrapc—2Qua+D. (I1.65)

Demonstragao: Se usarmos (IL.50) e (IL.5) em 2AF! = BFE?+CF,+ D obtemos

—2A'F, + 2Qu.a — i(D(Au), ?—Z> =2BF,, —2BF,+ B+ CF,+ D,
—z
ie.,
42

)=2BF2+B+D—2Q,. (11.66)

—Z

(—zA"+ 2B — C)F, — i(D(Au), :

Por outro lado, de (I1.49) temos as igualdades

(=24 +2B = O)F, = ((=6A'(€) + 2B(§) — C(O)u, ) — Pu—sarr2p—c
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BF,> = (B(§)u?,¥%) — P .

Utilizando estas duas igualdades em (I1.66) obtemos

(=E4'9) +2B(6) = C(€)) u— iD(Aw) —2B(E, )

=B —-2Ppp+ P, _a4oB—c— 2Qua+D.

Se multiplicarmos por i obtemos

{+z2 >
E—z

=1 (B - 2Pu2,B + Pu,sz’+2BfC - ZQU,A + D) .

(D(Au) +i (—€A'(€) +2B(€) — C(&)) u — 2iB(&)u?,

Logo, obtemos (11.63) com L, H dados por (I1.64) e (I1.65), respectivamente. [J

TEOREMA 11.4. Seja u € R e F, a respectiva fungao de Carathéodory. Se F,

verificar
2AF, = BF? +CF,+ D, |2| <1, (I1.67)
entao u verifica a equacgao distribucional de coeficientes polinomiais
D(Au) = Biu? + (isA; — Ly)u+ Hy Lo, (I1.68)

onde s = max{gr(A),gr(B),gr(L),gr(H)},

N
=
—~
I\
~—

I

25(A(z) + A(1/2)), Bi(z) = 2°(2iB(2) + 2iB(1/%)),
Li(2) = 25(L(2) + L(1/2)), Hi(2) = 2°(iH(2) +iH(1/2)),

e L, H sao definidos por (11.64) e (I1.65), respectivamente.

Demonstragao: Se F verifica 2AF, = BF? + CF, + D, |z| < 1, entdo, pelo
lema (I1.7), obtemos (I1.63),
E+z

(D(Au) + L(&)u — 2iB(&)u?, = Z) =iH(2).
Se aplicarmos conjugados e a transformacdo Z = 1/z a equagao anterior obtemos
_ e | —
(D(Au) + Lu — 2iBu?, § + /Z> =—iH(1/2)
E—1/z
ie.,
_ - 1 1 —
(D(Au) + Tu — 3B, — L Y2 i),

1/€—1/z
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Uma vez que
1/E+1/z &4z

VAR
obtemos
(D(Au) + Tu — %Bu?, g e ) = i (1/2). (11.69)
Somando (I1.63) com (I1.69) obtemos
- 2 §+z

(D ((A+ A)u) + (L + Lyu — (2iB + 2iB)u*, ——) = i(H(z) + H(1/z)).

Agpra, se calcularmos os momentos da funcional linear hermitiana

D ((A+ A)u) + (L + L)u — (2iB + 2iB)u?

- ~ . " +z
(utilizando, para tal, a expansao assimptdtica de 3 em |z <leem |z| >1)
—z

obtemos

D ((A+ A)u) + (L + Lyu — (2iB +2iB)u® = (iH +iH) Ly .
Do lema II1.6 obtemos a equacao funcional requerida. O

Se fizermos B = 0 em (I1.67) obtemos o resultado para a classe Laguerre-Hahn

afim.

COROLARIO I1.4. Seja u € R. Se F, verificar
2AF, =CF,+ D, |2| <1,
entao u verifica a equacao distribucional de coeficientes polinomiais
D(Aju) = (isAy — Ly)u+ Hy Ly, (I1.70)

onde

s = max{gr(A), gr(L),gr(H)}, Ai(2) = 2°(A(2) + A(1/2)) .
Li(z) = 2°(L(2) + L(1/2)), Hi(2) = 2°(iH +iH(1/2)),
L(z) = i(=2A'(2) = C(2)), H(2) = Puzn-c(2) = 2Qu.a(2) + D(2) .
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4.2. Teorema de caracterizacgao: a equacao distribucional.

Finalmente, estabelecemos o principal resultado deste capitulo.

TEOREMA 1I1.5. Seja w € R e F, a respectiva fun¢ao de Carathéodory. A

funcional u verifica a equacgao distribucional de coeficientes polinomiais
D(Au) = Bu® + Cu + £H Ly, (IL.71)

onde Ly € a funcional de Lebesque, se, e somente se, F, wverificar as equacdes

diferenciais de coeficientes polinomiais

B B
CAF! = —%W (—2A' —iB —iC)F, +%—zpu23

+ 2Qua — iPyc — 2izHT  (IL72)

1, |zl <1
comﬂ(z):{o o> 1

Demonstragao: Seja u tal que D(Au) = Bu? + Cu + £H Ly. Se substituirmos
D(Au) por Bu? + Cu + £H Ly em (I1.50) obtemos

2A(2)F'(2) = =2 A'(2) F(2) + 2Qua(2) — i(Bu® + Cu+ EH Ly, g i_ Z> ’

ie.,

ZA(2)F,(2)

i(Cu, g%? i(¢H Lo,

§+ 2

2 §+2
R ).

= —2A'(2)Fy + 2Qua(z) — i(Bu?, e

De (I1.49) segue-se

2zA(2)F, = —zA'(2)F, + 2Qua(2) — i{P,2 5+ B(2)F,2}

E+ 2

~i{Puc+ CR)R) — ilgH Lo, 7). (IL73)

Uma vez que

1) —2eH (),

entdo, em |z| < 1, (IL.73) é equivalente a

(§H Lo,

2A(2)F)
= —iB(2)Fp2+ (—2A(2) —iC(2)) Fu+2Qua(z) —iPy2 p(2) —iP, c(2) —2izH ()
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e, em |z| > 1, (I1.73) é equivalente a

45

2zA(2)F, = —iB(2)F,2 + (—zA'(2) —iC(2))Fy + 2Qua(z) — iP2 p(z) —iP, ().

Se utilizarmos (I1.5) obtemos (I1.72).
Reciprocamente, se F,, verifica, em |z| < 1,

B B
2AF, = = 24 (=24 —iB —iO)F, + =

. 5 —iPan

+ 2Qu.a(2) —iP,c(2) + E(z),

entao, de (I1.63), obtemos

£tz

Ve

) =22H(2)I(2), V =D(Au)— Bu® — Cu.

Considerando a expansao assimptotica de

respectivamente,

+oo
(Vi1+42) ¢*2k) =2:H(2), |2 < 1,
k=1

o0
(Vi=1-2) &=*) =0, |2/ > 1.

k=1

Se escrevermos zH (z) = p1z + ... + p2!, entdo, de (I1.74), obtemos
(V1) =0,
<V7 g—k) =Pk, k= 17 sy [ )
V.M =0, k>14+1,

e de (I1.75) obtemos

(V1) =0,
(Ve =0, k>1.

® em |z| < 1leem |z| > 1, obtemos,
— 2

(IL.74)

(1L.75)

(I1.76)
(IL77)

(IL.78)
(I1.79)

Finalmente, de (I1.76)-(I1.79), conclui-se que V' = £H Ly, e obtemos (IL.71). O

Fazendo B = 0 em (I1.71) e (I1.72) obtemos o resultado seguinte para a classe

Laguerre-Hahn afim (ver [10, teorema 2] e ver também [52, pg. 74]).
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COROLARIO IL5. Seja u € R e F, a respectiva funcao de Carathéodory. u
verifica D(Au) = Cu+ EH () Lo, se, e somente se, F verificar, para |z| # 1,

2A(2)F'(2) = (—2A'(2) —iC(2)) F(2) + 2Qua(2) —iP,c(z) — 2izH(2)I(z) .

Obtemos a seguinte caracterizagao para as funcionais hermitianas semi-clas-

sicas (ver [10]).

COROLARIO 1L6. Seja F funcdo de Carathéodory formal associada a u € R
verificando uma equacao diferencial com coeficientes polinomiais

zA(2)F'(2) = (—2A'(2) —iC(2))F(2) + P(2) (I1.80)

em {z € C: |z| # 1}. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que u seja
semi-cldssica e verifique a equacdo distribucional D(Au) = Cu € que o polinémio
P de (11.80) satisfaca

P =2Qua—1P,c,
sendo Qu.a € P, o dados por (11.52) e (11.51), respectivamente.

OBSERVACAO . A funcio de Carathéodory associada & medida de Jacobi

dada por (I1.15) verifica a equagao diferencial (I1.80) com
Alz) =22 =1, C(2) =i ((a++2) 2" +2(a— Bz +a+ ),
P(z) = (a4 B8)SP (22 —1).

Se utilizarmos as relagdes para os momentos da medida de Jacobi (ver [37])
a,f F(Oé + %)F(ﬁ + %)

¢ - )
0 mla+3+1)
«,f3 6 —a o,
= ey,
! a+pB+17°

(a+B+k)&S" =268-a)S +(k—2—a—0),, ke,

obtemos P = zQ, 4 — 1P, c.



CAPITULO III

Relacoes diferenciais na classe Laguerre-Hahn

Neste capitulo estabelecemos duas caracterizacoes para sucessoes de poliné-
mios ortogonais sobre a circunferéncia, associadas a fungoes de Carathéodory que
verificam equacoes diferenciais do tipo 2AF' = BF? +CF + D, A,B,C,D € P:
C1- em termos de relagoes de estrutura de primeira ordem;

C2- em termos de equagoes diferenciais (de coeficientes matriciais) de segunda

ordem.

Dada uma funcao de Carathéodory, F', consideraremos os vectores associados
a I definidos por ¢, = [¢, — Ql", ¥7 = [6;, %]T, Q. =[-Qn @], n >0,

n
com {¢,}, {2} e {Q,}, respectivamente, a sucessdao de polinémios ortogonais
monicos, a sucessao dos polinémios de primeira espécie e a sucessao das funcoes

de segunda espécie relativamente a F' (cf. seccao 1.6).

Para estabelecer a caracterizacao C1 mostraremos a equivaléncia entre a e-
quacao zAF' = BF* 4+ CF + D, com A,B,C,D € P, e

zA@Wy) = Mo, + Nyaty
2AQ), = (l,1+C/24+ BF)Q, + 6,1Q;, n € N,

onde M, ; e N, ; sao matrizes de elementos polinomiais e l,, 1, ©,,1 sao polinémios
de graus independentes de n. Estas relacoes de estrutura sao uma generalizacao
das relagoes de estrutura obtidas na sec¢ao 3 de [36] para a classe semi-cldssica
real (ver também [34]). A caracterizacao Cl é um resultado central no nosso
trabalho, pois no capitulo IV reinterpretaremos estas relagoes de estrutura em
termos de equacoes matriciais de Sylvester, o que nos permitird obter uma repre-

sentacao para as respectivas sucessoes de polinémios ortogonais.

A caracterizagao C2 foi motivada pelos trabalhos de Hahn [27, 28, 29], onde
se estuda a caracterizagdo de sucessoes de polindémios ortogonais reais, {P,},
47
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através de equacoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes poli-

nomiais. Em [28, 29] é estabelecida a equivaléncia entre uma equagao do tipo
an P! +0,P +c, P, =0, an,bp,c, €P,neN, (II1.1)
e relagoes de estrutura de coeficientes polinomiais para {F,},
r(z) P! (z) = sp(x)Po(x) + t,(2) Py (), 7,80, t, EP,n €N,

sendo que, no caso de ortogonalidade real, estas relacoes de estrutura caracterizam
o cardcter semi-classico de {P,} (ver [7], por exemplo). Estes resultados estao
relacionados com o estudo das singularidades da equagao (III.1). Nas condigoes
enunciadas, tem-se que (cf. [27, 28]):

a) as singularidades de (III.1) sdo independentes de n;

b) os zeros do polinémio a,, que dependem de n sdo singularidades aparentes da
equagao (IIL.1).

Em [27] Hahn estabelece que a ordem minima de uma equacao diferencial linear
para uma sucessao de polinémios ortogonais sobre subconjuntos de R, { P}, pode
ser apenas dois ou quatro; mostra que as solugoes da equacao diferencial de ordem
quatro sao construidas através das solugoes de equacoes diferenciais de segunda

ordem.

Salientamos que no caso de ortogonalidade sobre a circunferéncia a caracte-
rizagdo de sucessoes semi-cldssicas, {¢,}, através de equacoes diferenciais de se-
gunda ordem Angzﬁ;; + B¢, + Cho, =0, n € N, A,,B,,C, € P, é inexistente.
Relembramos que Tasis, em [61], estabeleceu que se {¢,} for semi-classica (logo,
ortogonal relativamente a uma funcao de Carathéodory F' que verifica zAF' =
CF + D, com A,C, D € P) entdo {¢,} verifica A,¢, + B!, + Cropp =0, n € N,
com A,, B,,C, polinémios de graus independentes de n, mas o reciproco ficou

em aberto (cf. [2]).

Consideremos, entao, a classe das fungoes de Carathéodory que verificam
2AF" = BF? + CF + D, com A,B,C,D € P. Analogamente ao estabelecido
por Hahn para o caso de ortogonalidade sobre subconjuntos de R, também na
classe Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitéria se verifica que as respectivas

sucessoes de polindmios ortogonais, {¢, }, satisfazem equagoes diferenciais lineares
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de quarta ordem,
Sud”) + Todi™ + Uny, + Vil + Zuthn =0, n €N,

onde S,,T,,U,, Vy, Z, s@o polinémios (basta ter em atengao as relagbes de es-
trutura obtidas em C1). Mas, por outro lado, e também tendo em atengao a
caracterizagao C1 anteriormente referida, vemos que no caso da classe Laguerre-
-Hahn sobre a circunferéncia unitaria, no sentido lato, as equagoes diferenciais
que surgem naturalmente sao equacoes diferenciais de ordem dois com coeficientes
matriciais para {1} } e para {Q,} (ver lema III.1). Assim, para estabelecer a ca-
racterizacao C2 mostraremos a equivaléncia entre zAF’ = BF? + CF + D, com
A B,C,DeP, e

At T(2)" + Bag(0h) + Coa (1)) = 0251 (111.2)
An1(@n) + Bon@) +Con@n =0,n €N, (IIL3)

onde B, 1,C,.1 sd0 matrizes de elementos polinomiais, B, 1, Cp.1 sdo funcoes analiti-
cas no disco unitario, Aml é um polinémio e I é a matriz identidade de ordem dois.
Em particular, seguem-se as equacoes diferenciais de segunda ordem obtidas por
Tasis para a classe semi-cldssica sobre a circunferéncia em [61, pg. 73] (cf. coro-
lario I11.2). Analogamente as equagoes deduzidas por Hahn no caso real, também
as equagoes (I11.2) e (IIL.3) tém as suas singularidades independentes de n, e os
zeros do polinémio fln,l que dependem de n sao singularidades aparentes das
equacoes.

Este capitulo esta estruturado da forma seguinte: na seccao 1 estabelecemos

a caracterizacao C1; na seccao 2 estabelecemos a caracterizagao C2.

Os resultados descritos encontram-se em fase de preparacao para submis-
sao (cf. [12, 13]).

1. Relagoes de estrutura de primeira ordem

Comegamos por estabelecer um resultado central deste trabalho. Ao longo

deste capitulo, I denota a matriz identidade de ordem dois.

TEOREMA III.1. Sejam u € R, F' a correspondente funcao de Carathéodory,
{wl}, {2} as sucessoes de vectores associados a u definidos por (1.22) e (1.23),
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respectivamente, e {Q,} a sucessao de fungoes de sequnda espécie. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes:

a) F wverifica a equagao diferencial de coeficientes polinomiais
2AF' = BF*+CF +D.
b) {61} € {Qu} verificam
2AW,) = My atby, + Nyt (1IL.4)
zAQ), = (ly1 + C/2+ BF)Q, + 0,.Q;, (IT1.5)

onde M, 1, N,1 sao matrizes de elementos polinomiais de graus independentes

de n, dadas por

M = |7 DC/2 Lot +BC/2 Mg = —Ona I
¢) {2} e {Qp} verificam
ZAWR) = Nty + Moot (I1L6)
2A(Qy) = (2 + C/2+ BF) Q) + ©,,2Q0 (111.7)

onde M, o, Nypo sao matrizes de elementos polinomiais de graus independentes
de n, dadas por
lno—C/2 -B

Mn — )
2 D lno +C/2

Nypo=—0,21.

Demonstracao: Utilizaremos o seguinte esquema: a) < b) e a) < c¢).
a) < b):
Em primeiro lugar deduzimos as equagoes (I11.4).

Se substituirmos (I.16) em 2AF’ = BF? + C'F + D obtemos
@n Qn)’ (Qn Qn)2 (Qn Qn>
A ) —p(er ) po(® ) 4D,
ou seja,

QY (@ ) G

O\ 0\ 0
=A== ey o
Z(%>+B(%) C(%>+D
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donde se segue

2.\ 0.\ 2 O -

5 Q) pQn (@n W Qa)
@"_{ZA<¢n) B¢>n(¢n 2%) C¢n}¢”‘

Uma vez que o primeiro membro de (II1.8) é um polinémio, segue-se que O,

com

também é um polindmio. Da anélise assimptética de @, em |z| < 1 (cf. lema 1.6)

deduz-se que

O,(z2) = 2"6L(2), 6} e P,

e da expansio assimptética de @, em |z| > 1 (cf. lema 1.6) resulta que O} tem

grau limitado,

gr(0!) = max{gr(zA) — 2,¢gr(B) — 1,gr(C) — 1}, Vn € N.

Logo, a equagao (II1.8) é equivalente a

Qn ' Qn ? Qn 2 _ .nQl
{ZA(%) +B<E> —C(E)—FD}@L—Z 0, .

Usando (1.15), 2k, 2" = ¢,82 + Q,¢%, na dltima equacdo obtemos

2\ Q,\° Q
{ZA (¢—) B (¢_) _c (¢—) + D} 62 = Ot (082 + 2t

com @n,1 = (:)711 / 2h,, . Consequentemente,
/ C * / C *
zAQ, — EQ" + Doy, — 0,180 b ¢, = < 2AP,, + 5% —BQ, +06,.10, » ), .

Distinguiremos os casos seguintes (ver lema 1.7):
i) ¢, e Q, nao tém zeros comuns, Vn € N, i.e., ¢,(0) # 0,Vn € N;
ii) Existe um ntimero finito de indices k € N tais que ¢y e i tém zeros comuns,
i.e., ¢(0) = 2, (0) = 0 para um numero finito de indices k;

iii) Existe ng > 1 tal que ¢,,(0) =0, Vn > no.
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Caso i): Se ¢, e §2, nao tiverem zeros comuns, Vn € N, conclui-se que existe um

polinémio [, ; tal que, Vn € N,

ZAgb'/n + %an - BQn + @n,1¢2 = lmlgbn

e * (IIL9)
ZAQn — EQH + D¢n - ®n,IQn = ln,IQn )

e obtemos (II1.4). Além disso, o grau de [,,; ¢ limitado,
gr(lns) = max{gr(A), gr(B), gr(C), gr(D)}, Y € N

Caso ii): Suponhamos que ¢1(0) # 0, ..., ¢r_1(0) # 0, e k é o primeiro indice tal
que ¢x(0) = 0. Entao, ¢, e €2, ndo tém zeros em comum paran =1,... .k — 1.
Do caso i), as equagoes (I11.9) verificam-se paran = 1,...,k — 1. Agora escreve-

mos (I11.9) para k — 1 e multiplicamos por z, para obter

AP, 4+ S2dp1 — B2 + 20511051 = li—1120k-1
ZQAQQC_l — %ZQk_l + Dz¢k—1 — Z@k_LlQZ_l = lk—l,lek—l .

Substituindo agora
Oi(z) = 20-1(2), O1(2) = G 1(2), 264 1(2) = Gh(2) — dr—1,
M(2) = 2Q-1(2), Q(2) = Q1 (2), 201 (2) = W(2) = D
nas equagoes anteriores obtemos

2AG) + Sor — Bl 4 20_110% = (lp—11 + A) ¢k
2AQ, — S+ Doy — 20511195 = (11 + A)Q,

e obtemos as equacoes (II11.4) para n =k com Iy =l_11 + A e Oy = 205_1;.

Além disso, se ¢+1(0) = -+ = Ppir,(0) = 0, € Gpyry+1(0) # 0 para algum
ko € N, se utilizarmos o mesmo método que anteriormente obtemos (II1.4) para

n=k+1,...,k+ ko, coml,; e ©,; dados por
ln,l = lk—l,l + (n —k —+ 1)14, ®n,1 = Zn—k+1®k_l717 n==%k + 1, ceey k + ko .

Caso iii): Se ¢,(0) = 0, ¥n > nyg, entao ¢, e €, sdo polinémios do tipo Bernstein-

-Szegd, ou seja,

an(z) = Zn_n0+1¢no—1<z) ) Qn(z) = Zn_no—HQno—l(Z) :
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Aplicando o mesmo método que anteriormente conclui-se que as equagoes (I111.4)

se verificam, para n € N, e, para n > ng, os polinémios [,,; e 6,1 sao dados por

ln71 = ln0,1 + (n — Ny + 1)14, @n,l = ZninOJrl@l

no—1-
Deduza-se agora (II1.5). Se derivarmos (1.16), @, = §2, + ¢, F, obtemos
zAQ), = zAQ, + zAYLF + zAF' ¢,
Se utilizarmos as relagoes de estrutura (I11.4),

zAd, = (Ina —

%)an + BQn - @n,lgb;;
2AQ, = (I + §

)Qn - D¢n + @n,lQ:, )
na equacao anterior obtemos

2AQ;, = (lng + C/2+ BF)(Qy + ¢ F) + 6,,(, — ¢,.F).

Da representacao (1.16) e (I.17) resulta a equagao (IIL.5). Fica assim estabelecida
a implicagao a) = b).

Para demonstrarmos b) = a) utilizamos (1.16) e (I.17) em (IIL.5). Obtemos

C
ZA(Q, + G F + ¢ F') = (zn,l +BF + 5) (R + Foby) + 0,1 (QF — F) .

Das equagoes (I11.4) resulta

{2AF' — BF* —CF — D} ¢, =0, Vn € N,

donde zAF' = BF?+CF + D.
a) < c):

Analogamente ao efectuado na demonstracao de a) = b), se substituirmos

a equagao (1.17) em 2AF’ = BF? + CF + D e procedermos do mesmo modo

que anteriormente, obtemos as equagoes (II1.6). Além disso, l,,2 € ©,,2 tém grau
limitado,

gr(ln2) = max{gr(A), gr(B), gr(C), gr(D)}, Vn €N,

gr(0,,2) = max{gr(zA) — 2,gr(B) — 1,gr(C) — 1}, Vn € N.
Analogamente se deduz (IIL.7).
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Para demonstrar ¢) = a) utilizamos (1.16) e (1.17) em (IIL.7). De (II1.6)

resulta
{zAF' = BF* —CF - D} ¢: =0, Vn €N,
donde zAF' = BF* + CF + D. O

Como consequéncia, obtemos o corolario seguinte (ver[10]).

COROLARIO IIL1. Sejam u € R, F a correspondente funcao de Carathéo-
dory, {¥l}, {v2} as sucessoes de vectores associados a u definidos por (1.22)
e (1.23), respectivamente, e {Q,} a sucessio de funcoes de sequnda espécie. As
afirmacoes sequintes sao equivalentes:

a) F wverifica a equagao diferencial de coeficientes polinomiais
2AF' =CF + D.

b) {1} e {Q,} verificam

ZA(w}L)/ = Mn,ldji + Nn,lwi )
2AQ), = (ln1+ C/2) Q, + 6,1Q5

onde M, 1, N,1 sao matrizes de elementos polinomiais de graus independentes

de n, dadas por

Lot — C/2 0

M, =
! D Lt +C/2

) Nn,l = _®n,11-

c) {v2} e {Qy} verificam
ZAW2) = Npotby + My ot2
ZA(Q:L), - (ln,2 + 0/2) Q:L + @n,2Qn )

onde M, 2, Ny,2 sao matrizes de elementos polinomiais de graus independentes

de n, dadas por

lns — C/2 0

Mn = 3
? D Lo+ C)/2

Nyo=—0,21.

Demonstracao: Fazer B = 0 em (II11.4)-(IIL.7). O



2. EQUACAO DIFERENCIAL VECTORIAL DE SEGUNDA ORDEM 55

2. Equacao diferencial vectorial de segunda ordem

Nesta secgao estabelecemos uma caracterizagao da classe Laguerre-Hahn (no
sentido lato) em termos de equagdes diferenciais de segunda ordem. Utilizaremos

a notagao [ X |; ; para indicar o elemento da matriz X na posigao (4, j), i,j = 1, 2.

Pretendemos estabelecer o seguinte teorema.

TEOREMA II1.2. Sejam uw € R e F a fungao de Carathéodory corresponden-
te. Sejam {¢}}, {¥?2} as sucessoes de vectores associados a u dados por (I.22)
e (1.23), e {Qn} a sucessao de fungoes de sequnda espécie. As sequintes afirma-
coes sao equivalentes:

a) F wverifica a equagao diferencial de coeficientes polinomiais
zAF' = BF* 4+ CF + D.
b) {vi} e {Q,} verificam equagoes diferenciais de sequnda ordem

An1(0)" 4 Bua(¥h) + Con (1)) = 021, (II1.10)
An,lQIr/L + Bn,lQ; + én,l@n =0 5 (11111)

onde Ay 1,Bn1,Ch1 sao matrizes de elementos polinomiais dadas por

Any = (24)°0,1 1, (111.12)
Bn,l = _zA@n,l (Mn,l - (ZA)/ I) + zA (ZAN;LJ + Nn,an,Q) ; (11113)
Cn71 = _@77/71(ZAM7/L,1 + @n,l@n,Q I) - (ZAN,,IZJ + Nn71Mn72) Mn,l s (11114)

A1 €P, Bn,l,én,l sao fungoes analiticas dadas por

Ani = (2401, (IIL.15)
Bn,1 = [Bnil22 — 2240, BF, (I11.16)
Coit = [Catl22 — ©u1 F (2AB" — B(lyy + 1,0)) + 246, | BF | (I11.17)

0s polinomios ©,, 1 e as matrizes Ny 1, Ny 2, My, 1M, 2 sao dados no teorema I11.1;

c) {2} e {Q*} verificam equagoes diferenciais de sequnda ordem

An2(V2)" + Ba(¥2) + Cozth2 = 021, (IIL.18)

An2(Q5) + Bra(Qh) + Co2Ql = 0, (I11.19)
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onde Ay, 2, B,2,Cha sdo matrizes de elementos polinomiais dadas por
Apa = (24)*0n 1, (I11.20)
Bo=—2A0,5 (M5 — (2A) I) + zA (2AN}, 5 + NypoM, 1) | (I11.21)
Cop = —Ona (2AM] 5 + 0,0,1 1) — (2AN), 5 + NyoM, 1) Mo, (111.22)

An2 €P, Bn,%én,g sao funcoes analiticas dadas por

Aps = (24)%0,5, (IIL.23)
Bup = [Bualaz — 2240, 2 BF (I11.24)
Cop = [Copl2s — ©noF (2AB' — B(lyy + ly2)) + 2A6), ,BF (I11.25)

0s polinomios ©,, 5 e as matrizes Ny 1, Ny, 2, My, 1M, 2 sao dados no teorema II1.1.

Para demonstrar o teorema III.2 utilizaremos os lemas que se seguem.

LEMA III.1. Sejau € R e F a funcao de Carathéodory correspondente. Sejam
{ry, {2} e {Q.} as sucessoes associadas a u dadas por (1.22), (1.23) e (1.24),
respectivamente. Se F werificar zAF' = BF? + CF + D, entao: {}\} veri-
fica (IIL.10) com coeficientes (II1.12)-(111.14); {1?} wverifica (III.18) com coefi-
cientes (I11.20)-(111.22); {Q,} verifica (II1.11) com coeficientes (I111.15)-(111.17);
{Q:x} verifica (I11.19) com coeficientes (111.23)-(111.25).

Demonstracao: Se I verifica zAF’ = BF?+CF + D, entao, para todo on € N,
¥l e Y2 verificam (I11.4) e (IIL.6), respectivamente.
Passo 1. Derivando (II1.4) obtemos

(zA) (Y2) + zA(pn)" = M, b + My (h) + Ni 92 + N (92)

ie.,

"

2A,) = (Mg — (2A)) ()" + My, 1ty + Ny + N (87)'

Passo 2: eliminacao de (¢2)’. Para eliminar (¢2)’ multiplicamos a equacao ante-

rior pelo polinémio zA, o qual comuta com os coeficientes matriciais, e utilizamos

a relagao de estrutura (II1.6), obtendo
(2A)* ()" = 2A (M — (2A)) ()" + (2AM;, 4 + NuaNug) ¥,
+ (ZANTILJ + Nn,an,Z) ’IZJTQL .
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Passo 3: eliminagao de (?). Para eliminarmos 2 multiplicamos a equagao an-

terior por O, 1,
(24)20,1 (1) = 2A0,1 (M1 — (2A)) (L)
+ ®n,1 (ZAM’r/L,l + Nn’an’g) Qﬂrll — (ZAN,:JJ + leMn’Q) (_@n,1)¢2 .

n

Se utilizarmos (I11.4),
_@n,lwi = zA(r(/}iL)l - Mn,lwi )

obtemos que {1} verifica A, 1 (1) + A,a(¥)) + Coathl = 0 com coeficientes

n

A, dados por (II1.12)-(II1.14), para i = 1, 2, 3, respectivamente.

De modo anélogo obtemos que: {12} verifica a equagao (II1.18) com coefi-
cientes (I11.20)-(I11.22); {Q,} verifica a equagao (II1.11) com coeficientes (II1.15)-
(II1.17); {Q;} verifica a equacao (II1.19) com coeficientes (I11.23)-(I11.25). O

OBSERVACAO . As equacdes (I11.11) e (II1.19) podem escrever-se na forma

com
N ©,1 0

A — (2402 |On | 111.27

(Z ) 0 @n,2] ( )

B — [Bniloo — 2240, BF 0 . (II1.28)

0 [Bn72]272 — 22A@n’2BF
¢, — |Cral2z o, 0 ’ (I11.29)
0 [Croloo + ano

onde

1 = =On1 F (2AB' + BC = B(ly + Iy + C)) + 246, BF,
Qp o = _@n,QF (ZAB/ + BC — B(ln,l + ln,Q + O)) + ZA@;%QBF :

Como consequéncia do lema anterior obtemos equacoes diferenciais de segunda
ordem de coeficientes polinomiais para as sucessoes de polinémios ortogonais La-
guerre-Hahn afim e para a sucessao dos polinémios reversos. Trata-se de uma
extensao a familias Laguerre-Hahn afim de um resultado de C. Tasis para as

familias semi-cldssicas sobre T (ver [61]).
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COROLARIO III.2. Seja {¢n} uma SPOM sobre a circunferéncia, ortogonais
relativamente a uma funcao de Carathéodory, F. Se F wverificar zZAF' = CF+ D,
com A,C, D € P, entao {¢,} e {¢:} verificam uma equagao diferencial de sequnda

ordem de coeficientes polinomiais, respectivamente,
(ZA)Q(—)n,lgb;; + Bn,lgb{n + Cn,1¢n = 07
(24)°0,.2(9})" + Bua(67) + Cuz(6}) = 0,

com coeficientes dados por Bn1 = [Bni]11,Cna = [Chalias B2 = [Br2)ia, Cno =
[Cr2li1, para todo o n € N.

Demonstragao: Se fizermos B = 0 em (I11.10) e em (III.18) obtemos

[Bn,l]l,z = [Cn,l]l,z = [Bn,z]l,Q = [Cn,2]1,2 =0,

donde se seguem as equagoes requeridas. 0

LEMA II1.2. Sejamu € R e {1}, {2} as sucessoes de vectores associados a u
definidos por (1.22) e (1.23), e {Q.} a sucessao de fungoes de sequnda espécie.

{}} e {Qn} verificam

A1 (V1) + By (WL 4 Cogth} = 095y
An,lQ:L + Bn,lQ;L + én,l@n - 0’

com Ap1,Bn1,Ch1 matrizes de ordem dois de elementos polinomiais e A, 1,

BM,CNM fungoes analiticas, se, e somente se, {12} e {Q*} verificam

A2 (3)" + Baz(¥7) + Cogthy = 0ot

't " = ~ (IIISO)
An,2(QZ) + Bn,Q(QZ)/ + Cn,QQZ = 07
com
Apo =2 A0 T I11.31

Buo=—2(n—1)2" A" J— 2B J, I11.32

Cro=n(n—1)2" A" J + nzB J+ClJ I11.33

I11.34

B,z =—2(n— 1A — 2B 111.35

n,l >

q* >* 5%
w2 =n(n— 122 A% +nzB +CF

o~ o~ o~ o~ o~ o~
~— ~— ~— ~—t ~—t

)

I11.36
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Além disso, se A, 1 for uma matriz diagonal, entao A, 2, Bn.a,Cn2 sio dados por
Ao 4An 1
Buo=—2(n—1)2" A" — 22 JB) J,
Co2 =n(n—1)22 A7 +nz JB J+ JC J,

comJ:[1 0].
0 -1

Demonstracao: Se aplicarmos o operador *,,,, com

p = max{gr([An1]i;), gr([Bnali;), gr([Canliy), 4,5 =1,2}

A () )" + B, 1(p) + Crathh = Ogs1

obtemos

At L) | B [@a) ]+ G (k) = O
Se utilizarmos (1.28) e (1.29) na equagao anterior obtemos
2AT J(r) +{=20n — D2 A T — 2B T} ()
+ {n(n - 1)AMT T+ 0B J+C1 T} V2 = 091 .

* *
Uma vez que 22 A" = 22 A7 2 AT = BAY 2B = 22B," , obtemos

Ana@2) + Bro(2) + Costh?2 = Oy

com A, 2, By, 2,Cp 2 dados, repectivamente, por (II1.31)-(IIL.33).

Além disso, se A, 1 for uma matriz diagonal, multiplicamos equagao anterior

por J e obtemos os coeficientes A, 2, B, 2, Cy 2 conforme indicado
A equivaléncia entre flle;; + l';’n,lQ;L + C~n71Qn =0 e

1"

AN Q) + {20 - )& - 2B @hY
+{(n—D2Amﬂmel+C }ano

estabelece-se de modo andlogo. O
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LEMA TIL3. Sejam u € R, {¢}L}, {42} as sucessoes de vectores associados
a u definidos por (1.22) e (1.23). Se {{}} verificar a equagdo diferencial de se-
gunda ordem (II1.10) com coeficientes (II1.12)-(1I1.14) e {12} verificar a equagio
diferencial de sequnda ordem (II1.18) com coeficientes (II1.20)-(111.22), entdo

verificam-se as equagoes, Vn € N,

A ()WL (2) = Maath(2) + Nyt (2) (I1L37)
2 A, 2(2) (82 (2) = Ntk (=) + Magt(2), (IIL38)

com An1,Ana € P, My1,Noua, Mo, Nppo matrizes de ordem 2 de elementos

polinomiais, e Ny 1, Ny, 2 matrizes escalares.

Demonstragao: Passo 1. Consideremos as equagoes (II1.10) e (I11.18) escritas

na forma

wl
02

onde, para n € N, ¢, = [ ] e A,,B,,C, sao as matrizes em blocos dadas por

On1l  0Oaxo

A, = (zA)?
(=4) O2x2  Opol

I n

_ Bni 0o
O2x2 Bno

e, = Cni O2xo ‘
O2x2  Cppe2

Fazendo n + 1 em (II1.39) obtemos, para n € N,
-An+1%0;;+1 + Bit1n 11 + Cos19nt1 = Oaxi -

Se utilizarmos as relagoes de recorréncia (1.26) na equagao anterior obtemos, para

n €N,

Anﬂ’CrlLH‘P;; + {2An+1 (’Ciﬂ)/ + Bn+1’C111+1} @%
+ {BnJrl(,C?lH-l)/ + Cn+1,C711+1} Pn = O4x1 ) (HI'4O)

zl A1t
onde K}, = |_ L
Qpy121 I

Passo 2. (Eliminacdo de ¢, .) Se multiplicarmos (I11.40) & esquerda pela matriz
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Ont12l  O2xo

de blocos 6,,10,,
e O2x2  Opy1ad

] obtemos, para n € N,

1
@nJrl,l @n+1,2’cn+1

@n .[ O X "
2 2x2 Aol
O2x2  ©Opil

Ont121 0252

+ @n,lgn,2
02><2 @n+1,1 I

] {2An+1 (IC711+1)/ + BTL+1,C’!11+1} 90;1

Onti21 O2x2

+ @n,lgn,Z
02><2 @n+1,1 I

{Bn+1 (’Ciz-i-l)/ + Cn+1’Ciz+1} ¢n = Oax1 -

Se utilizarmos (II1.39) para n na equagao anterior obtemos

Appl, = Mpgn,n €N, (I11.41)
com
; On2l 022
A, =—0,.116,112K" ’ B,
L O2x2  Opal

Ont12l  Oaxo

+ @n,1@n2
02><2 ®n+1,ll

] {2An+1 (’CTlL+1)/ + BnHICfle} ;

. Opol 0
My =0,1110,41.K! B n
Opt12l 0
— 0,102 2 {Bn+1 (’C}Hl), + Cn+1’C711+1} .
0 ®n+1,II

Passo 3. (Obtengao das relagoes de estrutura.) Se multiplicarmos (II1.41) pela

matriz adjunta de A, obtemos

det(A,)¢,, = My, ,n e N. (I11.42)

~

Além disso, para todo o n € N, temos que det(.A,) é um polinémio (com um
Mn,l Nn,l
Nn,Q Mn,2

e N, sdo matrizes escalares. Assim obtemos, na forma matricial (I11.42), as

equagoes (I11.37) e (IIL.38). O

zero em z = () e, se escrevermos M, = , verifica-se que N, 1



62 I1I. RELACOES DIFERENCIAIS NA CLASSE LAGUERRE-HAHN

LEMA II1.4. Sejam u € R e {Q,} a sucessao de vectores associada a u definida
por (1.24). Se {Q,} verificar a equagdo diferencial de seqgunda ordem (III.26),

AnQ;; + BnQ;Z + énQn = O2><1 ’

com Ay, By, C, dados, respectivamente, por (II1.27), (II1.28) e (II1.29), entdo,
Vn € N,

2A, Q) = M, Q,, (111.43)

onde A, € P e M,, € uma matriz de ordem 2 de elementos analiticos.
Demonstragao: Passo 1. Fazendo n + 1 em (II1.26) obtemos, para n € N,
An+1 Q:Hrl + [;)n+1 an+1 + C~n+1 QnJrl = 02><1 .

Se utilizarmos as relagoes de recorréncia (1.27) obtemos, para n € N,

An+1’Cn+1 Q;; + {QAnJrlIC:H_l + Bn+1’Cn+1} Q;l

+ {Bn—&-lIC;H»l + én+1’Cn+1} Qn = 02><1 )

z An+1
onde K11 = |_ "
Apy12 1

Passo 2. (Eliminacao de Q;;) Se multiplicarmos a equagao anterior a esquerda
@n+1,2 0

obtemos, para n € N,
0 @n—‘rl,l

pela matriz ©,,10,,9

Op2 0
0 ®n,1

1

A, Q)

@n+1,1@n+172Kn+1

@n+1,2 0

+ @n,le)nﬁ
0 @nJrl,l

] {QAn—HIC;H-l + Bn+1’Cn+1} Q.

@n+1,2 0

+ @n,lgnﬁ
0 @nJrl,l

{Bn+1/q1+1 + C~n+1lcn+1} Qpn = 021 -

Se utilizarmos (I11.26) para n na equagao anterior obtemos

A,Q, = M,Q, ,¥n €N, (I11.44)
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com
A O,.9 0 -
An = —0,11160,112K, ’ B,
+1,19n+12n 11 0 O,
O, 0 . -
+ @n,le)nﬂ 2 {2An+llqm+1 + Bn—i—llcn—&-l} )
O ®n+1,1
~ @n 0 ~
Mn = @n+171@n+172Kn+1 2 ] Cn
@n,l
O, 0 ~ -
— @n,lgnﬁ 2 {Bn+1lC;.L+1 + Cn+]_lcn+1} .
0 @nJrl,l

Além disso, verifica-se que A,, é uma matriz de entradas polinomiais,

1 @n 2 0
An - _®n ®n K:n ' Bn
+1,1 +1,2 +1 0 @ml
O, 0 ~
+ @n,le)n,Z 2 {2An+llcgl+1 + Bn+1’<:n+1} ’
0 ®n+1,1

sendo B,, a matriz (de entradas polinomiais) dada por (cf. (I11.28))

[Bn,ﬂm 0
0 [Bn,2]2,2

Passo 3. (Obtengao das relagoes de estrutura.) Se multiplicarmos (II1.44) pela

B, =

] ,neN.

matriz adjunta de A,, adj(A,), e tivermos em atencdo que det(.A,) é um poli-
némio que se anula em z = 0, para todo o n € N, entao obtemos as relagoes de

estrutura (111.43),
24,9, = M,Q, ,neN,

A ~

com zA, = det(A,) e M, = adj(An)Mn. O

De seguida estudamos os coeficientes das relagoes de estrutura obtidas ante-

riormente, (I11.37), (II1.38) e (II1.43).

LEMA TIL5. Sejam u € R, {L}, {12} as sucessdes de vectores associados a u
1
definidos por (1.22) e (1.23), e p, = [Z;‘] , Yn € N. Se {p,} verificar

2z A0, = Mo, (I11.45)
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Mn,l Nn,l
Nn,2 Mn,Q

ordem dois, entao, Yn € N,

onde A, € P e Ml =

] com Mo, 1, No1, Npo, My o matrizes de

A, = A, 111.46

2A = 2Mpy11 — 2My1 — anpaNn s + 12N, 11147

I11.49

(I11.46)

(IT1.47)

Tp12A = 2Npj12 + pp12Mp10 — Gnp12Mpi11 — Npo,  (111.48)
Apr1Mpt11 +Nn+1,1 — 2Np1 — app 1My 2 = 022, ( )
(I1.50)

an+1Nn+1,2 + Mn+1,2 - an_HZNnJ — Mn,g = 02><2 . II1.50

Demonstracao: Fazendo n + 1 em (I11.45) obtemos, paran € N,
ZAH+1(10;L+1 = M711+180n+1 :
Se utilizarmos as relagoes de recorréncia na forma matricial (I1.26) obtemos
zAnt1 {(’C71L+1), ©n + ’C}LH‘P;@} = M 1 KCo1m s

2zl Ay
com K, 4 = [ "

_ . Logo, temos
Qny121 I

2An 1K, = (M711+1IC711+1 — 2An1 (’C111+1),> Pn,Vn € N.
Donde,
A, = (KL ) T (MLLKL L — 24, 0KL, ) o,V e NL - (TTL51)
Da comparacao entre (II1.51) e (I11.45) obtemos, Vn € N,

An+1 - An
(Iqwrl)_l (MnHK}zH - ZAnH/C}LH) = ./\/l,ll .

Logo, obtemos as igualdades, Vn € N,

An = Al )
Mo KL — zA, KL =K M
n+1/Nvpp1 fAnt1pr = M no

donde se seguem as equagoes requeridas. O
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LEMA IIL.6. Sejau € R e {Q,} a sucessao de vectores associados a u definidos
por (1.24). Se

onde A, € P e M,, € uma matriz de ordem dois de elementos analiticos, entao

A,, nao depende de n.
Demonstracgao: Andaloga a demonstracao do lema anterior. O

LEMA IIL.7. Para todo on € N, os coeficientes das relagies de estrutura (111.57)
e (111.38) sao dados por

A1 = Ao = Ay, (111.53)

ln,l - ’7/2 _ﬁ ]

M1 =
! 5 Iy +7/2

: (I11.54)

ln,2 - 7/2 _6

Mo = : 11155

? 5 /2 (ILL55)
Nog=hyi I, (II1.56)
Nz = hnp 1, (I11.57)

onde Ay, 3,7,9,ln1,lna, hn 1, hna sGo polinomios (Ay, 3,7, 0, independentes de n).

Além disso, relativamente as relagoes de estrutura (111.43), tem-se que, ¥n € N |

~ ~

An = Ala [Mn]l,l = [Mn,1]2,2 - [Mn,1]1,2F7 [Mn]l,Q = [Nn,1]2,2
[Mn]Q,l = [Nn,2]2,27 [Mn]Q,Q = [Mn,2]2,2 - [Mn,Q]l,QF- (11158)

Demonstragao: Pelo lema II1.5 obtemos (II1.53). Pelo lema II1.3 obtemos que
as matrizes N, 1 e N, 2 sdo escalares, donde (IIL.56) e (IIL.57), para alguns

polinémios hy, 1, hy, 2.
Deduzam-se agora (II1.54) e (II1.55).
Tendo em atencao que [Myi]i2 = [Naier = 0,Vn € N, de (II1.49) e de
(II1.50) obtemos, Vn € N,
M1l o = Mnalio s Matialyy = [Magly, (1I1.59)
Magizly = [Mnalyy s Magaglyy = [Maaly, - (111.60)
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De (IIL.60) conclui-se que os elementos [M,, 2], , e [M;, 2], ndo dependem de n,

e escrevemos
(Mol , = =8, Mng],, =6, VneN.
Consequentemente, de (I11.59) segue-se que
Mialy, = =B, [Mus1aly, =6, Vn €N,
De (II1.50) obtemos, Vn € N,
[Mn+1,2]1,1 - [Mn,2]1,1 = an+1z[~/\/’n,1]1,1 - an+1[Nn+1,2]1,1 )
[Mn+1,2]2,2 - [Mn,z]z,Q = an+1Z[Nn,l]2,2 - an+1[Nn+l,2]2,2 .
Tendo em atencgao que Nn,l e Nn,l sao matrizes escalares, segue-se que
(Miti12]22 — [Mugi2i1 = [Mpalas — [Mpsli1, Vn e N.
Assim, [M,,2]29 — [My2]1.1 ndo depende de n, e escrevemos
(Mo 2)ao — [Mpolig=7v,Vn e N.
Analogamente, de (II1.49) obtemos
Misil22 — Mugialin = Moo — [Maalii, ¥n € N.
Consequentemente, de (I11.63) segue-se que

(Mipiloo — [Mpiii=7v,Vn e N.

(I1L.61)

(I11.62)

(I11.63)

(111.64)

Tendo em atencao as relagdes (I11.61)-(I11.64), obtemos as representagoes (I11.54)

e (I11.55).

Finalmente, para estabelecer (I11.58) basta atender aos lemas II1.1, I11.2, I11.4

(e as operagoes al efectuadas com {Q,}).

O

LEMA IIL.8. Sejam u € R, F a funcao de Carathéodory correspondente, {i.},
{2} as sucessées de vectores associados a u definidos por (1.22) e (1.23) e {Q,}
a sucessdo de fungoes de sequnda espécie. Se {11} verificar a equagao diferencial
de sequnda ordem (I11.10) com coeficientes dados por (I11.12)-(111.14) e {Qn}
verificar (II1.11) com coeficientes dados por (II1.15)-(111.17), entio F wverifica

2AF' = BF?+CF+D.
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Demonstragao: Pelo lema I11.2, {2} e {Q}} verificam

Anp(02)" + Bra(12) + Cogthy = 0oy

An(@)" + Ba(@7) +CaQ;, = 0.
Dos lemas I11.3 e I11.4 obtemos as relagoes de estrutura (I11.37), (I11.38) e (I11.43).
Do lema II1.7 temos as equagoes (I11.53), (I11.54) e (II1.56).

Logo, conclui-se que F' verifica a equagao diferencial de Riccati de coeficientes
polinomiais z2AF' = BF? + CF + D. O

2.1. Demonstracao do teorema III.2:
O lema III.1 estabelece a) = b) e estabelece a) = ¢). Pelo lema II1.2

estebelece-se a equivaléncia entre b) e ¢). O lema II1.8 estabelece b) = a).






CAPITULO IV

Equacgoes matriciais de Sylvester

O principal objectivo deste capitulo é a obtencao de uma representacao para
as sucessoes de polinémios ortogonais Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia uni-
téaria.

Consideraremos uma funcao de Carathéodory, F', verificando a equagao dife-

rencial zAF' = BF? + CF + D, com A, B,C,D € P, e as sucessoes {Y,,},{Q,},

N A I R A RC AR A

respectivamente, a sucessao de polinémios ortogonais monicos, a sucessao dos

dadas por Y,, =

polinémios de primeira espécie, e a sucessao das fungoes de segunda espécie relati-
vamente a F'. O objectivo acima enunciado é cumprido através do estabelecimento
da ligacao entre equacoes do tipo 2AF" = BF? + CF + D e equacoes diferenciais

matriciais de Sylvester para {Y}},
2AY! = B,Y, — Y,C, n €N,

onde B,, e C sao matrizes de ordem dois de entradas polinomiais que dependem
dos coeficientes A, B, C, D. Saliente-se que as equacoes diferenciais matriciais de
Sylvester sao casos particulares de equacoes diferenciais conhecidas na literatura

como equacoes diferenciais matriciais de Riccati,
W/ = M2,1<Z) + MQQ(Z)W - WMLl(Z) — WMLQ(Z)W, S G, (IVl)

com coeficientes localmente integréveis M, 1, Mo, Mo, Mso de dimensoes n X
n,n X m,m X n e m X m, respectivamente, e onde G é um intervalo real nao
degenerado ou um dominio de C. Além disso, salientamos também a seguinte
propriedade deste tipo de equacgoes: a equivaléncia entre um problema de valor
inicial para (IV.1) e um problema de valor inicial para o sistema linear

E] M= [Mm M1,2]

T =MGZ)T, T=
Pn My My

69
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com matrizes P, , L, sendo que W (z) = P,(z) L7!(z). Este resultado é conhecido
na literatura como Lema de Radon (cf. [32, 53]). Para aplicagoes das equagoes

matriciais de Riccati ver [19, 32| e as referéncias af indicadas.
Este capitulo esta estruturado da forma seguinte.

Na seccao 1 comegamos por estabelecer a ligagao com o capitulo precedente:
reinterpretamnos as relagoes de estrutura obtidas no teorema III.1, e estabelece-
mos a equivaléncia entre zAF' = BF? + CF + D e dois sistemas de equacoes

diferenciais matriciais de Sylvester, Vn € N,

zAY! = B,Y, - Y,C (IV.2)
C
2zAQ, = (B, + BF + 5 Nno,. (IV.3)
Além disso, utilizando as relagoes de recorréncia de Szegd na forma matricial
Y, =AY, A, = [_Z a"] . Vn €N,
anz 1

deduzimos equagoes para as matrizes A, zAA, = B, A, — A.B,_1, Vn € N.
Notemos que estas relagoes sao andlogas as deduzidas em [36], para o caso semi-
-classico de ortogonalidade real, e em [31, 38| para casos particulares de ortogo-

nalidade hermitiana.

Na seccao 2 estabelecemos, como consequéncia das equagoes (IV.2) e (IV.3),
a seguinte caracterizacao para sucessoes de polindmios ortogonais sobre a cir-
cunferéncia pertencentes a classe semi-classica: se {¢,} for uma sucessao de
polinémios ortogonais relativamente a uma medida cujo peso denotamos por w,

entao uma condigao necessaria e suficiente para que {¢, } seja semi-classica é que a
an _Qn / w
¢n  @Qnjw

sucessao definida por Y,, = , n € N, verifique sistemas diferenciais

do tipo

2AY! = B,Y,, B, € M*>*(P) ,tr(B,) = nA.
Este resultado generaliza um outro de Magnus para a ortogonalidade real publi-
cado em [36], ao caso da ortogonalidade complexa.

A seccao 3 é dedicada ao estudo das equagdes de Sylvester (IV.2). Tendo em

atencao o Lema de Radon, obtemos a equivaléncia entre um problema de valor
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inicial para a equagao de Sylvester (IV.2) e um problema de valor inicial para o
sistema linear

C O
0 B,

T !

n:ﬁ TTL? TTL:

n

75] ,Vn € N.

A solugao, Y, é dada por
Y, = P.(2) L7'(2), Vn €N,

sendo P,, e L solugdes dos sistemas zAP!, = B, P, e zAL = CL, respectivamente.
O sistema diferencial zAL' = CL é estudado na subseccao 3.1. O sistema diferen-
cial zAP! = B,P,, é estudado na subsecgao 3.2. Para cada n € N estabelecemos
uma matriz fundamental de solugbes de zAP) = B, P, dada por
P i G [ Pn —~C~2n/7~7}~] 7
(@n)" (Qn)*/w

onde w é um peso semi-classico, {QNSn} é a respectiva sucessao de polinémios
ortogonais monicos, {Qn} a sucessao de funcoes de segunda espécie, e C um
polinémio (que determinamos na subsecgao 3.3). Esta matriz fundamental de
solugoes permite-nos obter que a funcao de Carathéodory F' que verifica zAF' =
BF? + CF + D é uma transformacio racional de F, sendo F a funcio de
Carathéodory associada a @ (cf. teorema IV.7). Consequentemente, obtemos
uma representagao para {Y,}, associada a F, em termos de uma familia semi-

-classica.

Finalmente, na seccao 4, apresentamos um exemplo da aplicacao do Lema de
Radon e estudamos os polinémios associados de primeira espécie dos polinémios

de Jacobi sobre a circunferéncia unitéria.

Os resultados descritos estao em fase de preparacao para submissao (cf. [12]).

1. Teorema de caracterizacao para o caso Laguerrre-Hahn

Comecamos por reinterpretar as equacoes obtidas no teorema III.1.

TEOREMA 1IV.1. Sejau € R e F a respectiva funcao formal de Carathéodory.

Sejam {Q,} e {Y,.} as sucessoes de matrizes associadas a u dadas por (1.24)
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e (1.25), respectivamente. F verifica a equagao diferencial de coeficientes polino-
miais
zAF' = BF*4+ CF + D (IV.4)

se, e somente se, Vn € N, Q,, e Y, e verificam as equagoes

2AQ, = (B, + (BF +C/2)1) Q, (IV.5)
ZAY! = B,Y, - Y,C, (IV.6)
onde
ln 1 _@n 1

B, = ’ I V.7
_@n,Q ln,2 ( )

c/2 —D
C = V.8

com ly1,1ln2,0n1, 0,2 polindmios de graus independentes de n.

Demonstracao: Apesar de o resultado enunciado ja ter sido demonstrado no ca-
pitulo anterior (cf. teorema III.1), apresentamos uma demonstracao alternativa

de que (IV.5) e (IV.6) implicam (IV.4).

Atendendo a que

Qn - Yn s VTL - N,

resulta que (IV.5) é equivalente a

- / . -

ZAY! +2AY, || =B ||+ (BF £ CJ2)Y,

De (IV.6) segue-se que

F F' F F

(B,Y, —Y,C) ) + zAY, ol = B,.Y, ) + (BF +C/2)Y, i
ie.,
F ! F
(-Y,.C) ) + zAY, = (BF +C/2)Y, )
Logo, obtemos
F’ F F
Yn<zA 0 -C 1>:(BF—I—C’/2)Yn ) ,neN
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Uma vez que det(Y,,(2)) #0, z # 0, Vn € N, segue-se que

F’ F F
zA 0 —-C = (BF +C/2) 1] ,
donde resulta zAF' = BF?+ CF + D. O

COROLARIO IV.1. Nas condi¢des do teorema anterior, as matrizes B, verifi-

cam:

2AA =B, A, — A B_1,n>2, (IV.9)

tr(B,) =nA,neN, (IV.10)
n—1

det(B,) = det(B)) = AY ly»,n>2, (IV.11)
k=1

sendo tr(B,,) e det(B,) o trago e o determinante de B, respectivamente, e

det(B;) = 12 (2zAa; — (D + B) 4+ C(lm|* + 1)) + BD — C?/4 (IV.12)

1

com ay; = ¢1(0), hy = (1 — |a1?).

Demonstragao: Para estabelecer (IV.9) derivamos Y,, = A,,Y,,_; e substituimos
V=AY, 1+ A,Y, ; em (IV.6), zZAY, = B,)Y,, — Y,,C, donde obtemos

2AAY, 1+ 2AAY. | =B,)Y,-Y,C.,neN.
Se utilizarmos (IV.6) para n — 1 na equagao anterior obtemos
2AA Y, 1+ A, (B, 1Yy 1 — Y, 1C)=8B,Y,—Y,C,n>2,
que, devido a relagao de recorréncia para Y, é dada por
2AA Y, 1+ A, (B Y1 — Y, 1C) =B, A.Y, 1 — AY,, 1C,n>2,

ie.,
ZAA;Yn—l - (BnAn - Aan—l) Yn—l I > 2.

Sendo Y, invertivel, para todo o n € N e z # 0, obtemos (IV.9).
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Para estabelecer (IV.10) utilizamos as equagoes que definem [, 1 e l,2 (cf.

teorema II1.1),

(2AG + C/2¢, — BQy + Opi6F = Ly 16m
2AQ, — C/20, + Dy — 0,17 = 1,1
ZA(QR) — CJ207 — Dt — Oy = Ly o2
| 2A(07,) + C/2¢;, + BSY, + ©,00, = ln 20, .

*

Se multiplicarmos a primeira equagao por {2,

a segunda por ¢;, a terceira por

o, € a quarta por €2,, e as adicionarmos, obtemos, Vn € N,
ZA (D82, + n(E4) + (67) " U + 9182,) = (Ina + ln2) (nfY, + 67 0)
ie.,
2A (6n S, + G, 00) = (lng + ln2) (8uS2 + 67 20) -
Se utilizarmos (1.15), ¢80 + ¢;Q,, = 2h,2", obtemos o requerido.
Finalmente, estabeleca-se (IV.11). De (IV.9) obtemos, para n > 2,
det(B,A,) = det(zAA, + A,B,_1).

z

Tendo em atencao que B, é dada por (IV.7) e que A,, = [_ aln] , resulta que

anz
det(B,,) det(A,) = 2(1 — |a,|?) (det(B,_1) + Al,_12), Vn > 2.

Uma vez que det(A,) = 2(1 — |a,|?), entdo a tltima equacdo é equivalente, para
z2#0,a
det(Bn) = det(Bn_l) + Aln_LQ, Vn Z 2,

donde se segue (IV.11). Além disso, se calcularmos det(B;) fazendo n = 1 em
(IV.6) obtemos (IV.12). O

OBSERVACAO .
1. As equagoes (IV.9) s@o equivalentes as equagoes (I11.46)-(I11.50).
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2. A equacgao (IV.9) é equivalente as equagoes, para n > 2,

Anlpn1 — On1 = —20,_11 + aply_1 (IV.13)
2yt — @n2On1 = zly11 — @nOp_12 + 2A (IV.14)
—20p9 + p2lns = pzly_11 — Op_12 + 0yzA (IV.15)
—,On2 + o= —020,_11+ 112 (IV.16)

2. Teorema de caracterizagao para o caso semi-classico

Comecamos por recordar alguns resultados relativos a sistemas diferenciais
lineares de primeira ordem (os dois teoremas que se seguem, assim como a

defini¢ao seguinte, podem ser encontrados, por exemplo, em [18]).

TEOREMA 1V.2. Seja G um dominio de C, M uma matriz de ordem n cujas
entradas sao funcoes analiticas em G, e X um vector de ordem n. Considere-se

o sistema diferencial homogéneo
X't)y=M#)X(t), t € G, (IV.17)
com condig¢oes iniciais
X(to) = Xo, to €G. (IV.18)

Entao:
a) O conjunto das solugdes de (IV.17) é um espago vectorial de dimensao n;

b) Ezxiste unicidade da solugdao de (IV.17) sujeito a (IV.18).

DEFINICAO IV.1. Seja S o espaco vectorial definido pelas solucdes de (IV.17).
Uma base de S designa-se sistema fundamental de solu¢oes. Uma funcao matricial
X de ordem n cujas colunas formam um sistema fundamental de solugoes designa-

-se por matriz fundamental do sistema.

TEOREMA 1V.3. Seja X uma matriz fundamental do sistema diferencial li-
near (IV.17). Entao,

det(X) = tr(M) det(X), (IV.19)

onde tr(M) designa o trago de M.



76 IV. EQUACOES DE SYLVESTER

No teorema que se segue consideramos uma medida p sobre T associada a um

peso w do tipo (I1.13),

——
dp(8) = w(0) 5 + > bz, |l =1, A >0, k=1,..,m.
k=1

Vejamos, de seguida, que o teorema IV.1 nos permite obter uma caracterizagao
para sucessoes de polinémios semi-classicos sobre T em termos de de sistemas
diferenciais. O resultado seguinte é uma extensao do resultado estabelecido por
Magnus em [36], para sucessoes de polindmios semi-cldssicas sobre a recta real,
e mostra-nos que a condigao necessaria dada em [10] para que uma sucessao de

polinémios ortogonais moénicos sobre T seja semi-classica é também suficiente.

TEOREMA 1V 4. Seja {¢,} uma SPOM relativamente a uma medida p do

tipo (I11.13) cuja parte absolutamente coninua denotamos por w, {Q,} a sucessao

das funcées de sequnda espécie e Y, = zz —ch?/w , n € N. FEntao, p €
n n w
semi-classica e w € dado por
z C
w=Kel»l KeC, (IV.20)

se, e somente se, Y, verifica o sistema diferencial

ZAY! = (Bn — %1) Y,, neN, (IV.21)
onde B, € a matriz associada a equag¢io zAF' = CF + Py verificada pela
respectiva funcao de Carathéodory.

/
Demonstracao: Se w é dada por (IV.20) entao - A Do corolario II.6
w z

temos que F verifica zAF' = CF + D para um polinémio especifico D. Do

teorema IV.1 temos

n n

A (_Q%//Z — (Bo + C/21) [‘Q%ZU w] (IV.22)
zA “bjj = (B, —C/21) [¢j] : (IV.23)
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/

Por outro lado, de v —, obtemos
w o zA
Q] [-@/w ~Qufw
A = zA —-C1I . V.24
“anju ] ’ [(@;:)'/w Qy/w ] V-2
Se substituirmos (IV.22) em (IV.24) obtemos
_Qn/w / _Qn/w
A =B, —-C/21 . IV.25
Al | =B )[Q;‘;/w] V:29)
Finalmente, (IV.25) e (IV.23) sao escritas como
¢n _Qn/w / ¢n _Qn/w
A =(B,—-C/21 :
e Qe ] (B = C20) Ls:; Qi fw ]

e obtemos (IV.21).

Reciprocamente, se Y,, verifica um sistema diferencial tipo (IV.21), ZAY/;{ =

(B,—%1 )Y, pelo coroldrio IV.3 obtemos

- tr(B, — <1 -
det(Y,) = % det(Y,).

Uma vez que det(Y,) = 2h,2"/w, a equacio anterior é equivalente a
w’ _ nA—tr(B, — $1)

— ) 1V.26
w zA ( )

Por outro lado, do coroldrio IV.1 temos temos tr(B,) = nA, donde tr(B,—$ I) =
nA — C. Logo, (IV.26) é dada por

w O
w  zA’
ou seja, w é um peso semi-classico, dado por (IV.20). O

3. Representacao das familias de polinédmios ortogonais

Laguerre-Hahn

Na introducao a este capitulo referimos que as equagoes matriciais de Sylvester
sao casos particulares de equagoes matriciais de Riccati. No teorema seguinte
vemos que toda a equacao diferencial matricial de Riccati é localmente equivalente
a um sistema diferencial linear de primeira ordem. Este resultado é conhecido
desde o trabalho de Radon [53] (ver também [32]).
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TEOREMA IV.5 (Lema de Radon). Seja

W'(t) = My (t) + Moo ()W (t) — W (t) My1(t) — W (t) Mo (6)W (t) (IV.27)
W(to):WO (tGC outER)

uma equacao matricial de Riccati, onde My, € R™"™ My € R™™ My € R™*"
e Moy € R™™ sao matrizes cujos elementos sao funcoes localmente integraveis
definidas no intervalo [to,tf] C R. Entdo:

a) Se W for uma solugao de (IV.27) no intervalo [ty,t;] C R e se L for uma

solucao do problema de valor inicial
L' = (M + MuW)L, L(ty) = I, (I, € a matriz identidade de ordem n)

e P(t) :== W(t)L(t), entio o vector [L P]T é uma solugdo do sistema linear de

equacoes diferenciais

L
P

L
IV.28
. (1v.28)

!
_ Mll M12
M21 M22

b) Se [L P)T for uma solucio real do sistema diferencial (IV.28) tal que L(t) €

R™™ ¢ reqular para t € [to,tf], entdo
Wi [to,ts] CR — R™" t+— W(t) = P(t) L (t)

¢ uma solugao real de (IV.27).
¢) No caso de t pertencer a C e as matrizes My, Myo, Mys, M1y serem matrizes
complezxas, as afirmagoes a) e b) permanecem verdadeiras se substituirmos o in-

tervalo [to,ts] por um dominio arbitrdrio do plano complezo G C C, com ty € G.

OBSERVACAO . Se M, > = 0, a equacao (IV.27) é designada por equagao

matricial de Sylvester.

O Lema de Radon tem um papel muito importante no estabelecimento dos re-
sultados das secgoOes que se seguem, uma vez que nos permite resolver as equagoes
de Sylvester (IV.6) através da resolugao de dois sistemas diferenciais lineares.
Além disso, permite-nos estabelecer uma representacao para a solucao de (IV.6)

(num certo dominio G).
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TEOREMA 1V.6. Paran € N, seja (IV.6) a equacao diferencial de Sylvester
zAY! = B,Y, - Y,C,

onde as matrizes B, e C sao dadas, respectivamente, por (IV.7) e (IV.8). Seja
G C C um dominio tal que os elementos das matrizes B, /(zA) e C/(zA) sao
localmente integrdveis em G, e zy € G. Se as matrizes P, e L (L invertivel)

verificarem

2A(2)L'(2) = C(2)L(2)

(IV.29)
L:(Zo) =1
e
A(2)Pl(2) = Bn(2)Py
ZA(2)PL(2) = Bu(2)Pal2) v
Pu(20) = Ya(20) ,
entdo as solugoes de (IV.6) tém a sequinte representaciao em G, ¥n € N,
Y, =P.L7. (IV.31)
A solugao de (1V.6) € dada por
Y, (2) = P(2)E, L7 (2), (IV.32)

onde L é uma matriz fundamental do sistema (IV.29), P, é uma matriz funda-

mental do sistema (1V.30), e
E, = (P,(20)) 'Yo(20)L(2) , (IV.33)
a matriz das condicoes 1niciais.
Demonstracao: Se {Y, } for solucao de (IV.27) com
My = My, =0, My = C/(2A), My = B, /(zA),

entdo, de acordo com 4i) do lema de Radon, se o vector [£ P,]” for solugao de
_ [c 0

0 B,

obtemos que a solugao de (IV.6) é dada por

E/
P/

n

L

zA
P,

Y

Y, =P, L', VneEN.



80 IV. EQUACOES DE SYLVESTER

Uma vez que a solugao geral de (IV.29) é dada por
L(z) = L(2)L(to) ",

onde L é uma matriz fundamental do sistema (IV.29), e a solugao geral de (IV.30)
é dada por

Pu(2) = Pa(2)(Pa(20)) " Ya(20)
onde P, é uma matriz fundamental do sistema (IV.30), resulta que (IV.31) é dada
por (IV.32). O

Salientamos que a determinacao da matriz fundamental de sistemas diferen-
ciais lineares com coeficientes nao constantes nao é trivial, no sentido de nao
existir um método que dé explicitamente a matriz fundamental de solugoes. De
seguida veremos algumas notas acerca da resolugao dos sistemas diferenciais lin-
eares correspondentes aos problemas de valor inicial (IV.29) e (IV.30). Consider-

aremos as hipoteses do teorema IV.6 e zg € G.

3.1. Parte I.

Procuramos uma matriz fundamental de solugoes do sistema diferencial cor-
respondente ao problema de valor inicial (IV.29), ou seja, procuramos L, de
ordem 2, que verifique
c/2 -D

B -C/2
e tal que det(L(zp)) # 0. Note-se que é suficiente verificar-se det(L(zg)) # 0, para

2zA(z)L'(2) =C(2)L(2), C= (IV.34)

algum zy € G, para que se verifique det(L(z)) # 0, Vz € G.

LEMA IV.1. Se L for uma matriz fundamental de solugoes de (IV.29), entao
det(L(z)) = det(L(20)),

para algum zg € G.

Demonstracao: Pelo corolario IV.3 (cf. (IV.19)) temos que

tr(C)
= det(L).

det(L)’
z

Uma vez que tr(C) = 0, resulta que det(L) = 0, ou seja,

det(L) = const .



3. REPRESENTACAO DOS POLINOMIOS ORTOGONAIS LAGUERRE-HAHN 81

Logo, podemos escrever det(L(z)) = det(L(zp)), para algum 2 € G. O
Se designarmos as colunas de L(z) por Li(z), Ls(2), resolveremos

2A(2)Li(2) = C(2)L1(2), (IV.35)

2A(2)Ly(2) = C(2) La(2) . (IV.36)

c/2 -D

LEMA 1V.2. Seja C 1 tricial dad C =
eja C a funcao matricial dada por B /)2

. Entao,

verifica-se que:
a) C*(z) = B(2) I, com 8= ($)*— BD eI amatriz identidade de ordem dois;
b) Os valores préprios de C sio ++/f;

c¢) O espago préprio associado ao valor préprio —/B € gerado por

D
Vg = (IV.37)
5 +VB
d) O espago préprio associado ao valor préprio /B é gerado por
D
Vg= . (IV.38)
2= ls2)
LEMA IV.3. Se L = [Ly Ly| for solucao de (1V.34), entdio
2ALy = \/BLy + zAeV_ 5, (IV.39)
2ALy = —/BLy + 2AcsV, /3, (IV.40)

onde ¢y, co sao fungoes.

Demonstragao: Se multiplicarmos a equagao (IV.35) (a esquerda) por C e aten-

dermos a que C? = 3, obtemos zAC L} = 3 Ly, ou seja,

ﬁ 4. L' =\/BL. (IV.41)

Se somarmos (IV.35) com (IV.41) obtemos

zA ;L
Vi VBIL, = (C++/BI)L1,

donde,
€+ VD (1= L) = ou.
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Logo, L} — *Z/—ELl ¢ um vector préprio de C associado ao valor préprio —/f3, donde

VB
L/1 — JLI = 01(2>V_\/B,

para alguma funcao c;.

De modo andlogo, se subtrairmos (IV.41) a (IV.34), obtemos

(C—+/B1) (Lg + ;/—ELQ) = Ogx1,

e concluimos que Lj + \Z/—EIQ é um vector proprio de C associado ao valor préprio

V3, donde

L/Q + Z_\/ELZ = CQ(Z)VI,

para alguma funcdo cy. Assim, obtemos (IV.39) e (IV.40). O

3.2. Parte II.

Procuramos uma matriz fundamental de solugoes do sistema diferencial cor-
respondente ao problema de valor inicial (IV.30), ou seja, procuramos matrizes
P, de ordem dois que verificam, para n € N,

zAP! = B,P,. (IV.42)
No que se segue consideramos t; € C e C' uma funcio analitica tal que f;l é—fdt

t
esteja definida, para z € G.

LEMA IV.4. P, verifica
2AP! = (B, — 5 Db (IV.43)
Iz CL2gy = .
se, e somente se, P, = e’= A" P, werifica (IV.42).

Demonstracao: Seja P, uma solucao de (IV.43). Temos que
AR By Co T B sap i

Uma vez que P, verifica (IV.43), temos que
= Cl2g C (7 CLg ~ > 2 CL2 gy

C fz %dt D 56 z1 tA Pn + (Bn — g[)pnelzl tA

€ =1 tA Pn—l—zAIBéejzl iA

Assim, obtemos
z % ~ é/2dt

ZA(e2 TPy = B, Byela i
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2 -
ou seja, P, = ela TP, ¢ solugao de (IV.42). Analogamente se verifica que o

reciproco também é valido. O

Tendo em atencao o teorema IV.4, doravante consideraremos C' um polinémio

e procuraremos, para cada n € N, uma solucao de (IV.43) dada por

D Q’gn _Qn/w]

n —

B (O (Iv-44)

onde {gz;n} ¢ uma SPOM relativamente a uma medida fi cuja parte absolutamente

continua denotamos por w, e {Qn} é a sucessao de fungoes de segunda espécie.
Logo, {P,} serd dada por
z C/2 ~

Po=elna®p neN. (IV.45)
LEMA 1V.5. Seja F' uma fun¢ao de Carathéodory Laguerre-Hahn que verifica
2AF' = BF? + CF + D e {¢,} a respectiva SPOM. Para cada n € N, seja P,
uma solugdo do respectivo sistema (1V.30), zAP), = B, P,. Se {P,} for definida
por (IV.45), entdo temos que:

P, = APy, A, = [f “"] ,neN, (IV.46)
anz 1
2AAL =B, A, — AB, 1, n>2. (IV.47)

Os polinomios que compoem a matriz B, verificam, para todo o n > 2,

AOn1 = MNOn_12, ( )
Alng = Mlnz12, (IV.49)
A (IV.50)

(IV.51)

)\n@nfl,l = )\n@n,Q )
ann,Q - ann—l,l = XTLZA >

com a, = ¢,(0), a, = én(O), Ap =y — Ay, VYn € N,

Demonstragao: Para estabelecer (IV.46) recordamos que P, verifica as relacoes

de recorréncia de Szeg6 na forma matricial

Pn:-’zinpn—la An:[— ],HGN,
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sendo (a,) a sucessdo dos coeficientes de reflexao de {ggn} Consequentemente,
P, dada por (IV.45) verifica (IV.46).

Para estabelecer (IV.47) utilizamos P, = A,P, 1 em 2AP) = B, P,, obtendo
assim
ZAA P, + A, 2AP | =By APy, n>2.
Logo,
2AA P, + AuBy 1Py = B, APy
donde
(zAA + A By )Py = By APy .
Uma vez que det(F,) #0, Vn € N, z # 0, resulta que P, é invertivel, donde

ZA/I;L + Aan—l = Bn-’ina n > 27

conforme requerido.

Agora, de (IV.9) e de (IV.47) obtemos, para n > 2,

ie.,
0 o] [—Xn@n,l DV A I O W MR PR WA
AzA 0O Alna  —AOno Mln11 =AOn1a]
com A\, = a, — G, ou seja, obtemos (IV.48)-(IV.51). O
Doravante utilizaremos a notacao {44y para indicar a tansformacao do tipo
racional-linear dada por T'(F') = ?ig? :

TEOREMA 1V.7. Seja F uma funcdo de Carathéodory Laguerre-Hahn que veri-
fica 2AF" = BF?+CF+D e{¢,} a respectiva SPOM. Seja { P, } uma solu¢ao do
respectivo sistema diferencial (1V.30) tal que {P,} € dada por (IV.45), e seja Fa
funcao de Carathéodory associada a {gz;n} Entao, existe uma unica transformacao
do tipo racional-linear, T(qpcq), com a,b,c,d € P e ad —be # 0, tal que F' =
Ta ey (F).

Demonstragao: Para mostrar que F' é uma transformacao racional-linear de
F' comegamos por estabelecer que os coeficientes de reflexao de {¢,} e de {¢,}

diferem apenas num nimero finito de indices.
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Seja \, = a, — G, com a, = ¢,(0),a, = qgn(()), Vn € N. Comecamos por
estabelecer que o conjunto Z = {n € N : \, # 0} ¢ finito.
Se Z fosse infinito, com Z = N, terfamos que A\, # 0, Vn € N. De (IV.49),

obteriamos
ln,l == ln_l’g, Vn Z 2.

Substituindo em (IV.13) resultaria
@n,l = z@nfl,l s Vn Z 2,

donde
@7171 = Zn@Ll ,V?’L € N.

Mas tal contradiz a limitagao do grau de ©,,. Além disso, se considerarmos, sem

perda de generalidade, a situacao

Qp = Qp, n=1,2,...,n9

an%dnynznﬂa

para algum ny € N, chegamos a mesma conclusao. Logo, conclui-se que Z é
finito e, assim, os coeficientes de reflexao de {¢,} e de {¢,} diferem apenas num

numero finito de indices.

Para concluir que F' é uma transformagao racional-linear de F' do tipo indi-

cado, basta atender a sua representagao em frac¢ao continua (cf. teorema 1.6).

Para estabelecer a unicidade de T{4,,q) comegamos por observar que a in-
versa de uma transformacao T{gp.ca), com ad — bc # 0, existe e é dada por
Tla,—c;—b,d) - Logo, se Ty e T, forem duas transformacoes do tipo racional-linear
tais que T\ (F) = To(F), a composicio Ty ' o Ty é tal que (Ty ' o T1)(F) = F,
donde se segue que T, ' o T} = id, i.e., T = Tj. Fica, assim, estabelecida a
unicidade de 7. O

OBSERVAQAO . A obtencao da transformacao Ti,p.cq) ¢ equivalente a de-
terminacao dos polinémios a, b, c¢,d. Conhecidos os indices n € N para os quais
ay, # ap, 0s polindmios a, b, ¢, d podem ser determinados utilizando as expansoes

de F e de F em fraccao continua (cf. teorema 1.6).
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Pelo teorema IV.4, determinar uma solucao do tipo (IV.44), sendo C' € P, é
equivalente a obter o peso semi-classico w = K ela , K € C. No entanto, no

que se segue veremos outro processo de determinagao de w.

LEMA 1V.6. Seja F' uma fungao de Carathéodory Laguerre-Hahn que verifica
2AF" = BF? + CF + D, (IV.6) as respectivas equagoes de Sylvester zAY, =
B.Y, —Y,C, (IV.29), (IV.30) os problemas de valor inicial associados a (IV.6),
e L, P, as respectivas matrizes fundamentais, com P,(zo) e Yy, (z0) invertiveis. Se
P, for definida por (IV.45), entao:

a) as matrizes E,, dadas por (IV.33) verificam

det(E,) = Kihy/hy, ; (IV.52)
b) w € dado por
w(z) = Kyel= adt : (IV.53)

com

z9 C zg C

Ky = (z) det(L(z))el 1% | Ky = w(zg)el1 12,

ho =TT (L= lan?) s R =TT (1= lanl?).
Demonstracao: a) Se calcularmos os determinantes das matrizes E, dadas
por (IV.33), E, = (P,(20)) 'Y, (20) L(20), obtemos

det (Y, (20)) det(L(z))
det(Pn(Zo)) ‘

det(E,) =

=z 012y
Sendo P, = P,e’=1 A" obtemos

det(Yn(zo)) det(L(:Z())) .
det(Py (z))el’ it

det(E,) = (IV.54)

Uma vez que P, é dada por (IV.44), temos as equagdes

det(Y,,(20)) = pn(2 0)$2,(20) + + &1,.(20)20(20) ,
Qg( ) ( 0) + ¢ (Zo)Qn(Zo)

det(ﬁn(zo)) = ( ) s
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e, do corolario 1.2, as equagoes
det(Yr(20)) = 2hazy. — layf?)

2h zo

det(P,(z)) = — lax|*)

ﬂl
ﬂl

Se substituirmos det(Y,,(z0)) e det(f’n(zo)) acima indicados em (IV.54) obte-
mos (IV.52).

b) Aplicando determinantes a (IV.32), Y,,(2) = P,(2)E,L™(2), vem que
det(Y},) = det(P,) det(E,) det(L)™*. (IV.55)

~ z C/2 z C

De P, = Pnef21 9 obtemos que det(P,) = det(f’n)ef21 padt e, uma vez que P, é
dada por (IV.44), obtemos

. I 2" ~ "
det(P,) = 22" com By = TTC - lal?).
k=1

donde

det(P,) =

Logo, a equagao (IV.55) é equivalente a

Qhp 2" = %eﬁl et det(E,) det(L)™! (IV.56)
com h, = [[;_,(1 — |ax|?). Substituindo (IV.52) em (IV.56) obtemos
oI Gt
@(z) = Klm , (IV.57)

com K; = w(z) det(L(zO))efzzlo % Se utilizarmos det(L(z)) = det(L(z)) (cf.
lema IV.1) em (IV.57), obtemos (IV.53). O

3.3. Determinacio do polinémio C.
Resta-nos determinar o polinémio C' que define o peso @ (e a partir do qual
se define a sucessdo {P,} em (IV.44)).

PROPOSICAO IV.1. Considerando as condig¢oes do lema anterior, seja F' Laguer-
re-Hahn tal que zAF' = BF% + CF + D, seja C um polindmio que define um
peso W dado por (IV.53), e Fa funcao de Carathéodory associada a w. Seja
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Tlar,—Bri—as,B2) @ transformagao racional-linear com oy, 3; € P, @ = 1,2, 13, —

asfy # 0, e tal que F = T(F). Considere-se a equagdo diferencial linear de

primeira ordem verificada por ﬁ,
2AF'=CF+D,DcP, (IV.58)

Entao, verificam-se as relacoes sequintes,

B = (a2 — ahh)zA + afhC + 85D | (IV.59)
C = (aff) + 1 ffy — ayf — a1 Bo)zA + (a1 2 + 04251)0 + 251ﬁ2[)7 (IV.60)
D = (Oélﬂi - Ofllﬁl)ZA + Oflﬁlé’ + ﬁ%D, (IV61)

onde considerdmos, sem perda de generalidade, que as(By — a8 = 1.

Demonstracao: Do teorema IV.7 temos que F' é uma transformagao racional
de F' do tipo indicado.

,LD/

— = —, ou seja, 0 peso W
w  zA

¢ semi-cldssico. Logo, (IV.58) segue-se pelo coroldrio I1.6.

Se C' € P, pelo corolario anterior conclui-se que

Deduzam-se as equagoes (IV.59)-(IV.61).

— B F - F
—g + o F B+ oI

equagao (IV.58), obtemos a seguinte equagao para F' (cf. teorema I1.3),

. Se tivermos em atencao a

2A(aafy — 1 B2)F' = ByF? + CoF + Dy, (IV.62)
com
By = (28 — o)z A + as3:C + 3D,
Cy = (aff + arly — b1 — @ B2) 2 A + (a1 fa + 2 )C + 261D ,
Dy = (a1 3] — 4 p1)2zA + an 31 C + 3D

Da compatibilidade entre as equagoes 2AF' = BF?+ CF + D e (IV.62) obtemos

zA(asf — a1 32) _ B, _ &) — Dy
zA B C D

Se considerarmos, sem perda de generalidade, as(3; — o132 = 1, obtemos

B:B2702027D:D27

ou seja, obtemos as equagoes (IV.59)-(IV.61). O
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Tendo em atencao o lema anterior e o teorema IV.7, temos que: para cada
polinémio C (equivalentemente, para cada funcao F ), existe uma tunica trans-
formacao T do tipo racional-linear tal que F' = T (F ); além disso, a proposigao
anterior permite-nos determinar C' através das equacoes (IV.59)-(IV.61). Mas
podemos ainda colocar a questdo: sendo C; e Cy polinémios e Fy, Fy as respecti-
vas funcoes de Carathéodory tais que F' é uma transformacao racional de F}, para

1 = 1,2, determinar relacgoes entre C; e Cy. No corolario seguinte damos resposta

a esta questao.

COROLARIO 1V.2. Considerando as condi¢ées do lema (IV.6), seja F Laguer-
re-Hahn tal que zZAF' = BF? + CF + D. Sejam Cy,Cy polindmios que definem
pesos (semi-cldssicos) do tipo (IV.53) e sejam Fy e Fy as respectivas fungoes de

Carathéodory, nao racionais, verificando

ZAF! = C\F, + Dy, (IV.63)
2AF) = CyFy + D, (IV.64)

Sejam T1 = Tia;,—pri—as,B2) » 12 = Ty, —n1s—a.me) » @S transformagoes do tipo ra-
cional-linear, respectivamente com asf3; — ayfPs = 1, o1 — 11me = 1, e tal que

T\(Fy) = F, Ty(Fy) = F. Entao, verificam-se as relagoes sequintes,

(B — ayf2)2A + 2 5oC + (2D = (a1l — Vo) zA 4 yamuC + n2D | (IV.65)
(2] + a1 By — B — 01 B2)2A + (12 + 231)C + 2615, D

= (3 + s — Y5 — 1) 2 A + (12 +92m)C + 2D, (IV.66)
(nf — 0)B1)zA + anpiC + Bi D = (mny — vim)zA +nmC + niD . (IV.67)

Demonstragao: Pela proposigao anterior, sendo F' = T7(F}), temos as equagoes

(c2f3) — ayfy) 2A + 042ﬁ26~' + 522D )
(@B + arfy — by — ) Ba) 2A + (a1 fa + asf1)C + 2618 D,
(Oélﬁi — Oéllﬁl)ZA + Oélﬁlé + H%D .

B
C
D
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Por outro lado, se F' = Ty(F3), seguem-se as equagoes

B = (yany — vyme)zA + 7omC + 03D,
C = (v + iy — Vo — Vn2)zA + (1172 + Y2m)C + 2mmeD
D = (minmy —vim)zA+ymC +niD.

Logo, obtemos (IV.65)-(IV.67). O

Finalmente, enunciamos o principal resultado desta seccao.

TEOREMA IV.8. Seja F' uma func¢ao de Carathéodory Laguerre-Hahn que veri-
fica zZAF' = BF?+CF+D, com A, B,C,D € P, e seja {Y,} a sucessio associada
a F dada por (I1.25). Entao, {Y,} admite a sequinte representacao,

Vg, Qi
onde E, sio as matrizes definidas em (IV.33), {¢n} € a SPOM relativamente a

w dado em (IV.53), {Qn} € a respectiva sucessao das fungoes de sequnda espécie,

Y, = E,L7'z),n€eN, (IV.68)

e L € uma matriz fundamental de solugoes de (1V.29).

Demonstracao: A representacao (IV.68) resulta de (IV.32) e da representacao
(IV.45) para {P,}. O

4. Exemplo

Consideremos {¢,} a sucessdo de polinémios ortogonais de Jacobi sobre T e,
por uma questao de simplicidade de escrita, consideremos os parametros o = 3
(cf. secgao I1.2). Seja {€,} a sucessao de polinémios associados de primeira
espécie. Denotemos por F' a funcao de Carathéodory associada a {¢n} e por F a
fungao de Carathéodory associada a {€,}. A funcao F' é Laguerre-Hahn e verifica

(cf. secgao 11.3)
2(22 = 1) F' = —2ac(2* — 1) F? — 2a(2* + 1) F, (IV.69)

onde ¢y é o momento de ordem zero da medida de Jacobi. Aplicando o lema de

Radon, temos que determinar um sistema fundamental de solugoes dos sistemas
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diferenciais seguintes,

—a(z? 4+ 1) 0
—2acy(2? — 1) a(z®+1)
2(2* = 1)P, = B,P,. (IV.71)

222 =1L (2) = L(z) (IV.70)

No que se segue consideraremos um dominio do plano complexo, GG, que nao
contenha os pontos z = 0,z = 1,2 = —1 (ou seja, os zeros do polinémio z(2%—1)),

e consideraremos zy € G.

4.1. Solugao de (IV.70).

LEMA IV.7. A matriz fundamental de solugoes do sistema (IV.70) é dada por

L(z) = 27%(2* — 1)~
ZZa(ZQ _ 1)—2a zQa(ZQ _ 1)—2a

X
1—2acy [ 2*7H#? = 1) dt 1= 2ac [, 27t —1)7>dt

21

com t| # to.

Demonstragao: Se escreveremos L =

y] , 0 sistema (IV.70) ¢é equivalente
u v

as equagoes seguintes

== 7 V.72
x 1) T, (IV.72)
/ _a(ZQ + 1)

IV.

VY=o ¥ (IV.73)

2
W EFD, 2ac (IV.74)
z2(z2 —=1) z

o = a(z? + 1)1) _ 2acg (Iv.75)

Co2(22 1) P '

Para obter a solucao de (IV.72) utilizamos a decomposigao

—a(22+1)_a+ -« —a
2(22—1) 2z z—-1 241

e, logo,

x(z) = 2%(2* —1)7“.
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A solugao de (IV.74) é dada pela soma da solugao geral da equagao homogénea

associada,
un(z) = 27" = 1)7,
com uma solucao particular da equacao completa,
uy(2) = —2acez”*(2* — 1)° /Z 2 — 1)t
z1
donde se obtém

u(z) = z7%(2* = 1)° (1 — 2acy / R (e 1)‘2adt) :

21

Analogamente se obtém as solugoes de (IV.73) e de (IV.75).

Além disso, para que L seja uma matriz fundamental de (IV.70) num certo
dominio G, tem de existir 2y € G tal que det(L(zp)) # 0. Uma vez que det(L(z))
é constante,

to
det(L(2)) = 2ac / (2012 1) 20gy
t1

obtemos que det(L(zp)) # 0 se ty # t. O

4.2. Solugao de (IV.71).

Vimos ja que se existir uma solugao de z(z* — 1) P, = B, P, da forma (IV.45),

z C/2 5 —_ 9 5 ~
P, = el i [22 QC%}/}U , 2A = 2(2? — 1), com ¢, ortogonal relativamente
n n w

a um peso W, e {Q,} a sucessao das fungoes de segunda espécie, entao w é dado

z C ~
por W = Kelo it (cf. lema IV.6), para um polinémio C.

Neste caso, temos que F' é uma transformacao racional de F,F=1 / F (cf.

seccao 1.7), com F' verificando (cf. seccao I1.4)
2(22 = 1)F' = 2a(2* + 1)F + 2aco(2> — 1).

Assim, pela proposicao IV.1, o polinémio C é dado por C = 2a(2? + 1), donde se
2«
segue que w = <LZ_1) )
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Pn
Pn

Pelo teorema IV.8 temos a seguinte representacao para Y, =

()5 (%) a

e e (2) T

X B,z%(z* — 1)

21

n

1= 2ac [, 22717 = 1)72dt —2%(2° —
—1+2acy [C 2712 —1)72dt 22(22 —

1 — 2acy ftz 2ol (2 —1)720dt 2% (2% —
—1 4 2acy f;l 22 — 1) 72dt 2222 —

1)—2a
1)—2a

1)—2a
1)72a

|

|
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onde K = 2acy f:f t22=1(t? — 1)72%dt e E, sdo as matrizes definidas em (IV.33),

E, = (P.(20)) 'Y, (20) L(20)-
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