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Resumo

Em 2014, Meintanis, Swanepoel e Allison propuseram um teste de
ajustamento baseado numa nova funcao por eles introduzida e a que
chamaram funcao caracteristica ponderada por ser uma generalizagao
da funcao caracteristica. Este é o teste que estudamos nesta dissertacao.
Comegamos assim por estabelecer as principais propriedades da nova fun-
¢ao, passando a seguir ao estudo do teste de ajustamento nela baseado.
Como ponto de partida, analisamos o caso particular do teste de ajusta-
mento a uma distribuicao fixa, generalizando de seguida a uma familia
de distribuicoes. Para ambos os casos, definimos a estatistica de teste
envolvente, determinamos a sua distribuicao assintética sob a hipotese
nula e analisamos a convergéncia do teste. Por tltimo, apresentamos os
resultados de um estudo de simulagao realizado para analisar a poténcia
do teste de ajustamento a uma familia de distribui¢oes, tomando como
referéncia um teste recomendado na literatura.

Palavras Chave: Funcao caracteristica ponderada, teste de ajustamento, distri-

buicao assintética, convergéncia, poténcia empirica.

Abstract

In 2014, Meintanis, Swanepoel e Allison proposed a goodness-of-fit
test based on a new function introduced by them and called probability
weighted characteristic function because it is a generalization of the usual
characteristic function. The study of this test is the main goal of this
dissertation. We start by establishing the main properties of the new
function and then we examine in detail the goodness-of-fit test that de-
pends on it. The starting point is to study the simple goodness-of-fit test
and then the composite goodness-of-fit test. For both, the corresponding
test statistics, limiting null distributions and consistency results are pre-
sented. Finally, we show the results of a simulation study carried out to
analyze the power of the composite goodness-of-fit test and compare it
with other well-known test.

Keywords: Probability weighted characteristic function, goodness-of-fit test, asymp-

totic null distribution, consistency, empirical power.
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Capitulo 1

Introducao

Os testes de ajustamento sao procedimentos da estatistica inferencial que permitem
testar se a distribuicao F' de uma variavel aleatoéria real X, da qual observamos n
(n € IN) copias independentes X1, ..., X,,, que supomos definidas sobre um espago
de probabilidade (€2, A, P), pode ser bem descrita por uma dada distribuigao ou
familia de distribuigoes fixa & partida. Sendo assim §o um conjunto de fungoes de

distribuicdo em R indexado por um subconjunto © de R¥, com k > 1, ou seja,
So = {Fp, 0 € O},
pretendemos testar as hipoteses
Hy:Fegy vs Hy:F€g,

onde §; é um outro conjunto de fungoes de distribuicao sobre R tal que §oNF1 = 0.
Em particular, podemos ter §1 = §\Fo, onde F é o conjunto de todas as fungoes de
distribuicao em R.

No ambito dos testes de ajustamento, as estatisticas de teste baseadas na dis-
crepancia entre a funcio de distribuicdo de X sob a hipo6tese nula e a sua versao
empirica sao classicas na literatura (ver, a titulo de exemplo, D’Agostino e Stephens,
1986, Capitulo 4 ou Shorack e Wellner, 1986, Capitulo 5). Em alternativa, também
é comum o recurso & funcao caracteristica de X, caso que é abordado por diferentes
autores tais como Epps e Pulley (1983), Giirtler e Henze (2000), Matsui e Takemura
(2008) e ainda Jiménez-Gamero et al. (2009). Estes consideram uma estatistica de
teste baseada no desvio quadratico ponderado entre a fun¢ao caracteristica empirica
associada & amostra aleatéria X7, ..., X,, que designemos por ¢,, e a funcao carac-
teristica de X sob a hipo6tese nula, que designemos por ¢g, ou seja, a estatistica de

teste toma a forma

n / |6 (1) — do(t)|Pwp (t)dt, (1.1)



Capitulo 1 Introducido

onde o integral relativamente & medida de Lebesgue é extendido a R e wg representa
uma determinada fungao de peso integravel que depende de um parametro real 5 > 0.

A escolha da fun¢ao wg e principalmente do parametro 3 associado nao é uma
tarefa trivial tal como atestam os trabalhos de Henze e Wagner (1997) e Tenreiro
(2009) no caso do teste duma hipotese de normalidade. Estes trabalhos revelam que
a poténcia empirica do teste baseado em (1.1) depende fortemente da escolha do
parametro 3. Tal facto, motivou Meintanis, Swanepoel e Allison (2014) a introduzir
uma estatistica de teste alternativa a definida em (1.1) no sentido de simplificar essa
tarefa. Para tal, definem versdes ponderadas ¢, e pg de ¢, e ¢ respetivamente e

consideram uma estatistica de teste dada por

T 5=n / lon(t: B) — polt; B[ dt, (12)

a qual estd bem definida pelo facto de ¢, (+;5) e @o(+;8) serem, como veremos,
fungoes de quadrado integravel (relativamente & medida de Lebesgue em R). Assim,
deixa de ser necessario considerar a ponderagao wg que surge em (1.1), cujo papel
principal é garantir a integrabilidade da fun¢ao integranda.

No trabalho que apresentamos nesta dissertacao, no qual consideramos X como
uma varidvel aleatoria real absolutamente continua e Xi,..., X, n copias indepen-
dentes de X, estudamos o teste de ajustamento baseado na estatistica T), g, bem
como a influéncia do pardmetro 8 na sua poténcia empirica.

Sendo esta estatistica de teste baseada em versdes ponderadas da fungao carac-
teristica e da funcgao caracteristica empirica, dedicamos o Capitulo 2 & definicao das
mesmas bem como ao estudo das sua principais propriedades.

Apesar do teste proposto baseado em T, g ter sido introduzido para um problema
de ajustamento a uma familia de distribui¢oes, achamos também oportuno estudar

o caso em que O é singular, isto é, o teste de ajustamento das hipoteses
HoZF:FO vs HliF#Fo, (13)

onde Fj é uma funcao de distribuicao completamente conhecida em R. Este estudo
¢é apresentado no Capitulo 3, no qual, depois de definirmos a estatistica de teste
associada, obtemos a sua distribuicao assintética sob a hipdtese nula e estudamos a

convergéncia do teste.

No Capitulo 4, principal capitulo desta dissertacao, interessema-nos pelo teste de



1.0

ajustamento as familias de distribuicoes da forma

SO:{FO<.;91>:91€R€02€R+}, (1‘4)
2

Fo = {F0<92> L0y € R+}, (1.5)

onde Fjy é uma funcao de distribuicdo em R completamente conhecida. Este capitulo

ou

¢é desenvolvido pela mesma ordem de ideias do capitulo anterior.

O quinto e dltimo capitulo é dedicado a apresentagao dum estudo de simulagao,
desenvolvido no software R, que tem como principal objetivo analisar a poténcia
empirica do teste apresentado no quarto capitulo, comparando-a com a de um teste
de referéncia existente na literatura, mas também estudar a forma como essa potén-
cia depende do pardmetro 5. Para tal, vamos concentrar-nos no caso do teste de
ajustamento a uma familia de distribui¢gdes Logisticas.

No decorrer desta dissertagao, denotaremos por i>,i> e 1% as convergéncias
em distribuicao, em probabilidade e quase certa, respetivamente, quando n — +oc.
Além disso, denotaremos por op(1) uma sucessao de variaveis ou vetores aleatorios
reais que converge para zero em probabilidade e por Op(1) uma sucessao de variaveis
ou vetores aleatorios reais limitada em probabilidade. Sobre as propriedades dos

simbolos estocasticos op(1) e Op(1), seguimos de perto Monfort (1996).
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Capitulo 2

Funcao caracteristica ponderada

Este capitulo é dedicado ao estudo da nova fungao introduzida por Meintanis, Swa-
nepoel e Allison (2014), que designamos por fungao caracteristica ponderada. Natu-

ralmente, também estudamos a sua versao empirica.

2.1. Definigoes

Definigao 2.1 Dado B > 0, chama-se fun¢do caracteristica ponderada de X, ou de

F, a aplicagdo ¢ de R em C definida, para t € R, por
p(t:0) = B(W(X.t9)™) = [ W(a,t9)e™ dF (o),

onde, para todo o x,d € R, W € uma funcao real que satisfaz as sequintes condicoes:
(i) W(z,0) =1;
(ii) & — W (x,0) € continua em R\{0};
(i1i) W(z,d) = W(x,—0);

() |W(z,8)| <71°l, para algum 0 < r < 1.

A aplicagdo ¢ estd bem definida. Com efeito, para todo o t € R e para todo o
B > 0, a parte real e a parte imaginaria de W (X, t3)e®X | isto ¢, W (X, t3) cos(tX) e
W(X,t5)sin(tX), respetivamente, sao variaveis aleatorias reais que admitem espe-

ranga matematica, visto serem limitadas.

Definigcao 2.2 Dado 8 > 0, a func¢do caracteristica ponderada empirica associada a

amostra aleatoria X1, ..., X, de X € definida, para t € R, por
1 « :
on(t; B) = — 2 W(X;,t3)e!Xi.
J:

Notemos que tomar § = 0 em ambas as defini¢bes, conduziria-nos as defini¢oes

de funcao caracteristica e fungao caracteristica empirica, respetivamente.

5



Capitulo 2 Funcio caracteristica ponderada

2.2. Propriedades

As fungoes acabadas de definir gozam de determinadas propriedades enumeradas na

proposicao que se segue.

Proposigao 2.3 Sendo ¢ a fung¢do caracteristica ponderada de X e @, a fungdo
caracteristica ponderada empirica associada a (X1,...,X,), tem-se:

a) V3 >0, ¢(0; 3) = vn(0; 8) = 1.

b) VB >0, t— p(t;5) e t — on(t; B) sao continuas em R\{0}.

¢) VEER, VB >0, ¢(t; B) = p(—t; 8) e wn(t; B) = on(—t; B).
d)Vt e R, VB >0, |p(t; B)] < P e |ou(t; B)] < rPlH, com 0<r<1.
e) VB8 > 0, to(;8) e on(-;8) sao fungoes de quadrado integrdvel e verificam
lim |o(t;8)| = lim |on(t;B)] =0.
[t| =400 [t| =400

f) Se para todo o z,§ € R, W(z,0) = W(—=x,0) e X € simétrica, entio ¢ € real.
9) Vt €R, VB >0, pu(t; B) == p(t; ).

Demonstragao. As condigoes (1), (ii), (iii) e (iv) a que fazemos referéncia a seguir
sao as estabelecidas na Defini¢ao 2.1.

a) Basta ter em conta que para todo o z € R, W(x,0) = 1, pela condicao (7).

b) Fagamos a prova apenas para a fungado ¢ pois para a fungdo ¢, decorre dire-

tamente da condi¢ao (7i). Vejamos entao que para todo o tyg € R\{0},

lim o(t; 3) = ¢(to; B).

t—to

Usando as condigoes (7i) e (iv), pelo teorema do limite sob o sinal de integral, temos
: itx _ : itx
tlg?o W(z,t5)e"™™ dF (z) = /thj% W(z,tp)e"™™ dF(x)
— [ Wintape dF(@) = o(ta: )
c) Parat € Re > 0, atendendo & condi¢ao (7ii), vem

p(t:8) = EW (X, t8)e™") = E(W (X, —tf)e™"¥) = o(~t; )

on(t; B) = %Z W (X, tB)e "X = %Z W (X, —tB)e i = o, (~t; B).
j=1

J=1

d) Para t € R e § > 0 temos, usando a condigdo (iv), que

lp(t; B)| = |[E(W (X, t8)e™™)| < B(]W(X,t8)eX]) < rPHt

6



2.2 Propriedades

‘@ntﬁ

n
|1 Z it
n

e) Atendendo as desigualdades obtidas na alinea anterior e ao facto da fungao

Z\W L 18)e| < o1

t — Pt ser de quadrado integravel, uma vez que 0 < r < 1, podemos inferir que
t— (t; B) e t — p(t; B) sdo fungdes de quadrado integravel. Por outro lado, como

lim r° =0, concluimos que lim |o(t;8)] = Lim |pu(t; 8)| = 0.
+

[t| =400 [t| =40 [t|—
f) Basta provar que a parte imaginaria de ¢ é 0. Dada a simetria de X, pelo

teorema da mudanga de variavel (ver Proposi¢ao 2.6.5 de Cohn, 1980), vem

/ W (x, 16) sin(tz) dF (z) / W (=, 18) sin(—tz) dF (z)
=— / W (z,t5)sin(tx) dF (z),

de onde concluimos que /W(:U, tp)sin(tx) dF(xz) = 0.
g) Decorre da aplicagao da lei forte dos grandes nimeros. |

Apesar das propriedades anteriores terem sido estabelecidas para uma qualquer
funcao de peso satisfazendo as condigoes (i) a (iv) da Defini¢ao 2.1, nos capitulos
seguintes, e no ambito dos testes de ajustamento que vamos estudar, vamos admitir,
com base na sugestao de Meintanis, Swanepoel e Allison (2014), que a funcdo W é
dada, para z, 0 € R, por

[Fo(z)(1 — Fy(2)]1¥l se 6 € R\{0}

W(z,d) = , (2.1)
1 sed=0

onde Fy é a fungao de distribuigdo que surge em (1.3), (1.4) ou (1.5). Esta fungao

(1.
W satisfaz as condigoes estabelecidas na Definigao 2.1, com r = %
Por forma a apresentarmos exemplos de funcoes caracteristicas ponderadas, va-
mos considerar a fun¢do W definida por (2.1), tomando para Fy a funcao de dis-
tribuicdo Normal centrada e reduzida. Na Figura 2.1 representamos as fungoes ca-
racteristicas ponderadas de duas variaveis simétricas, uma com distribuicao Normal
standard e outra Uniforme sobre o intervalo | — 1, 1] (fungdes reais de acordo com
a alinea f) da Proposi¢ao 2.3). Representamos ainda na Figura 2.2 a parte real e
imaginaria da fungao caracteristica ponderada da variavel Exponencial de parametro

1. Para cada caso tomamos diferentes valores do parametro 5, nomeadamente, 0.1,

1eb.
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Figura 2.1. Fungéo caracteristica ponderada das distribuigoes N(0,1) (& esquerda) e

U( —1,1]) (a direita).
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Figura 2.2. Parte real (3 esquerda) e imaginaria (& direita) da fungao caracteristica

ponderada da distribuicao £(1).

Antes de encerrarmos este capitulo, notemos que, contrariamente & fungéo ca-
racteristica, a fungao caracteristica ponderada com a func¢ao de peso (2.1) associada,
regra geral, ndo caracteriza a lei. A titulo de exemplo, se tomarmos Fy como a
fungao de distribuigdo Uniforme sobre o intervalo |0, 1[ e duas variaveis aleatorias
reais de distribuigao também Uniforme mas com diferentes suportes entre si e ambos
disjuntos de ]0, 1], temos que as suas fung¢des caracteristicas ponderadas sdo ambas

iguais a

0 set=#0
1 set=0

o(t; B) =

Ainda assim, Meintanis e Ushakov (2016) mostram que, sob certas condigoes, a
funcao caracteristica ponderada, definida com uma fungao de peso W alternativa a

(2.1), caracteriza a lei.



Capitulo 3

Teste de ajustamento a uma
distribuicao fixa

Como ponto de partida para o trabalho que vamos desenvolver no préximo capitulo,
estudamos agora o teste de ajustamento a uma distribuigdo fixa baseado no desvio
quadratico entre a fungao caracteristica ponderada empirica e a funcao caracteris-
tica ponderada sob a hipétese nula. Depois de apresentarmos a estatistica de teste
a ser utilizada, estabelecemos a sua distribuicao assintética sob a hipotese nula e

analisamos a convergéncia do teste.

3.1. Estatistica de teste T}, 3

Sendo Fp uma fungao de distribuigdo em R fixa & partida, para testar as hipdteses
H():F:FO vs HliF%F(), (31)

vamos considerar a estatistica de teste definida em (1.2), ou seja,

Tos=n [ ot )~ wolts D) (3.2
com
pults0) = S WX 18)e™
j=1
e

aolti) = [ Wizt9)e™ dFy(o),
onde W ¢é a funcao definida em (2.1) com Fp a func¢ao de distribuigao presente em
(3.1).

A estatistica T, g assim definida ¢ finita uma vez que, para 5 > 0, ¢,(-;0) e
©o(+; B) sao fungoes de quadrado integravel, tal como foi estabelecido na alinea e) da
Proposigao 2.3.

Antes de mais, apresentamos uma expressao alternativa de T;, g que sera 1til para
o seu calculo numérico, bem como para obter uma outra representacao alternativa

de T}, g que apresentaremos no inicio da proxima secgao.

9



Capitulo 3 Teste de ajustamento a uma distribuicdo fixa

Partindo de (3.2), temos

Ts=n [ (o0(t:) = o0t ) (a8 — o(t:))
=1 [ onlt: 97puls ) dt — 1 [ (10t 82085 + 0t 5o B))
+n [ ot B)pults )
=1 [ lealti ) dt =n [ (oults 9ealE5) + 0l 9)ult: )

+7”L/‘QD(); {dt

=: A, + B, +Cy, (3.3)

onde, recorrendo & férmula

+oo —B1
/ uPlcos(tv) dt:Lg(uQ), parad<u<1l,veRefs >0,
0 2+ p2log*(u)

An:n/K;iW( tﬁ)costX> <ZW tﬁsmtX))Tdt

j=1

W (X, tB)W (X, t8) (cos(tX;) cos(tXy) + sin(tX;) sin(tXy)) dt

[Fo(X;)(1 — Fo(X;))Fo(Xp) (1 — Fo(Xk)))M cos(t(X; — Xy)) dt

_ 2 zn: —Blog(Fo(X;)(1 — Fo(X;))Fo(Xk)(1 — Fo(Xk)))
n (X — Xp)? + B2log?(Fo(X;) (1 — Fo(X;)) Fo(Xx)(1 — Fo(X)))

[ oW 8) cos(t,) ([ W, t9) cos(eo) dF(a)) de
o f 3 W 69)sine ) [ w18 sinta) dFo(o)) de
— 2 i / [ W40 (0.£8) cos(tX;) cos(ta) it dF(a)

—2 Z / / W (X;,tB)W (z,tB) sin(tX;) sin(tx) dt dFy(z)

:_22// Fo(X)(1 — Fo(X;)) Fola)(1 — Fo(@)])? cos(t(X; — @) dt dFy()

_ Blog(Fo(X;)(1 — Fo(X;))Fo(z)(1 — Fo(z))) )
= 4/; (Xj —x)* + p? log? (Fo(X;)(1 — Fo(X;) Fo(z)(1 — Fo(z))) dFy(z).

Quanto a parcela C,, ela é dada por
Chn —n/ (/W(x,tﬁ) cos(tx) ng(x)>2dt+n/ (/W(m,tﬁ) sin(tzx) ng(x)>2dt.

10



3.2 Distribuicdo assintética de T, 3 sob Hy

3.2. Distribuicao assintética de 7, 3 sob H

No sentido de facilitar a determinacao da distribuicao assintética de 1), 3 vamos

comegar por deduzir uma sua representacao alternativa. Para o efeito, para x,y € R,

defina-se
9) = [ (el e uet) + g2 . (0.) (3.4
onde
9e(y,t) = W(y,tB) cos(ty) — /W(:z:,t,@’) cos(tz)dFy(z) (3.5)
9:(0:1) = W (3. t9)sinlty) ~ [ W(a,46)sin(te)dFu(o) (3.6)

Para ¢ = ¢, s, temos que
1\ 261t
/g,?(y,t) dt < 4/ (4) dt < +oo, (3.7)
0 que permite garantir que a fungéo h estd bem definida, e ainda que, sob Hy,
E(gg(X, t)) =0. (3.8)
Lema 3.1 A estatistica de teste T, g € dada por
Thp=n—1)Unpg+ Vg,

onde
2
Unp = ) Z h(X;, Xg)
1<j<k<n
1 n
Vg = - Z h(X;, X;),

j=1

sendo h a fungao definida em (3.4).

Demonstra¢ao. Comecemos por desenvolver a expressao (n — 1)U, g + V;, 5
(n — 1)Un7g + Vn,,B
2

=2 Y [ (000Xt + 0119, 60,1
1<j<k<n

#2300+ 0 0) di
j=1

1 — 9
j=1

1<j<k<n
1 < 9
+n2/g§(Xﬂ"t) di+ o > /gs(vat)gs(ijt) dt
j=1 1<j<k<n

11



Capitulo 3 Teste de ajustamento a uma distribuicdo fixa

% Z /gc X])t gC(Xk) )dt—i_ Z /95 Xj’t)gs(Xka )d~ (3.9)
7,k=

Agora desenvolvemos apenas a primeira parcela uma vez que para a segunda o

desenvolvimento é andlogo. Vem entao

Z/chjatchka)d
]k 1
n

/ (X, t8)W (X, £8) cos(tX;) cos(EX) dt

S

ik

Il
—

3\»—‘ =

/ Xj,tp) cos(tX;) /W x,t0) cos(tx) dFy(x ))d

/ (Xk, t5) cos(tXy) /W z,tf3) cos(tx) dFy(x ))d

+ﬁ Z / ( / W (z,£6) cos(t)dFo () ) di

= Z /W X, tB)W (X, tB) cos(tX;) cos(tXy,) di

]k’l

S\H

- 2; / W(X;,t5) cos(th)( / W (z, t8) cos(tz) dFo(x)>dt

2
+n / ( / W (z, t8) cos(tm)dFo(x)> dt.
Para concluir a demonstra¢ao basta agora notar que a soma (3.9) é exatamente

igual a (3.3). [

Teorema 3.2 Sob Hy, tem-se
d
Tn,ﬁ — Tg = Ulg + E(h(Xl,Xl)),

com
“+oo
Us =) N(Z} - 1),
7j=1

onde Z;, j > 1, sao varidveis aleatorias reais i.i.d. com a lei Normal standard
e Nj, j > 1, sao os valores proprios associados ao operador Ay de L3R, Fp) em

L?*(R, Fy) definido, para g € L*(R, Fy), por

Augl@) = [ e gw)dFy), com o € R

onde h € a fungdo definida em (3.4) e L*(R, Fy) € o espaco das fungdes g, reais de
varidvel real, tais que [ g*(y) dFy(y) < +oo.

12



3.3 Convergéncia do teste

Demonstragao. Primeiramente, observemos que a func¢ao h definida em (3.4) satisfaz
as propriedades seguintes:

(i) h é simétrica, isto é, h(x,y) = h(y, z);

(it) E(h*(X1,X3)) < +o0;

(iii) Para qualquer € R, E(h(z,X3)) = 0.

De facto:

(i) Decorre diretamente da expressao (3.4);

(i1) Atendendo a (3.7), decorre que, para ¢ = ¢, s,

E(/g%(Xl,t) dt) < +o0

e, consequentemente, E(hz(Xl,Xg)) < +o0;

(iii) Uma vez que, por (3.8),
E(g.(X2,t)) = E(gs(Xa,t)) =0,
temos, pelo teorema de Fubini, que
E(h(z, X)) = / (9e(z, ) E(9e(X2,1)) + gs(z, t)E(g5(X2,t)) dt = 0.

O facto de h satisfazer estas propriedades permite concluir que

Un,ﬁzn(nQ_D > h(X5, X)

1<j<k<n
¢ uma U-estatistica degenerada e a sua distribuigao assintotica pode ser obtida por

aplicagao do Teorema 5.5.2 de Serfling (1980). Assim,
nUp g N Us, (3.10)

com n
Us = ZAJ(Zf —-1).
j=1

Para concluir a demonstragao, e atendendo ao Lema 3.1, basta agora mostrar

que

Vig = E(h(X1, X1)). (3.11)

Usando novamente o facto de, por (3.7), E(/gl?(Xl, t) dt) < 400, decorre que
E(|h(X1, X1)]) < +o0,

o que permite concluir (3.11) por aplicagao da lei forte dos grandes nameros.

O resultado enunciado é agora consequéncia de (3.10) e (3.11). [
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Capitulo 3 Teste de ajustamento a uma distribuicdo fixa

3.3. Convergéncia do teste

Atendendo & expressao (3.2) de T}, 3 é natural esperar que, no caso da veracidade
da hipotese nula, o seu valor seja proximo de zero, tendo em conta a alinea g) da
Proposigao 2.3. Assim, para valores pequenos de T), g teremos tendéncia a aceitar
a hipdtese nula enquanto para valores elevados seremos conduzidos a rejeicao desta
hipétese. Esta observacao é tida em conta na definicao da regiao critica do teste

como o conjunto

{T)p > cnpla)}, (3.12)

onde, para o € |0, 1], ¢, () representa o quantil de ordem 1 — o da estatistica de
e -1
teste T}, g sob Hy, isto &, ¢, g(ar) = FTnﬁ(l — «a), onde

FT*:’B(t) =inf{z € R: Fp, g(x) > t}, para0 <t < 1,

e Fr, , ¢ a fungao de distribuicao de 7}, 3 sob Hy.

Proposicao 3.3 O teste de regiao critica (3.12) é um teste com nivel de significancia

inferior ou igual o, isto €,
Py (Tnp > enp(@)) < o
Além disso, o teste € de nivel assintdtico o, ou seja,

lim Ppg, (Tnﬂ > cmﬂ(a)) = q,

n——+o0o

onde Pr, denota a probabilidade calculada sob Hy.

Demonstracao. Atendendo a que

Pry(Thp > cnp(@)) =1 — Pry(Top < copla))
=1-"Fr,, (cnp(a))

=1- FTn’B(FT’nlﬂ(l —a)), (3.13)

das propriedades da fungao quantil (ver Lema 21.1 de van der Vaart, 2000), decorre

que
Pry(Thp > cnp(e)) <1—(1-a)=a.

14



3.3 Convergéncia do teste

Por outro lado, tendo-se que T, g LN Tg sob Hy (ver Teorema 3.2) e que a
fungao de distribuigao Fr, é continua e estritamente crescente, decorre que FT_B Le

uma fun¢ao continua em |0, 1], verificando-se

cngla) = anlﬁ(l —a) — FT;1(1 —a), n— +0o0o

sup |Fr, ,() — Fry(z)| — 0, n — 400
zeR

(ver Lemas 21.2 e 2.11 de van der Vaart, 2000).

Assim, da igualdade (3.13) deduzimos que

lim Pg,(Thps > copla)) =1— FTB(FT’Bl(l —a)=1-(1—-a)=a. [ |

n——+o00

Teorema 3.4 O teste de regiao critica (3.12) € convergente, isto €,

Pr (Tnﬁ > cnﬁ(a)) — 1, quando n — +o0,
para qualquer distribuicdo F # Fy com funcdo caracteristica ponderada ¢ tal que
o(+;8) # ol ).

Demonstracao. Consideremos uma amostra aleatoria Xy, ..., X, proveniente de uma
v.a.r. com distribui¢ao F' # Fj e fungao caracteristica ponderada ¢(-; 5) # wo(+; 5).

Pela alinea ¢g) da Proposigao 2.3, sabemos que

on(t; B) 5 o(t; B).

Além disso, sendo

|on(t: ) — olt; B)|° < 4(%)25‘“,

pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, decorre que

fns /!sontﬁ eolt, B)[ dt 2% /Icptﬁ ot B)) dt.

Ora, uma vez que ¢(+; 3) # @o(-; ) e, além disso, pela alinea b) da Proposicao
2.3, ©(+; 8) — wo(+; B) € uma fungao continua em R\{0}, temos que

/ |o(t; B) — olt; B)]* dt > 0.
Logo,
Tn,ﬁ ﬂ) +00,

de onde deduzimos a convergéncia enunciada, uma vez que, como vimos na demons-

tracao da Proposicao 3.3, ¢, g(a) — Ffﬁl(l — a), quando n — 4o00. [ |
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Capitulo 4

Teste de ajustamento a uma
familia de distribuicoes

No ambito do teste de ajustamento a uma familia de distribuices, pretende-se,
em analogia ao capitulo anterior, definir a estatistica de teste, estabelecer a sua
distribuicao assintética sob a hipdtese nula e analisar a convergéncia do teste. No
entanto, como veremos, sao agora necessarias algumas condigoes e varios resultados

auxiliares.

4.1. Nova estatistica de teste T}, 3

Nesta seccao apresentamos a estatistica de teste associada ao teste das hipoteses
Hy:Fegyg vs Hy: F€gy,

onde

%:{Fo(xgel) :91€R6926R+} (4.1)

2

Fo = {F()(;;) L0y € R+}, (4.2)

sendo 0 = (61,02) € © o vetor dos parametros de localizacao e escala da familia (4.1),

ou

6 = 0 € © o parametro de escala da familia (4.2) e Fy uma fungdo de distribuicao
em R completamente conhecida.

Deste modo, se F' € §( entao tem-se que F(x) = Fy(x) = Fo(7(z,0)), para todo
oz € R e para algum 0 € O, onde 7(z,0) é uma transformagao afim em R da forma

7(z,0) = ngl no caso (4.1) ou da forma 7(z,0) = 5 no caso (4.2).

Em qualquer um dos casos tem-se que
F € o seesése Frxg) = Fo, (4.3)

para algum ¢ € ©, sendo Fy(x ) a fungao de distribuigao da variével aleatoria real

7(X,0).

17



Capitulo 4 Teste de ajustamento a uma familia de distribuictes

Assim, atendendo a (4.3), e relembrando a estatistica de teste considerada aquando
do estudo do teste de ajustamento a uma distribuicao fixa, é natural agora definirmos
uma estatistica de teste analoga & definida em (3.2) mas com Y; = 7(X}, #) no lugar
de Xj, para j = 1,...,n. No entanto, sendo o parametro ¢ desconhecido, em vez de

Y;, tomamos

~

Y = 7(X;,0),
sendo § um estimador de 6. Por outro lado, definindo a estatistica de teste desta
forma é garantida, sob certas condigoes relativamente a é, a sua invariancia, como
veremos de seguida.

Por outras palavras, vamos considerar neste capitulo a estatistica de teste T}, g

(com a mesma notagao do capitulo anterior) dada por

ﬂﬁzn/WAm%—%@ﬁWdt (4.4)
com
on(t:8) = = S W(F;,18)™
j=1
e

polts5) = [ W(a.t9)e™ dFi(o),
onde W é a fungao definida em (2.1) com Fj a fungao de distribuigao em (4.1) ou
(4.2).
Tal como para T;, g, usamos ao longo deste capitulo uma notagao semelhante a

do capitulo anterior sempre que tal faca sentido.

4.1.1. Invariancia de 7}, 3

Nas proposigoes que se seguem estabelecemos a invariancia de 7T}, g sob determinadas

condigoOes sobre 6.

Proposigao 4.1 Seja Fo a familia definida em (4.1) ¢ 6 = (81, 602) um estimador de
0 = (01,02) tal que, para todo 0o a € RT e b € R,

01(aX1+0,...,aX, +b) = aby(X1,...,X,) +b

02(aX1 +0,...,aX, +b) = aba(X1,..., X))

Nestas condigoes, T), g € invariante para transformagoes de localizagao e escala dos

dados, isto €, para todo o a € RT e b € R,

Top(aX140b,...,aX, +b) =Ths(X1,..., X).

18



4.1 Nova estatistica de teste T, 3

Demonstragao. Uma vez que T, g depende da amostra através de YJ = 7(X;,0),

para j = 1,...,n, por forma a estabelecer a invariancia de 7T}, g basta mostrar que
7(aX;+b,0(aX1 +b,...,aX, +b) = 7(X;,0(X1,...,Xp)).
De facto, atendendo a que
0(aX1+0b,...,aX, +b) = (ab1(X1,...,X,) +baba(X1,..., Xn)),
temos

T(an + b,é(aXl +b,...,aX, + b))

= 7(aX; +b, (a1 (X1,. .., Xn) +b,aba(X1, ..., X,)))
aX;+b—ab(X1,...,X,)—b

aéQ(Xb cee 7Xn)
_ X 01X, Xn)
05(X1,...,X,)
=7(X;,0(X1,...,X,)). [

De forma analoga, obtemos a invariancia de 7T), g para transformacoes de escala

dos dados no caso da familia §p definida por (4.2).

Proposicao 4.2 Seja §o a familia definida em (4.2) e 9 um estimador de 0 que

verifica, para todo o a € RT,

~ A~

0(aX1,...,aX,) =ab(X1,...,Xn).
Entao, T, g € invariante para transformacoes de escala dos dados, isto €,
Thp(aXy,...,aXy,) =T, 5(X1,...,Xn),
para todo o a € RT.

4.1.2. Expressoes alternativas para 7, 3

A expressao obtida em (3.3) no caso de hipdtese nula simples para a estatistica (3.2)
mantém-se valida neste capitulo para a estatistica (4.4), tomando 7(Xj, 0) no lugar de
Xj, para j =1,...,n, a qual é importante para o seu calculo numérico no estudo de
simulagao que apresentamos no capitulo final, bem como na proposicao que se segue.

Esta estabelece uma outra representacao para a estatistica de teste T}, g em (4.4),
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Capitulo 4 Teste de ajustamento a uma familia de distribuictes

que nos vai ser util na proxima seccao. Para o efeito, vamos considerar novamente

as fungoes g. e gs definidas em (3.5) e (3.6), as quais verificam para { =¢,s e z € R
/gg (T(ﬂ:, 90),t) dt < +00 (4.5)

e, para Yjo = 7(Xj,6p), com j =1,...,n,
Egy (9¢(Yjo, 1)) =0, (4.6)

onde denotamos por 6y o verdadeiro valor de 6 sob Hy e Ej, a esperanca matematica

calculada sob Hj.

Proposicao 4.3 A estatistica de teste T;, g pode ser escrita na forma
Tnp = HZn,C||2 + ||Zn78||2v

onde, parat € R,

Zn’c(t) = \}ﬁ Z gc()}ﬁ t)
=1

1 & o
0t = 7 2 an(5 1)

Demonstracao. Para £ = ¢, s temos

1 n

2 2 5 5
1Z0el = [ 22,0 0= [ 57 0¥y, )90(Fect)
Jk=1
Assim, reparemos que || Z,.c||? + || Zn.s||? ¢ precisamente a soma (3.9) que surge

na demonstragdo do Lema 3.1 com T(Xj,é) no lugar de Xj, para j = 1,...,n,
pelo que, em analogia ao que concluimos nessa demonstracao, basta agora notar que

| Zn.el|? + || Zn.s||? € exatamente igual a (3.3), tomando 7(Xj, ) no lugar de X;. W

4.2. Comportamento assintético de 7T;, 3 sob H

Para obtermos o comportamento assintético da estatistica de teste T}, g sob a hip6tese
nula é necesséario supor as condigoes seguintes sobre 6 e sobre as fungées g. e gs
definidas em (3.5) e (3.6). De relembrar que denotamos por 6y o verdadeiro valor de
0 sob Hy e por k a sua dimensao.

(C1) Sob Hy, tem-se



4.2 Comportamento assintético de T, 3 sob Hy

onde, para i =1,...,k, (é — 6p); representa a i-ésima coordenada do vetor 6— 0 e

W, a i-ésima coordenada de uma funcao vetorial mensuravel ¥, tal que
Epy (¥;(X1,00)) = 0 e Ey, (V7(X1,6p)) < +oc.

Esta condigao estabelece que sendo 6 o verdadeiro valor de 8 sob Hy, o estimador

f é um estimador convergente em probabilidade de 6y e, além disso, \/ﬁ(é — bp)
¢é assintoticamente normal. Sob certas condigoes de regularidade, esta hipdtese é
satisfeita pelo estimador dos momentos e pelo estimador da maxima verosimilhanca
(ver a este proposito van der Vaart, 2000, Teorema 5.41).

(C2) Paral=c,sei=1,...,k as derivadas parciais

0
Qei(SC, 07 t) = %95(7—(1"’ 0)7 t)

existem para todo o x, t € R e sdo continuas uniformemente relativamente a x, isto

€,
Ve > 0,36 > 0,Va € R, |0 — o]l < & = ||qui (@, 0,-) — qei(z, 00,-)|| < e.

Denotaremos o vetor destas derivadas por g.

(C3) Paral=c,sei=1,...,k,
lgei(, 0o, )| < +oc,
para todo o z € R e, além disso,
Egy ([lges(X1, 00, )[|*) < +o0.

Estamos agora em condicoes de estabelecer os resultados que se seguem nesta

seccao, para os quais admitimos estar sob a hipotese nula.
Lema 4.4 Nas condigoes (C1) e (C2), parat € R e { = ¢, s, € vdlida a igualdade
Zno(t) = Zp, 4(t) + 1 (1),

onde Zyp € definida na Proposi¢ao 4.3,

n

ne(t) = ;ﬁ > 9e(Yio,t) + (% > (X, 6o, t))T\/ﬁ(é — 6y),
j=1

Jj=1

1]l = op(1).
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Demonstracao. Usando o teorema do valor médio para fungoes reais de variavel

vetorial sabemos que existe 6 € |6, 0] tal que

~ ~ ~ ~

9e(Yj,t) = go(7(X,0),8) = g0(7(X;, 00), 1) + qe(X;,0,)T (0 — o),

de onde concluimos que

Zp(t) = ;ﬁzgz(yj?t)
j=1
= \/17; ;ge(Ym, t) + (% ; w(X;,0, t))T\/ﬁ(e ~ )

= \}ﬁ Zgz(on, t) + (% Z qe(Xj, 6o, t)>T\/ﬁ(é —th)
= =1

+ (% Zl(QE(Xj,HN,t) — Qg(Xj,HO,t)))T\/ﬁ(é _ 00)
j=

= Zp(t) + €1n(t),

sendo
1« . T
einlt) = (- D2 (ae(X;5,0,0) = qe(X;,00,)) ) /(0 — o).
j=1
Resta assim provar que, de facto, ||e1,|| = op(1). Para tal, comecemos por

mostrar que
V(6 —6p) = Op(1). (4.7)

Pela hipotese (C1) sabemos que Eg, (V;(X1,60)) = 0 e Eg, (¥?(X1,60)) < +o0,

parai=1,..., k. Além disso, sendo X1, ..., X, varidveis aleatérias reais i.i.d, temos
1 ¢ 2 1 ¢ 2 2
Ly, [(ﬁ > ‘I’i(Xja90)> } = > By (U7 (X5, 60)) = Eg, (¥7(X1,60)) < +o00,
j=1 j=1
o que permite concluir que
1 n
— Y Wi(X;,00) = Op(1).
Vi &

Atendendo & hipotese (C1), fica assim provado (4.7).

Por forma a concluir que |[e1,|| = op(1), basta agora mostrar que para qualquer

€ > 0, se tem

P(H% i (qui(X;,0, ) — qui(X;, 60, -))H > 5) 40, 1 — +o0. (4.8)
j=1
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4.2 Comportamento assintético de T, 3 sob Hy

Pela hipotese (C2) sabemos que, para qualquer € > 0, existe § > 0 tal que para

|6 — 6ol < 0, se tem

l|qei(x, 0, ) — qui(z, b0, )| <e, (4.9)

para todo o x € R.
Mais, como 6 500 e 16 — 60| < 1|6 — ||, sabemos que para qualquer &y > 0,
existe ng € IN tal que para n > ng se tem P(]|0 — g > 8) < do.

Assim,
(H* QZz X]>‘9 ) — qzi(Xj,QQ, ))H > 5)
> P(E Z qui(Xj,é, ) — QZ'L'(X]‘,QO, )H > 8)
=1
1< . 3
= P(= 3" [l4a(X,0.) = qus(X;, 60, )| = &,110 = 6o < 6)
=1
1 & - 3
P(ﬁ > Maei(X5,6,) = qi (X5, 60,-)|| > &, 116 — bol| > 5)
j=1
< P(||6 — 6o > 6) < d,
uma vez que, de acordo com (4.9),
1 < . 3
P(ﬁ Z i (X5, 0, ) — qui(X;,00,-)|| =€, 10 — 6ol < 5) =0,
j=1
ficando assim provado (4.8). -
Lema 4.5 Nas condigoes (C1) e (C3), parat € R e l = ¢, s, € vdlida a igualdade
() = 2y, o(t) + ean(t),

com Z!, , definida no Lema 4.4,

me(t) = ;5 S 9e(Yjo,t) + Egy(ae(X1,60,1))"v/n(6 — 6o)

j=1

le2nll = op(1).
Demonstragao. Partindo da expressao de Z/ ,(t), temos

!

ne(t) = \/lﬁ > (Yo, 1) ( Z(M i 00,1) )T\/ﬁ(é — o)
=1
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fzgg j0:t) + (Eay (ae(X1,00,1))) v/ (0 — 0o)

(qu 60.1) — By (ae(X0.00.0)) Vi@ — o)

= Zp o(t) + e20(2),

sendo

eonlt) = (- qu 2 00.) — Epy (ae(X1,00.1))) /(0 — ).

Seguindo o mesmo raciocinio da demonstragao do Lema 4.4 e atendendo a que
V(6 — 0y) = Op(1), para mostrar que ||ea,|| = op(1) basta provar que, para i =
1,...,k,

[ Dinll = op(1), (4.10)

onde

1 n
Din(t) = > (6i(X;,600,t) — Egy(gei(X1,60,1)))-
j=1
Usando o teorema de Fubini e atendendo a que as varidveis aleatérias reais

X1,...,X, sdoiid., temos
En(1Dial®) = . [ Eoy((aX1,00.0) = Euy0(X1.60,0)°) .
Atendendo ainda a hipotese (C3), vem
B (1Dil) < 5 [ Bl (X, 60,1) de
1 2

= £E9o /q&-(Xl,Qo,t) dt

= By, (Jlau(X1, 60, )IP) = op(1),
o que permite concluir (4.10). [
Lema 4.6 Nas condigoes (C1) e (C3), parat € R el = ¢, s, € vdlida a igualdade

Z o(t) = Wi e(t) + 30(t),

com

W,e(t) = \/15 > WX, 1),
j=1

leanll = op(1),

onde, para x, t € R,

Wg(w, t) = gg(T(.CC, 90), t) + (Ego (qg(Xl, o, t)))T\I/(JL‘, 90). (4.11)
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4.2 Comportamento assintético de T, 3 sob Hy

Demonstragao. Da hipotese (C1) temos que
V(b — 0p) = \fij i,00) + en,

onde

en = op(1).

:‘H
\E
s
2
=
_l’_
o

N—

0| fzgz G0, t) + (Eoy (qe(X1, bo, )))T(

fZ (9e¥i0,1) + (g ae(X1, 00, 0) " (5, 00))

+ (Egy(qe(X1, 0o, t)))Tsn

= n,f(t) + ESn(t)a

com
k

en(t) = Z By (qei(X1,00,1))eni,
i=1

onde €,; é a i-ésima componente de &,,.

Atendendo & hipotese (C3)

k

leanll <D lenil | Eoy (a2 (X1, 60, )|
i=1
k

<3 Jewal (Bay (lges(X1, 0, )[2))* = 0p (1),
=1

o que conclui a demonstragao. |
Antes de enunciarmos o principal resultado desta secgao verifiquemos que a fun-

gao Wy definida em (4.11) satisfaz as propriedades seguintes:

[We(z, )] < 4o, (4.12)
para todo o x € R,
Epy ([We(X1,)[?) < 400 (4.13)
e ainda
Eg,(We(X1,t)) =0. (4.14)

Para verificar (4.12) basta atender a (4.5) e ainda a que

/Ego (QE@'<X1,007t>) dt < +o00,
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o que ¢é verdade, uma vez que, pelo teorema de Fubini e pela condi¢ao (C3),

/ B2 (qus(X1,00,1)) dt < / oo (02(X1, 60,1)) dt
= EGg(/qa‘(Xl’QO:t) dt)
= Ep, (|lgei (X1, 6o, ')”2) < +-00.

A propriedade (4.13) decorre das condigoes (C1) e (C3), em particular, do facto
de Eg, (V7 (X;,00)) < +00 e Eg,([|qei(X1, 00, -)||?) < +oo.

Por ultimo, por (4.6) e atendendo ainda a (C1) e (C3), temos

E90 (Wg(Xj,t)) = E90 (gg(on,t)) + E90 (E90 (QZ(XI; Ho,t))T\I/(Xj, 9))
= Eg, (9e(Yjo, 1)) + (Eoy(4e(X1,00.1))) " Eg, (¥(X;,60))

=0,
verificando-se assim (4.14).

Teorema 4.7 Nas condigcoes (C1), (C2) e (C3), a estatistica de teste T,, 3 pode

ser representada na forma

>+ op(1),

Tog = [Waell® + W]
onde Wy ¢ € a funcgao definida no Lema 4.6.
Demonstracao. Pelos lemas anteriores, temos que, para £ = ¢, s,

Zn,ﬂ(t) = Wn7€(t) + 54n(t)7

onde
ean(t) = ein(t) + c2n(t) + 30 (t)
é tal que
lanll = 0p(1). (4.15)
Ora,

||Zn,f”2 = ”Wn,é + 54n||2
— Wi el + lean]® +2 / Wi o(B)ean(t) dt

Wil +2 / W o()ean(t) di +op(1), (4.16)
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4.3 Distribuicao assintética de 7}, 3 sob Hj

tendo-se, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(4.17)

| / W o(®)eam(t) dt] < [ W,

Atendendo a (4.13), usando o teorema de Fubini, e uma vez que, para j =
1,...,n, as variaveis aleatorias reais Wy (X}, t) sdo independentes e, por (4.14), pos-

suem média zero, temos

Egy (IWa.el*) /an ZWZ X,,t) ) at

— [ Ba (W21, 0) dt

= E90(||W5(X1, )HQ) < +o00,

e, portanto,

[Wh.ell = Op(1).
Aplicando agora (4.15), (4.16) e (4.17), decorre imediatamente que

1Zn,ell* = [Wi.el® + op(1).

Assim, relembrando a expressao para T), g obtida na Proposicao 4.3, tem-se
Top = Wael® + [Wasl* +op(1). u
4.3. Distribuigao assintética de T), 3 sob Hj

No sentido de simplificar a determinagao da distribuicao assintotica de T}, g vamos
reescrevé-la na forma como é apresentada no proximo lema. Para o efeito, defina-se

agora a fungdo h, para x,y € R, como sendo

eg) = [ (Wela )Wyt + Wela, 0 Wi0,)) (4.18)

com W, definida em (4.11), para ¢ = ¢, s. Esta fungao estd bem definida atendendo
a (4.12).

Lema 4.8 Nas condigoes do Teorema 4.7, a estatistica de teste T, g pode ser escrita

na forma
Thp = (n=1Unpg+ Vap+op(l),
onde
Unp=-—F—- Y h(X;,Xp)
1<j<k<n
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e L
Vnp = > h(Xj, X;).
j=1
Demonstragdo. Ja vimos no Teorema 4.7 que T, 5 = |[Whc||? + [|[Whs|> + op(1).

Assim, provando que [|W,, c||*> + || Wi s||? = (n — 1)Uy 5 + Vi g, obtemos o pretendido.

Ora, para £ = ¢, s temos

Waell* = /Wﬁe ) dt = /(ZWKXM) dt
Z/Wz dt+* > /We HYWo (X, t) dt.

1<]<k<n
Logo,

HWnc!!2+ [WsI?

2Y [ (WX WX )+ WX W (X))

1<j<k<n

o ;/ (WCQ(X]-,t) +WAX;1)) dt

1
=17 > (X, Xy) +nZh(Xj,Xj)

1<]<k,’<n j=1

= (n = DUnp + Vap. u
Teorema 4.9 Sob Hy, tem-se
d
Tnp — T :=Ug + Ep, (h(X1,X1))
com
—+o00o
Us = N(Z -
7=1
onde Zj, j > 1, sao varidveis aleatorias reais i.i.d. com a lei Normal standard

e Aj, j > 1, sao os valores proprios associados ao operador Ay, de L*(R, Fy) em

L?(R, Fy) definido, para g € L*(R, Fy), por

Aigl@) = [ e g(w)dFy), com s € R
onde h € a fun¢ao definida em (4.18).
Demonstracao. De forma analoga ao que fizemos na demonstracao do Teorema 3.2,
verifica-se que a funcao h definida em (4.18) satisfaz as condigbes seguintes:

(i) h é simétrica, isto é, h(x,y) = h(y,z) (decorre da defini¢ao de h);
(it) Eg,(h*(X1,X2)) < 400 (decorre de (C1), (C3) e ainda de (4.5));
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(i11) Para qualquer z € R, Ejy, (h(x,Xg)) =0.
Para verificar (i), notemos que, por (C1),
By, (9c(Yao,t)) = Ep,(gs(Ya0,t)) =0 e Ep,(¥(X2,6)) =0,
pelo que, usando o teorema de Fubini, temos, para todo o z € R,
Eg,(h(z, X2))
= /h(x,Xg) dFp,(z2)
_ / W (s ) Wo(wa, ) dt dFp, (22) + / W (s W2, ) dt dFp, (w2)
/Ego o(x, t)W.(Xo,t) dt—l— /E90 s(x, )WS(XQ,t)) dt
/W z,t) Ego Wo(Xa, 1) dt+/W z,t)Ep, (WS(Xg,t)> dt
= /Wc(ﬁc,t)Eeo <gc(Y20,t) + (Eoy (9e(X1, 00, 1))) ‘I’(Xz,Ho)) dt
+ /WS(JI,IJ;)EQO <93(Y20,t) + (Eeo(qs(leQOat)))T\II(X2790)) dt
=0.

Assim,

Unp=———— > "X

1<j<k<n

é uma U-estatistica degenerada e podemos inferir pelo Teorema 5.5.2 de Serfling
(1980) que
nUy 3 4, Ug,

com .
Us=>_ XN(Z; 1)
j=1
Além disso, por (4.13),

Ego (|h(X1, X1)]) < +o0,

pelo que
R d
Vn,ﬁ = E z; h(Xj, Xj) — E90 (h(Xl, X1)>
]:
Portanto, pelo lema anterior, conclui-se o pretendido. |

4.4. Convergéncia do teste

Analogamente ao que foi feito no caso do teste de ajustamento a uma distribuigao

fixa, vamos considerar o teste de regiao critica

{Thp > cnpla)},
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Capitulo 4 Teste de ajustamento a uma familia de distribuictes

onde ¢, g(a) é o quantil de ordem 1 — a da distribuigao de T}, g sob a hipotese nula.
Tal como provamos na Subseccao 4.1.1, a estatistica T}, 5 ¢ invariante sob certas
condigbes relativamente a é, as quais supomos agora verdadeiras, pelo que ¢, g(o)
nao depende da distribuicao considerada sob Hy.

Supomos ainda que, sob Hjp, para algum #; € ©, as condigoes (C2) e (C3)

. o - . . 5 P
descritas no inicio da Secgao 4.2 permanecem véalidas e ainda que § — 6.

Proposicao 4.10 O teste de regiao critica (3.12) é um teste com nivel de signifi-

cdncia inferior ou iqual o, isto €, para todo o F € §y
Pp(T, 5 > cnpla)) < o
Além disso, o teste € de nivel assintdtico o, ou seja,

lim PF( n,B > Cng( )) «,

n—-+00
para todo o F' € §g.
Demonstragcao. Atendendo a invariancia de T, g, para F' € §p, temos
Pp(Ty3 > cnp(a)) = Pry(Tnp > enp(@)),

pelo que a demonstracao segue os mesmos passos do caso de hipétese nula simples

(ver Proposigao 3.3). |

Lema 4.11 Sendo F € §1 e ¢(+;8) a sua fungao caracteristica ponderada, tem-se

que

—/\«pn(t;ﬁ)—wo(t;ﬂ)fdti/\¢(t;ﬂ)—¢o(t;ﬁ)\2dt

Demonstra¢do. Sob Hi, aplicando a lei forte dos grandes ntimeros, temos

en1(t; B) =5 p1(t; B),

com

n

Pt 6) = 3 W (¥, 18)e™™,

j=1
onde Yj1 = 7(Xj, 61).
Assim, como }(pnl (t; B) —polt; ﬁ)}Q < 4(%)%”', decorre, por aplicagdo do teorema

da convergéncia dominada de Lebesgue, que

/}ﬁpnl (t; B) — po(t; B) > dt L5 /I(p (t;8) — wol(t; 6)\ dt.
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4.4 Convergéncia do teste

Basta agora mostrar que

"ﬁ /\son (t; 8) — po(t; B)|* dt = /\cpnl olt; )7 dt + op(1).

Pela Proposicao 4.3, temos que

Thp B HZ

2 Zns 2
+H\/a

onde Z,, ¢ ¢ a fungao definida nessa mesma proposicao, para £ = c, s.

Usando o mesmo raciocinio da respetiva demonstragao, também se prova que

|7l

9

n,s

NG

/\¢n1(t;ﬁ) —golt; B)|* dt =

onde, para £ = ¢, s,

*

* (1) = ;ﬁ S (Y, t)n
j=1

sendo gy para £ = ¢, s as fungoes definidas em (3.5) e (3.6).
Aplicando agora o teorema do valor médio para fungoes reais de variavel vetorial,

sabemos que existe 0 €)61, é[ tal que

I~ o 1< 1< < oA
—nzge(Yj,t)Znzlge(yjht)JrnZlfM(Xj,@,t) (0 —61)
= j= j=

onde

Jeall < |23 (05,6 — a5,.00.) 6 - 00
j=1

+ H% zn:qg(xj,el, V(o)
j=1

Como, sob Hq, 0 — 0, = op(1), por um raciocinio anéalogo ao efetuado no final

da demonstragao do Lema 4.4 temos
~ T A
Hf o(X5,0,0) = a(X;,01,))T (6 = 01) | = 0p(1).
Por outro lado, por (C3), temos
1 n
|3 aaXs.00,)|| = 0p (),
Ut
o que permite conluir que

S50 0] et
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e, consequentemente, que |le,| = op(1).
Além disso,

Zyy qe.
nt 2% By, (9e(Y11,t)) =0,

NG

onde Ej, denota a esperanca matemética calculada sob H; e, portanto,

Zow
% = OP( )

Assim, e atendendo a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

% - |

2 el + 2 [ 2R et at,
2 A

com
t)en(t dt) (1).
Fica assim provado que
|24 = |G vt
Logo,
e =l 1
‘ +0P 1)
Z/\wnl(t;ﬁ)—wo(t;ﬁ)\ dt +op(1),
como querfamos mostrar. |

Teorema 4.12 O teste de regido critica (3.12) é convergente para qualquer distri-
buicao alternativa F € §1 cuja fungao cracteristica ponderada ¢ € tal que o(+; ) #

@0(';6)’ isto ¢,
Pr(T, g > cpp(a)) — 1, quando n — +o0.

Demonstracao. A demonstracio é consequéncia do lema anterior e segue 0os mesmos

passos do caso de hipotese nula simples (ver Teorema 3.4). |

4.5. A familia das distribuigoes Logisticas

A familia das distribuices Logisticas de parametros u e A dada por

gO:{FO(‘_)\”> :ueR,)\eH@}, (4.19)
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4.5 A familia das distribuicGes Logisticas

onde, para todo o = € R,
1

Fy(z) = Trea
é alvo de interesse para o estudo de simulagao que apresentamos no préximo capitulo.

Para esta familia, as condi¢oes descritas no inicio da Secgao 4.2 sao validas.

No que diz respeito a condigao (C1) prova-se que ela é satisfeita tomando para es-
timadores de i e X\ os estimadores obtidos pelo método de estimagao dos momentos,
ou seja, (,&,5\) = (X, ?Sn), ou pelo método de estimagdo da maxima verosimi-
lhanca. Para tal, comegamos por apresentar alguns detalhes dessa verificagdo no

caso do método dos momentos. Sendo 0y = (10, Ag) 0 verdadeiro valor de 6 sob Hy,

temos
_ 1 <&
Vin(fi = po) = Vn(Xp — po) = N > Wi(X5,60),
i=1
onde, para todo o z € R,
Wy (z,00) = x — o

é tal que
Epy (U1(X1,00)) = 0 e Ep, (VF(X1,6p)) < +o0.

Por outro lado, atendendo a que
S2 ok = lzn: (X42 —og — po(2X; — 1o)) — (Xn — po)?
n 0 n 4 - 7 0 ) n .
1=

S2 -0} 209

20’0 Sn+00’

Sp — 00 =

é possivel verificar que

V3

V(A = o) = \/57 (Sp —00) = L Z Uy (X, 60) + op(1)
=1

Vi &

onde, para todo o = € R,

et = 3 (= (5%) 1)

é tal que

Epy (U2(X1,00)) =0 e Eg, (V35(X1,60)) < +oc.

Quanto ao método da méxima verosimilhanga, os estimadores i e A por ele

obtidos verificam (C1) para
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] _w;uo
—e 0
\111(33,90) = 3A0 a1

1+e 2o
(§] X _»"0;&

9A T — ( —e )
Uy (, 0p) = —p— Ko 1.
s +3 >\0 1_’_67 X0

Por forma a verificar a condigdo (C2) vamos, sem perda de generalidade, tomar

£ = ¢, sendo as fungoes q.;, i = 1,2, dadas para z,t € R por

0 T — _ 10gc (z—p

= O (PP ) = B 09 (e
ch(xagvt) - O\ <gc< A 7t>> - )\2 6y < A\ 7t ) (421)

onde g. ¢ a funcao definida em (3.5).

Para tal, basta mostrar que para # numa vizinhanga de 6y,

com /C’Q(t) dt < +oo0.
Pelo teorema do valor médio para fungoes reais de variavel vetorial sabemos que

existe 0 € 10, 6[, tal que

0 ci a 0 ct 7
}Qm‘(%eat) - qa(x)907t)} - ‘ aq'u (x797t) : (/J“ - /’LO) + aq)\ (x79)t) : (A - >‘0)
aQCi - aQCi -
< (|5 @ 00] + | Z5 0] ) 1o — ol

Efetuando alguns calculos auxiliares, temos
g1, - 9? -7 1 9% (z—q
0,t) = c =1 = 35 1],
o (1'7 ) ) aUQ <g < 3 )\2 8:1/2 by
9qe1, 5 190g. (z—7 10 (0gc (x—T
0,t) = = —t | — == — 1
O\ (555 ) ) XQ 8y ( N\ ) Aa)\ ay by P
1 0g. -7 — T 0%g. -0
= 2 9% (“fﬂ,t>+$3u g (qu)’
X0y A X' Oy A

N2 (1,9,1) = 5L (0,0,1)
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= —tsin(ty)W (y, tB) + cos(ty) Bl (Fo(y) (1 — Fo()))" " foly)(1 - 2F(y))

0%g.
3y (y,1)

= —t% cos(ty) W (y, t8) — 2t sin(ty) BIt|(Fo(y) (1 — Fo(9)))""1 " fo(y) (1 — 2Fo(y))
+ cos(ty) Bl (BIt] — 1) (Fo(y)(1 = Fo())) 2 (fo(y) (1 — 2F(v)))?
+ cos(ty) Bt (Fo(y)(1 — Fo(y)) "= (1 = 2F5(y)) £ (y)
— 2 cos(ty) Bt (Fo(y) (1 = Fo()))~" fo(y)®

No caso da distribui¢ao Logistica de parametros 0 e 1 tem-se, para todo o y € R,

Jo(y)
Fo(y)(1 — Fo(y))

=1,

‘
56| = o) Sy | < o) folw) <1,
pelo que
20 g0 < ()" o (2)" (4.29
‘

o4, N N N
el < () +eee(3) +augsu -1 (3)

Blt| Blt|
wa (5) +eom (3)

Logo, para i = 1,2, as fungoes 88‘1;" (2,0,) e %"f (2,0, ) sdo em modulo limitadas
por fungoes de t de quadrado integréavel, ficando assim provado (4.22).
Atendendo a (4.20), (4.21) e (4.23) é facil verIficar que a condi¢ao (C3) é também

ela valida.

4.5.1. Observacgoes

No trabalho desenvolvido por Meintanis, Swanepoel e Allison (2014) é exigida ape-
nas a continuidade das fungoes g. e ¢; em 6y para cada x € R e nao uniformemente

relativamente a z. Contudo, esta condigao revelou-se no decorrer deste trabalho
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insuficiente para avancar na obtencao dos resultados assintéticos para T, g, em par-
ticular, na obtengao de (4.9) que surge na demonstragdo do Lema 4.4. Como tal,
tivemos necessidade de impor uma condigdo alternativa mais forte, aquela que é
estabelecida em (C2).

Por esta razao, esta condicdo surge como principal obstaculo para que o teste
de ajustamento estudado neste capitulo seja usado para importantes familias de
distribui¢oes como a Normal e a Exponencial. De facto, ndo conseguimos provar que

a condicao (C2) é valida para estas.
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Capitulo 5

Estudo de simulacao

Esta dissertacao culmina com um estudo de simulacao exploratério com o intuito
principal de avaliar a poténcia empirica do teste em estudo no capitulo anterior
para diferentes valores do pardmetro (3, inspecionando uma possivel influéncia deste
pardmetro na poténcia do teste. Para tal, concentramo-nos no caso da familia das

distribuicoes Logisticas.
5.1. Testes incluidos no estudo

No seguimento da tdltima seccao do capitulo anterior, incluimos neste estudo o teste
de ajustamento a uma familia das distribui¢oes Logisticas dada por (4.19), pelo que
Fp representa daqui em diante a fungao de distribuigao Logistica de parametros u = 0
e A = 1. Sendo este teste baseado na estatistica de teste dada por (4.4), ou seja,
baseado na fungao Caracteristica Ponderada, atribuimos-lhe a designacao de teste
CP.

Os valores tomados para o parametro [ basearam-se nas escolhas de Meintanis,
Swanepoel e Allison (2014) para o mesmo. No entanto, estendemos a gama de valores
por eles considerada quer para valores & esquerda quer para valores & direita, ou seja,

tomamos o conjunto
{0.05,0.01,0.1,0.3,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75,2, 3,4,5,6}

para valores possiveis de 5.

Atendendo & expressao da regiao critica (3.12), uma vez que a que a distribibui-
cao exata de T}, g sob a hipétese nula ¢ desconhecida, foi necessario primeiramente
estimar os valores dos quantis ¢, g(c). Para o efeito, considerdmos os niveis de

significAncia habituais 0.01 e 0.05, tomédmos diferentes tamanhos de amostras n
{10, 25, 50, 100, 200, 300},

calculamos o valor da estatistica 7, g para 10° amostras desses tamanhos, geradas

com distribui¢ao Fp, e determinamos uma aproximacao de ¢, g(«) através da fungao
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quantile(-,type=7). A estimagdo dos parametros p e A foi feita com recurso a
dois métodos de estimacgao, nomeadamente, o método dos momentos e o método da
méxima verosimilhanca.

Posto isto, foram geradas 10* amostras de tamanho n de cada umas das alter-
nativas, apresentadas na proxima seccio, por forma a estimar a poténcia. Com 10%
repeticoes a margem de erro para os intervalos de confianca a 99% e 95% para a
propor¢ao de rejeigoes nao ultrapassa 1,5% e 1%, respetivamente.

Como referéncia, incluimos ainda no nosso estudo um teste de ajustamento ba-
seado na estatistica de teste proposta por Anderson e Darling (1952), que designa-
remos por teste AD, o qual foi estudado por Stephens (1979) no caso do teste de
ajustamento a uma famfilia de distribuigbes Logisticas. Este é também o teste que
proporcionou, de um modo geral, melhores resultados no trabalho desenvolvido por
Meintanis (2004), sendo esta a razao para o considerarmos neste estudo. Sendo Fj
a fungdo de distribuigdo Logistica de parametros y = 0e A = 1 e F,, a fungao de

distribuicdo empirica associada & amostra alatoria (Yl, . ,Yn) definida por
1 n
Fo(z) = n Z 1) oo21(Y5),
j=1

a estatistica de teste proposta por Anderson e Darling (A2) é baseada na diferenca

quadratica ponderada entre F;, e F{;, mais precisamente,

2_np T) — x))? 1
A2 =n [ (Fy(w) ~ Fofo) Fo(a)(1 — Fo(2))

Em analogia ao teste CP, estimédmos, para o teste AD, os quantis e a poténcia

para cada tamanho n e para cada um dos métodos de estimagao considerados. Os
valores dos quantis empiricos obtidos tanto para o teste CP como para o teste AD
encontram-se tabelados no Apéndice A.

Para os programas criados no software R, apresentados no Apéndice B, fizemos
uso das packages fitdistrplus, para a estimacao dos pardmetros através do mé-
todo da méxima verosimilhanca, goftest, no &mbito do teste AD, e ainda ExtDist
e triangle, associadas as distribuigoes Laplace e Triangular (por serem duas das

alternativas que consideramos).

5.2. Distribuicoes alternativas

O conjunto de distribuicoes alternativas escolhido teve por base as escolhas de Mein-
tanis (2004), uma vez que este também considera um teste de ajustamento a uma

familia de distribuigoes Logisticas.
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Figura 5.1. Distribuigoes alternativas consideradas no estudo de simulagao.
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Figura 5.2. Fungoes caracteristicas ponderadas das alternativas para g = 1.




5.3 Resultados de poténcia

Assim incluimos no nosso estudo, por um lado, distribui¢ées simétricas como a
Normal, Uniforme, Triangular, Laplace e Beta, esta dltima com ambos os parame-
tros de forma iguais a 2, e, por outro, distribui¢oes assimétricas como a Exponencial,
Gama e Weibull, as duas tultimas com parametro de forma igual a 2. A distribuigdo
Laplace tem caudas mais pesadas do que a Logistica, enquanto as distribui¢bes Nor-
mal, Uniforme, Weibull, Beta e Triangular sdo de caudas mais leves. As restantes
possuem caudas mistas.

A funcao densidade de cada uma destas alternativas esté representada na Figura
5.1 em sobreposicao com a de Fy. Notemos, no entanto, que as fungoes densidade
apresentadas sao aquelas que possuem a mesma média e o mesmo desvio padrao que
Fp. Por exemplo, denotando por p; e o1, a média e o desvio padrao da alternativa

em causa, respetivamente, a funcao densidade legendada como “Exponencial”, é a da

X—u — X1
Por D

variavel aleatoéria real

No que diz respeito as fungoes caracteristicas ponderadas de cada uma das alter-
nativas, elas diferem em pelo menos um ponto da fungao caracteristica ponderada
de Fp, para qualquer um dos valores de (3 fixados, o que permite garantir a con-
vergéncia do teste para o conjunto das alternativas considerado (ver Teorema 4.12).
Pela Figura 5.2, na qual estao representadas cada uma das fungbes caracteristicas
ponderadas das alternativas em sobreposicao com a de Fy para f = 1, podemos
confirmar esta afirmacao para esse valor de 3. Para os restantes valores, embora os
graficos nao estejam aqui representados, verificdimos que a diferenga em mais do que

um ponto é também percetivel.

5.3. Resultados de poténcia

Os resultados apresentados nas Figuras 5.3 a 5.10 sdo referentes ao caso em que
a = 0.05. Apesar de nao estarem apresentados, foram também obtidos os graficos
correspondentes a o = 0.01, para os quais as conclusoes a retirar sao analogas. Cada
uma das figuras diz respeito a uma alternativa considerada e é composta por seis
graficos correspondentes aos seis valores tomados para n. Cada grafico indica-nos a
evolugao da poténcia empirica do teste CP em fungao do valor de 8 e marca como
referéncia, numa linha horizontal, a poténcia do teste AD. Além disso, para cada um
dos testes, a linha a tracejado corresponde aos valores de poténcia no caso do método
de estimacao dos momentos e a cheio no caso do método de estimacao da méxima

verosimilhanga. As Figuras 5.3 a 5.7 dizem respeito as alternativas simétricas.
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Figura 5.4. Distribuicao alternativa Triangular.
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5.3 Resultados de poténcia
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Figura 5.5. Distribuicao alternativa Beta.
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Figura 5.6. Distribuigao alternativa Uniforme.
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Figura 5.7. Distribuicao alternativa Laplace.

Por observagao da Figura 5.3, relativa a distribuigao alternativa Normal, nota-se
alguma diferenca em termos dos valores empiricos de poténcia conforme o método
de estimagao usado. Embora essa diferenca nao seja significativa, é, regra geral, o
método dos momentos que revela melhores resultados. Ainda assim, no caso do teste
CP, independentemente do método utilizado, os graficos sdo indicadores de que a
medida que o valor de 8 aumenta, o valor da poténcia empirica do teste também
aumenta, parecendo estabilizar a partir dos valores de 8 mais elevados dentro da
gama de valores considerada. Este comportamento torna-se mais evidente & medida
que aumentamos o tamanho da amostra.

Claro que, sendo esta uma distribuicao alternativa muito préxima da Logistica, os
valores de poténcia empirica atingidos nao sao muito elevados, tendo-se, por exemplo,
para n = 50, um valor a rondar os 12% que, ainda assim, é praticamente o dobro do
valor atingido pelo teste AD. Alias, de um modo geral, é o teste CP que apresenta
melhores resultados para esta alternativa comparativamente ao teste AD.

No caso das Figuras 5.4, 5.5 e 5.6, que correspondem, respetivamente, as dis-
tribuigoes alternativas Triangular, Beta e Uniforme, o comportamento da poténcia

empirica para o teste CP é muito semelhante ao caso da distribuicao Normal na me-
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dida em que, de um modo geral, valores mais elevados de [ pressupoem valores mais
atrativos de poténcia. Relativamente ao método de estimagao usado, bem como a
comparagao com a poténcia empirica do teste AD, mantém-se o que foi observado no
caso da distribuicdo Normal. O que se diferencia nestas distribui¢oes em relacao a
distribuicao Normal é o facto de, por se tratarem de distribui¢coes mais afastadas da
distribuicao Logistica, j4 conseguirmos observar valores de poténcia bastante mais
elevados. Alids, & medida que avancamos da Figura 5.4 até a Figura 5.6, tal ja
acontece para tamanhos de amostra cada vez mais pequenos.

Quanto a distribuicao alternativa Laplace, a evolugao da poténcia empirica do
teste CP difere das anteriores no caso do método de estimacao dos momentos. Ainda
assim, para qualquer um dos métodos, ela parece tender a estabilizar a partir de 8 =

3oupf=4.

As Figuras 5.8 a 5.10 dizem respeito as distribuigbes alternativas assimétricas
Weibull, Gama e Exponencial, respetivamente.
Relativamente & distribuigao Weibull, observamos que um valor de 3 entre 1 e 2

é aquele para o qual, de um modo geral, a poténcia empirica é mais elevada.
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Figura 5.8. Distribuicao alternativa Weibull.
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Figura 5.10. Distribuicao alternativa Exponencial.
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5.4 Discussao dos resultados e conclusao

No que toca & distribuigao alternativa Gama, verificamos que, até n = 100, a
poténcia empirica atinge o seu maior valor para f§ = 1 ou 8 = 1.25 no caso do
método dos momentos e para 8 = 1.25 ou 8 = 1.5 no caso do método da méxima
verosimilhanga. A partir de n = 200, ignorando os valores extremos de 3, temos
6timos resultados.

No caso da distribuig¢ao alternativa Exponencial, relativamente ao teste CP, para
os tamanhos de amostra 10, 25 e 50, o maior valor da poténcia empirica é alcangado
para 8 = 1 no caso do método dos momentos e § = 1.5 no caso do método da
maxima verosimilhanca.

Em comum, as distribuigoes alternativas Weibull, Gama e Exponencial, tém o
facto de, uma vez atingido o pico da poténcia empirica, a tendéncia é esta descrescer
a medida que o valor de g aumenta. Além disso, contrariamente as distribuigoes
simétricas, o teste AD é o que mostra para estas alternativas, regra geral, melhores

resultados.

5.4. Discussao dos resultados e conclusao

Observando os resultados obtidos constatamos que, de um modo geral, ndo ha pre-
dominancia de nenhum dos métodos de estimagao para o conjunto das distribuigoes
alternativas considerado.

Em termos do teste CP, a primeira conclusao evidente a retirar é o facto da
poténcia empirica depender claramente do valor do pardmetro 5, o que significa
que a escolha deste pardmetro continua a ser um problema em aberto. Alias, esta
dependéncia ja tinha sido observada no trabalho elaborado na cadeira de Seminario
(2015/2016) no ambito do teste que estudamos no Capitulo 3, em particular, no caso
do teste de ajustamento a uma distribuicao Normal standard.

Os resultados obtidos neste estudo mostram também que ndo ha vantagem em
considerar valores de 8 demasiado pequenos para qualquer uma das alternativas.
Regra geral, para 5 = 0.01 e § = 0.05 os valores da poténcia empirica sao demasiado
baixos, até mesmo, em alguns casos, para tamanhos de amostra bastante elevados.

Além disso, este estudo parece ainda indicar que a melhor solugao seria escolher
valores de [ elevados no caso das alternativas simétricas e valores de (8 mais baixos
(mas nao demasiado baixos) no caso das alternativas assimétricas, nao parecendo,
por outro lado, que o peso das caudas das distribuicGes alternativas tenha grande

influéncia em termos de poténcia.
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Em suma, apesar das limitacoes do estudo que apresentamos, este parece indi-
car que, pretendendo um valor de 8 que seja razoavel para o conjunto de todas as

alternativas consideradas, entao um valor entre 1 e 2 seria o mais indicado.
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Apéndice A

Tabelas

As tabelas que se seguem contém os quantis empiricos correspondentes aos testes CP
e AD para ambos os valores de « (0.01 e 0.05) e ambos os métodos de estimagao,
para 10° repeticoes. Denotamos por MM o método dos momentos e MV o método

da maxima verosimilhanca.

B\n 10 25 50 100 200 300

MM
0.01 | 76.5124 76.0598 75.5399  75.6096  74.9626  74.8821
0.05 | 18.0926 18.4770 18.7008 18.7753  18.8528  18.8703
0.1 9.4321 9.7673 9.9121 10.0324  10.0728  10.0869
0.3 2.5033 2.6183 2.6944 2.7411 2.7712 2.7869
0.5 1.0052 1.0783 1.1142 1.1367 1.1485 1.1512
0.75 | 0.4103 0.4490 0.4693 0.4774 0.4852 0.4868
1 0.1995 0.2239 0.2370 0.2415 0.2457 0.2476
1.25 | 0.1112 0.1282 0.1368 0.1404 0.1434 0.1446
1.5 0.0687 0.0816 0.0877 0.0903 0.0930 0.0936
1.75 | 0.0465 0.0564 0.0613 0.0635 0.0656 0.0658
2 0.0335 0.0414 0.0456 0.0476 0.0494 0.0496
0.0143 0.0189 0.0213 0.0226 0.0237 0.0240
0.0090 0.0122 0.0138 0.0149 0.0155 0.0159
0.0066 0.0090 0.0104 0.0111 0.0116 0.0119
0.0052 0.0072 0.0083 0.0089 0.0094 0.0096
MV
0.01 | 77.1026 75.8802 74.8243 74.4134 74.3125 74.4051
0.05 | 17.5032 17.7487 17.6551 17.7668 17.8204  17.7899
0.1 8.6643 8.9198 8.9361 8.9788 8.9993 9.0158
0.3 1.9539 2.0200 2.0145 2.0438 2.0454 2.0502
0.5 0.6976 0.7164 0.7155 0.7198 0.7277 0.7278
0.75 | 0.2483 0.2575 0.2588 0.2576 0.2635 0.2609
1 0.1110 0.1150 0.1154 0.1150 0.1172 0.1161
1.25 | 0.0582 0.0602 0.0604 0.0602 0.0612 0.0609
1.5 0.0344 0.0357 0.0358 0.0357 0.0363 0.0360
1.75 | 0.0224 0.0232 0.0233 0.0232 0.0235 0.0233

S Ot W

2 0.0157 0.0162 0.0163 0.0162 0.0165 0.0163
3 0.0061 0.0063 0.0063 0.0063 0.0064 0.0064
4 0.0036 0.0038 0.0037 0.0038 0.0038 0.0038
5 0.0026 0.0027 0.0027 0.0027 0.0027 0.0027
6 0.0020 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021

Tabela B.1. Quantis empiricos para o teste CP para o = 0.01.
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B\n 10 25 50 100 200 300

MM
0.01 | 66.0968 67.3918 67.6023 67.8618 67.7838  67.8480
0.05 | 14.4742 14.9383 15.2215 15.2816  15.2709  15.3426
0.1 7.1725 7.4499 7.5984 7.6797 7.6630 7.6932
0.3 1.7833 1.8417 1.8820 1.8985 1.9005 1.9097
0.5 0.7117 0.7407 0.7564 0.7629 0.7673 0.7711
0.75 | 0.2886 0.3048 0.3129 0.3162 0.3199 0.3219
1 0.1408 0.1516 0.1563 0.1589 0.1614 0.1627
1.25 | 0.0788 0.0865 0.0899 0.0921 0.0934 0.0946
1.5 0.0492 0.0547 0.0577 0.0591 0.0601 0.0610
1.75 | 0.0334 0.0377 0.0401 0.0412 0.0420 0.0427
2 0.0242 0.0277 0.0296 0.0306 0.0312 0.0317
0.0103 0.0121 0.0133 0.0139 0.0143 0.0145
0.0064 0.0076 0.0084 0.0089 0.0092 0.0094
0.0047 0.0056 0.0062 0.0066 0.0068 0.0070
0.0037 0.0045 0.0050 0.0052 0.0054 0.0056
MV

0.01 | 66.4746 67.2151 67.1405 67.1604 67.1665 67.2572
0.05 | 14.0707 14.3707 14.4410 14.4564  14.4997 14.5774
0.1 6.6816 6.8364 6.8531 6.8994 6.8981 6.9373
0.3 1.3963 1.4069 1.4119 1.4181 1.4172 1.4174
0.5 0.4857 0.4852 0.4862 0.4876 0.4900 0.4855
0.75 | 0.1715 0.1717 0.1715 0.1719 0.1732 0.1718
1 0.0755 0.0759 0.0758 0.0760 0.0769 0.0761
1.25 | 0.0391 0.0396 0.0396 0.0397 0.0400 0.0398
1.5 0.0228 0.0233 0.0233 0.0235 0.0237 0.0235
1.75 | 0.0146 0.0151 0.0151 0.0153 0.0154 0.0153
2 0.0100 0.0105 0.0105 0.0107 0.0107 0.0107
3 0.0035 0.0039 0.0039 0.0040 0.0040 0.0041
4 0.0020 0.0022 0.0022 0.0023 0.0023 0.0023
5 0.0013 0.0015 0.0016 0.0016 0.0016 0.0016
6

6

S Ot s W

0.0010 0.0012 0.0012 0.0012 0.0012 0.0013
0.0020 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021

Tabela B.2. Quantis empiricos para o teste CP para a = 0.05.

Método\n 10 25 50 100 200 300

MM
MV

1.0870 1.2051 1.2483 1.2622 1.2786 1.2714
0.8714 0.8948 0.8974 0.9039 0.8932  0.9003

Tabela B.3. Quantis empiricos para o teste AD para a = 0.01.

Meétodo\n 10 25 50 100 200 300

MM
MV

0.8220 0.8732 0.8920 0.9096 0.9155 0.9145
0.6490 0.6586 0.6613 0.6629 0.6600 0.6673

Tabela B.4. Quantis empiricos para o teste AD para a = 0.05.
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Apéndice B

Codigos para a simulacao em R

Neste apéndice apresentamos os c6digos criados para o estudo de simulagao.

Estimacao dos quantis

1. Estimacao dos quantis para o teste CP

library (MASS)
library(fitdistrplus)

########### Calculo da estatistica de teste T_{n,betal #######H###

# A funcdo Cn calcula o termo C_n de T_{n,betal

Cn <- function(beta,n)
{
fcp2 <-function(t)
{
fcp <- function(t)
{
fcp.aux <- function(x)
{
(plogis(x)*(1-plogis(x))) ~(beta*abs(t))*cos(t*x)*dlogis(x)
}
integrate (fcp.aux,lower=-Inf ,upper=Inf)$value
}
fcp.value <- sapply(t,fcp)
fcp.value~2
}

n*integrate (fcp2,lower=-Inf ,upper=Inf)$value

# A fungdo Snbeta calcula A_n+B_n

Snbeta <- function(s,beta,n)
{
ps <- plogis(s)*(1-plogis(s))
blps <- betaxlog(outer(ps,ps,"*"))

ss <- outer(s,s,"-")

An <- -2xsum(1/(ss~2/blps + blps))/n

ol




36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84

85
86
87

Apéndice B Cddigos para a simulacdo em R

g <- function(x)
{
g.aux <- function(x)
{
px <- plogis(x)*(1-plogis(x))
blpx <- betax*log(ps*px)
sum(dlogis (x)/((s-x)~2/blpx + blpx))
}
sapply (x,g.aux)
}
Bn <- 4*integrate(g,lower=-Inf,upper=Inf)$value
An+Bn
}
H######### Valores da estatistica sob HO ######H####

# Método dos momentos

valoresMM = function(n,M=10"5) #M=numero de amostras
{
b <- ¢(0.01,0.05,0.1,0.3,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75,2,3,4,5,6)
1b <- length(b)
A <- array(dim=1b)
for (k in 1:1b)
A[k] <- Cn(beta=bl[k],n)
AA <- matrix(rep(A,times=M),nc=1b,byrow=TRUE)
val <- array(dim=c(M,1b))
for (i in 1:M)
{
s <- rlogis(n)
y <- (s-mean(s))/(sqrt((n-1)/n)*sqrt(3)*sd(s)/pi)
for(k in 1:1b)
{
val[i,k] <- Snbeta(y,beta=b[k],n)
}
}
val <- val+AA
if (n<100) nn <- paste(O,n,sep="") else nn <- n
escrever<-paste("valores_MM_n",nn,".txt",sep="")
write.table(format(val,scientific=TRUE,digits=10) ,file=escrever,col.
names=FALSE ,row.names=FALSE)
}
# Método da maxima verosimilhanga
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B.1 Estimacido dos quantis

valoresMV = function(n,M=10"5) #M=numero de amostras
{
b <- ¢(0.01,0.05,0.1,0.3,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75,2,3,4,5,6)
1b <- length(b)
A <- array(dim=1b)
for (k in 1:1b)
A[k] <- Cn(beta=bl[k],n)
AA <- matrix(rep(A,times=M),nc=1b,byrow=TRUE)
val <- array(dim=c(M,1b))
for (i in 1:M)
{
s <- rlogis(n)
hat <- fitdist(data=s, distr="logis", method="mle")$estimate
y <- (s-hat[1])/hat[2]
for(k in 1:1b)
{
val[i,k] <- Snbeta(y,beta=b[k],n)
}
}
val <- val+AA
if (n<100) nn <- paste(0,n,sep="") else nn <- n
escrever<-paste("valores_MV_n",nn,".txt",sep="")
write.table(format(val,scientific=TRUE,digits=10) ,file=escrever,col.
names=FALSE ,row.names=FALSE)
}
########## Estimacdo dos quantis para o teste CP ########H#H

quantisCP = function(teste=c("MM","MV"))
{
ns=c(10,25,50,100,200,300)
lns <- length(ms)
b <- ¢(0.01,0.05,0.1,0.3,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75,2,3,4,5,6)
1b <- length(b)
alfas <- ¢(0.05,0.01)
lalfas <- length(alfas)

g5 <- array(dim=c(lns,1lb))
ql <- array(dim=c(lns,1lb))

for (i in 1:1ns)
{

if (ns[i]<100) nn <- paste(O,ns[i],sep="") else nn <- ns[i]

valores <- read.table(paste("valores_",teste,"

))

n" ,nn, "otxt" ,Sep=" n
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for (k in 1:1b)

{
q <- quantile(valores[,k],l1-alfas,names=FALSE)
q5[i,k] <- ql1]
qlli,k] <- ql2]
¥
}
write.table(gb5,file=paste("quantisb_",teste,".txt",sep=""),col.names
=FALSE ,row.names=FALSE)
write.table(ql,file=paste("quantisl_",teste,".txt",sep=""),col.names

=FALSE ,row.names=FALSE)

2. Estimacao dos quantis para o teste AD

library(goftest)
library(fitdistrplus)

#########4 Valores da estatistica de teste de AD sob HO HHeHHHHHHHH
# Método dos momentos

valoresMMAD = function(n,M=10"5)

{

valAD <- array(dim=M)

for (i in 1:M)

{

s <- rlogis(n)

y <- (s-mean(s))/(sqrt((n-1)/n)*sqrt(3)*sd(s)/pi)

valAD[i] <- ad.test(y,"plogis",location=0,scale=1)$statistic
}

if (n<100) nn <- paste(0,n,sep="") else nn <- n

escrever<-paste("valores_MM_AD_n",nn,".txt",sep="")

write.table (format(valAD,scientific=TRUE,digits=10) ,file=escrever,
col .names=FALSE ,row.names=FALSE)

# Método da maxima verosimilhancga

valoresMVAD = function(n,M=10"5)

{
valAD <- array(dim=M)
for (i in 1:M)
{

s <- rlogis(n)

hat <- fitdist(data=s, distr="logis", method="mle")$estimate
y <- (s-hat[1])/hat[2]

valAD[i] <- ad.test(y,"plogis",location=0,scale=1)$statistic

o4




B.2 Estimacdo da poténcia

36| ¥
37
38 if (n<100) nn <- paste(0O,n,sep="") else nn <- n

39 escrever<-paste("valores_MV_AD_n",nn,".txt",sep="")

40 write.table(format(valAD,scientific=TRUE,digits=10) ,file=escrever,
col .names=FALSE ,row.names=FALSE)

41|}

42
43|ns <- ¢(10,25,50,100,200,300)
44
45| for (i in 1:1length(ms))
46| {

47 valoresMMAD (ns[i])

48 valoresMVAD (ns[i])
49|}

50
S1| ########## Estimacdo dos quantis para o teste AD #####H#HH#H#H
52
53| quantisAD = function(teste=c("MM","MV"))
54| {

55 ns=c(10,25,50,100,200,300)

56 lns <- length(ns)

57 alfas <- ¢(0.05,0.01)

58 lalfas <- length(alfas)

59
60 g5 <- array(dim=1ns)
61 ql <- array(dim=1lns)

62

63 for (i in 1:1ns)

64| A{

65

66 if (ns[i]<100) nn <- paste(O,ns[i],sep="") else nn <- ns[i]

67 valores <- read.table(paste("valores_",teste,"_AD_n",nn,".txt",sep
=""))

68

69 q <- quantile(valores[,1],1-alfas,names=FALSE)

70 g5[i] <- ql1]

71 q1il[i]l <- ql2]

72 }

73 write.table(g5,file=paste("quantis5_",teste,"_AD.txt",sep=""),col.
names=FALSE ,row.names=FALSE)

74 write.table(ql,file=paste("quantisl_",teste,"_AD.txt",sep=""),col.
names=FALSE ,row.names=FALSE)

75|}

B.2. Estimacao da poténcia

3. Estimacao da poténcia para o teste CP

1| library (MASS)
2| library(fitdistrplus)
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library (ExtDist)
library(triangle)

########## Calculo da estatistica de teste T_{n,betal} ######H#H#H#H#

# A funcdo Cn calcula o termo C_n de T_{n,betal

Cn <- function(beta,n)
{
fcp2 <-function(t)
{
fcp <- function(t)
{
fcp.aux <- function(x)
{
(plogis(x)*(1-plogis(x))) ~(beta*abs(t))*cos(t*x)*dlogis (x)
}
integrate (fcp.aux,lower=-Inf ,upper=Inf)$value
}
fcp.value <- sapply(t,fcp)
fcp.value~2
}

n*integrate (fcp2,lower=-Inf ,upper=Inf)$value

# A fungdo Snbeta calcula A_n+B_n

Snbeta <- function(s,beta,n)
{
ps <- plogis(s)*(l-plogis(s))
blps <- betaxlog(outer(ps,ps,"*"))

ss <- outer(s,s,"-")
An <- -2%sum(1/(ss~2/blps + blps))/n
g <- function(x)
{
g.aux <- function(x)
px <- plogis(x)*(1-plogis(x))
blpx <- betax*xlog(ps*px)
sum(dlogis (x)/((s-x)~2/blpx + blpx))
}
sapply(x,g.aux)

Bn <- 4*integrate(g,lower=-Inf,upper=Inf)$value

An+Bn

#H######### Estimagdo da poténcia para o teste CP ##########
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B.2 Estimacdo da poténcia

56| #teste 1 = MM / teste 2 = MV

57

58| potenciaCP = function(d,n,teste=c(1,2) ,rep=10-4)

59| {

60 if (d==0) altermnativa <- function(n){rlogis(mn)}
61 if (d==1) alternativa <- function(n){rnorm(n)}

62 if (d==2) alternativa <- function(n){runif(n)}

63 if (d==3) alternativa <- function(n){rexp(n)}

64 if (d==4) alternativa <- function(n){rgamma(n,2)}
65 if (d==5) alternativa <- function(n){rweibull(n,2)}
66 if (d==6) alternativa <- function(n){rbeta(n,2,2)}
67 if (d==7) alternativa <- function(mn){rtriangle(n)}
68 if (d==8) altermnativa <- function(n){rLaplace(n)}
69
70 b <- ¢(0.01,0.05,0.1,0.3,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75,2,3,4,5,6)
71|  1b <- length(b)

72
73 if (n<100) nn <- paste(0O,n,sep="") else nn <- n
74 if (d<10) dd <- paste(0,d,sep="") else dd <- d

75

76 if (teste==1)

7 A

78 g5 <- read.table(paste("quantis5_MM.txt",sep=""))

79 ql <- read.table(paste("quantisl_MM.txt",sep=""))

80 escrever <- paste("potencia_MM_d4",dd,"n",nn,".txt",sep="")
81 } else if (teste==2)

82 {

83 g5 <- read.table(paste("quantis5_MV.txt",sep=""))

84 ql <- read.table(paste("quantisl_MV.txt",sep=""))

85 escrever <- paste("potencia_MV_d4",dd,"n",nn,".txt",sep="")
86 }

87

88 ns=c(10,25,50,100,200,300)

89 ind = 1

90 while (ns[ind] !'= n) ind <- ind + 1
91
92 q5n <- g5[ind,]
93| qin <- qi1lind,]

94

95 A <- array(dim=1b)

96

97 for (k in 1:1b)

98 A[k] <- Cn(beta=bl[k],n)
99

100 T <- array(dim=1b)
101 rejeicaob <- array(dim=c(rep,lb))
102 rejeicaol <- array(dim=c(rep,lb))

103

104 set.seed (2000, kind=NULL)
105

106 for (i in 1:rep)

107 A

108 s <- altermnativa(n)
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if (teste==1)
y <- (s-mean(s))/(sqrt((n-1)/n)*sqrt(3)*sd(s)/pi)
else if (teste==2)
{
hat <- fitdist(data=s, distr="logis", method="mle")$estimate
y <- (s-hat[1])/hat [2]

for (k in 1:1b)
T[k] <- Snbeta(y,beta=bl[k],n)
T <-T + A
rejeicaob5[i,] <- 1%(T>qbn)
rejeicaol[i,] <- 1*(T>qln)
potenciab <- apply(rejeicao5,MARGIN=c(2) ,mean)
potencial <- apply(rejeicaol ,MARGIN=c(2) ,mean)
potencia <- matrix(c(potenciab,potencial),ncol=1b,byrow=TRUE)

write.table (format (potencia,scientific=TRUE),file=escrever ,col.names
=FALSE ,row.names=FALSE)

4. Estimagao da poténcia para o teste AD

library (MASS)
library(fitdistrplus)
library(goftest)
library (ExtDist)
library(triangle)

H######### Estimacdo da poténcia para o teste AD ######H#H###

potenciaAD = function(d,n,teste=c("MM","MV") ,rep=10-4)
{
if (d==1) alternativa <- function(n){rnorm(n)}
if (d==2) alternativa <- function(n){runif(n)}
if (d==3) alternativa <- function(n){rexp(n)}
if (d==4) altermativa <- function(n){rgamma(n,2)}
if (d==5) altermnativa <- function(n){rweibull(mn,2)}
if (d==6) alternativa <- function(n){rbeta(n,2,2)}
if (d==7) alternativa <- function(n){rtriangle(n)}

if (d==8) altermnativa <- function(n){rLaplace(n)}

g5 <- read.table(paste("quantis5_",teste,"_AD.txt",sep=""))
ql <- read.table(paste("quantisl_",teste,"_AD.txt",sep=""))

ns=c(10,25,50,100,200,300)

ind = 1

while (ns[ind] != n) ind <- ind + 1
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gbn <- g5[ind,1]
qln <- qi1l[ind,1]

rejeicaob <- array(dim=rep)

rejeicaol <- array(dim=rep)

set.seed (2000, kind=NULL)

for (i in 1:rep)
{
s <- altermnativa(n)
if (teste=="MM")
{
y <- (s-mean(s))/(sqrt((n-1)/n)*sqrt(3)*sd(s)/pi)
Tad <- ad.test(y, "plogis", location=0, scale=1)$statistic
rejeicao5[i] <- 1x(Tad>q5n)
rejeicaol[i] <- 1*(Tad>qln)
} else
{
hat <- fitdist(data=s, distr="logis", method="mle")$estimate
y <- (s-hat[1])/hat[2]
Tad <- ad.test(y, "plogis", location=0, scale=1)$statistic
rejeicao5[i] <- 1*(Tad>qgbn)
rejeicaol [i] <- 1*(Tad>qln)

potenciab <- mean(rejeicaob)

potencial <- mean(rejeicaol)

if (n<100) nn <- paste(O,n,sep="") else nn <- n

if (d<10) dd <- paste(0,d,sep="") else dd <- d

escrever <- paste("potencia_",teste,"_AD_d4",dd,"n",nn,".txt",sep="")

potencia <- matrix(c(potenciab,potencial))

write.table(format (potencia,scientific=TRUE),file=escrever,bcol.names
=FALSE ,row.names=FALSE)
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