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Resumo

Este trabalho teve como objetivo aprofundar o conhecimento de uma
ferramenta de data mining conhecida como o clustering. Optou-se por di-
recionar este estudo para um algoritmo de clustering classico, o K-means,
e prova-se a sua convergéncia. Complementarmente apresentam-se ou-
tros dois algoritmos, o Erpetation-Mazimization e o Kernel K-means, e
realizam-se testes de desempenho entre os trés. No final aplicaram-se
estes algoritmos a varios tipos de problemas nomeadamente no campo da
segmentacao de imagens.

Palavras Chave: Clustering,Clusters, K-means, Expectation-Mazimization, Kernel

K-means

Abstract

The objective of this work was to understand a data mining techni-
que known as clustering. Particulary, this work was focused on a classic
algorithm known as K-means and demonstrating its convergence. To
understand its potential two more classic algorithms were studied, na-
med Ezpetation-Mazimization and Kernel K-means and their respective
performances were tested and compared. Finally, these algorithms were
applied on image segmentation.

Keywords: Clustering,Clusters, K-means, Expectation-Mazimization,Kernel K-means
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Capitulo 1

Introducao

Nos dias de hoje muitas aplicagoes fornecem e/ou guardam grandes quantidades
de dados para analisar. Essa informacao, quando analisada individualmente, nao é
util sendo necessaria uma andlise conjunta de todos os dados. Neste contexto, surge
a necessidade de criar ferramentas de anélise de dados que permitam lidar com esse
novo paradigma da informagdo. Um dos principais meios encontrados para lidar com
esta quantidade enorme de informagao foi a sua categorizagdo em grupos ou clusters,

isto é, o clustering.

O problema do clustering é definido através da funcdo de semelhanca pela qual
o clustering divide um conjunto de informacao em pequenos grupos. Essa fungao
aglomera os dados que tém semelhancas entre si, ou seja, dentro de cada cluster
os dados sdo semelhantes e entre os clusters os dados sdo diferentes. A analise de
clusters pode ser abordada através de diferentes perspectivas 7] e neste trabalho
focam-se trés delas: a distancia ao cluster, a probabilidade de pertencer ao cluster e

a coesdo entre clusters.

A andlise de clusters foi primeiramente impulsionada pela monografia de Sokal
and Sneath [9]. Entre 1963 e 1975 surgem os primeiros algoritmos de clusters, como
por exemplo, o K-means e o Hierdrquico [8]. Com o aumento de dimensao dos
conjuntos de dados, aliado a uma maior quantidade e diversidade de atributos, surge
por volta de 2002 a necessidade de evoluir os métodos de clusters [10]. Estes novos
métodos de aplicacao de clusters vao influenciar as areas de estatistica, computagao
e machine learning [7]. O clustering como instrumento de segmentacao e indexagao
de texto é mencionado em 2010 por Aggarwal e Zhai [11|. A sua aplicabilidade no
reconhecimento de entidades num texto permite organizar documentos e classifici-
los por temas. Atualmente, o clustering surge aplicado na analise de dados que sdo
gerados constantemente [12] com o objetivo de retirar informacao de dados continuos
online nao estacionarios. O clustering é util em diversas areas como, por exemplo,

na comparacao de hébitos de compras de amostras de uma populagdo de modo a
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determinar o grupo ao qual se devera aplicar uma campanha de saldos.

Esta dissertacdo divide-se em quatro capitulos. No primeiro capitulo, dedicado &
introdugao, pretende-se situar o tema do clustering ao longo da histéria e salientar
sua aplicabilidade. No segundo capitulo, sao apresentados trés algoritmos que a
literatura considera base fundamental para uma introducao ao estudo do clustering.
Estes algoritmos sao o K-means, o Expectation-Maximization e o Kernel K-means,
sendo apresentada uma descricao de cada algoritmo e o estudo da sua ordem de
complexidade. No caso do K-means é feito ainda um estudo sobre a sua convergéncia.
Ainda neste capitulo faz-se referéncia a outros algoritmos importantes tais como o
Hierdrquico, o DBSCAN e o K Nearest Neighbors. No terceiro capitulo apresentam-se
os resultados computacionais que incluem os diferentes tipos de avaliacoes efetuadas
em varios casos de testes, estando um deles associado & segmentagdo de imagens.
Por 1ltimo, no quarto capitulo, apresenta-se uma conclusao onde se discutem os trés

algoritmos estudados em relagao aos resultados obtidos.
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Algoritmos

Em primeiro lugar serao apresentados alguns conceitos basicos sobre o clustering
e a sua notagao. Um clustering C' = {C1,Cy,...,Cy} consiste numa partigao de um
conjunto de dados em subconjuntos C; (chamados clusters), onde os elementos de
cada cluster apresentam alguma semelhanca entre si e diferem dos elementos que se

encontram nos outros clusters.

n
=1

Considere-se um conjunto de dados D = {x},_. com n pontos num espaco de
dimensao d. Seja C = {C},Cy,...,C;} um clustering do conjunto de dados. Para
cada cluster C; existe um ponto z; que o representa e que é designado por centroide.
Neste trabalho iremos defini-lo como a média de todos os elementos dentro do cluster,
isto é:

Zi:% Z$J’

v Tj eCy

onde n; é o numero de elementos de cada cluster.

Na aplicagao dos algoritmos de clusters é necessario avaliar iterativamente a qua-
lidade do clustering e, para tal, recorreu-se a uma fun¢do de semelhanca. Esta
denomina-se de soma dos erros quadrados (Sum of Squared Errors) SSE e mede a

semelhanca de cada elemento através da sua distancia aos centroides:

k
SSE(C)=>_ Y D(x;,z)

=1 :chCi

Esta funcdo também pode ser vista como uma avaliacdo de dispersdo dos elementos

dentro de um cluster.

Apos estas notacoes e conceitos serdo abordados 3 tipos de algoritmos cléssicos:

o K-means, o Expectation—Mazimization e o Kernel K-means.



Capitulo 2 Algoritmos

2.1. K-means

2.1.1. Descricao do algoritmo

O K-means aplica uma abordagem gananciosa para encontrar o clustering que
minimiza o SSE, convergindo para uma solugdo local em vez de um clustering 6timo
global. Este algoritmo comeca por distribuir aleatoriamente os pontos do conjunto
D em k clusters e calcula os centroides através da média dos pontos do cluster C;. De
seguida aplicam-se duas fases iterativamente: a atribui¢ao de clusters e a atualizagao

dos centroides.

Na atribuicao de clusters, cada ponto x; € D ¢é associado ao cluster que tem o

centroide z; mais préximo do ponto, isto ¢, x; é atribuido ao cluster Cj« quando:

j* = argmin {||2; — 2|3} -

i=1,...,

De seguida atualizam-se os centroides através da média de todos os pontos que se
encontram no cluster C;. Estas duas fases sdo realizadas iterativamente até alcanca-
rem um minimo local, isto é, 0 K-means converge se os centroides ndo mudarem apds

uma iteracdo. Note-se que se pode impor ao algoritmo uma condi¢do de paragem,
k

como por exemplo, E |2t — 27113 < e, onde € > 0 é o limite de convergéncia, t é
i=1
a iteracdo corrente e z!

i ¢ o centroide do cluster C; na iteracao ¢.
O pseudo-codigo deste método encontra-se no apéndice B algoritmo 1. Este é
um exemplo de atribuicao tnica, o que significa que cada ponto s6 pertence a um

cluster. No apéndice A, na figura A.1, encontra-se um exemplo do resultado obtido

com este algoritmo.

2.1.2. Convergéncia

Nesta seccao, estudamos a convergéncia do K-means e, para o efeito, apresenta-se
um problema de otimizagao de onde o algoritmo K-means pode ser deduzido: seja
X1, To,. .., T, € R? um ntmero finito de elementos pertencentes a D, que pretendem

ser agrupados em k subconjuntos, de acordo com a semelhanca entre eles.

Uma formulacao deste problema é a seguinte:

4



2.1 K-means

kK n
(P) : min fW,2) =" wyD(x;, z)
i=1 j=1
k
sujeito a Zwij =1,7=1,2,...,n
i=1

wijzlouw,-j:(), i=1,2,...,k j:1,2,...,n

tal que Z = [21,22,..., 2] € R”* 2, ¢ o centroide do cluster i e W = [w;;] sendo
uma matriz real de dimensao k£ X n. Se w;; tomar o valor 1 significa que o ponto
xj pertence ao cluster 7 e verifica-se o contrario quando o seu valor é 0. A funcao
D mede a semelhanga entre o ponto x; e o centroide z; que, no K-means, serd da

seguinte forma:
d

D(xj,z;) = |l&; — 23 = Z(mlj - zii)%.
=1

De seguida, por uma questao de simplificacao, considera-se a representacao da
linha ¢ de W como W; = [w;1, w2, ..., w;,] e a influéncia do cluster i (elementos e
centroide) na funcdo f como f;(W;, Z;) = Z;‘:l wijD(xj, z;) e, por consequéncia,

fW.2) =" (Wi, Z,).

Para deduzir o algoritmo K-means a partir do problema (P) introduzem-se ainda
mais algumas notagoes que simplificam a exposi¢ao. Dado W fixo define-se fw(Z) =

f(W, Z) que goza da seguinte propriedade:

Propriedade 1 Se D(x, Z) é uma funcio conveza em Z, entdo fy,(Z) também o

é.

Prova Considerem-se duas matrizes Z', Z? € R¥>* ¢ 4 € [0,1]. Uma vez que a

fungdo D(x, Z) é convexa entao verifica a seguinte condi¢ao:

D(@,yZ" + (1 - 4)2%) < AD(@, 2") + (1 —7)D(w, 2%). (2.1)
Deste modo
k n
fw (V2 '+ (1 =7)2%) =)D wiyD(x;,vZ; + (1 -9)2Z])
i=1 j=1

Usando a equagao (2.1), deduz-se o seguinte:

5
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fw ('YZl 22 <Zzww vD(z;, Z ) (1 V)D(mj,Z?))
=1 j=1
k n
Y Dle 2+ (1) Y Y Dl 2
i=1 j=1 i=1 j=1
=vfw(Z") + (1 =) fw (Z7)
Conclui-se assim a prova. ]

Esta secgdo foca-se na convergéncia do algoritmo K-means, que usa a funcao de
semelhanga D(z, z;) = ||@ — z;||3, por isso interessa provar que esta ¢ convexa. Sejam
Z', Z? ¢ R¥™* duas matrizes e v € [0,1] , entdo a funcio verifica o seguinte:

D(x,(vZ' + (1 =)2%) = |z —7Z" — (1 -~) 23

=llye+ (1 -7z —-2' - (1-7)2°3
=@~ 2" + (1 - y)(x — Z%)|3

Aplicando a desigualdade triangular a dltima expressao, obtém-se o seguinte:

Iy(@— 2" + (L =)@~ Z%)|3 < |r(z - 2|5+ 11— )= - Z2%)|3
=9D(z,Z") + (1 - ~)D(z, Z*),
uma vezquey>0el—vy2>0.
Conclui-se assim que a funcao de semelhanca usada pelo K-means é convexa. De

seguida, para auxiliar raciocinios futuros, serdo apresentadas outras notagoes. Dado

Z € Rk seja f2(W) = f(W, Z) Esta fungdo f verifica a seguinte propriedade:

Propriedade 2 Seja Z € R™*. A funcio f5 (W) ¢ linear.
Prova Seja Z € R¥F ¢ considere-se W' ¢ W2 € R¥*". Entdo:

fz(W1+W2 ZZ w +w (a:j,Zi)

i=1 j=1
kK n kK n
=22 wiD(@; Z)+3 > wiD(2; Z)
i=1 j=1 i=1 j=1
= fz(Wh) + f(W?).
Conlui-se entao que a fungao ¢ linear. O

De seguida, define-se a funcao reduzida F' através da fungao objetivo do problema

(P) e prova-se que é concava.



2.1 K-means

Definicdao 1 (Funcao objetivo F reduzida) A forma reduzida da funcao f(W)
do problema (P) é definida por:

F(W) = min {fZ(W) . Z e Rka} :
e W é uma matriz real de dimensao k X n.

Lema 1 A func¢ao objetivo F' reduzida é céncava.

Prova Considere-se duas matrizes W1, W2 € RF*" e seja v um escalar tal que,
0 < v < 1. Assim, para mostrar que F' é concava, tem de se verificar o seguinte:

F(yW? + (1 = y)W?) > yF(W1) + (1 — 4)F(W?),¥y € [0,1]. De facto,

F(yW? + (1 — 4)W?) = min {fz(wvl F(1-W?): Z € Rdxk}
= min {yfz(Wl) + (1= fz(W?): Z ¢ Rka} , pela linearidade de fz.
> 4 min {fZ(Wl) 1 Z € Rka} + (1 — 7) min {fZ(Wz) 1 Z € Rka}

=F(Wh) + (1 =) F(W?).

O
Desta forma conclui-se que F' é uma funcao concava e o seguinte exemplo ilustra
_ 1 1 1.1 00 9 110 00
esse facto onde se considerou W+ = e W= = .
00011 00111
35+ :\\\\\\
30+ \\\ \\\\
) “
S 25t \\\\\
Sy
20¢ \\\
Y

I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1
Gamma

Figura 2.1: Exemplo de um gréfico da fungao F(W), onde W = AW 4 (1 —7)W?2.

Observe-se na figura 2.1 a variacdo de v no eixo das abcissas e o resultado de F

no eixo das ordenadas.
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De seguida define-se o conjunto S e interessa provar que é um poliedro convexo.
Um poliedro diz-se convexo se um segmento de reta que une quaisquer dois pontos
do conjunto estiver contido no poliedro. Assim, define-se o conjunto S = 51 x Sy X

XS,

Proposicao 1 O conjunto S é um poliedro convezo.

Prova Sabendo que W; € §j, é equivalente a escrever o seguinte:

AW, = b;
W, >0
sendo A =[1...1] e b; = [1].
Prove-se em primeiro lugar que S;,j € {1,...,n} é convexo. Seja le e W?

dois elementos de S}, logo Zle wilj =1, wilj >0e Zle wi?j =1, wl-zj > 0. Quer-se

provar que aW} +(1—- a)W? € S;. De facto:

k k k
Z (awilj +(1- a)wzzj) = Zawilj +(1-a) Zw%
i=1 i=1 i=1
=a+1l—-«a
=1.

Além disso ozw]l- + (1 — a)w? > 0. Como a reta se encontra contida no poliedro,

J

entdao S; ¢ um poliedro convexo. Como S € um produto cartesiano de convexos,

logo é um convexo. Além disso, é um poliedro porque W € S < Ax = b, onde

1...1 0...0 ... 0...0
W, 1
0...0 1...1 ... 0...0
A= ) ) ) ,x=1| : |leb=|:|,comx > 0. O
W, 1
0...0 0...0 ... 1...1

Apos introduzido o conjunto prova-se que as restrigoes do problema (P) podem

ser obtidas do conjunto S; através do seguinte teorema:

Teorema 1 O conjunto dos pontos extremos de S corresponde as solucoes admissi-

veis de (P).

Prova Seja W um ponto extremo de S. Como W € S entao Zle wi; =1, Vj €
{1,...,n} ew;; > 0. Como S & um poliedro convexo resta apenas provar w;; € {0,1}.
Como W é um ponto extremo de S, é possivel decompor A na forma A = [B|N],

onde Bpyr = I é uma base formada pelas colunas de A associadas as k variaveis
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bésicas de W. Ja IN contém as restantes colunas associadas as varidveis nao bésicas

(que tém o valor zero). Sendo assim obtém-se o seguinte:

T
Az=be[B | N|| 7| =beBep+ Noy=beap=b=1.

TN

Este calculo confirma que todas as varidveis basicas terdo o valor de 1, concluindo-
se que w;; € {0,1}.
Para provar a implicagdo contraria, seja W uma solugao admissivel de (P), entdo
w;j € {0,1} e Ele wij =1, Vj =1,...,n, logo W € S, restando apenas provar
que W é um ponto extremo de S. Considera-se a submatriz B de W formada pelas
colunas, onde w;; = 1. Esta matriz corresponde a matriz I uma vez que em cada
grupo de variaveis wj;, j € {1,...,n} s6 existe uma que é igual a 1 sendo as restantes
iguais a 0, isto porque Zle wij = 1 e wi; € {0,1}. Sendo assim, B é uma base,

logo a solucdo é basica o que implica que W seja um ponto extremo de S. g

O problema (P) é um problema discreto e, por isso, os algoritmos tornam-se
computacionalmente mais exigentes. Desta forma interessa relaxar o problema (P)
substituindo as restri¢coes w;; € {0,1} por w;; > 0. Esta relaxacao permite definir o

problema reduzido (RP).

Defini¢ao 2 (Problema reduzido (RP)) O problema reduzido (RP) do problema

(P) € definido pelo sequinte:

(RP): min F(W), sujeito a W € S.

Propriedade 3 Se F' é uma funcao concava num poliedro convexo S, entdo F' atinge

o minimo num ponto extremo de S.

Prova Seja x um minimizante de F' e suponha-se que x nao é um ponto extremo
de S. Entao x pode escrever-se como uma combinacio linear de pontos extremos de
S, isto ¢, x € da forma x =) ;" | oyx; tal que > | a; = 1, com x; pontos extremos

de S e a; > 0. Como F' é concava, entao verifica o seguinte:
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F(Z ;) > Z a; F(z;)
i=1 i=1
F(z)— Z%‘F(xi) >0
i=1
D aiF(z) =) aiF(x;) >0
i=1 i=1

> ai(F(x) = F(x:) >0
=1

Mas F'(x) é um minimo, logo F(x) < F(z;) o que implica que F(x) = F(z;).
Assim conclui-se que os pontos extremos x; também sdo pontos onde F atinge o

minimo. O

Apos esta propriedade pode deduzir-se o lema seguinte:
Lema 2 O problema (RP) e (P) sao equivalentes.

Este lema deduz-se a partir da propriedade 3 e do teorema 1. A resolucio direta
do problema (RP) é dificil e, por esse motivo, introduz-se o conceito de solugao 6tima

parcial.

Defini¢do 3 (Solucdo Otima Parcial) Uma solucdo étima parcial (W*, Z*) do

problema (P) é uma solugao que satisfaz as sequintes condigies:
fz:(W?") < fz+(W), YW €5,
fw(Z*) < fw+(Z), VZ c Rk,

No sentido da sua resolucao minimiza-se alternadamente a fun¢do f em W e Z

através de dois tipos de problemas:

e Problema P,: Dado um Z € R%¥ pretende-se minimizar {f7(W): W c S}

Neste problema P ¢ feita a atribui¢ao dos pontos aos clusters.

e Problema Pj,: Dado W € S, pretende-se minimizar {fw(Z): Z e R}

Neste problema P, atualizam-se os centroides.

A solugdo para o P, ¢ simples de obter quando D(xj, z;) = ||&; — 2|3, como se

pode observar através do préoximo lema.

10
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Lema 3 Seja Z € Rixk fizo, define-se W € R™¥ do sequinte modo: para cada

je{l,...,n}, tem-se o sequinte:
~ 1 se Hw]_’%ZH% < Ha:j_‘%lH%7VZe {177k}
wij =
0 se caso contrdrio.

Entao W' € uma solugao dtima de P.

Prova Primeiro prova-se que W € S. Pela definicio de W;j, temos w;; € {0,1}

e portanto w;; > 0. Para cada j € {1,...,n}, existe apenas um i € {1,...,k},

onde w;; = 1, o indice onde ||z; — 2;||3 é minimo. Para os restantes i tem-se que

w;; = 0. Desta forma verifica-se que Zle w;; = 1, logo W € S. Falta provar que

fa(W) < f5(W), VW € Rk,

Dado j € {1,...,n} e seja i* € {1,...,k} tal que w;+; = 1, se ||&; — 2|3 <

lz; — 2|3, VI € {1,...,k}. Para VW € S temos que:

wijllz; — 2|5 < wigllz; — 213, VI
k k
&Y wylles — 25 <D wiyllws — 23
= =1

<=>H:Bj — Zx

k
5 <> willw; — 5.
=1

O termo esquerdo da inequagao 2.2 é igual a ter-se o seguinte:

2

2

5+ wijllzy — 23
o

k
= ayylla; — 2ll3
=1

&5 — 2o+ ||* = wirj || — 2o

= QI]Z*J |w] — Zg*

Substituindo em (2.2) obtém-se Zle |z — 23 < Zle wy;l|z; — z1]|3. Resta

apenas aplicar em ambos os termos o somatério em j:

n k n k
Zzwij”w]’ — 2|3 < Zzwlj”wj — a3

j=1 i=1 j=11=1

Permutando os somatorios, conclui-se o seguinte:
fa(W) < fz(W).

Logo W ¢ uma solucdo 6tima de Py

11
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Ja a solugao Py, em geral, nao é tao simples de obter. No entanto, no caso do
algoritmo K-means através da fungdo de semelhanca D(z, Z) = ||x — Z||3, consegue

deduzir-se uma expressdo direta para a solugao 6tima de Py, .

Lema 4 Para um W € R fizo, define-se Z € RYF da sequinte forma:

2 =1 Wi
Z =[z1,...,2;], onde z; = =2——"= i=1,...,k.
Zj:ﬂ«”ij

Entao Z € uma solugdao dtima de Py, .

Prova Seja W fixo. Note-se que fy;,(Z) = Zle > i Wizl — 2|3 é uma fungéo
convexa, 0 que garante que o minimo é tinico. Basta, entdo, encontrar o zero da
derivada da funcdo fy;,(Z), em ordem a 2; , i € {1,...,k}, para qualquer z;.

Derivando f;, obtém-se o seguinte:

k n
vzifW(Z) = Vg, ZZ’LDZ]HCC] - le%

i=1 j=1

n
=Y dbij(—2(; - zi)).
j=1
A solugao de Py;, obtém-se da seguinte forma:

Valw(2) =06 ) dij(—2(x; — 2:) =0
j=1

n ~
> o Wi T

=1 WijLy
= =1

Dty

Encontra-se assim a solugdo de Py, O

=z = Lk

Estas solucbes sao importantes porque satisfazem as condicdes necessarias de
otimalidade de primeira ordem, também conhecidas por condi¢cdoes Karush-Kuhn-
Tucker (K KT)[3], para o problema (RP), e por este facto, sdo candidatos a minimos
locais de F'. Para se abordar este resultado, é necessario reformular o problema (RP)

e introduzir algumas restri¢goes. Note-se que o problema (RP) é equivalente a:

min fW.,2Z)
s.a. WeS )
szw(W, Z) =0
uma vez que fy é convexa e, portanto, o minimizante de fy verifica Vz f(W,Z) =

szw(Z) = 0.
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2.1 K-means

Tendo como base o lema 4 e tendo em conta a funcao D(x, Z) do K-means, entdo
VzlfW(Z) =0« Z?:l wij(mj — Zi) = 0. Seja Cl(W,Z) = Z?:l wij(mj — Zi), (6]

que torna o problema anterior equivalente a:
min f(W,Z)
sa.  gi(W)>0, j=1,...,n
h](W):O, jzl,...,n
CZ'(W,Z) :07 1= 1,...,k
De seguida, define-se o lagrangeano, tendo em conta que u; € ]Rk’,,uj <0A €Re

a; € R? sao os multiplicadores de lagrange:

n n k
LW, Z,p X\ a)=f(W,2)+ >l g(W)+ > Nu(W)+> N a(W, Z)
=1 =1 =1

Apo6s a definigdo do lagrangeano estamos em condi¢oes de enunciar as condigdes

K KT para este problema. As condicOes sdo as seguintes:

Vw,; LW, Z,u, A\, a) =0,V (2.3)
Vz, LW ,Z,pu,\, o) =0,Vi (2.4)
g; (W) >0,Yj (2.5)
hi(W) =0,V (2.6)
c;(W,Z)=0,Vi (2.7)

4y < 0,Y) (23)
9ij(W)pij = 0,Vi,Vj (2.9)

A equacdo 2.3 é equivalente a:

k
Vw, f(W, Z) + Vi, g;(W)pj + A Sw, (W) + Y Viy a(W, Z)a; = 0
lzl (2.10)
= ijf(W,Z)—i—uj+/\jIL+Zv:‘CVjcl(W,Z)al:O
=1

13



Capitulo 2 Algoritmos

A equagao 2.4 é equivalente a:
Ve f(W,2) + V,ci(W, Z)a; = 0,

com base na condicao (2.7), V, f(W,Z) = 0 obtém-se o seguinte:

n
0— Zwi]’ XIXO&Z':O.
j=1

Assumindo que 2?21 w;; # 0, isto indica que o cluster ¢ nao tinha pontos associados
e, por isso, ndo seria utilizado. Dai que, Vi € {1,...,k}, entdo o; = 0. Substituindo

em 2.10 a; = 0 obtém-se o seguinte:
Vij(W,Z)+Mj+)\j]l:0 (2.11)

As condigoes para o problema (RP) sdo sete. As duas primeiras sdo as derivadas
do lagrangeano em ordem a W e a Z, que verificam as condigoes de Py, e Py. Apos
reformulado o problema (RP) e introduzidas as condigdes K KT, estdo reunidas

todas as condicOes para se abordar o teorema seguinte.

Teorema 2 (W*, Z*) é um ponto KKT de (RP) se e sé se (W*,Z*) for uma

solugcao dtima parcial de (P).

Prova Suponhamos que (W*, Z*) é um ponto KKT de (RP). Entao existem
Wi € ]Rk,)\j € R e a; € R? tais que as condicdes 2.3 a 2.9 sdo verificadas. Quer-se
provar que (W™, Z*) é uma solugao 6tima parcial. Deste modo, Z* deve ser uma
solucdo 6tima de Pyy+, e W™ deve ser uma solucao 6tima de Pz+. Portanto devem-se

verificar as condi¢oes de otimalidade de primeira ordem para Py, isto é:
Vzfw-(Z") =0, (2.12)

o que se verifica pela equagao (2.7). Além disso, sendo fy+(Z*) convexa, entdo Z* é
solugao 6tima de Fyj,. Por outro lado devem-se verificar as condi¢oes de otimilidade

de primeira ordem para Pgz=, isto é:

Vw, fze(W*) + > Vi, a(W )+ Y \Vw, hi(W*) =0 (2.13)
=1 =1

Gi(W*) = 0, hy(W*) =0, 1y <0, ¥%j € {1,...n} (2.14)

gij(W*),uij = 0, Vi € {1, .. .,k} R V] € {1, . ,n} (2.15)
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2.1 K-means

estas condigoes sao satisfeitas pelas equacoes (2.5), (2.6), (2.8), (2.9) e (2.11). Sendo
fz+ uma funcdo linear, entao W* ¢ solugdo 6tima de (P).
Reciprocamente, se (W*, Z*) é uma solucao d6tima parcial de (P) entdo existem
p; € R¥ e \; € R que verificam as equagdes (2.12) a (2.15). Considerando que
a; = 0, entdo verifica-se que as restrigoes (2.3) a (2.9) sdo validas e, por isso, o ponto
(W*,Z*) é¢ KKT para o problema (RP).
O
De seguida apresentam-se dois lemas que auxiliam na conclusao do estudo sobre
a convergéncia do algoritmo. Considere-se que W' sdo as atribuicoes dos pontos
em relagdo & iteracdo r e Z" os centroides na iteragdo r. No lema 5 prova-se que
a sequéncia f(W"™1, Z") é decrescente e no lema 6 prova-se que todos os W sio

distintos entre si.

Lema 5 Para quaisquer iteragoesr se Z" L # Z" entdo f(W'™2,Z"" 1) > f(W™ L, Z").

Prova Atendendo que W1 ésolucio de Pyr—1, entdo f(W' 2, Z™1) > f(Wr=1 Zz™1),
Por outro lado, Z" & solugdo de Py,r—1, entdo f(W™ 1, Z"1) > f(W"1 Z"). Aléem
disso, se Z'1 £ Z" entao f(W™ L, Z"71) > f(W™1, Z"). Uma vez que fwr—1 €

convexa, logo o minimo seré dnico. (|

Lema 6 Admita-se que o algoritmo K-means realizou r iteragées. Entao WO .. W

sao distintos entre si.

Prova Mostra-se por absurdo que os elementos da sequéncia de atribuices W° ... W

sdo todos distintos. Se assim nao fosse, entdo existira ry e 7o, tal que 1 < ro < 1,

e W™ = W7, Por (P ),(Pwr) obtém-se as solugoes Z" " e Z™*! e como

W™ = W™ entio Z"H = Z™ L logo f(W™, ZM ) = f(W72, Z™H). Como f

¢ uma sequéncia nio crescente, obteria-se Z™ = Z" . Z™ = Z™*! pelo que o

algoritmo deveria ter parado na iteracao r; + 1 e ndo na iteracao r, o que faz com

que todos os W' sejam distintos. O
Aborde-se agora o teorema que prova que o K-means converge num namero finito

de iteragoes, sendo este o objetivo desta seccao.

Teorema 3 O algoritmo K-means converge para uma solu¢do dtima parcial do pro-

blema (P) num nimero finito de iteragoes.
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Capitulo 2 Algoritmos

Prova Como todos os W' obtidos pelo algoritmo sao distintos e correspondem a
pontos extremos de S, que sdo finitos, entdo no maximo o algoritmo precisa de um

nuimero finito de iteracoes até convergir para uma solugao. O

Conclui-se, deste modo, o estudo da convergéncia do algoritmo K-means e, de

seguida, estuda-se a ordem de complexidade do mesmo.

2.1.3. Ordem de complexidade

Seja D o conjunto de informacao que contém, no total, n pontos e cada ponto com
uma dimensado d. Ao ser aplicado um método de clustering a D, este fica dividido
em k cluster, C = {C1,Cy,...,C}, sendo cada cluster representado pelo respetivo
centroide. Denote-se por ¢t o niimero de iteragoes que o algoritmo leva até convergir,
cada uma delas composta por duas fases: a fase de atribuicdo dos pontos aos clusters e
a fase da atualizacdo do centroide de cada cluster. Serd importante considerar esforco
computacional envolvido em cada uma delas. A fase de atribuicdo dos n pontos aos
k clusters necessita de calcular as n disténcias dos pontos de dimensdo d aos k
centroides o que leva um tempo de O(nkd). Denotando por n; a dimensao do cluster
C;, e tendo em conta que Zle n; = n, pode avaliar-se a ordem de complexidade
da fase de atualizagdo dos clusters. O centroide do cluster C; é atualizado com o
calculo da média dos seus n; pontos (de dimensao d) originando um tempo de O(n;d).
Deste modo, o tempo total desta fase &€ O(nd). Tendo em conta que cada iteragao t
necessita de executar cada uma destas fases, conclui-se que este algoritmo tem uma

complexidade computacional de O(tnkd).

2.2. Expectation-Maximization

Nesta seccao, aborda-se um exemplo de atribuicdo multipla onde é atribuida uma
probabilidade de um ponto poder pertencer a um outro cluster. Para uma melhor
compreensao deste algoritmo é necessario introduzir primeiramente a caracterizagao
dos clusters através do modelo misto gaussiano, cujos pardmetros serdo estimados

pelo método da méxima verosimilhanca.
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2.2 Expectation-Maximization

2.2.1. Modelo Misto Gaussiano

Neste algoritmo assume-se que cada cluster C; é caracterizado através da distri-

buicdo normal multivariada, isto é:

1 r— zZ; Tz.il €T — 2
filz) = f(x|z:, %) = ——F—eap {—( i) 3y 1)}
T >
onde z; € R% ¢ a meédia do cluster C; e 3; € R4*? 3 matriz covariancia, sendo ambos

desconhecidos.

Devido a esta caracterizacao dos clusters, a funcdo densidade para todos os pontos
f(x) é vista como um modelo misto gaussiano. Esta funcao representa-se da seguinte
forma:

k

fl@) =" f(m|zi, ) P(C))

=1

onde P(C;) sdo os parametros de mistura (também desconhecidos) que satisfazem
a condicao Zle P(C;) = 1, e que sao designados pelas probabilidades a priori de
cada cluster. Assim o modelo é definido através da média z;, da matriz covariincias

3, e das probabilidades a priori P(C}).
2.2.2. Estimagao da maxima verosimilhanca

Nesta seccao, apresenta-se um breve resumo das férmulas para estimar os para-
metros do modelo misto Gaussiano utilizando o método da méxima verosimilhanca.
A deducao completa das formulas pode ser consultada em [13].

Por uma questio de simplificacdo, considera-se:
0= {Zl, 21, P(Cl), ey Ry Ek, P(Ck)} .

Dado um conjunto de pontos D), define-se a fungao de verosimilhanca de 8 como
a probabilidade condicional de D dado os parametros do modelo . Deste modo,
supondo que os pontos correspondem a observacoes de uma amostra aleatoria do
vector X com funcgao de densidade f do modelo misto gaussiano, obtém-se a seguinte

funcdo de verosimilhanca:

L(0|D) =117, f(x;)

O objetivo desta estimacao é encontrar os parametros @ que maximizam a funcao de
verosimilhanga. Como o valor maximo do In(L(0|D)) é atingido no mesmo ponto que
no maximo do £(0| D), opta-se pelo uso da primeira funcdo. Através das propriedades

dos logaritmos pode obter-se um somatério a partir de um produtoério.
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Deste modo, os pardmetros que maximizam a funcfo de maxima verosimilhanca
sao dados por:

0* = argr;lax {In(L(8]D))}

A fun¢do do logaritmo da verosimilhancga é dada pela seguinte expressao:

L(0|D)) Zln Zlnz (|2, i) P(C})).

O célculo analitico (e mesmo numeérico) do maximo desta fungao é muito dificil.
Por esse motivo, utiliza-se a abordagem expetativas-maximizacao para encontrar os
parametros que maximizam [n(L£(0|D)). Esta abordagem inicializa os parametros 0 e
introduz variaveis de laténcia que dao informacao sobre a probabilidade de um ponto
xj pertencer a um determinado cluster. O valor destas varidveis nao é conhecido mas,
dado o conjunto D e os parametros 6, o seu valor esperado serd P(Cj|x;). Este valor
designa-se por probabilidades posteriores e pode ser interpretado como a contribuigao
do ponto x; no cluster C;. O calculo deste valor pode ser feito através do teorema
de Bayes:

fi(z;) P(Ci) fi(zj|zi, i) P(Cy)

P(Cilz;) = St @ PGl ) : (2.16)

Note-se que, a partir deste momento, sempre que for utilizada a notagao w;;, esta

refere-se & contribui¢ao do ponto x; no cluster C.

Deste modo, pode definir-se uma matriz dos pesos de todos os pontos para cada
cluster onde o elemento genérico é w;; = P(Cj|x;).

As férmulas para estimacao dos pardmetros deste modelo serao obtidas anulando
as derivadas parciais da funcao In(£(0|D)). A derivada parcial em funcao de um
parametro genérico 6; para o cluster C;, é dada pelo seguinte:

i (c@D) = - [ L (el P(C)
00; = f(x;) 00;
Tendo em conta que X; é uma matriz invertivel, pode reescrever-se a derivada

parcial da seguinte forma:

9,
691 L£(8|D)) Z[

g (Cm 1= e ot 20} PC) | 217

onde se substitui a densidade normal multivariada f(x;|z;,3;) e se tem em conta

que g(2;,%;) = —3(z; — 2)TS N (x; — z;). Note-se também que a derivada da
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exponencial de g, é dada pelo seguinte:

o exp {9(20: B0} = exp {g(z1, 50} 5o-9(0: ) (2.18)

Derivando In(£(0|D)) em ordem a z;, obtém-se uma foérmula para recalcular a

média z;. Tendo em conta que:

ig(ziv Bi) =% (2 - 21) (2.19)

obtemos:

0 . -1
2aln (L(O|D)) =0« ;wijz:i (xj—2) =0

D1 Wi
D i1 Wi

Para se recalcular a matriz das covaridncias 3;, faz-se um raciocinio analogo. No

Z; =

entanto, o célculo da derivada parcial de In(£(0]|D)) é mais complexo. Recorre-se,
por isso, a regra do produto para derivar o termo \Ei_lﬁ exp {g(zi, £;)} na formula

(2.17),

1,1
a|x; 7|2
[ ]
o=t

Para abordar esta derivada é necessario ter em conta que, para todas as matri-
) A _
zes quadradas A, se obtém %'—A‘ = |A].(A™H)T. Dado este resultado, reescreve-

se a derivada em questao da seguinte forma;:

A=z 1.y
ﬁZQEilI?Ei (2.20)
K3

o)
° am T exp {g(z:, %)}
Nesta derivada, note-se que, para todas as matrizes quadradas A € R%? ¢

vetores a, b € R%, temos %aAbT = ab’. Através da equacio (2.18), reescreve-

se a derivada da exponencial de g em ordem a X ! da seguinte forma:

O exp {9tz B0} = g exp oz D)} s — =) — =) (221)

)

Apos o célculo destas duas derivadas, pode agora aplicar-se a regra do produto
a |E;1\% exp{g(zi, X;)}. Tendo em conta as equagoes (2.20) e (2.21), obtém-se o

seguinte:
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0 _q,1
Elﬁi 2 exp {g(2:, 2s)} =

1,41 112

=352 Siexp {920, 3} — 515712 exp {g(2i. 20)} (@) — zi)(@; —zi)" (222)
1 o1t

=51% 2 exp{g(zi, T0)} (Bi — (xj — zi) (x; — 2z0)")

Neste momento, pode aplicar-se a derivada parcial ao logaritmo da funcao de
verosimilhanga e igualar a uma matriz 044, com o objetivo de encontrar uma féormula
para recalcular a matriz das covariancias. Mergulhando a equagao (2.22) na equacao

(2.17) obtém-se o seguinte:

i 7j=1
>y wij(@y — zi)(x; — zi)"

D i1 Wij

Finalmente, para se encontrar a férmula que recalcula as probabilidades & priori,
é necessario utilizar a derivada parcial do logaritmo da funcao de verosimilhanca em
ordem a P(C;). Neste célculo é preciso introduzir um multiplicador de Lagrange
o para a seguinte restrigao 2221 P(C,) = 1, de modo a reescrever a derivada da

seguinte forma:

o k
S0 (lnw(me)) +a(>P(C) - 1>> (2.23)

a=1

Deve-se ter em conta que a derivada parcial do logaritmo da func¢do verosimi-

lhanca em ordem a P(C;) é dada pelo seguinte:
8 i f(acj\zi, Ez)
Tpicy (LDl = > L

De seguida, torna-se a equagao (2.23) para utilizar o resultado anterior e igualar

a 0, e obtém-se o seguinte:




2.2 Expectation-Maximization

Sendo o multiplicador de Lagrange o = —n, obtém-se a férmula para recalcular

as probabilidades & priori:

2.2.3. Descricao do algoritmo

Este algoritmo aplica iterativamente a fase de expetativas e a fase da maximizagao
até convergir. A fase das expectativas calcula as probabilidades posteriores do cluster
C; de um dado ponto x;, usando a equacao (2.16) e a fase da maximizacao estima

os parametros z;, X; e P(C;) através das equagdes seguintes :

o 7 — D1 Wi
S S ST

o E’L = 2?21 Wij(wjfzi)(;l:jfzi)T

Z?:1 Wij

2 =1 Wi

n

e P(C;) =

O Expectation—Maximization ¢ uma aproximacao iterativa e, como tal, é ne-
cessario definir os parametros iniciais. No caso deste trabalho, foram atribuidos
aleatoriamente os elementos do conjunto aos k clusters. Com essa distribuicao de
pontos foi calculada a média dos pontos de cada um deles de modo a atribuir um
valor inicial aos respetivos centroides. Ja a matriz de covaridncias assume-se como a
matriz identidade, uma vez que nao se possui informacao sobre possiveis dependén-
cias entre as componentes do vetor. Em relacao as probabilidades a priori, assume-se
que os pontos se encontram distribuidos do mesmo modo entre os clusters e, como
tal, cada cluster terd um peso igual a % no modelo misto gaussiano.

O algoritmo converge quando se verifica max {lzt = 2713} < e, ondee>0¢
o limite de convergéncia e ¢ é a iteracio onde se encontra.

O pseudo-codigo deste método encontra-se apresentado no apéndice B no algo-
ritmo 2. No apéndice A na figura A.2 encontra-se um exemplo do resultado obtido

com este algoritmo.

2.2.4. Ordem de complexidade

No algoritmo FEzpectations-Mazimization cada iteracdo t é composta por duas
fases: a fase expectativas e a fase maximizacao. Na fase de expectativas é necessario
inverter a matriz das covaridncias 3J; e, para isso, é preciso calcular o determinante

|| operacdo essa que leva um tempo de O(d?). Esta inverso serd executada para
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todos os k clusters, logo a fase demora um total de O(kd®). Também nesta fase é
necessério avaliar a fun¢io densidade f(z|zx,Xx) o que leva um tempo de O(d?).
Esta funcdo vai ser realizada para todos os n pontos e para todos os k clusters e no
total necessita de O(knd?). Na fase de maximizagao, o tempo necessario ¢ dominado
pela atualizacio da matriz das covariancias X; que necessita de um tempo O(nkd?)
para todos os k clusters. Como cada iteracao ¢t é composta por estas duas fases, entao

a complexidade computacional deste algoritmo é de O(tnkd?), isto porque, n > k.

2.3. Kernel K-means

O algoritmo K-means faz uma separacao rigida dos elementos e, por essa razao, na
presenca de conjuntos nao convexos, perde a sua eficiéncia. Surge assim a necessidade
de modificar o algoritmo de forma a resolver este problema. Ao aplicar o Kernel no
K-means, este algoritmo torna-se capaz de separar os pontos em clusters de forma

nao linear.
2.3.1. Introducao aos métodos de Kernel

A partir de um conjunto de dados D), interessa encontrar o mapeamento ¢ para
mapear o elemento x; do espago de entrada Z para o espago caracteristico F, sendo
¢(x;) a sua representacao.

Como a transformagdo dos elementos do conjunto D do espaco de entrada para
0 espaco caracteristico é um processo demorado, usam-se os métodos de kernel que
evitam a transformacao direta dos elementos. Este processo da-se através dos n x n
valores de semelhanca dos pares (x;, x;), e para medir a semelhanca de pares usa-se
uma func¢ao denominada Kernel. Esta define-se tendo em conta que Z é o espago de

entrada e o conjunto D = {;}} | C Z.

Defini¢ao 4 (Fungao Kernel K) Uma func¢ao Kernel é uma fun¢io K : TxXZT —»

R que satisfaz o seguinte:
K(xj,2;) = d(x;)" ¢(a;) (2.24)
onde ¢ : T — F € a funcdo que realiza o mapeamento dos elementos de D.

Dado que esta funcdo apenas utiliza produtos internos torna-se simples recons-
truir ¢(a;) sem precisar de passar do espago de entrada para o espago caracteristico
todos os elementos de D. As semelhancas entre os pontos de K sao representadas

por uma matriz Kernel de dimensdo n x n definida pelo o seguinte:
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K(xy,x1) K(xi,22) -+ K(x1,20)
- K(xy,x1)
_K(wmxl) K(xnva) K(wn’wn)_

onde K é a funcio kernel responsavel por atribuir um valor & semelhanca entre
o par (x;, ;).

E preciso ter em atencio que a funcdo Kernel ndo pode ser escolhida arbitraria-
mente. Esta tem de verificar as seguintes condigoes de forma a que a equacao (2.24)

continue valida:
e A fungdo Kernel deve ser simétrica : K(x;,x;) = K(x;, ;).

e A matriz Kernel proveniente é semidefinida positiva para qualquer subconjunto

D c1:
n o n
ZZaiajK(wi,mj) >0, ai, a; eR, i,7=1,...,n

i=1 j=1

|2
Neste trabalho foi escolhida a seguinte funcao Kernel K (x;, x;) exp {—%}
que se denomina por Kernel Gaussiano. Apos esta breve introducdo aos Kernels,

vai-se abordar a descrigdo do algoritmo Kernel K-means.

2.3.2. Descricao do algoritmo

Seja K = {K(x;,x;)} a matriz kernel de dimensdo n x n simétrica, onde

K(zi,z;) = ¢(x;) T ¢(x;). Seja {Cy,...,Ck} a particao de n pontos em k clusters e

as k médias de cada cluster {z‘f, R zi}, onde:
o 1
z;, = n Z o(z;)
:l:jECi

¢ a média do cluster C; no espago caracteristico com n; = |Cj].

No Kernel K-means nao é necessario conhecer os centroides como no K-means,
porque no espaco caracteristico é possivel obter uma funcao objetivo do Kernel K-
means(SSE) através do uso de fungoes Kernels, sendo esta equivalente a fungao

SSE do K-means. Observe-se entao a funcao objetivo do Kernel K-means:

k

min SSE(C) =Y > llé(a;) — =

i=1 :ijCi
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Desenvolvendo a equagao anterior através de fungoes Kernel, tem-se o seguinte:

k
SSEC) =" > le(x;) - 27|”

=1 ijC'L
k
=33 (lo@)I? — 20(2;)7=¢ + (127
=1 :.l:jECi
k 1 T
=D | 20 @I | —2ni | — 37 o) | =+ il
=1 :BjECZ' ! wjeci
= Z ¢(wJ)T¢ (x;) (an‘z¢“2>
=1 a:jECi
k k 1
=2 2 K@pe) =) - > ) K@om)
i=1 x;€C; i=1 x,€C; xpeC;

3

k
K(mj,mj)—z% Z Z K(xq,xp).

i=1 xq,€C; xpeC;

=

=

A fungao SSFE anterior mede a distancia no espago caracteristico entre um ponto
x; e um cluster C;, com o objetivo de descobrir o cluster mais proximo para se lhe
atribuir x;. Para tal, é necessario calcular o centroide de cada cluster no espaco
caracteristico através dos Kernels.

De seguida, apresenta-se o calculo da distancia de um ponto ao centroide no

espaco caracteristico usando as funcoes Kernels:

lp(z;) — 22117 = llp(z;)|* — 26(x;) 20 + |27

= b)) o) — o Y dla) )+ 3 Y olw) o)

(2

xq,€C; Z x,€C; xpeC;
2
:K(mj,mj)—; E K(xq,x;) + E g (Ta, Tp)
v maeci Z il?aEC a:bGC

Para a atribuicao C;(x;) do ponto x; ao cluster C; escolhe-se o menor valor da

equagao anterior, isto é:

O () = axgmin {|}0(=;) — =/}

= argmin K(scj,a:j)—% Z K(xq,x;) + Z Z K(x,, xp)

K3 (2

xq,€C; Z x,€C; xpeC;
. 2
— argmin { —— Ty, T K(xq, xp)
gl s K(zq, xj) )
v " . €C; Z 2, €C; £pEC;

(2.25)
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O termo K(x;,x;) é igual em todos os clusters, logo ndo tem influéncia na sua
atribuicdo e desaparece. O tultimo termo é a norma quadrada da média de cada
cluster C; (sqnorm;) e o primeiro termo é duas vezes a média do valor do kernel
(avg) para cada x; em cada C;.

Este algoritmo inicia-se a partir de uma atribuicdo aleatéria dos elementos pelos
k clusters. Posteriormente reatribuiu-se iterativamente cada ponto & média mais
proxima no espaco caracteristico atraves da equacao (2.25) sendo feito o célculo
separado do sqnorm e do avg. Esta reatribuicdo é usada numa nova reparticdo
de pontos que ird formar novos clusters. Este processo é repetido até convergir e,
para que tal aconteca, é necessirio que os pontos nos clusters ndao mudem de uma
iteracao para a outra. Para se poder obter uma convergéncia mais rapida, opta-se
pela aplicacao de um erro € > 0 na comparacao dos cluster de diferentes iteragoes.
O Kernel K-means converge quando 1 — 1 Zle |Ct N CIY| < e para uma iteragio
t.

O pseudo-codigo deste método estd apresentado no apéndice B no algoritmo 3.
No apéndice A, na figura A.3, encontra-se um exemplo do resultado obtido com este

algoritmo.
2.3.3. Ordem de complexidade

O célculo da matriz Kernel para todos os k clusters C; leva um tempo de O(n?).
Para calcular o sqgnorm; e o avg para todos os k clusters também é necessario um
tempo de O(n?) em ambos. Por tltimo, é necessdrio calcular a distancia da média
de cada cluster em relagdo a cada ponto com o objetivo de o atribuir ao cluster com
a média mais proxima. Logo, o total para a ordem de complexidade deste algoritmo

¢ de O(tn?) onde t é o nimero de iteragdes até convergir.

2.4. Outros algoritmos

Nesta seccao referem-se outros algoritmos importantes na area do clustering. O

seu estudo nao foi aprofundado e surge apenas como uma informagao complementar.

2.4.1. Hierarquico

O algoritmo Hierarquico gera particoes sequenciais através de duas estratégias,
uma por aglomeracdo de elementos e outra por divisdo de elementos. Tendo por
base um conjunto D = {x}! | € R?, este algoritmo cria clusters sequenciais que,

por norma, serao representados por uma arvore de clusters.
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Na abordagem por aglomeracdo, percorre-se a arvore de clusters desde a sua base
até ao topo. Inicialmente cada um dos n pontos pertence a um cluster diferente e
o algoritmo ird recursivamente aglomerar quais os clusters semelhantes até existir
apenas um, que contém todos os elementos.

Na abordagem por divisdao, percorre-se a arvore de clusters do topo até & sua
base. Inicialmente todos os elementos estdo contidos no mesmo cluster e o algoritmo
ird recursivamente dividir o cluster inicial através da sua dissemelhanca até todos os

n pontos estarem contidos em n clusters diferentes.

2.4.2. DBSCAN

Este algoritmo separa os elementos x; € R j =1,...,n de um conjunto de
dados D em funcdo da sua densidade. Para isso, define-se como sendo o conjunto
de elementos de D que estao numa bola centrada no ponto @, com um raio €, que se

representa da seguinte forma:

Ne(z) = {ylo(z, y) < €}

onde §(x,y) mede a distancia entre o ponto x e o ponto y.

O DBSCAN inicialmente calcula para os n pontos @ os respetivos N(x), com o
objetivo de identificar os pontos cores. Neste algoritmo, os pontos do conjunto D
podem ser classificados de trés formas:

1. Ponto core:

Denomina-se de ponto core o ponto @, onde |N.(x)| > MinimodePontos.
MinimodePontos é uma quantidade estabelecida a priori de um ntmero mi-
nimo de pontos que se encontram na bola centrada em .

2. Ponto de fronteira:

Denomina-se de ponto de fronteira o ponto que verifica 1 < |N¢(x)| < MinimoPontos.

3. Ponto isolado:
Denomina-se de ponto isolado todo o ponto que nao seja um ponto core ou umn
ponto de fronteira, isto é, pontos que se encontrem isolados no conjunto D.
Ao contrario dos outros algoritmos, este ndo atribui a priori os n pontos aos

clusters. Para a construgao dos clusters, este algoritmo apresenta duas abordagens:
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1. Alcance de densidade direta

Diz-se que o ponto x alcan¢a y por densidade direta se y € Nc(x).

2. Alcance de densidade

Diz-se que x alcanca y por densidade se existe uma ligacdo de pontos cores
T = x1,T2,...,2; = Yy, onde o ponto x;_1 alcanca diretamente o ponto x;

paratodoo j=1,...,L

Nesta fase, o algoritmo escolhe um ponto core e verifica recursivamente quais sao
os pontos ligados pelo alcance de densidade e pela densidade direta atribuindo-lhes
um cluster. De seguida percorrem-se os pontos core que nao estao atribuidos a um
cluster verificando recursivamente aqueles que estdo ligados entre si por densidade.
Desta forma recursiva, identificam-se os cluster até se esgotarem os pontos core nao
atribuidos a um cluster. Por fim, os pontos isolados que nao foram abrangidos por

densidade constituem um novo cluster entre si.

2.4.3. K Nearest Neighbors

O K Nearest Neighbors(K N N) utiliza um conjunto auxiliar chamado de conjunto
de aprendizagem (training data set), que permitira identificar & partida os elementos
que definem cada cluster. Esta identificacdo é feita através de diferentes niveis de
semelhanca entre os elementos dos dois conjuntos, dependendo do conjunto que se
pretende estudar.

Inicialmente, o algoritmo classifica todos os elementos do conjunto a ser estu-
dado, que sejam semelhantes aos elementos do conjunto de aprendizagem. Apds este
processo, haverd ainda elementos que nao foram classificados por ndo serem consi-
derados semelhantes aos elementos do conjunto de aprendizagem. Nestes elementos
nao classificados, estudam-se os seus k vizinhos que estdo a uma determinada dis-
tancia € a priori e atribui-se a classificagao verificada na maioria dos k vizinhos mais
proximos. Desta forma, sdo separados os elementos do conjunto a ser estudado,

criando-se clusters através dos elementos que contém a mesma classificagio.
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Capitulo 3

Resultados computacionais

Este capitulo pretende ser um breve estudo do comportamento dos algoritmos
através de uma avaliagdo experimental comparativa de desempenho. Tem-se por
objetivo comparar o algoritmo K-means com a sua variante Kernel K-means e com
o algoritmo FEzpectation-Mazimization. Tanto os conjuntos de dados como a avalia-
¢ao experimental dos algoritmos e os préprios algoritmos foram implementados em

matlab.

3.1. Medidas de avaliacao dos clusters

O objetivo da avaliacao dos clusters é determinar a qualidade e a estabilidade
do clustering. Neste trabalho, consideram-se dois tipos de avalia¢bes: avaliagdes

externas e avaliacoes internas.

3.1.1. Avaliagoes externas

As avaliagOes externas partem do pressuposto que se conhece o particionamento
dos dados. Portanto, através destes métodos, é possivel validar o clustering de um
conjunto de dados obtido através de um dos algoritmos estudados anteriormente.
Estas avaliagbes usam uma tabela de contingéncia N (de dimensao k X r), que contém
o numero de intersecdes entre cada cluster e de cada particao permitindo assim avaliar
a sua semelhanca.

Em [13] estudaram-se varias avaliagbes deste tipo tais como a pureza, o coeficiente
de Jaccard, a estatistica de rand, SSE e a medida de Fowlkes-Mallows, sendo a
estatistica de Rand a que revelou melhores resultados.

A estatistica de Rand tem como objetivo avaliar a semelhanga do clustering com
uma particdo conhecida a priori. Nesta avaliacao deve ter-se em conta todos os
pares de pontos que se encontram bem classificados, isto é, os pares que estao no
mesmo cluster na mesma particdo ou os pares que nao estao no mesmo cluster nem na

mesma particdo. Desta forma, cria-se um racio entre os pares de pontos corretamente
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colocados e todos os pares de pontos do conjunto. Este récio varia entre zero e um,
onde um significa que o cluster coincide com a parti¢do e zero significa que os clusters

obtidos nao estao de acordo com a particao conhecida.

3.1.2. Avaliacoes internas

Ao contrario das avaliacdes externas, estas avaliacbes ndao necessitam de conhecer
um particionamento a priori, que é uma situacdo mais corrente no mundo real. Para
este tipo de avaliacOes, usam-se medidas de semelhanca entre os clusters e dentro dos
clusters. Para estas avaliacOes, usam-se matrizes de distancia com dimensao n x n
entre os n pontos. Devido a simetria destas matrizes, apenas se tem em conta os
elementos acima da diagonal principal para o cdlculo das avaliagbes internas.

De novo, estudaram-se varias avaliacoes deste tipo, tais como, o betacv, o coefici-
ente de silhueta e a medida SSE. Aqui, decidiu-se também usar apenas o coeficiente
de silhueta, porque em [13] foi a avaliagdo que demonstrou ter os melhores resultados.
O coeficiente de silhueta avalia a coesdo dos clusters através da proximidade de um
ponto x; aos pontos x; do cluster C; onde pertence e a proximidade do mesmo ponto
aos pontos do cluster mais proximo C;. O valor deste coeficiente varia entre [—1,1]:
o valor 1 significa que x; estid mais proximo dos pontos do seu cluster do que dos
pontos do cluster mais préximo e —1 representa a situacao contraria. Por fim, de

modo a perceber se os cluster estdo bem coesos, faz-se uma média dos coeficientes

de silhueta de todos os pontos.

3.2. Desempenho dos algoritmos

Nesta seccao, estuda-se o comportamento do algoritmo K-Means em relagdo ao
Ezpetation-Mazimization e a variante Kernel K-Means. Os testes sao elaborados

com as seguintes classes de conjuntos:

e Classe 1: O conjunto de pontos encontra-se distribuido em trés nuvens espa-
lhadas aleatoriamente & volta do respetivo centro. Nesta classe de problemas
existem trés variantes: nuvens afastadas (A.4), nuvens aproximadas (A.5) e nu-
vens intersectadas (A.6). Neste tipo de problemas, pretende-se avaliar o efeito

do aumento do nimero de clusters nos resultados dos algoritmos.

e (Classe 2: Nesta classe de problemas, os pontos estdo distribuidos em varios

nucleos densos e um anel exterior envolvendo os nucleos. Foram considerados
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conjuntos com um nicleo no centro (A.7), dois nicleos no centro (A.8) e trés
nicleos no centro (A.9). Neste tipo de problemas, mantém-se o namero de
clusters igual ao ntmero de particdes e pretende-se avaliar o desempenho dos

algoritmos com o aumento do nlimero de partigoes.

e (Classe 3: Neste tipo de classe de problemas pretendem-se aplicar os algoritmos
a segmentacao de imagens, que poderao ser a preto e branco ou a cores. Neste
trabalho optaram-se por imagens de dimensoes reduzidas (a maior tem 129 x 79
pixeis) de modo a ter um tempo de calculo reduzido. Aqui as partigdes nao
sao conhecidas a priori e pretende-se avaliar o desempenho dos algoritmos em
funcado do aumento do nimero de clusters, o que se traduz numa separacao de

um maior nimero de tonalidades.

Classe 1

Para analisar o comportamento dos algoritmos e a qualidade dos clusters dai
provenientes, optou-se neste trabalho por gerar cinco vezes o mesmo tipo de conjunto,
para que os resultados nao dependam da distribuigdo inicial dos pontos no conjunto.
Em cada conjunto gera-se trés nuvens de pontos em que a primeira é gerada com
cem pontos, a segunda com 150 pontos e a terceira com 250 pontos. Para cada um
dos conjuntos no estudo variou-se o nimero de clusters entre dois e cinco. Para cada
variagdo de clusters, foram geradas trinta repetices, cada uma delas inicializada
de forma diferente, e calculou-se a média dos resultados obtidos para cada uma
das variacoes de clusters. Fstas repeticoes tém como objetivo estimar os valores do
tempo de execugdo, do niimero de iteragoes, da estatistica de Rand e do coeficiente de
silhueta. No final, obteve-se a média das 150 repeticoes de cada uma das avaliagoes

dos algoritmos para cada variacao de clusters para os diferentes conjuntos gerados.

Nuvens Afastadas

No conjunto de graficos da figura 3.1 podem comparar-se as quatro avaliagoes
mencionadas anteriormente. No primeiro grafico, referente ao ntimero de iteracoes
que cada algoritmo necessita até convergir, nota-se que os algoritmos EM e Kernel
K-means, a partir dos trés clusters, necessitam de um maior numero de iteracoes. Isto
acontece porque o conjunto em estudo contém apenas trés particdes. Os resultados
apresentados no segundo grafico relativos ao tempo de execugdo de cada algoritmo

sao expectaveis tendo em conta o resultado obtido no primeiro grafico. No gréfico
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Figura 3.1: Gréfico com as avaliagoes em relagdo a um conjunto de Nuvens afastadas

referente & estatistica de Rand, observa-se que a melhor aproximagdo a partigao
conhecida a priori é alcancada na combinacao com trés clusters. Isso acontece porque
a particao conhecida a priori contém também ela trés clusters. Por dltimo, o gréafico
relativo ao coeficiente de silhueta mostra que, mais uma vez, a combinacdo com trés
clusters é a mais coesa.

Através da observacdo destes graficos, conclui-se que o algoritmo K-means serd
a melhor escolha a aplicar neste tipo de conjuntos. Isto porque, abdicando um
pouco da semelhanca em relagdo & particao a priori, pode-se obter uma convergéncia
muito mais rapida. J& o Kernel K-means nao apresentou um bom desempenho
neste tipo de classes. E também de salientar que, nas avaliacdes sobre a qualidade
do clustering, se obteve o melhor resultado com trés clusters como seria de esperar

dadas as caracteristicas do conjunto utilizado.

Nuvens aproximadas

Nesta variacdo de classe de problemas, obtiveram-se gréaficos que revelam com-
portamentos semelhantes ao caso anterior. Salienta-se, no entanto, que o ndimero
de iteractes e o tempo de execucdo aumentou quase para o dobro. Este aumento
explica-se pela posigdo periférica de alguns pontos de diferentes nuvens que, por se

encontrarem proximos entre si, dificultam a separagdo realizada pelos algoritmos.
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Figura 3.2: Grafico com as avaliagdoes em relagdo a um conjunto de Nuvens aproxi-

madas

Além disso, o valor da estatistica de Rand no algoritmo K-means diminui ji que
existem alguns pontos misturados e também porque este executa uma separacao ri-
gida através de hiperplanos. Como o FM aplica uma separagao nao rigida consegue

manter o clustering préoximo & particao conhecida & priori.

Nuvens intersetadas

Nos dois primeiros graficos houve umn decréscimo de iteragoes, o que consequen-
temente resultou num tempo de execucdo menor. Isto deve-se ao facto de, neste
conjunto, existirem trés nuvens intersectadas cujos limites sdo pouco definidos. Ape-
sar desta méa separagdo, estes algoritmos recorrem a menos iteragoes. Os resultados
na estatistica de Rand nao foram bons porque, como se pode ver na imagem A.6, 0s
elementos das diferentes particdes estao sobrepostos, logo os algoritmos nao foram
capazes de recuperar clusters semelhantes a parti¢do conhecida a priori. Ja o coe-
ficiente de silhueta é baixo porque todos os clusters se encontram muito préximos.
Deste modo, existem pontos que estao menos distantes dos elementos do cluster mais

proximo do que dos elementos do préprio cluster.

Conclui-se que, numa distribuicdo de pontos como a que se apresenta, todos os

elementos sao demasiadamente semelhantes, o que faz com que os algoritmos nao
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Figura 3.3: Grafico com as avaliacGes em relacdo a um conjunto de Nuvens intersec-

tadas

consigam fazer uma separacao eficaz. Neste caso, a melhor abordagem possivel seria

mesmo considerar apenas um cluster.

Classe 2

Nesta classe, os problemas foram gerados de uma forma semelhante ao descrito na
classe 1 excluindo a variacao de clusters no estudo em cada um dos cinco conjuntos
gerados. Isto é, o niamero de clusters para cada um é fixo, sendo este igual ao
nimero de particoes do conjunto. No caso do conjunto com um nicleo foram precisos
duzentos pontos no niicleo mais quatrocentos no anel exterior. No conjunto com dois
nicleos foram precisos duzentos pontos para cada nucleo e oitocentos pontos para
a formacao do anel exterior. Por dltimo, no conjunto com trés niicleos, estes foram
gerados com duzentos pontos cada um e o anel exterior foi gerado com mil e cem
pontos.

E possivel verificar no primeiro grafico que o EM ¢ o algoritmo que necessita de
mais iteragoes até convergir, quando aplicado em conjuntos de dois e trés ntcleos.
A medida que o ntmero dos elementos no conjunto de dados aumenta, os algorit-
mos necessitam de mais itera¢bes para percorrerem todo o conjunto. Observa-se,

entdo, uma grande diferenca no niimero de iteragoes necessarias num conjunto com
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Figura 3.4: Gréfico com as avaliacGes em relagdo aos conjuntos do tipo 2

um nucleo face aos conjuntos de dois e trés nucleos, dado o acréscimo de dados.
Por outro lado a diferenca entre os conjuntos de dois e trés nucleos nao é tdao ex-
pressiva porque o aumento de dados é menor. Esta diferenca explica-se porque foi
necessario introduzir novos pontos para a formacao dos novos nicleos. Também o
redimensionamento do anel exterior exigiu a introducao de mais pontos de modo a
aumentar de tamanho e manter a sua coesdo. Deste modo, houve um maior aumento
de pontos entre o conjunto com um nucleo e o conjunto de dois niicleos. O aumento
de pontos verificado entre os conjuntos de dois e trés nucleos é relativamente menor
e as iteracoes dos algoritmos refletem isso mesmo. Os resultados do grafico relativo
ao tempo de execucao dos algoritmos K-means e Kernel K-means tém um compor-
tamento semelhante ao do grafico anterior. J4 o EM apresenta um comportamento
linear devido ao aumento linear de pontos entre conjuntos. No gréifico da estatistica
de Rand, observa-se que, & medida que sdao acrescentados niicleos no conjunto, o
desempenho do K-means e do EM aproximam-se ao do Kernel K-means. Ja nos
resultados do coeficiente de silhueta, observa-se que o Kernel K-means apresenta um
coeficiente pior do que o dos outros algoritmos. De facto, tendo em conta que o
coeficiente de silhueta é a média dos coeficientes de silhueta de todos os elementos,
¢ de notar que o anel exterior contém pontos cuja distancia aos pontos do cluster

mais préximo é muitas vezes menor do que a distancia entre os pontos desse mesmo
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cluster. Deste modo, é compreensivel o baixo valor do coeficiente de silhueta prove-
niente deste algoritmo e conclui-se que esta avaliagdo ndo é a mais adequada para
este tipo de conjuntos.

Pode concluir-se que o Kernel K-means é o algoritmo mais adequado para este
tipo de conjuntos porque consegue separar os niicleos em clusters distintos e o anel
exterior num outro. O algoritmo K-means nao o consegue fazer porque a divisdo que
opera, através de hiperplanos rectos, nao lho permite e 0 EM dificilmente o consegue,

porque este algoritmo nao é capaz de fazer uma separagdo nao linear.

3.3. Aplicacao em segmentacao de imagens

Nesta seccao, foram estudados conjuntos de imagens tanto a preto e branco como
a cores. Nas imagens a cores, cada pixel contém 5 componentes sendo os dois primei-
ros coordenadas (x,y) e os restantes trés componentes RGB (r,g,b), que determinam
a sua cor. Nas imagens a preto e branco, cada pixel contém apenas trés componentes:
dois referentes as coordenadas e um terceiro que define a intensidade da cor.

Ao transformar a imagem no conjunto de pontos D, utilizou-se uma varidvel peso
p multiplicada pelas componentes da cor para realcar a sua relevincia em relacao
as componentes das coordenadas. As coordenadas x e y variam consoante a largura
e o comprimento da figura e as componentes das cores r,g e b variam entre zero e
duzentos e cinquenta e cinco. Assim, para se dar mais relevancia as cores, escolheu-se
uma variavel p que vai multiplicar pelas componentes RG'B. Nesse sentido testaram-
se alguns valores para p num numero fixo de clusters de forma a encontrar o que se
ajustava melhor. Variou-se o valor de p numa figura a preto e branco com varias
tonalidades de cinza e com um tamanho de 129 x 79 que gerou um conjunto D com

10191 pontos.

Figura 3.5: Estudo feito & variavel p.
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3.3 Aplicacdo em segmentacdo de imagens

Como se pode observar na figura 3.5 a melhor separacdo do conjunto D verificou-
se no p = 10. Nao se escolheu um p maior para nao dar o dominio as componentes

do RGB.

N

De seguida aplicaram-se diferentes algoritmos & imagem mencionada anterior-

mente.

original

Figura 3.6: Exemplo do Algoritmo K-means aplicado ao problema de segmentacao

de uma imagem a preto e branco.

Nesta figura, atribuiu-se um peso igual a dez, e apenas se obtiveram resultados
satisfatorios utilizando o algoritmo K-means. Atendendo que as componentes da
cor continham muitos gradientes de intensidade, nao houve coesao suficiente para o
Kernel K-means fazer uma boa separacao. No caso do EM, a dispersao levou-o a
colocar tudo num cluster ou em dois clusters de dimensdes bastante distintas.

O Kernel K-means e o EM nao geraram bons resultados quando aplicados a uma
imagem com muitos gradientes de intensidade de cor. Optou-se entao por aplicar
estes mesmos algoritmos numa imagem de um desenho animado de tamanho 47 x 90
com cores mais sblidas e sem grandes variagoes de tonalidade gerando um conjunto
D com 4230 pontos. Aqui usou-se mais uma vez um peso igual a dez.

Mais uma vez os algoritmos Kernel K-means e EM nao obtiveram bons resul-
tados. Analizando a figura mais pormenorizadamente, observou-se que a imagem
nao possufa cores claramente definidas. Os contornos da figura continuam com al-
guus pixeis de diferentes tonalidades, o que fez com que as componentes das cores se
tornassem dispersas.

Por fim, testaram-se os algoritmos numa imagem de tamanho 108 x 73 gerando

um conjunto D com 7884 pontos. Esta figura, mais simples, é constituida somente
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Capitulo 3 Resultados computacionais

Figura 3.7: Exemplo do Algoritmo K-means aplicado ao problema de segmentacao

de uma imagem a cores.

por trés cores sélidas e sem ruido nas zonas de fronteira.

original

Figura 3.8: Exemplo do Algoritmo K-means aplicado ao problema de segmentagio

de uma imagem a cores.

Mais uma vez foi o K-means que gerou melhores resultados. Neste caso, as
componentes das cores estavam coesas, mas as componentes das coordenadas nao,
o que fez com que os dados estivessem suficientemente dispersos para que os outros

dois algoritmos nao obtivessem bons resultados.
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho estudou-se o comportamento de trés algoritmos com abordagens
bastante diferentes face & separagdo de elementos de um conjunto. O algoritmo K-
means separa os elementos através de hiperplanos tendo em conta a distancia dos
elementos do conjunto aos seus centroides. O EM separa os elementos através da
maior probabilidade destes pertencerem a um cluster tendo em conta um modelo
misto gaussiano. Finalmente, o Kernel K-means diferencia os elementos através da
sua coesdo em diferentes clusters.

Ficou demonstrado que o EM obtém bons resultados em conjuntos cujos elemen-
tos se organizam em torno de um centro, formando nuvens com alguma dispersao.
Neste tipo de conjuntos, o K-means conseguiu obter resultados satisfatorios a nivel
da qualidade dos clusters e foi mais rapido que o EM. O Kernel K-means revelou
bastante dificuldade em separar este tipo de conjuntos. No entanto, em conjuntos
onde existiam nucleos coesos de elementos, este foi o algoritmo que teve a melhor
prestacao, necessitando do mesmo tempo que o K-means. Nesta classe de conjuntos,
o K-means e o EM obtém uma separacao razoavel e, & medida que o nimero de
niicleos aumenta, o seu comportamento aproxima-se do Kernel K-means. Salienta-se
que o EM leva muito mais tempo do que os outros dois algoritmos até convergir.
Por fim, na segmentacao de imagens, o K-means foi o tnico dos trés algoritmos
que conseguiu obter resultados consistentes. Desta forma, o K-means demonstrou
ser o algoritmo mais robusto, sendo o algoritmo de referéncia no caso de nao haver
informacao & partida sobre a composicdo dos elementos do conjunto.

Num trabalho futuro, serd interessante estudar os outros trés algoritmos que
nao foram aprofundados e aplicd-los a vérios tipos de problemas. Nomeadamente,
a aplicacdo do Hierdrquico nas solugbes proveniente dum problema multicritério, o
DBSCAN na segmentacao de imagens e o KNN aplicado ao text mining. Além disso
seria igualmente importante estudar algoritmos mais vocacionados para a separagao

de grandes volumes de informacao.
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Apéndice A

Inclusao de imagens

Iteracao 5

Figura A.1: Exemplo do Algoritmo K-Means

Iteracao 2

Figura A.2: Exemplo do Algoritmo FEzrpetation-Mazimization.
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Apéndice A Inclusdo de imagens

lteracao 4

Figura A.5: Conjunto de nuvens Aproximadas.
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A.0 Aplicacdo em segmentacdo de imagens

Figura A.7: Conjunto com um nicleo.

Iteracao 16
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Figura A.8: Conjunto com dois nucleos.

43



Apéndice A Inclusdo de imagens

Figura A.9: Conjunto com trés nucleos.
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Apéndice B

Pseudocodigo de algoritmos

Algorithm 1 K-means

1: procedure K-MEANS(D, k, e)> D conjunto dos pontos, k nimero de clusters, €

erro
2: iteracao < 0

3: Inicializar os w;, ¢ = {1,...,k} (Com pontos aleatérios de D)
4: repeat

5: Ci+ 0, Vj=1...k

6: for x; € D do

7. ‘ §* argmin{\le _ N%teracaoHQ}

8 ‘ Cj = le* U{z;}

9: end for

10: for : =1 até k do

11 ‘ ugtemcao — |Cl'¢\ ijeci x;

12: end for

13: until 229:1 ||H§te7"acao B uétemcao—l”Q <€

14: end procedure
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Apéndice B Pseudocdédigo de algoritmos

Algorithm 2 Expetaction-Maximization(E-M)

1: procedure E-M(D, k, e)> D conjunto dos pontos, k niamero de clusters, € erro

2: iteracao < 0
3: Atribuir um ponto aleatério de D a cada u!, ... ,ug > Inicializacao
4 | BT
5: PY(C;) + ¢, parai=1,....k
6: repeat
7 iteracao < iteracao + 1
8: fori=1,...,kej=1,...,ndo > Fase das expectativas
9: wi; = f(xilpi,5:) P(Cy)
J 25:1 f(wjluavza)P(Ca)
10: end for
11: fori=1,...,k do > Fase da maximizacao
; 21 Wig®y
12: iteracao — I=
‘ i D=1 Wij
13: ‘ Egteracao — Z?:l wij(mj;l‘i)(mj_“i)T
j=1
14: ‘ Piteracao(ci) « %
15: end for
: ¢ t—1)12
16: until max {2t = 2713} <e

17: end procedure
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B.0 Aplicacdo em segmentacdo de imagens

Algorithm 3 Kernel K-means
1: procedure KERNEL K-MEANS(D, k,e) > D conjunto dos pontos, k namero de

clusters, € erro

2: t<+0
3: Cct« {Ct,....Cl} > Atribui¢do aleatorio dos pontos do conjunto D aos
clusters

4: repeat

5: t—t+1

6: for C; € C'~! do> Calculo da norma quadrada da média de cada cluster
7: sqnorm; < % . cC; Zwbeci K(xq,xp)

8: end for

9: for x; € D do > Calculo da média do valor da funcao kernel entre

z, €Ciexj

10: for C; € Ct! do

11: avg;j < n% ZmaeCi K(xq,xj)

12: end for

13: end for

14: for x; € D do > atribuicdo do ponto ao cluster mais proximo
15: for C; € Ct~! do

16: d(x;, C;) + sqnorm; — 2avg;;

17: end for

18: J* + argmin; {d(x;,C;)}

19: Cf « Ci U {z;}
20: end for
21: ct«+{ct,....Ci}

22: until 1 — %Zle ICinCiY <e

23: end procedure
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