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I. Einleitung und Uberbliek

Eine konsistente mikroskopische Beschreibung eines
quantenmechanischen Vielteilchensystems ist eines der Ziele
der theoretischen Physik. Obwohl betrichtliche Fortschritte
im Verstdndnis der Grundlagen und Mechanismen der kollektiven
Bewegungen ein solches Systems gemacht wurden, bleiben noch
einige Frage offen.

Der Atomkern ist besonders geeignet, die Beziehung
zwlschen unabhingiger Teilchenbewegung und kollektiven
Aspekten zu untersuchen. Kerne sind klein genug, um unabhingige
Teilcheneigenschaften aufzuzeigen und groB genug, um kollektive
Bewegungen aufrechtzuerhalten. Historisch gesehen sind
dementsprechend zwei Entwicklungen bei der Diskussion von
Kerneigenschaften zu unterscheiden : das Trodpfchennodell
und das Schalenmodell LBM69,BM751 . Die Formulierung des
Schalenmodells folgte erst einige Jahre nach der Verdffentli-
chunz. des Tropfchenmodells. Diese zwei Keranmodelle migen auf
den ersten Blick unvereinbar sein. So sind Anstrengungen
unternommen worden, ein einheitliches Bild zu schaffen.

Die Generatorkcordinatenmethode (Generator Coordinate
Methode, GCM) ist eine Variationsmethode,die besonders fir
die Untersuchung kollektiver Phinomene entwickelt wurde
[mw53,0H57] .

Der GCM-Ansatz filir einen Eigenzustand eines Vielteilchen-

systems ist

(Vo= Sdg [o@> () | (1.1)

wobel die Generatorkoordinaten q (es kann beliebig viele geben,
sowohl reell als auch komplex ) geeignete Parameter zur
Beschreibung des zu betrvachtenden physikalischen Systems sind.
Die Vektoren [¢(‘i>> entsprechen koordinatenabhingizen
Zustanden, die erzeugende Zustdnde genannt werden. {(q.) ist
die Gewichtsfunktion.

In der Kernphysik beschreibt g im allgemeinen eine
kollektive Verschiebung (e.g. Translationen,Rotationen , De-
formationen) und die {I¢(§)>§ sind unabhingige Teilchen-



oder Quasiteilchenwellenfunktionen fiir das Vielnukleonensystem,
die einem q-abhiangigen mittleren Feld entsprechen. Das Systenm
wird durch eine gewichtete "Summe" iber alle Werte der Generator-
koordinaten dargestellt, i.e. die kollektive Bewegung wird als
e¢ine lineare Uberlagerung von Einteilchenbewegungen in verschie-
denen mittleren Feldkonfigurationen beschrieben. Auf diese Weise
liefert die GCM ein physikalisch sinnvolles Bild der Verkniipfung
zwischen Einteilchen- und kollektiven Aspekten.

Pie Gewichtsfunktion wird durch ein Variationsverfahren
bestimmt., Fihrt man den GCM-Ansatz (7.1) in das stationire

Variationsprinzip ein

<WIH[WY>
5§W =0 , (1.2)

erhélt man die sogenannte Griffin~Hill-Wheeler«Gleichung (GHW-G1.)

J4' (KP@IHIOE)> ~E <b@) 0@ (4D =0 .

(1.3)

Die Ldsung der GHW-G1. entspricht der Diagonalisierung des
Hamiltonoperators in demvnnrbnk?ﬁn>aufgespannten Hilbertraum
(siehe spdtere Diskussion in Abschnitt II.2}. Die Qualitit der
Losung héngt selbstverstindlich von der Auswahl der erzeugenden
Zustdnde ab, wobei die physikalische Intuition eine wesentliche
Rolle spielt. Man kann sogar versuchen, die erzeugenden Zustinde
zu optimieren, indem man eine Variation in Bezug auf die
Zusténde neben der Variation in Bezug auf die Gewichtsfunktion
durchfiihrt, Im diesem Fall ist es8 aber nicht gewahrleistet,das
der Produktcharakter der erzeugenden Zustinde erhalten bleibt,

Der vollstiéndige Vorteil der GOM-Formulierung kann fiir
Systeme mit einer groBen Teilchenzahl nicht genuizt werden.Man
mull sich auf Néherungsverfahren beschrinken, um Vielnukleonen-
systeme, die fiir das Studium von Koharenzaffekten von besonde~
ren Interesse sind, zu beriicksichtigen. Der iibliche Zugang,der
in dieser Situation verwendet wird, ist die sogenannte GauBsche
Uberlappniherung (Gaussian overlap approximation, GOA).Diese
erlaubt die Transformation der GHW-GI. (1.3) in eine Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung in der Form einer Schrddinger-Gl.



3

{(8hnlich dem quantisierten Rohrschen Hamiltonoperator, der
fir das Drehungs- und Schwingungsproblem entwickelt wurds),
Terme dieser S~Gl. kann man als ein kollektives Potential,
das Nullpunktsenergien (Zero-Point Energies, ZPE) ein-
schlieBt, bzw. als kollektiver Massenparameter identifi-
zieren. Die gansze Naherungsmethode stiitzt sich auf die
Voraussetzung, dabB die wichtigste dynamische Information
iiber das Vielnukleonensystem in der kollektiven $-Gl. ant-
halten ist.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung der
kollektiven Massenparameter und der 7ZPE im Rahmen der GCM,
unter besonderer Beriicksichtigung des Spaltprozesses.

Unsere Kenntnisse der dynamischen Aspekte des Spalt-
prozesses wurde mit der relativ zuverldssigen Berechnung
von Potentialbarrieren nach der Strutisnsky-Methode wesent-
tieh erweitert  [BDJ72,Ni72,8r80. Im Gegensatz dasy fehlt
Jedoch noch ein entsprechendes Verstindnis des Massen-
parameters., Das Kurbelmodell oder Cranking-Modell ist bisher
die einzige mikroskopische Methode, die zur Beschreibung von
Massenparametern in Spaltprozessen benutzt wurde [?DJ??,SOTﬂ.
Eine Reihe von Diskrepanzen, die in dieser Neherung auftreten,
werden in der Literatur diskutiert [Ro70,M¥78,DDR807 |

Unter den mikroskopischen Theorien, die kollektive
Phinomene beschreiben, ist die adiababtische zeltabhidngige
Hartree-Fock- (Adiabstic time-dependent dartree-Fock, ATDHF)
Theorie [Vi77,BV79,GRSO] die in den letzten Jahren
am meisten diskutierte Methode., Es gibt Hinweise darauf,da?’
diese Theorie eine geelgnete Beschreibung kollektiver Massen
liefert. Die korrekte kollektive Masse fiir Translationen wird
auf der Basis der Galileischen Invarianz erhalten. Die experi-
mentell niedrig liegenden Zustdnde der Rotaticnsbanden
scheinen gut reproduziert zu werden, wenn kurzreichweitige
Korrelationen einbezogen werden. Die Situation ist kompli-
zierter fiir Schwingungs- und Spaltprozesse ; da die Berechnung
von selbstkonsistenten Trégheitsparameten}gréﬁeren Aufwand
erfordert. Die experimentelle Information fiir diesen Fall
ist zusdtzlich nur indirekt : die kollektiven Frequensen und
Lebensdavern hingen sowohl von dem Potential als auch von der
Masse ab. Ublicherweise beschrédnkt man die Diskussion auf



Massenparameter, die man aus Iterationen in niedrigen Ordnungen
[Vi77] ernilt, baw. susitslich dureh die Inglisschen Cranking-
Formel annshert,

Bin Teil dieser Arbeit befaBt sich damit einer Zuszmrmen-
hang zwischen der GCM-Masse und der ATDHF-Masse (bzw. deren
Cranking—Néherung ) zu finden, Bs ist bekannt, dal {ir die so-
genannten kohidrenten Zustinde die Identitdt zwischen den beiden
Massenformelngilt [ABC77b,RG79,GR80] . Da aber dicse Zusbimde
nicht dieiibliche Basis in der ATDHF-Diskussion bilden, wird
hier der Unterschied fiir Slaterdeterminanten untersucht.

In Kapitell wird die GCM vorgestellt und die kollektive
S-Gl. unter der Annahme der GOA hergeleitet. Der allgemeine
Zusammenhang mit anderen kollektiven Theorien wird diskutiert
(ATDHFuTheorie,CrankinguModell, Pfadintegralmethode).

Ein ausfiihrlicher Vergleich der Trédgheitsparameter in der
GCM und ATDHF-Methode wird in Kapitel.ll{durchgefﬁhrt. Zuerst
wird die Strukiur der GCM-Massenformel betrachtet und mit der
Cranking-Formel verglichen. Das Ergebnis des Vergleiches besteht
darin, daB der Einteilchengrenzfall der GCM-Masse niecht iiber
den Cranking-Wert hinausgehen kann. Die allgemeinen Ausdriicke
fir die ATDHF- und GCM-Massen konnen nur fiir den Minimalpunkt
der Potentialenergiefltche verglichen werden. In diesem Punkt
Uberschreitet die GOM-Masse den ATDHF-Wert nicht in Uberein-
stimmung mit dem Resultat des Einteilchenbildes. Eine obere
Grenze fiir den Unterschied swischen den zwei Massen kann an-
gegeben werden. Fiir die minimale Potentialenergie kann man
welterhin Beziehungen zwischen den praktikablen Trigheits-
parametem finden, die aus der GCM und der ATDHF-Methode resul-
tieren,

In Kapitel IVwerden die kinetische und potentielle ZPE
untersucht,die in der GCM—Formulierung auftreten. Berechnet man
die kinetische ZPE entweder mit der GOM-Masse oder mit der
ATDHF-Masse und vergleicht man sie mit der potentiellen ZPE,

80 stellt sich heraus, dall letztere nicht vernachldssigt werden
darf.

In Kapitel V wird die waktische Anwendung des obigen
Formalismus diskutiert. Der linterschied zwischen einerseits
kollektiven Bewegungen, die einer Symmetrie des Hamiltonopera-
tors entsprechen, und anderseits anderen kollektiven Bewegungen
wie e,g, Schwingungen und Spaltung wird diskutiert., Fs werden



einfache Modelle untersucht, die geeignet sind,3chwingunsen
schematisch zu beschreiben.

In KapitelVI wirdeine numerische Berechnung des GOM-
Massenparameters und der ZPE fiir den SpaltprozeB auf der
Basis eines Zwelzentrenschalenmodells (Twe-Center Shell
Modell,TCSM ) mit einer Paarkraft in der Bardeen-Cooper-
Schrieffe(BCS) Niherung vorgestellt . Der Unterschied zwischen
der Cranking-Masse und demn Einteilchengrenzfall der GCM-
Masse wird untersucht. Der EinfluB der nach der Transformation
in das Quasiteilchenbild libriggebliebenen Wechselwirkung
auf die GCM-Masse wird diskubiert. Diese Restbeitrige scheinen
nicht seht wichtig fiir die betrachtete Situation zu sein ;
das Beispiel kann aber die Fdhigkeit der GCM beweisen,
Restkrdfte auf eine einfache Weise einzuschlieBen. Die
kinetische ZPE der GOM wird mit und ohne residuale Krifte
berechnet und mit der kinetischen ZPE im Falle des Cranking-
Modells bzw. der potentiellen ZPE verglichen. Der Einflus
der verschiedenen kollektiven Massen auf die Barrieren-
durchléssigkeit wird diskutiert.

Im letzten Kapitel wird schlieBlich eine Zusammenfassung
dieser Arbeit gegeben, und eventuelle Erweiterungen und noch
offene Fragen werden heraugestellt. Drei mathematische

Beweise findet man in deun Anhang

In der Arbeit verwenden wir 3T=1 mit Ausnahme vom
Kapitel VI.
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II. Die Generatorkoordinatenmethode

IT.1 Historische Perspektive

Der GCM-Ansatz (1.71) wurde von Hill und Wheeler in Zusammen-

hang mit dem Studium des Spaltprozesses vorgeschlagen [HW53J.

Die GHW-G1.(0l.3)wurde erstmals von Griffin und Yheeler versffer iai-.

[gH57]. Diese Ansdtze wurden von Griffin auf die Beschreibung
der Monopol- und Quadrupolschwingungen von 016 angewandtl?ri?].

Ungef&hr zur selben Zeit haben Peierls und Yoccoz die GCM in
Zusammenhang mit Symmetrieverletmungen diskutiert[?Yﬁ?,Yo57].
Sie haben festgestellt, daBk die GCM-Masse die korrekte Transla-
tionsmasse nicht wiedergibt. Dieses Problem fiihrte zu Vorur-
tellen gegen die Anwendung der GCM. Die GCM als ein Variations-
verfahren kann aber nur gute Ergebnisse liefern, falls der
Variationsraum asusreichend ist. Bald fand man, dal man die
exakte Masse filir Translationen erhdlt,wenn man eine Uberlagerung
von Slaterdeterminanten anstelle von einzelnen Slaterdeterminan-
ten als erzeugenden Zustinde berticksichtigt. Dies entspricht
der Variation nach der Projektionsmethode von Rouhaninejad und
Yoccoz[RYéé], die dquivalent zu einem zweifachen Variationsan-
satz im Rahmen der GCM ist [HY?A,RG?Q] . 2um gleichen Ergebnis
fihrt die frithere dynamische GCM von Peierls und Thouless
[PT62] » die zwel zueinander konjugierte Parameter Denutzt und
die in letzter Zeit von Goeke und Reinh&rd[GRBOj wiederaufgenon-
men  wurde. Im Hinblick auf die Tatsache, daB Slaterdeterminan-
ten im allgemeinen geeignete Ansitze Tiir die Darstellung eines
Kernzustandes bilden, gollte die mit der GCM-Translationsmasse
verkniipfte Schwierigkeit nicht iberbetont werden.

Die GOA ist zum ersten Mal in der Arbeit von Griffin und
Wheeler [GHS?J benutzf worden. Sie zeiglten, daB die GQA fiir
den Fall von Slaterdeterminanten als erzeugende Funktionen eine
geeignete Niherung fiivr Systeme mit groBer Teilchenzahl bietet,
Es gibt bisher keinen allgemeinen mathematischen Beweis Tiir die
GOA in der Literatur. Ihre Gitltigkeit kann daher nur durch
direkte numerische Berechnung nachgepriift werden (siehe die
Arbeiten von Haff und Wilets LHW?S,HW?A] und Reinhard[?e?é}
fir Quadrupolbewegung bzw. Spaltung ). Fiir den Grenzfall
kleiner kollektiver Schwingungen entspricht die GOA der
Quasibosonenndherung. Die GOA wurde von Jancoviesd und Schiff
£5864]und spdter von Brink und Weiguny[BW?S] benutzt, um die



Random Phasenniherung {(Random Phase Approximation,RPA) inm
Rahmen der GCM abzuleiten,

Die Techniken, die bei diesen Arbeiten entwickelt
wurden,deuten die Fihigkeit der GCM an, Bosonenentwicklungen
fiir Vielteilchen-Hamiltonoperatoren U 1iefernl???7?].
Bosonenentwicklungen beschreiben Abweichungen von harmonischen
kollektiven Schwingungen (Anharmonizititen).

Der Giiltigkeitsbereich der GOA reicht jedoch weit {iber
die Beschreibung der harmonischen Bewegungen hinaus [FC?QJ.
Die GOA ermSglicht eine Umformung der GHW-Integralgleichung
in eine Differentialgleichung zweliter Ordnung. Einige
Schwierigkeiten fiir den Schwingungs- und fiir den Spalturmgsfall
ergeben sich aus der Tatsache, daB im Gegensatz zu Symmetrie-
operationen F@) nicht als eine Wellenfunktion interpretiert
werden darf. Versuche, *Tﬁ) als eine Wellenfunktion zu
beriicksichtigen,wurden szwar formuliert ( e.g. siehe[ﬁw72,Hw74,
WTH75,BB73] 3 in der Praxis haben sie sich aber als
ungeeignet erwiesen. Nachdem man die richtige kollektive
Wellenfunktion gefunden hatte, wurde die GCM fir kollektive
Bewegungen mit groBen Amplituden angewandt und ihre Beziehung
zur ATDHF-Methode untarsucht[Vi?S,ABC??b,RG?S,RG79,CD79,GRSO,
RR80,PS81] .

Es so0ll erwihnt werden, daB in der letzten Zeit betrécht7
liche FPortschritte im mathematischen Verstindnis der GCM-
Formulierung gemacht wurden, wobei die lrsache einiger
Schwierigkeiten in numerischen Anwendungen erklirt wurden
(siehe Abschnitt IT.2) und dis Methode mathematisch fundiert
wurde [;a76,TPG??,TP?S,GT?R,CDT?S,BD79,PT80,8082 ]

Die GCM in der Kernphysik ist in den Ubersichtsartikel
[Wo?ﬁ] und in dem Buch von Ring und Schuck LRSBQ]ausfﬁhrlich
diskutiert worden. Es seien noch die Konferenzberichte von
Gubljana [WR73] und Mol [F175 ] erwinnt,

Die GCM wird zur Zeit intensiv benutzt, um theoretische
Kenntnisse iiber ein breites Spekirum kernphysikalischer
Frobleme zu gewinnen. Es scheint also an dieser Stelle an-
gebracht, die aktuellsten GOM-Arbeiten zu skizzieren. In der
Forschung seit 1979 kann man folgende wichtigste Anwendungs-

gebiete erkennen:



1- Niedrig liegende kollektive Zustinde
Die Beschreibung dieser Zustidnde ist durch Bosonenent-
wicklungen mdglich. Die GCM kann ein vereinheitliches Bild
verschiedener Techniken im Rahmen der Bosonenentwicklungen
liefern {fPU?Q,D081,H081,Ubersichtsartikell . Vor kurzem wurde
auch die GCM benutzt, um eine Verbindung des phanomenologischen
Bosonen-Hamiltonoperatorsdes wechselwirkenden Bosonenmodells
mit dem alten Modell von Bohr und Mottelson zu formulieren{?KSO,
aws2 | .
2=~ Cluster-Struktur
Das Cluster~Modell fiir gebundene Zustinde Kann ene Reihe
spektroskopischer Beobachtungen erkldren., In der GCM wird die
Geometrie der Cluster anschaulich durch Generatorkoordinaten
dargestellt [PGTSO,FHSO,FH81,KM82] . Aktuelle Ubersichte iiber
Cluster-Theorien findet man in [WK79,8P780] .
3- Kollektive Bewegungen mit groBen Amplituden
Die GOM ist fiir die Beschreibung von Kernschwingungen
mit groBen Amplituden ,Schwerionenstreuung,Spaltung und Fusion
besonders geeignet |[BS79,B080,PT80,BW80,DGTR0,LBEED, BNPS1
UGR81,La81,GH81,FT81,RBP82 + Kern-Kern-Potentiale kdnnen
bestimmt werden[?rS?]. Die grundlegenden Ideen fiir Spaltungs-
anwendungen findet man in LRGSOJ .
4- Neue Phinomene in Kernmaterie
- Riesenresonanzen [Ba80,PT80,Br31,ps81,0781],
- Pionenkondensate [Hu81,CP81] .



IT.2 Kollektive GCMmSchrﬁdingergleichung auf der Basis der GOA

Der Einfachheit halber wird in folgenden nur eine reelle
Generatorkoordinate q berticksichtigt.

Die erzeugenden Zustidnde der GCM besitzen im allgemeinen
die folgenden Eigenschaften (Wir benuzen die Notationlﬁ?g[@@)?):

1) Nichtorthogonalitit

919> # % (9-9') -

2) Ubervollstindigkeit.
Wegen der Nichtorthogonalitdt besitzt die GHW-GI.
nicht die Form eines hermitischen Eigenwertproblems., Die Cl1.
188t sich jedoch zumindest formal auf diese Form bringen.
Die GHW-GL.{1.3) kann umgeschrieben werden in

(;@__ECAP))L’:O? (2.1)

wobei ?@ und dV° integraloperatoren sind. Die Kerne der
Integraloperabren sind durch <31I4’§> » bzw, <ﬁ “f} gegeben.
Da(ﬂf positiv definit ist, existiert eine Quadratwurgel 2
und (2.1) 148t sich transformieren in

(M_1/2%W“1/2~E>W1/2f=0

oder

[
o

(HC-E)g/':O (2.

mit

-1/ -1/2 :
t4c - CAf) :l;{?cAf) y (2.2a)
o A 4/2'{ . (2.2b)

Gl. (2.2) hat die gewinschte Form eines hermitischen Eigen-

wertproblens.
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Die Eigenfunktion in (2.2) ist g und nicht die Gewichts-
funktion f. Falls |4F> im Vielteilchen-Hilbertraum normiert
ist, so ist auch g im Raum 5 der g-abhingigen, quadratin-
tegrablen Funktionen normiert. Eine Wahrscheinlichkeitsinter-
pretation und daher eine physikalische Bedeutung kann fiir die
normierte Funktion g(g) angegeben wverden, widhrend dies fiir f{q)
nicht moglich ist.

Aus (2.2b) folgt, daB f£(q) nicht immer eine reguldre Funk-
tion sein muB., In einigen Fdllen ist f(gq) eine Distribution,
was zur Folge hat, daB man in numerischen Anwendungen f(q)
nicht durch Diskretisierungsverfahren erhilt. Es "kOnnen
deswegen normierte Zustinde im VielteilcherHilbertraum existis-
ren » denen keine "gutartigen" Funktionen f entsprechen.

Das instabile Verhalten von f igt normalerweise mit der Struktur
des Eigenwertspektrums des Uberlappoperators verbunden.

Bilden die erzeugenden Zustinde ein libervollstédndiges
System, so sind sie linear abhangig, woraus folgt, daf einige
Eigenwerte des Uberlappoperators verschwinden [TPG??] . Es soll
jedoch betont werden, daB die in der Literatur erwShnten
numerischen Schwierigkeiten bedingt durch sehr kleine Bigen-
werte nicht unbedingt durch Ubervollstdndigkeit erklirt
werden konnen [pDT?S] . Wie im folgenden diskutiert wird,
kann Null ein Héufungspunkt der Eigenwerte von dfasein .
Deswegen wird in praktischen Rechnungen ein Abschneiden bei
kleinen Eigenwerten erforderlich.

Falls der Uberlappkern vou Hilbert-Schmidt-Typ ist,lautet
deren Eigenwertproblenm [La?é,TPG??]

J\P'“’k:ﬂkuk , " >0 L K=1,2,.. (2.3)

Die Eigenfunktionen bilden einen athogonalen und vollstandigen

Satz im Raum ;Z.: .
% Wi (9) -uj(q‘) $(9-9') , (2.4)
qu Wl (@) a (4 =5, (2.5)

/2
Der Xern von Gua 1Bt sich darstellen als

i
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e/z

N (3,97) = ZM (D Nne wX(qD . (2.6)

Um die Inversion von d$1zu erméglichen, muf man als Einschrin-
kung hinnehmen, daf die Eigenfunktionen von OV§ mit verschwin-
denden Eigenwerten weggelassen werden. Den von den Funktionen
'{’LK (Cj> mit 'WK#O aufgespannten Raum nennt man
den "kollektiven Unterraum". Dieser ist der kleinste Raum,
der alle F§> enthalt .

Der Kern von A’ 2 ist dann darstellbar als

(q ‘%) Z Uy (‘7>-———- My (C; ). (2.7)
neo v,

Man kann die Funktion g(q) nach den Funkticnen Uy

,1/2

entwickeln:

%(.: %g' 3?& Yy > (2.8)
Sdc’ u:@)%’(k) > {2.8a)

wobel die Summe alle Werte von k durchléuft, Im Gegensatz zu
(2.8) verlangt die Entwicklung von f£(g) in der selben Basis
die Einschrinkung auf k-Werte mit Ny #0O

{(9) zd\f}*i/a Z \/'— 4, (9) (2.9)

Ny
N #0

Aber selbst wenn die verschwindenden Eigenwerte wn (2.3)
unberﬁcksichtigt bleiben, kann man noch mit unendlich vielen
Eigenwerten 1 %éﬁ) konfrontiert werden, die ﬂ =) als
Haufungspunkt be51tzen, falls der kollektive Un%erraum un-
endliche Dimension hat [La76,TPG77.]. Daher kann ein Zustand
!’?:> normiert sein, ohne daB f(q) konvergiert., Diese
Tatsache weist darauf hin, daB man sehr vorsichtig mit der
Behandlung von f(gq) sein muB.

Man kann die Wahrscheinlichkeitsinterpretation von g(q)

veranschaulichen. Man definiert die folgenden Zustdnde in
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dem kollektiven Unterraunm
-2

2,254 X QDU =F wl@)L (i u, @)l
M #0 - (2.10)

die die Eigenschaft besitzen, orthogonal zu sein -

S‘ii‘i% = %(03‘”5['> . (2.11)

Die Funktion g(q) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir,
um im kolldktiven Zustand |4¥:> den orthogonalen Zustand )q? zu

)
finden

%’(q>:§qm¥>> (2.12)
§dq | galwl™ =1 |

Der Uberlapp vonl??mit einem erzeugenden Zustand ]q:>

;Ev:: {qlw) (2.13)

ist keine Wahrscheinlichkeitsamplitude und ist im Prinzip
verschieden von f(q) und g(q)

7 AN
{=OV°-F = % : (2.14)
Nur im Fall von orthogonalen Uberlappkernen

@19y =% (4-9") | (213
gilt

_)E;—]f::?/ . (2.16)

Aber dann sind die Zustinde )q>° nicht mehr normierbar{ eg
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handelt sichumebene ¥Wellen statt um Wellenpakete in der
kollektiven Koordinate).

Flir groBe Systeme ist eine direkte numeris.che Ldsunz
der Integralgleichung (2.2) nicht durchfiihrbar. In diesem
Fglleerwartet man aber, dafB die GOA

_ <Pz> (q—ql>2‘

(Qld>=e = ,Peiz, a7

°9

eine verniinftige Beschreibung von kollekitiven Phinomenen
liefert, Die GOA hat den deutlichen Vorteil, eine weitere
analytische Behandlung zu ermdglichen, Sie entspricht der
adiabatischen Annahme der ATDHF-Methode : Beide sind fiir Sys-
teme mit groBer Teilchenzahl giiltig (siehe Abschnitt II.3.1),

Die Gliltigkeit der GOA kann man sich in den folgenden
Betrachtungen plausibd machen. In dem Bereich kleiner
Abstidnde Iq-q‘]£<f? ist der Uberlappkern als eine Taylor-
reihe darstellbar :

919> =<9]97 -4 (9-9") < P> - GLiL<UR>+.
4 (q cﬂ) <:l;2.;>
<82 gn

U

1}

z e

[

Diese Form zeigt auch das korrekte Verhalten fiir csrole

Abstinde | q-9' [ >>1
419> =0

Der entscheidende Parameter, der das asymptotische Verhalten
des Uberlappkernes im Rahmen der GOA bestimmt, ist die
Breite <’P2> . Da diese mit der Teilchenzahl anwichst,erhilt
man'schualere" Uberlappe fiir grofe Systeme. In dem Grenzfall
A 300 findet man fiir den Uberlappkern mit Hilfe der

©- Funktion die Darstellung

f’?g>_§m<‘”@ 7= \/—l 2(9-9 D | (2.18)

- . z .
Es wird angenommen, dabB <P >’entwader nicht von der



14

kollektiven Verschiebung abhingt , oderse eine glatte Abhdngig-
keit existiert, daB die Ableitungen von <P27 vernachldssigt
werden konnen. Die gAbhangigkeit von <P%> wird aber in manchen
GCM-Formulierungen beriicksichtigt [0075,0079]

Obwohl (2.17) kein Hilbert-Schmidt-Kern ist,ist eine Um-
wandlung in einen gsolchen Kern méglichl}a76,TP78]
Der GauBsche Uberlappoperator besitzi keine verschwindenden
Eigenwerte, jedoch besitzen seine Eigenwerte Null als Hdufungs-

punkt.

Mit Hilfe von (2.17) kann man die Integralgleichung (2.2)
in eine Differentialgleichung transformieren. Der normierte
Energiekern wird in Potenzen von (qwq‘) entwickelt

CILIED | (9-9)*
::}4 -+ - }4 P# +...
<9lq> o+ (4700 Hy + 2! <

Ein Vergleich mit der Taylorreihe fiir <ql}4;qc> ergibt !

Ho = <H>
H,, :—L<HP>

H,= = (CHP*Y=LH>LP2>)= — LHP?D,
H=H-<H>, oo

wobei alle Erwartungswerte besziiglich der erzeugenden Zustidnde

(2.19)

zu versteben sind. Die GOA 1&R%t zu, die Potenzen Von(h-q') in

die Ableitungen hineinzuszishen:

2 V=d _d AP(q)
(- 0N 69 5 iy (01 (2.20)

- ?iyqb ! - 1 e dzﬁ - T :
@O NN = (i fout I )N ae)

-1 - o2
dada" A" /M ‘_<HP2> _ {HP> D j;__(HP>
S ﬁ ﬂ . [é Q) (<}+:> é3<(P2;> <5P2;> +}& <<p{>l

N 1/2[%%::)%/@13) - E o (Cim) = 0

(2.21)

Pi)
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2z
Der Entwicklungsparameter ist 1ﬂ<P,> so dafB fir Systene
mit groBer Teilchenzahl eine Konvergenz der Reihe zu erwarten
ist, Der in P lineare Term wird bel der spdteren Diffarentia-

tion gebraucht.
Im Rahmen der GOA 158t gich eine differentielle Darste -

lung fiir den integralen Uberlappoperator formulieren :

Pz

N f = LT o ‘Z<P2> £ (2.22)
<P

Daher folgt,daB
-1 p*
/2 &lzw 4 <P2> (2.23)
N =Vss e £

Man erhélt aus (2 21) eine Differentialgleichung :

<%<Pz> LHPD NP>
1 _Snks
(< 7= 2<P <P

p L LHPD p “Fas U
2’ rot j) e < iy, =.E;i?)
(2.24)

Entwickelt man die Exponentialoperatoren und behialt man Terme
in (2.24) bis zur zweiten Ordnung, so erhdlt man eine
kollektive S-G1.

_ <ﬁPz> (
[<u> e 8<Pz>dl<a>+

p [ LHP 1 d= = E
+-2/ (’<j>€>z 4'<F?>1'dq2<<i4>{>Fi]€? %V

(2.25)

(Um die Hermitizitit des Hamiltonoperators zu gewdhrleisten,
mufl man elgentllch den n#chsten Term in (2.19) beriicksichti-
gen LCD?‘)J

Die potentielle Energie in der S-G1. (2.25) sechliest

neben dem klassischen Tern <}4>> ZPE-Korrekturen ein.
IEr erste Term des inversen Massenparameters I (2.25)ist mit

der inversen Peirls-Yoccog-Masse identisch. Der zweite)
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der in der Transformation der G1. fiir £ in die Cl. fir I ent-

stand, ist proporticnal zu der Krimmung der Potentialenergie.

Wiirde man die GCM-Masse und ZPE aus einer S-Gl. fiir £ bzw. fir
f bestimmen, wiirde man lediglich die jewells ersten Terme er-
halten.

Die Formulierung von Haff und Wilets[ﬁW?iHW?A,WTH75]benutzt
eine Differentialgleichung fir f(g) und identifiziert den Massen-
parameter auf dieser Basis. Der auf diese Weise resultierende
Massenparameter hat sich als sehr klein erwiesen. Die Begrin-
dung dafiir wird aus der obigen Diskussion deutlich.

Als Erweiterung der Ideen von Peierls und Yoccoz haben
auch Banerjee und Brink [BB?}]eine Differentialgleichung fiir
f{q) vorgeschlagen. Jedoch ist eine Entwiddung in £ nur fiir
den Fall einer Symmetriebeschreibung gultig,

In der GCM-Ableitung der RPA , die von Jancovici und
Schiffl?SéAJ bzw. Brink undg Weiguny[?B68]vorgestellt wurde,
werden komplexe Generatorkoordinaten benutzt. Der GauBsche
Uberlapp entspricht in diesem Fall einer Snﬁhnktion in dem
Bargmann~Raum der komplexen Funktionen. Deshalb ist es gleich
bedeutend, ob man eine Differentialgleichung filir f oder ?,
bzw. fir g 16st. Die Benuzung komplexer Parameter ist also
wesentlich, damit £ eine analytische Funktion ist.

Mit Hilfe eines Antikommutators kann man die inverse GCM-
Masse, die man aus (2.25) erhilt » in einen symmetrischen

Ausdruck umwandeln:
T HPY  LRPY L PR
leer = 53w * amm *
RUATIv
<{P,P}p

Die ZPE konnen ihrerseits umgeschrieben werden in

o { Z 2 4 z
b U W OR (ML SIS
2PE 2Py 84PYD 4y 2 Meep 8(1’2%2437)
Der erste Term in (2.27) ist die kinetische ZPE, der zweite die

potentielle ZPE.
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Die folgenden Formeln fassen die Ergebnisse dieses

Abschnitts zusammen. Man hat die folgende S-Gl. erhalten:

Hc %’@) = E%’@) b

(2.28)
wobei
HC = i_ PM:CM Pt \/{q) (2.202)
WP
M;;@% = S {P’ {H) ”'} (2.28b)
4 (PF*

2> 1 4% |
Vi) =<u>-<2 4 ¢y
" LM () 9<PD dg?

(2.28¢)
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TI.3 Beziehung zu anderen kollektiven Methoden

In der Literatur findet man zwei grundsitzliche verschie-
dene Zugdnge zur mikroskopischen Diskussion der kollektiven
Kernbewegungen. Auf der einen Seite gibt es zeltabhingige
Methoden, wie e.g. das Cranking-Modell und die ATDEF-Theorie.
Hier erhdlt man einen klassischen, kollektiven Hamiltonoperator,
fir den ein Quantisierungsverfahren erforderlich ist. Der Grund
flir den teilweisen Verlust guantenmechanischer Aspekte in der
ATDEF-Methode ist die Einschrinkung auf Slaterdeterminanten
und die daraus folgende Nichtlinearitdt der Theorie. Auf der
anderen Seite stellt die GCM ein- zeitunabhingiges Verfahren
dar, das das Superpositionsprinzip der Quantenmechanik beriick-
sichtigt, so daB eine nachtriglidie Quantisierung nicht
notwendig ist. In den letzten Jahren wurde eine andere,zeit-
abhangige Methode entwickelt, die die Feynmanschen Pfadintegrale
benutzt. Im folgenden werden die Grundlagen aller dieser
Methoden unter Betonung von m8glichen Analogien diskutiert.

II1.3.7 ATDHF-Theorie

In der stationdren HF-Theorie versucht man, einen Zustand
des Vielteilchensystems in dem Einteilchenbild optimal darzu-
stellen. Dies gelingt durch Berlicksichtigung von Slaterdeternmi-
nanten als Ansatz in dem stationdren Variationsprinzip.

Eine Erweiterung auf die zeitabhdngige Situation 1#Bt
sich direkt formulieren. Jetzt bilden zeitabhdngige Slater-
determinanten ein Ansatz in dem zeitabhingigen Variationsprinzip
Dieses Verfahren ist unter der Bezeichnung "zeitabhingige
Hartree-Fock Theorie " (Time-dependent Hartree-Fock, TDHF) .
bekannt. Man kann im Rahmen dieser Formulierung eine Parametri-
sierung der TDHF-Zustinde einfiihren, so daB ein kollektiver
ProzeB anschaulich beschrieben werden kann. Koeliektivitit
verlangt im allgemeinen eine zumindest partielle Entkopplung
eines kollektiven Unterraumes von dem komplementiren Raum.

Man nimmt an, daB diese Entkopplung in Verknlipfung mit kleinen
Geschwindigkeiten des kollektiven Prozesses vorkommt (adiaba-
tische Annahme). Die kollektive Parametrisierung unter der
adiabatischen Annahme bezeichnet man als ATDHF-Theorie.
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In diesem Abschnitt stellen wir die Grundlagen der
ATDHF~Methode, sowle eine Variante der GCM, die der ATDEFP.
Methode Hhnlich ist, vor. . _ -

In der Diskussion der ATDHF-Methode wird der auf
Vektorzustinde beruhende Formalismus von Villars[?i?ﬁ,Vi??]
benutzt, anstelle des damit verwandten Formalismus von
Baranger und Veneroni IéV?S,GRBOJ » der sich auf Dichte-
matrizen stiitzt, :

Ein zeltgerader Vielteilchenzustand h{? s, den man
tiblich als eine Slaterdeterminante oder einem Hartree-Fock-
Bogoliugov-Zustand (HFB) ansieht, kann als eine'Taylorreihe
in Bezug auf einen Referenzzustand 10> ausgedriickt werden :

=2 f"“““(?”m)_o =e |
Nn=0 9=

n!
(2.29)

;iq P

Per kollektive Unterraun {[9D] wird mit dem xollelti.
ven Impulsoperator P gpezifiziert, i.e. wenn ein Zustand an-
gegeben wird, kennt man auch einen benachbarten Zustand :

480 = (1-239P) Iy

Da man Slaterdeterminanten bzw, HFB-~Zustidnde entlang eines
Pfades erhalten mochte (wir verstehen hier unter Pfad eine
Bahn Iq(f)) ), muB gefordert werden, daB P ein Binteilchen-
operator ist. Dabei darf man sich auf Operatoren'beschrénken,
‘die nur Teilchen-Loch Komponenten besitzen, da Téilchen—
Teilchen und Loch-Loch Komponenten lediglich zu einer Ande-
rung der Zustandsphase fiihren wiirden,

Fir reelle Werte des kollektiven Koordinaten .q und
fir hermitesche »zeltungerade Operatoren P, wird bei der
Transformation (2.29) sowohl die Norm als auch die Zeitumkehr-~
paritit erhalten. Der Zustand lq>'ist normiert und zeitgerade,
falls der Refrenzzustand [07 diese Bigenschaften besitgzt.

Ein zeitabhingiger Zustand, der eine dynamische Situation
darstellt, musg Jedoch eine zeitungerade Komponente enthalten.
Eg gibt zwei Moglichkeiter, dieser Anforderug mit den
Ansatz (2.29) zu geniigen: : ‘
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i) Man fithrt eine zweite Transformation durch [?i??,BV?Q}?
th &
lah> = e I‘)>, (2.31)

wobei p reell und Q ein zeltgerader, hermitescher Operator ist.
Diese Transformation ist die Grundlage der ATDHF-Theorie.
ii) Man 148t zu, daB g komﬁex wirdl?r?O,ABC??a,RRB?&,Re?AJf
~i(q+iq") P q'P
l99' D= e [bY=e [q5) . (2.32)

Dieses Verfahren entspricht der zeltabhingigen GCM (Tine depen-
dent GOM,TDGCM). Im Gegensatz zu der Transformation (2.31), ist
die Transformation (2.32) nicht unitir und Renormierung wird
benctigt.

In der ATDHF-Methode gewinnt man den kollektiven Hamilton-
operator durch Entwicklung des Erwartungswertes des mikroskopi-
schen Hamiltonoperator mit den Aisatz (2.31) bis zur zweiten

Ordnung in p. Man erhdlt

B 1) = <ahJ4laps = < lg+ 4106, [, @l

(2,33)

Der Erwartungswert des Operators P ist
<‘?4”1P,‘M>=4«'ﬁ GlLe,Plle=h . (2.34)

Der parameter p ist, angesichts der von Q und P geforderten
"schwachen" Vertauschungsrelation , als kollektiver Impuls zu
identifizieren ("schwache" Vertauschungsrelation bedeutet s
daB der Erwartungswert des Kommubators zwischen Q und P beszii-
glich der Zustinde des kollektiven Unterraumes gleich i sein
muB ). Die Einschrdnkung auf eine Entwicklung zweiter Ordnung
in p ist als ein Ausdruck der Adiabatizitdt zu verstehen.

In (2.33) findet man die kollektive potentielle Energie

Vi(9)=<q) Hg> (2.35)
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und den kollektiven Massenparameter

Mf;;'ﬂ%}? (fa) =<q] [@,[H)QU t‘i> : | 2 (2.36)

Aus demn zﬂitabhéngigenVariationsprinzip kann man
schlieBen, daB die Variablen g und p klassische Hamlltonsche
Gleichungen erfiillen [yﬂ7 BV?@Dle Methode ergibt ferner ein
Verfahren, das die Zustinde h]? und dle Operatoren und P
optimiert (siehe Abschnitt IT, 31)so daB man den "besten'
kollektiven Unterraum erhalten kann.

7 Anderseits erhilt man mit der Transformation (2.,32) bis
zur zweiten Ordnung in q' den klassischen Hamiltonoperator der
TDGCM ;

¥, ,64)= Qqq'| /CIQ’>T__91“"{>+§L(q){P,{H,Pj}@
e <qq' (99> 1+ 2 q"’“(q P2g>

= Glle> e 22 q){p, (TP} Jg>

(2.37)

Der Erwartungswert des Operators P ist in diesem Falle

I | :
<K lmqq>:2q‘(quﬂ[q7=ﬁ ] (2.38)
99" [qq"> -

was darauf hinweist, daR der imagingre Teil der kollektiven
Variable multipliziert mit dem Faktor 2<:P,> als kollektiver
Impuls identifiziert werden muf.

Unter Verwendung von (2.38) in (2.37) erhilt man fir den

I% Gl{P.{L, PH}CP’
. 4)P*gy*

(2.39)
der sich von dem klassischen Grenzfall vern (2.28) durch die

klassischen Hamiltonoperator

., 00)=3 . ah)=<IHlq

Abwesenheit von ZPE sich unterscheidet ( das Superpositions-
prinzip, das die stationire GCM charakterisiert, wurde in
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diesem Falle nicht benutzt). Der G1. (2.39) entnimmt man
die gleiche potentielle Energie wie der ATDHF-Methode, als auch

den Massenparameter

- _ 2" = <GlfP.{n,P1}]9>
Meen (4) Tpe Hoser (4,h) G S (2)40)

der mit (2.28b) ibereinstimmt. Die TDGCM ergibt eine alternative

und etwas einfachere Ableitung des GCM-Massenparameters., Die
Massenparameter (2.36) und (2.40) sind fiir kohirente Zustinde
identisch [?BC?7b,GR78,GR80] . Da diese Zustinde einen deutli-
chen "klassischen Charakter" haben, ist es nicht verwunderlich,
daB fiir solche Zustinde die "klassische™ ATDHF-Methode dasselbe
Regultat wie die quantenmecanische GCM liefert.

Die Beschridnkung der GCM-Darstellung desklassischen, kal -
lektiven Hamiltonoperators auf Terme bis zur zweiten Ordnung
in gq!' ist vertretbar, wenn der imagindre Teil der komplexen

Generatorkoordinaten klein genug ist .’

[9) | <¢ (2.47)

oder,mit Hilfe von (2.38),

[h | << 2P (2.42)

Die Erfiillung dieser Bedingung (adiabatischer Grenzfall) ist

. fiir Systeme mit genligend grofler Teilchenzahl zu erwarten. Die
Bedingung (2.42) kann mit der auf der Basis der Heisenbergschen
Relation hergeleiteten Villarschen Bedingung[ﬁi?S,Vi?i}vergli—
chen werden. Die‘letzte_Bedimgnng ist etwas einschrinkender.
Dieadiabatische Situation, die mit (2.41) gefordert wird, ist
eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir die
Beschrinkung auf die ersten Termen der Entwicklung des kollek-

.tiven Hamiltonoperators.
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IT.3.2 Das Kurbelmodell

Das Kurbel- oder Cranking-Modell, das auf Inglis zuriick-
geht [354,ﬁ55.356] s stlitzt siech auf die zeitabhingige
Storungstheorie unter Berﬁcksichtigung der adiabatischen
Niherung [wi6s] .

In diesem Modell geht man von der Annahme aus, daB die
kollektive Variable direkt in dem Hamiltonoperator, der gur
Diskussion steht, enthalten ist. Das einfachste Beispiel ist
ein Schalenmodell, dessen Einteilchenpotential den kollektiven
Parameter enthdlt. Die Eigenzustinde eines solchen Modell-

problems bilden die sogenannte adiabatische Bagig :

H (20 }¢w(q)>: €, (9) léﬂ (a)p 170,12,
(2.43)

Nimmt man an, daB die Kowrdinate a=q{t) eine zeitabhingige,
klssische Variable ist, so kann man die Losung der gzeit-

abhdngigen S-G1.:
‘i.'a:tmw%)>: HSM (Oi)MWF‘L)> (2.44)

hach der adiabatischen Basis entwickeln

IU’(+)>=§O NON N Y (2.45)

Fiir die Entwicklungskoeffigienten ergibt sich das bekannte

Gleichungssystem: +
, z° [ (e )~ e, (+D) dt'
e, - 9‘3@0% D[ 2 [mYe
nN=0,1,2,.. .(2..6)
Unter Verwendung der Normierung des Zustands “K>ist der Er-

HSM

wartungdwert des Hamiltonoperators beziiglich des Zustands

!ﬂyt> folgender:
E=<vin, (9) |¥> =e(1)+2 le,(e,0,) |
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Ist die kolektive Bewegung adiabatisch,i.e. 1liuft der
kollektive Prozef langsam im Vergleich zu typischen Einteil-
chenbewegungen ab, so ist die Integration des Differential-
gleichungssystems leicht durchfithrbar. Die folgende Annahmen
driicken die Adiabatizitdt aus:

i) Das System wird am Anfang in einem Zustand @ &Z>pra-
pariert, Die Zeitentwicklung des Systems verdndert die Werte
der Koeffizienten nicht stark :

Cn ()2 S

ii} Die zeitliche Inderung in (2.46) wird allein durch
den Exponentalfaktor bedingt :

q(*)(*rm) }07 2 g (0> (hl—% [o 776:0.

Mit diesen Annahmen folgt, daf

ve
1 e, () - e, ) At

e 5 e
€y (F) = ig (hlé-;‘-f0> —y

¢ h= 4127"- ) (2.48)
ist, wobei die Integrationskontante gleich Null gesetzt wurds
Setzbman (2.48) in (2.47) ein, so erh#lt man die kollektive

Energie

E=elq)+ 1M ()4 (2.49)
mit

2
Mc.(q)=2 = (<15 [o>]
c nZo €n - S

(2.50.)

Den Ausdruck (2.49) kann man als klassischen, kollektiven
HamiltOBOperator interpretieren. Der erste Term in (2.49)
ist die potentielle Energie, die (2.35) entspricht. Der
zweite Term ist die kinetische Energie, in der der Mdssen~
parameter durch die Crankinc-Formel (2.50) gegeben ist.
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Da sowohl bei dem Kurbelmodell als auch bei der ATDHF-
Methode bzw. der TDGCM der Massenparameter durch den Erwar-
tungswert des Hamiltonoperators identifiziert wird, ist eine
oberflichliche Khnlichkeit gegeben. Die konkrete Beziehung
der Cranking-Masse zu den GOM- und ATDHF-Massen wird
spéter dargestellt (siehe Abschnitt IIT.2 bzw. II1I.3).

IT.3.3 Pfadintegralmethode

Die Pfadintegralmethode (Path integral method,PIM)
erlaubt eine Erlduterung der TDHF- bzw. ATDHF-Theorien.Hier
wird der Formalismus von Reinhardt [ReSO,ReS11 benutzt, von
dem eine -Ubersicht vorliegt [?eSQJ . In diesen Versffent-
lichungen kann eine ausfihrlichere Diskussion nachgeschlagen
werden,

In der Feynmanschen Pfadintegralmethode wird der
quantenmechanische Propagator durch ein Funktionalintegral
liber alle "Pfade"dargestellt. Bei der Beschreibung der
kollektiven Bewegungen eines Systems mit dieser Methode
entspricht jeder Pfad einer zeitabhéngigen Dichtematrix,bzw.
einer.Slaﬁerdeterminante, Das mit jedem Pfad verkniipfte

/2. Lf;£%:1
SGENGLIN ) = (V) (Dpwe

(2.51)

SLP T2 d T (pVp) s Loy <, | UL G EDa >

Gewicht hiEngt von einer kollektiven Wirkung ab :

7
(2.57a)

wobei L&[fﬂ der-Zeitentwicklungsoperator ist, der einen der
Dichtematrix Gfﬁ) entsprechenden HF~Hamil§onoperator
benutzt.

Das Superpositionsprinzip wird wie bei der GCM in die
Theorie eingebaut. Die zwei Methoden unterscheiden sich
aber dennoch : die PIM benutzt eine Superposition von Funik-
tionen , wdhrend der GOM eine Superposition iiber Parameter
zugrunde liegt.
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Das iibliche N#Zherungsverfahren fiir die Berechnung des In-
tegrals (2.51 ) ist die stationire Phasenndherung (Stationary
Phasge Approximation, SPA). Dabei wird angenommen, daB nur ein
spezifischer Pfag ﬁwf)(i. €. also: eine Dichtematrix bzw. eine
Slaterdeterminante) zu kn Funktionalintegral (2.51.) wesentlich

iSLET
<wl)u(t;tg>IW7>d’ € () . (2.52)

beitrigt :

.
C minimiert die Wirkung (2.57a) und kann daher als ein "klas~-

sischer" Pfad interpretiert werden. Das aus der SPA folgende
genﬂgt{der selbstkonsistenten TDHF-G1, » die dennach als

AL

eine "klassische'" Q1. angesehen werden kann:

DL so 5 o F-Lara 3.
20 lp=p (2.53)

Zu diesem "klassischen" Bild kénnen im Rahmen der PIM
gquantenmechanische Korrekturen systematisch hinzugefiigt werden.
Fir gebundene Zustinde liefert die Randbedingung fiir Ey eine
semiklassische Quantisierungsversehrift y die Ahnlichkeiten
mit der Vorschrift von Bohr und Sommerfeld hat. Auch zu
diesem Quantisierungsverfahren kann man Korrekturen berechnen,
indem man Fluktuationen um den "klassischen" Grenzfall
berlicksidtict Ausgangspunkt fiir dieBerechnung von Korrekturen

%St die Entwicklung der Wirkung um die "klassische Losung

$

-S[B] 42 (et Spee) 5p6) 58S !
S[f]-S[(DJ+2/ defdfc Sp(+) (JUSP(-&)SP(%‘) Pa’éﬁ*...

B | (2.54)

Die PIM bildet also ein Verfahren, da$ dazu geeignet ist, die
TDHF-Theorie auf durchsichtige Weise in die Quantenmechanik
einzubetten. Da die PIM eine semiklassische Quantisierungs-
vorschrift ergibt, 1iBt sie sich zwischen der "klassischen"
ATDHF-Methode und der vollen quantenmechanischen GCM ein-

. ordnen.

4
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Auch die Bedingung der Adiabatizitit kann in dem PIM-
Formalismus verwirklicht werden. Gebundene Zustinde, die
periodischen'TDHF-Orbitalen entsprechen, wurden unter der
adiabatischen Annahme schon in der Literatur berdcksichtigt
[arrs2] .

Da wir in dieser Arbeit hauptsdchlich an Zerfallsproblemen
interessiert sind,zeigen wir jetzt noch, daB die ibliche
Wenzel-Kramers-Brillouin- (WKB) Formel fiir die Berechnung von
Spaltwahrsohelnllchkelten auf eine elegante Weise im Rahmen
der PIM plus SPA hergeleitet werden kann.

Das Durchtunneh einer Barriere 1iBt sich durch die Fort-
setzung der TDHF-Gl. (2.53) nach imagindren Zeiten I =1 G

beschreiben
»236":[&[{3’],?3 : (2.55)

Tunnelphidnomene kdnnen so gewissermaBen auf Probleme gebunde-
ner Zustdnde redusiert werden. Die Wirkung, die der Lisung
von (2.55) entspricht, lautet [ReBE]

S[p]-f w {R(FED+ B, [5)]]

s

oder, wenn man annimmt, dafB die Zeitabhidngigkeit einer einziger

Koordinate zugeschrieben wird,
Ts
:;f I (1,-4,) . (2.56)
3]

Die Tunnelwahrscheinlichkeit wird dann

L (uit D> o e SLEd

=2

=) _ Q, “

I«I’WM E -2k (§ M‘O =2, g V2 @) (vg)-B
X,

; ’ (2.57)

Sie ist mit der bekannten WKR-Formel identisch. Die erste
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gquantenmechanische Korrektur zu (2.57) erhdalt man in dieser
Theorie, indem man die oben geschilderte Entwicklung der Wir-
kung bis zur zweiten Ordnung vornimmt.

Was die Gilite der Niherung (2.57) betrifft, so ist es
" naheliegend, eine Analogie mit dem Problen gebundener Zustine
de herzustellen., Im letzteren Fall sind, dem Korrespondenaz-
prinzip entsprechend, hoch angeregte Zustinde durch die ein-
fache WKB-Niherung gut beschreibbar. Ebenso sollte die Formel
(2.57) eine gute Neherung bilden, wenn die Differenz zwischen
Schwellenenergie E§$ (Sattelpunktsenergie) und Spaltenergie
E groB ist.

Fir eine parabolische Barriere (umgekehrtes Oszillator-
potential) ist eine exakte Losung mdglich. Man kann sie also
zu einer Uberpriifung der obigen Aussage benutzen.

Die exakte Durchlissiglheit ist w164]

KN -1 _2m (E~Eg)
P: (1‘3"9 ) , K= o
U
(2.58)
‘Anderseits ist das einfachste WKB-Resultat nach (2.57)
-~ K
’7'” e (2.59)

und eine verbesserte WKB-Formel (Jordan-WKB,JWKB) kann bereits
die exakte LOsung (2.58) reproduszieren. Da der Exponent K
proportional zur Hohe der Barriere igt, ist die WKB-Formel

fur die Beschreibung von spontaner Spaltung besser geeignet
als filir die Beschreibung von induzierter Spaltung.
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IIT Der GCM~Massenparameter

ITI.1 Die GCM-Massenformel

In diesem Kapitel soll der GCM-Massenparameter: untersucht
und mit '

- der Inglisschen Cranking-Masse (Abschnitt III.2)

- sowie der ATDHF-Masse bzw. deren méglichen ApproximéQ
tionen (Abschnitt ITI.3)
verglichen werden. ‘ e s

Ausgangspunkt ist die Formel (2.28b), die in den
Abschnitten I1.2 und II.3.1 abgeleitet wurde.

Mit der Annahme, dafl <‘~\P>reell ist und daher <HP2’> (P?H>
gilt, kann der inverse GCM-Massenparameter (2.28b) in zwei

Anteile zergelegt werden:

- JPHPY <HPD |
T —_ = -, (3.1)
Mo ) =S5 * Semy |

Der erste Term ist proportional zu einer Anregungsenergle die

von einer "Translation" des Zustandes in den kollektiven Raum

herriihrt. Der zweite Term ist proportiocnal zu einem nich% nor-
mierten Korrelationskoeffizient (auch Kovariang genannt [ﬁe?@,
FaSEJ ) der Operatoren H und P

CHPy = HP > = (H-<KHD(P™~ P>
(3..25)_:_

die den Abhéngigkeitsgrad ("Korrelation")awischen H.und P ab-
schdtzt. Wir bezeichnen deswegen den ersten bzw. den Zweiten
Term in (3.1) Anregungs- und Korrelationsterme,

Eine obere Grenze fiir den Korrelationsbeitrag, die von
der Energiestreuung (mittlere quadratische Abweichung in der
Energie ) der erzeugenden Zustinde bestimnmt wird, kann leicht
angegeben werden. Mit Hilfe der Schwartzschen Ungleichung

| (AP P2l TR 1T ¢ <A



jo
und dor in dor GOA gilbigenden Relationen
(Pa> = 3P>"
(P = Pas>—gPp* o 2 < P2YY

gelangt man zu
<HP&> Ll( <ﬁ2-> 1/2 (3.3)
2LP2 T 2.LpPo* '

Ist P ein Symmetrieoperator des Hamiltonoperators H

[PH]=0 ,

Il

so sind die Anregungs- und Korrelationsterme identisch und
man findet die bekannte Peierls-Yoccon-Formel [PY57,Y057]

ey JSPHPY LIPS
Mscm(‘ﬂ"'?}“‘z;; S Moy (q) - Goo

Diese ist fiir Translationen und Rotationen giiltig,
In diesem Falle kann man die Ungleichung (3.3) anwenden,
um eine untere Grenze fir die Masse szu erhalten :

a2 1/
M > (P72
pg (4> 7 Z,<:Eiz;>

Fiir andere kollektive Moden, wie e.g. Schwingungen und

(3.5)

Spaltung, gilt die Identitidt der zwei Beitrdge nicht. Man
erwartet, daB der Anregungs- den Korrelationsternm iberwiegt,
wenn die Energiestreuung klein ist, i.e. wenn der erzaugende
Zustand eine vernunftige Ndherung eines Eigenzustandes von H
ist. |
Im folgenden wollen wir den Fall von Schwingungen und
Spaltung untersuchen.Die besonderen Probleme, die bei der An-
~wendung auf Translationen und Drehungen auftreten, werden in
Abschnitt V.1 diskutiert. e
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I11.2 Vergleich mit der Inglisschen Kurbelmasse

Zundchst wird die GCM-Masse mit der Inglisschen Craﬁking
Masse verglichen. Wie in Abschnitt II.3.2 bereits vorgestells,
beruht die Cranking-Nsherung von Inglis auf einem Einteilchen-
gschalenmodell. ,

Der Cranking-Massenparameter (2.50) 148% sich in kompakter

Welse schreiben als
' - _4
M (@) = 2<0,9] PHsuPlogy
oder, mit der Identifizierung M\?f_ io)%, auch ﬂal‘s .

;: 2 <jﬁl P g{;;: F) 'Qt7 - ut3-6)

Benutzt man eine entsprechende Naherung fiir die Berech-
nung des GCM-Massenparameters, i.e. ersetzt man in Gl.(3.1)
den "wirklichen" Hamiltonoperator® durch eine passende
Schalenmodellvorstellung, so findet man, daB der Korrelatiéhs~

beitrag verschwindet. Der verbleibende Beitrag

A 1 '
M7 (@)= <§f;§7i> ‘ 57

kann mit dem Cranking-Resultat (3.6) direkt verglichen
werden. Durch Anwendung der Schwartzschen Ungleichung folgt

v _<Pﬁng><P ﬁsr?'» K PESMQS:P 7 )7:.1
Mg [(OMC (ﬂ) = N % P22 -

und daher
My @) < Mc(“>~ (3.8)

Die Schalenmodellniherunz der GCM-Masse kann nicht groBer
als die Cranking-Masse sein. Gleichheit besteht, falls 5 (q>

ein Eigenzustand des Schalenmodell-Hamiltonoperators ist:
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HSMPEGD « Plg> (3.9)

Benutzt man die auf das Schalenmodell bezogenen Momente

m, (F)= 2 l<hi”€)>?l (e, - O}K L K=0,31, ..

7

(3.10)
so lassen sich der Cranking- bzw. der geelnete GCM-Ausdruck
darstellen als

Z
M = 2 (m,(P))
= ’ (3.12)
£ ", (P)
Die Ungleichung {(3.8) kann folgendermaBen
2
m1(P)'rrl1 (P)?,(mo(f’)) (3.13)

geschrieben werden.
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IIT.2 Vergleich mit der ATDHF-Masse und ihrenNsherungen

ITT.2.1 Komplette ATDHF-Theorie

In Abschnitt II.3.71 haben wir den Massenparaneter
der ATDHF-Theorie hergeleitet (sieke G1.(2.36).

Dieser Massenparameter kann man als eine'Quadraﬁische
Form schreiben, wenn man die Vollestédndigkeitsrelation einer

Teilchen-Loch Basig benutzt

iy |
Morage (@) = (8% ~6)S[Q\=(a" Q)Mo (&
¥ | ¥
-Q q

(3.14)
Hierbei bestehen die Reihen- und Spaltenvektoren aus den

Teilchen-Loch Matrixelementen von Q. S ist die sogenannte
Stabilitédtsmatrix. Sie besits eine RPA-Struktur, wird aber

aus einem g-abhéngigen Zustand konstruiert

S = (P‘ B : (3.15)
5%‘ /X* :
— I

A pn = <alandy, (B ) e fod

B pa = <) ey aliap N, [o
H ﬂég.a“?a.“ﬁmZA

HeE &S L AL } Aé,)ig
Z V;, : &, VR
AJU/

Wobel v ) antisymmetrisierte Matrixelemente des mikrosko-
plschen otentlalq sind und dle Doppelpunkte das Wicksche

Normalprodukt bezeichnen. ist der inverse Massentensor

Rt .4)( )lo5) (o

(3 ?6}
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Der Operator Q und die Zustinde

| a7 sollen den ATDEF-
Gleichungen genligen. Die erste (1.

ist eine HF-G1. mit einer
Zwangsbedingung (Constrained Hartree-Fock, CHF)

Rolle des Operators der Nebenbedingung iibernin

{BP@ U= >R | (9)>=0

» Wobel Q die
mt,

(3.17)
Die zweite G1. ist
L] [He] +4 L b)Y =0
ATDMF (Op (3.18)
Diese kann in Matrixform umgeschrieben werden:
A -1
‘A:MATDQF(@) P/ (3.19)

..P% CQ%

Eine dritte Gl. wird benotigt
zu gewihrleiten [ups2 ]

w] P
S| L08, [H,8]] -1 %@w& +Marous 231400

» um die Konsistenz der Theorie

(3.20)

Mit Hilfe der "schwachen" Vertauschungsrelation zwischen

Q@ und P
(8" ~&) [P =4
P¥

erhdlt man aus (3.19) den folgenden Ausdruck

(3.21)

fiir die ATDHF-Masse

(a) =(?* P)ST /P . |

« (3.22)
P

Die Ausdriicke (3.14) und (3.22) sind dquivalent fip selbstkon-

sistente Ldsungen, i.e. fiip optimierte Zustinde ]q)und optimier-

MATDHF
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te Operatoren Q und P.
Der Massenparameter der GCM-Formulierung (2.23Wl4Bt sich

analog der G1.(3.14) in Matrixform darsbellen
-4
Ml (07 905 (2 = (05RO P
6 Pg ‘é<:?;> ' ' “’Pg
(3.23)

Der erste bzw. der zweite Term wird durch die Untermatrizen

927'

A bzy.B bestimnt. Vorausgesetzt daB die Untermatrizen A und °
B reell sind, bestehen die Beziehungen !

<PHP> ZZP;«},}* P
24P? z<f>z> GG M TR A

<1> (P¥, AP) -, (3.24)
2_ P

JHPD> S R
24PD2 <P2> %\w\‘ bhpisd

_ ’% pP (3.25)
B 2,<’f">2 cr )

PMP{,’ A

Zun Vergleich der Massenparameter (3.22) und (3.23) wird
der folgende Satz iiber quadratische Formen gebraucht[éB71]

Satz 1 : Sei 8 eine hermitesche, positiv deflnlte Matrlx,
welche fLY und ﬂ%v als kleinsten und groBten Eigenwerte
besitzt , dann gilt

(,x)°L (2,5 (x, Sx)4 ! (Mﬁ/%/) x, 1)
3 Pl
(3.26)

Die erste Ungleichung in (3.26) erwveist sich als ein
triviaeler SchluB aus der Schwartzschen Ungleichung. Dle_
zweite ist eine Verallgemeinerung der sogenannten ,

Kantorowitschen Ungleichung., Den Beweis der zwveiten Unglei-
chung in (3.26) kann man 1n[§R59} finden.
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Es sel jetzt angenommen, daB in (3.23) die ATDHF-Zustin-
de benutzt werden. Aus (3.22) una (3.23) und nit Hilfe deg
Satzes 1 schlieBt man, dag

-4 2
(M + pyy)
1¢ (Mccm(%.)\) Mﬁmsé?.(qn#>é% 2 #:/ (5.27)

ist, wobei Ayt den statischen Punkt bezeichnet, der der Gleich-
gewichtsdeformation entspricht. In diesem Punkt ist die Stabi-
litatsmatrix sicher positiv definit.

Die erste Ungleichung in (3.26):

MGCM (qjﬁ’) < MAT@HF.(’qﬁ‘) (3.28)

dhnelt der Ungleichung (3.8) des Einteilchenbildes (zu beach-
ten ist aber, daB (32.8) fir alle Deformationen gilt, wihrend
(3.298) aur 4=Qgy Dbeschrénkt ist ). Die Tatsache, daB in dem
statischen Punkt die GCM-Masse die ATDHF-Masse nicht iiberstei-
gen kann, wurde bereits auf andere Weise in der Literatur
gezeigt [cLu78].

Das Gleichheitszeichen in (3.28) gilt, wenn der aus den
Teilchen-Loch Matrixelementen von P bestehende Spaltenvektor

ein FEigenvektor von 8§ ist

i 6 P ol F (3.29)
gt A p¥ P%ﬁ )

Diese Relation kann als eins Verallgemeinerung der in dem Ein-
teilchenbild giiltigen Bedingung (3.9) angesehen werden.

Un die Giiltigkeit von (3.28) anschaulich einzusehen, kann
man bemerken, daB das . zeitabhdngige Variationsprinzip in dem
stationdren Pall das zeitunabhidngige Variationsprinzip ergibt,
Bei der ATDHF-Methode bestimmt das Variationsprinzip die
beste, zeitungerade Komponente, die mit dem Ansatz(2.31YFiir die
Wellenfunktion zuldssig ist. Bei der TDGOM haben wir kein
entsprechendes Variationsverfahren. Die ATDHF~Energie (2.33)
1st algo eine untere Grenze fir die klassische Energie der
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GOM (2.37) in dem Gleichgewichtspunkt 9=q_4 - Aus diesen
Grund ist die ATDHF-Masse (2.36) eine obere Grenze fir die
GCM-Masse (2.40) fiir g= gt

Die zweite Ungleichung in (3.27), die als

M -M
A e

ey

MQT‘D%'EF q:q /u’i +ﬁ{ﬁ/

geschrieben werden kann, setzt einen Maximalwert fiir die

Differenz zwischen den ATDHF- und GCM-Massen fest. Die GrocBe O&ﬂ4ﬁy
éjaﬁ%i)dle die maximale Differenz zwischen den ATDHF- und GCM—
Massen bestimmt, ist kleiner als die Konditionszahl der

Matrix S ﬂ%vdu% (siehe Ungleichung(8.5) in Anhang 1.

Wenn das Gleichungssystenm (3.19) gut konditioniert ist, so

ist die Konditionszahl klein. Folglich sollte die Differensz
zwischen den ATDHF- und GCM-Massen nicht grofl sein.

Die Bedingung (3.30) 1&8%t sich leicht in das Einteilchen-
bild ibertragen. Fiir diesen Fall ist die Matrix S diagonal,
und ihre Matrixelementen sind Teilchen-~Loch Anregungsenergien.
Fir alle Werte der kollektiven Koordinate erhdlt man

M. >
c M§ l (eﬂ“ew ~ (3.31)
3}

e

PﬂC; ﬁ €, 4-'€h/""2‘€b

wobeil 431‘6%, und f%/-eb die kleinsten bzw. die griBten
Teilchen-Loch Schalenmodellenergien sind.

IT1.3.2 HF _mit Zwangsbedingung (CHF)

Unter Einfilhrung von Summenregeln kann man zwei verschie-
'dene, jedoch dquimlente Ausdriicke fiir die ATDHF-Masse gewin-
nen., LaB%t man die Selbsfkonsistenzbedingung fiir Q und P
fallen, so entstehen unterschiedliche Summenregelformeln,
die praktikable Massenparameter darstellen, die aus der
ATDHF-Methode resultieren. Diese Forweln kann man aitch rit den
entsprechenden GCM-Massen vergleichen. Tn diesem A&bschnitt
und da wir ein einheitliches Bild der verschiedenen Ausdriicke
' fiir den adiabatischen Massenparameter anstreben, fihren wir

diese Betrachtungen im Detail aus.
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Seli F ein beliebiger hermitescher Einteilchenoperator
(Symmetrieoperatoren des Hamiltonoperators bzw. deren konju-
gierte Operatoren sind ausgeschlossen). Summenregeln fir die-
sen Operator haben die Form[?LM??jf

(F% €) (h3) ) (F\ =2m, (F) | w=r1p3,..
Féf

(3.32)

mit den RPA-Momenten

MK(F):Z ,<“]F€0>iz(‘a\-—€0)k.
ks
(3.32a)

Der Schwartzschen Ungleichung entsprechend, gentigen fiir 9=q,.:
die Momente den Ungleichungen

2.
Mer (FI™(E)S (m,, (F) ;keg31,33..
(3.33)

Fir 4=qg4 1st es sicher, daf S positiv definit ist, und die
RPA-Frequenzen reell sind, so daB die Formulierung der
Ungleichheiten (3.33) mdglich wird. Aus (3.33) kann man noch
eine Ungleichung fiir Energien gewinnen :

-/ ™ 2031 +2
> é’ g ...‘V kiZz K= 021 F2..
ge1 7 K J K44 P, (

4

Es entstehen zwei Beziehungen der ATDHF-Masse zu RP4A-
Momenten. Wendet man einerseits die normale, mit der Energie

gewichtete Summenregel zu (3.14) an, so folgt,daR

1
M onr (93 :2m1 ‘a ' (3.35)

ist. Anderseits ergibt die Anwendung der mit der inversen

Energie gewichteten Summenregel zu (3.22)

MAWHF (qﬁp = Zm (P) (3.36)
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Fiir selbstkonsistente Lsungen sind (3.35) und (3.36) identisch:
4 _
m, (GO m, (P) = o (2.37)

Im Grenzfall von kollektiven Schwingungen mit kleinen
Amplituden stimmt die ATDHF-Theorie mit der RPA iiberein.
Die selbstkonsistent bestimmten P und Q konnen als lineare
Kombinationen von RPA-Bosonen ausgedriickt werden, Ausschipfung
der Summenregeln in Q und P durch einen enzigen angeregten
Zustand +tritt in diesem Falle auf, und die Gl. (3,37) ist.
dquivalent zu

m, (&‘) Me (P> :‘Tgr . (3.38)

Die Heisenbergsche Unschérfe ist fiir den RPA-Grundzustand
minimal, und dieser Zustand ist somit eln kohdrenter Zustand.

Fir nichtselbstkonsistente AnsZtze fiir Q und P unter-
scheldet sich jedoch (3.35) von (3.36). Als Ansatz einer
ATDHF-Rechnung nimmt man iblicherweise einen lokalen Operator
Q, ( so e.g. den Quadrupoloperator), der iiber die Neben-
bedingung in die CHF-G1. eingefilhrt wird.Man erhdlt als
Approximationen zu dem vollst&ndigen ATDHF-Problem die
hydrodynamische, wirbelfreie Masse

-1
(o‘) _ # - _ 'i
Marone (4,0)=((85 ~G) S 6;0« ) 2m,(8,)
(]
(3.39)

und die selbstkonsistente Cranking-Masse

-1
M(") (q/\i’):‘(ﬂf Po)g Po =.2’1‘4(Po))

ATDHF F)*

0
‘ (3.40)
wobei PD den zu QO konjugierten Impuls bildet. Die Ausdriicke

(3.39) und (3.40) kann man als Iterationen nullter Ordnung
baw. erster Ordnung filir die ATDHF-Masse bezeichnen . [Vi??j .
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tnoder Lilefralur wird dor Name "TATDHF -Masse? hdufig benutzt,
um (3.40) zu bezeichnen, obwohl dabei keine optimierten Zustin-
de buriieksichtigh werden (siche e.g. Leru7s,ces0] ).

Im folgenden wird die Begriindung angegeben, warun (3.39)
und (3.4 0) die Bezeichnungen "hydrodynamische, wirbelfreie Masse!
bzw. "selbstkonsistente Cranking-Masse" verdienen

i) "hydrodynamische,wivbelfreis Masse!

> 2 T 2

Mit dem Ansatsz QO: ;Z'C]D/fﬁé’), wobei Cia =22-X—-3 iast,

und unter Benutzung der Invariang des Potentials beziliglich der

von QO erzeugenden Transformationen

LV) QD] =0

erhilt man aus (3.39)

iy s,
(M (o)) :.z“:";sz?’? ?f[qm[v,%ﬂf&

ATOHF

cder, mit Hilfe der Greenschen Formel,

= L2 SR 7 (TN, = 2 tnfp (7))
* (3.47)

Diese entspricht der kinetischen Energie einer inkompressiblen

V (V9,)=0

und wirbelfreien Flissigkeit (siehe [&i??,GMQ76,GQ8d] )

VA (7q)=0.

ii) "selbstkonsistente Cranking-Masse!

Der Ausdruck (3.40) zeigt dieselbe Struktur wie die Cranp-
king~Formel (3.71) auf. Die Formel (3.40) unterscheidet sich
jédoch durch die Verwendung der RPA-Ausdriicke fir die Matrix-

elemente bz, Energien anstelle von einem unkorrelierten Bilgd
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und zusatzlich durch die Verwendung der HF-Basis anstelle von
‘Shalenmodellwellenfunktionen. Fiir den Gleichgewichtspunkt

ist sie identisch mit der sogenannten RPA-Masse mit einer
Zwangsbedingung (Constrained RPA,CRPA) [P2579].

Wir wollen jetzt die Iterationen nullter und eraster
Grdnung do ATDHF-Masse miteinander §érgleichen,Der Folzende
Satz erlaubt eine Beziehung zwischen (3.39) und (3.40) aufzu
len. ,

Satz 2: Ist S eine hermitische, positiv &¢finite Matrix,
die Ay und #ﬂg als die kleinsten bzw. die grofiten Eigen-
werte besitzt, so ist dann

[ md1"¢ (5,5%0 (4,579 & Av (3,2 (0,4
7 .
(3.42)

Die erste Ungleichung folgt aus der Schwartzschen Un-
gleichung. Ein Beweis der zweiten Ungleichung kann in Anhang
1 gefunden werden.

Geht man mit den Ausdriicken (3.39) und (3 40) in (3.42)
ein und benutzt die "schwachen" Vertauschungsrelation zwischen

QO und P0 » 80 ergibt sich
(o) 2
1M (0,) M 1) 2 Ry,

(3.43)
Die erste Ungleichung in (3.43):

(0) (1)
MATDHF (Aﬁ‘> Méwm (x&> ‘ (3.44)

ergibt die Aussage, daB die hydrodynamispherMasse_die selbst-
konsistente Cranking-Masse nicht iiberschreiten kann.Gleich-

heit' gilt nur, falls
A 9 ! ‘&O d Pﬁ)
8* A\ ¥

(3.45)

Dies erfprdertp dall die AnsHtze fiir § und P bereits den ATDHF
Gleichungen geniigen,

y i

b
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Die Ungleichung (3.44) kann noch in die folgende Fornm
1
m¢(®o>?ﬁ1(Pe> Zz; (3.46)

umgeschrieben werden. Dies sieht wie eine mit der Energie ge-
wichtete Unschirferslation aus. Aus (3.38) folgt, daf die
selbstkonsistenten Losungen der ATDHF-Theorie diese Unschirfe
minimieren.

Nimmt man an, daB die Koordinate q dem Erwartungswert des
Operators QO entspricht, so kann der Ausdruck (3.40), der in
(3.43) bzw. (3.4:2) auftritt, in eine Darstellung mit Q-Momen-
ten gebracht werden. Die Herleitung wird in Anhang 2 vorgestellt.

ks Zndergebnis lautet :

{47
™M

ATDHF

W,

5 - (3.47)
2 (m ()

(95) =

Formeln (3.39) und (3.47) , die sich beiden auf Q-Momenten
bezlehen, kdnnen mit Hilfe der Ungleichung (3.34) verglichen

werden @

(1)
Mamne (4) _ = (0)m,09.) L .
=C1 51

Moo () (7, (8))? &S

ATDH

(3.48)
Dies stimmbt mit (3.44) iiberein. Das Gleichheitszeichen gilt
nur, wenn Konzentration der Q-Stirke in einem angeregten Zustand
existiert,

Die zweite Ungleichung in (3.43) ergibt eine Bussage iiber
die maximale Abweichung zwischen den zwei erwahnten Iterationen
der ATDHF-Masse. Diese maximak Abweichung wird von der Kondi-
tionszahl Mg/, .bestimmt,

Die GroBenordnung der Differens zWischen den beiden
ATDHF-Tterationen fiir die Masse wurde von Giannoni, Quentin
und anderen fiir den Fall von Skyrme-Wechselwirkungen unter-
sucht [GMQ?é,GQSé} Sie kamen zu denm SchluB, daf fiir kugelsym-

.s {
metrische Kerne eine gute Ubereinstimmung zwischen MA%?DHF (Cif&> und

fvng;g£%§§besteht, wahrend fiir Kerne wie 012 oder NiSé ’
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die keine abgeschlossene Valenzschale besitzen, eine Dif-

ferenz um einen Faktor 4 auftritt:

(-i )
ﬁT‘DHF (% )%

v 4 MRTDHF (960 . e

Flir die Beschreibung der isoskalaren Quadrupolriesenresonanz

bei sphirischen Kerne erweist sich O als ein adidquater

Ansatz. DaB fiir den hdher angeregten Tell des EncrﬁleSpektrums;

eine klassische Neherung wie die Hydrodynamik eine verniinftige

Beschreibung liefern kann, entspricht dem Korrespondengz-

prinzip der Quantenmechanik : der Grenzfall groBer Quanten-

zahlen kann klassisch behandelt werden.

Es kann die Frage gestellt werden, welcher Zusammephang

zwischen den  Massenparametern (3. 38)baw{3.40) und den

entsprechenden Massenparameter im Rahmen der GCM besteht,

Um diese Frage zu beantworien, bemerken wir, dafl die Unglei-

chungen (3.27) fiir eine

beliebige Parametrisierung der.

Zustédnde gelten. Man kann also nicht optimierte Zustande

beruck51cht1gen. Sei M

6C21 die Bezeichnung fiir die GCM-Mas- -

se, die CHF-Zustdnde rit Q als Zwangsoperztor benubzt?

(Mm f7> = — ?% P)S e (3.50)

GCM

Dann wird (3.27) durch

{1

4

? p¥

() 1 (i)
(MQCM ,ﬁ)\) MAWHF{AZ“};{? f;@ﬁ‘:
(3.51)

ersetzt. Die selbstkonsistente Cranking-Masse ist entweder

gleich oder griBer als die in der entsprechenden Naherung

- ausgerechnete GCM-Masse.
Aus der Ungleichung (8.5) (siehe Anhang 1) und aus

der Heisenbergschen Unschirferelation fiir HF~Zusténde

<ﬁ3$zt> <:‘%2:> 25;%“

(3.52)
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(9) {1)
ist die maximale Abweichung szwischen CeH (qﬂ) und MA‘ﬁ)HF (‘;Aj),
die 1in (3.51) ausgedrﬁckt wird, kleiner als die zwischen
Memue @) una ML ().
ATDRE Vg ﬁﬁﬂw A
Bs soll betont werden, daf die hydrodynamische Masse
keine untere Grensze fiir die GCM-Masse Wldet. Kombiniert man
(3.43) und (3.51 ),s0 188t sich eine absolute untere Grenze
fir die GCM-Masse in denm statischen Punkt finden :

MO (g Yy 4 by
eem )2 1 00— (96 .

3.53
Da jedoch

Aoy € O+ 4)° Gsa)

ist { Ungleichung fiir das harmonische und arithmetische Mit-
telEBB?T] ) ,erweist sich die Herleitung einer direkten Unglei-
chung zwischen der GCM-Masse und der hydrodynamischen Masse

als unmoglich. Die Differenz soll in praktisch interessanten
Fdallen untersucht werde,Es ist offenbar,daB, wenn die folgen-

de Proportionalitdt zwischen PO und QO existiert:

4
° ) =2: 0D o ; (3.55)

?oﬁf _ @f’

dann sind die zwei quadratischen Formen (3.39) und (3.50)
identisch. Die Bedingung (3.55) entspricht der Kohdrenz der
HF-Zustdnde, da (3.56) die Gleichheit in der Heisenbergschen
Relation (3.52) zur Folge hat. In realistischen Situationen
erwvartet man aber nicht, daf die Unschirfe (3.52) exakt mi-
nimiert wird. Dies trifft nur in dem Falle von Modellvorstel-

lungeﬁ zu, wie in Abschnitt V.2 diskutiert wird.

Zum SchluB dieses Kapitels, das den Kern dieser Arbeit
darstellt, geben wir eine Zusammenfassung der wichtigsten

Ergebnisse.
Die ATDHF-Theorie ist eine anspruchsvolle Theorie, fiir
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dic wenige praktischeRnchnungen'vorliegwn E?WGSO} . Man
1st auf Ndherungsverfahren angewiesen.Das Cranking-Modell,
dem ein Schalenmodell zugrunde liegt, kann als ein Grenzfall
des allgemeinen ATDHF~Formalismus angesehen werden. Hs 1iegt
nahe, daBl man eine ganze Hierarchie von Approximationen fiir
die ATDHF-Masse (3.36) formuliert, unter denen die Cranking-
Formel (3.6) die einfachste ist: '

1- Selbstkonsistente Cranking-Masse (auch Thouless-
Valatin-Masse genannt ETV62j, nermalerweise in Zusammenhang
mit der Diskussion von Rotationen ). Die Niherung besteht
aus der Annahme, dafBl die kollektiven Zustdnde ven vorn-
herein (durch die CHF-Methode) vorgegeben werden.

2~ Tamm-Dancoff—Cranking-Masse (auch verallgemeinerte
Inglissche Masse genannt i?W?Qj) Die gusdtzliche Neherung
gegentiber dem Fall 1) bestehl aus der Vernachldssigung der
Untermatrix B der Matrix S.

3- HF-Cranking-Masse. Hierbei werden alle Matrix-
elemente der residualen Wechselwirkung in der Matrix S ver-
nachléssigt. Eine Variante ergibt sich, wenn nur die diagona- .
len Matrixelemente der residualen Wechselwirkung beriicksich-
tigt werden. Man erhilt dann eine Formel, die auch als
Thoulesg~-Valatin~Formel genannt wurde ERO70,WO?§].

4= Inglische Cranking-Masse. Dicsge benutzt ein Schalen-
modell und ist deswegen ein grober Ersats fijr 3). Es ist gu
bemerken, dafl oft der Nanpe "Inglische Cranking-Masse" auch
fiir die EF-Cranking-Masse verwendet wird (e.g. in[?ﬁvg ,GQ8§]).
Um Verwirrungen zu vermeiden, haben wir unterschiediiche
Bezeichnungen benutszt.

Bs i1st weiterhin durchaus moglich,daB man die Formel
(3.35) riir die ATDHF-Masse als Ansats benutzt. Auf diese Art
und Weise entsteht auch eine Neherungshierarchie., Die dazu -
gehOrigen Massenformeln konnen mit den Formeln 1 bisg A

verglichen werden. ,
| Ist der Ausgangspunkt die GCM-Masse mit optimierten :
Zustédnden (3.23) , kann gleichfalls eipe Reihe von
entsprechenden Nadherungen formuliert warden., Direkte
Vergleiche mit den betreffendey Formein, die aus (3.36) gewin-
nen werden, sind durchfiihrbar. Die Inglssche Cranking- '
Masse 4) wurde in Abschnitt II.3.2 vorgestellt und in
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Absctinitt I1II.2 mit der entsprechenden, aus der GCM resultie-
renden Masse verglichen.Ebenso kann man die HF-Cranking-Masse
behandeln. Die selbstkonsistente Cranking-Masse wurde in diesemn
Abschnitt mit der entsprechenden GCM-Masse verglichen. Unter
Benurung der selben Techniken kann man mit der Tamm-Dancoff-
Cranking-Masse umgehen.

Die Betrachtung der auf den Négherungen 1) und 2)
basierend Massen mit Hilfe von Ungleichungen muB auf den sta-
tischen Punkt beschrinkt werden, widhrend sie fiir die auf den
Neéherungen 4) und 5) basierenden Massen fiir alle Deformationen

gliltig ist.



IV Die GCM-Nullpunktsenergic:

Die Notwendigkelt der ZPE-Korvelkiuren fiir kollektiven
Potentiale wird in der Literatur ibor Ypaltung und Schwer-
ionenstreuung ausfithrlich digkutiort 5367553676,3678,GG79,
BCBO,UGRBiE . Ausdrilcke Tir die sowohl kinetische als auch
potentielle ZPE erh#lt wan in der G0H mit Hilfe der GOA
(siehe G1.(2.28c)).

Ublicherweise wird nur die kinetische ZPE, in.die die
Cranking-Masse eingeliefert wird, berlicksichtigt, Dieser
Teil der ZPE vermittelt einen Zusammenhang zwischen statischen
und dynamischen Aspektbten in kollekbtiven Be#egungen. Fir Trans-
lationen und Rotationen verschwindet die potentielle ZPE,S8ie
existiert aber [lr andere kollekiive Hoden, wie e. g.

Schwingungen und Spaltung. Deshalb soll ihre GroBenordnun
g 8
abgeschédtzt werden. Tn Yolgende wird eine allgemeine Inter-
pretation der gesamien ZPE vorgestelli, Es wird gezeigt, daB
bei Schwingungsmoden der Finflub des potentiellen Anteils

g I
der ZPE auf die kollektive Fotentialenergiefliche in dem
statischen Punkt bedeutent ist. Bei disaer Diskussion setzen

wir voraus, daB die erzeugenden Zusitiinde CHF-Losungen eines

Vielteilchen-Hamiltonoperators sind
Da die kinetisehe und nobeniielle 4PT proportional zum

Erwartungwert eines Doppelintiih

eCH P
E; {ﬁ§ T et = e
é{‘g?g s 2_};%.,/1 £ ;’
Copemtt

Y
sl

GCM O p — -
£ )= iy (<P Y- CHPY)
PET g AT 4y (4.2

betrigt die gesamte ZPE die Hilfte der Anregungnergie:

— GO , JPHP>
T - 3 g o :_:,i-——u-u——--'—"
Ew&' (a)= é':i@?fé ({?E“ﬁz%ﬁ{?‘) 2z <Py (4.3

e

Dieses Ergebnis ist eine Erweiterung der eutsprechenden Formel

fir die ZPE des guantenmechanischen,harmonischen Oszillators.
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GlL. (4.3) gilt filir alle Deformationen und nicht nur fir den
Grenzfall kleiner Amplituden. Es soll noch an dieser Stelle
bemerkt werden, daf der Hamiltonoperator in Gl.(4.2) rniecht
durch einen Schalenmodell-Hamiltonoperator ersetzt werden
kann.

In Grenzfall sehr enger Wellenpakete )q>>, fir der sich
der GauBsche Uberlapp einer S—thktion ndhert, geht die ge-
samte ZPE gegen Null:

Ezpﬁ (4)>0

d@*D>0, LP¥D» oo

Die Differenz zwischen beiden GCM-ZPE betriagt die Halfte

der "Korrelationsenergie" :

GCM | CHPP
- A (4.4)
EK%PE (C‘]) wEP%i% [61 ) T2 P> ’

Die kinetische ZPE ist groBer (kleiner) als die potentielle
ZPE fir einen positiven (negativen) Korrelationskoeffiszienten

& . In dem Gleichgewichtspunkt erwartet man eine

von H und P
kleine Korrelation, da die Zustinde Variationsnéherungen von
Eigenzustdnden von H sind. Deshalb sind die kinetische und
potentielle ZPE der GCM in diesem Punkt annihernd gleich.
Wegen der Q-Abhingigkeit der (HF-Zustinde kann man fir grofe
Deformationen keine Aussage iiber die GroBenordnung des Korre-
lationskoeffizienten machen.

Man kann auch eine kinetische ZPE ansetzen, in der
die GCM-Masse durch die ATDHF-Masse ersetzt wird. In diesem
Falle gilt die oben erwdhnte Interpretation der gesamien ZPE
nicht mehr. Unter bestimmten Voraussetzungen findet man jedoch
eine Relation zwischen den beiden ZPE~Termen, Flihrt man RPA-
Zustédnde statt der oben verwandten HF-Zustinde ein und benutszt

die Quasibosonenndherung, so erhdlt man fiir 97q44,

ATDHE

m, (P)
EK%PE (q,d): ém (P ’ (4.5)
-1
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m, (P) ,
EPEPE [qht) = a———;—;(-—(-‘-)-)—' e (4.6)

(4.5) und (4.6) konnen unmittelbar mit Hilfe von (3.33) wer-

glichen werden ;
a TONF |
Evare @jﬁ) CEpppelay) . @D

Gleichheit gilt fiir den Fall, daB die P-Stirke in einem einzi=-
gen Zustand konzentriert ist. Dies ist tatsdchlich dep Fall
fir die RPA, wie in Abschnitt III.3 diskubtiert wurde:

ATDHF | —
k%?&' [QMJ Epg_pg (%;) ?E 5 (4.8)

wobei ireine mittlere Anregungsenergie ist.

Dieses Resultat ist anschaulich verstandlich, da bei
dem quantenmechanischen,harmonischen Oszillator eine Gleich~
vertelilung der ZPE in kinetischem und potentiellem Anteil
exlstiert,und die kollektiven Schwingungen mit klelnen

Amplituden harmonisch sind. o

whshl
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V. Anwendungen

V.1 Kollektive Bewegungen, die giner Symmetrie entsprechen

Wir greifen an dieser Stelle die Frage von Symmetrieopers-
ticnen auf, die im Rahmen der Diskussion von kollektiven Yas-
senparameterneine besondere Rolle spielen.

t trwngDie Diskussion des Vielteilchensystems der Kernphysik ba-
slert im allgemeinen auf Losungenansidtzen, die es erlauben,
die Symmetrie des vorgegebenen Hamiltonoperators sy brechen.
Nur in besonderen Fdllen, wie €.g. bei der RPA, ist es micliech,
die Symmetriemoden sauber abzutrennen ThéT,LM801 .

- Fiir Translationen sind die optimierten kollektiven Operato-
ren Q@ und P bekannt : Q@ ist eine Komponente der Schwerpunktg-
koordinate und P ist die entsprechende Komponente des gesam-
en Impulses. Die Galileische Invarians des Vielteilchen-

Bamiltonoperators

- =
::-.L.-E._ {(5.1)

wird in der ATDHF-G1.(3.18) ausgedriickt. Die Ausdriicke (3.14)
1 wnd {3.22) sind somit identisch fiir den Fall von Translationen.

Flir Rotationen ist lediglich P bekannt : P ist eine Kompo-~
nente des gesamten Drehimpulses J . Der zu P konjugierte Opera-
tor Q ist nicht einfach definierbar [Pe?Q] . Setzt man in den
Ausdruck (3.22) fiir P die Drehimpulskomponente JX ein, so
erhdlt man das selbstkonsistente Cranking—Trégheitsmoment, auch
Thouless-Valatin Trigheitsmoment genannt,

Mit der Ubertragung der in - Kapitel III dargestellten
Formeln fir %ollektive Bewegungen, die einer Symmetrieoperation
entsprechen, nuB man sehr vorsichtig umgehen. Die Griinde sing
mannigfaltig., Auf der sinen Seite existiert kein Minimalpunkt
der potentiellen Energie als Funktion.der kollektiven Koordinate
(Schwerpunktposition oder Orientierung des Kerns im Raum },

Auf der anderen Seite entstehen Sehwierigkeiten bes der Anwen-
dung von Summenregeln.

1 weoaAus-den folgenden Argumentn ergibt sich die Tatssche, daBdie
‘Summenregeln modifiziert werden miissen. Im Rahmen der RPA
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stellt man fest: [Th61,180]
i) Teilchen-Loch Anregungen, die mit Hilfe von Symmetrie-

operatoren konstruiert werden, so e.g.

]P? Z(M\ Cl:; @rg\“?’P Q*_g,ﬁ )WP@

(5.2)

sind_Vektorep, die orthegonal zu alle; anderen RPA—Lineﬁzustén—

den aufler l<§:> sind. Man nennt IP}elmn "spuriosen" Zustand.
ii) Der Zustand P;’ 1s§_nlcht normierbar wie die

fiblichen RPA-7ustinde o .

CPIPY # 1

(5.3)

In der Ableitung der Summenregeln ({3,32) benutzt man
die Vollstandigkeitsrelation in dem Raum der nichth spuridsen !
RPAZustéande . Da jedoch iF’>' aullerhalb dieses Raumes ist,
muBl er bel der Diskussion wn Symmetrimperationen zusdtzlich
berlicksichtigt werden. Fiir die mit der Energie gewichtete

Summenregel ergibt sich beispielswei&e[PM8Q]:

3 ¢n|FJOVE, =<IF, LR ANy A2 KT LR

(5.4)

Die Matrixelemente von e.g. PX gwischen dem RPA-Grundzustand

und den angeregten Zustidnden verschwinden

!O>=O :V ‘ (5.5)

Ha)

Die Cranking-Formel mit RPA-Zustdnden ergibt deshalb
eine verschwindende Masse.Dies ist ein allgemeinres Paradoxon,
das mit der Cranking-Formel verbunden ist : Die Massenformel
ergibt Null fiir Zustdnde,die die Symmetrien des Hamilton-
operators wiedergeben. Sie 1st nur brauchbar fiir gendherte
Zustinds [R070,Wo75].

Gewdmlich erfolgt die Approximation, indem man die Rest-
wechselwirkung ignoriert. Man gelangt somit zu der HF-Crankin--
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Masse (siehe Abschnitt IIr.3.2), die Cranking-Tormel im Rahmen
der HF-Theorie ergibt jedoch im allgemeinen ein inkorrektes
Ergebnis fir Translationen. Der Grund liegt in der Nichtlokali-
tdt des HF-Potentials. Das Tréigheitsmoment in der HF~Cranking-
Neherung scheint fiir leichtere Kerne, die keine supraleitenden
Eigenschaften aufzeigen, richtig zu sein [KL64}

Verwendet man statt HF-Zustdnde Schalenmodellzustinde in
der Cranking-Formel, so gelangt man zu der Inglisschen Cranking-
Masse.InFalle von Translationen ergibt diese die korrekte
Masse, da das Schalenmodellpotential lokal ist.und deswegen in denm
Schallenmodell . die Galileische Invarianzbedingung (5.1 )
erfillt wird. Unter Benwzung von Nilssonschen Sciellenmodell-
zustanden erhdlt man Cranking- Trégheitsmomente deformierter
Kerne , die um einen Falktor 2 grofler sind als die experimenten-
tellen Werte, Die Inglismche Cranking-Formel fiihrt zu einem
akzeptablen Ergebnis nur unter Beriicksichtigung der Paarung im
Rahmen der BCS~Néherung£ﬁo70}.

Die obige Diskussion macht deutlich,daB die Massenparaneter
fir Translationen und Rotationen anscheinend nicht mit dersei-
ben, in einem Einteilchenbild fundierten Formel beschrieben
werden konnen, Die Gliltigkeitsbedingung der Crénking—FormeE
soll im allgemeinen Rahmen der GCM oder ATDHF-Methode unter -
sucht werden, in welchen die Hestwechselwirkung in Betracht
gezogen wird,

Die GCM verdeutlicht die hier erwihrten Probleme. Die GCM-
Formel erlaubt keine Darstellung durch RPA-Momente. Benutat
man zur Auswertung der Formel Zustinde mit den korrekten
Symmetrieeigenschaften, so verschwinden Zahler und Nenner.
Die GCM-Formel ergibt also fiir "gute" Zustinde einen unbestim-
ten Wert statt Null,

Die GCM-Masse bietet den Vorteil, dalB die zwei Bldcke der

RPA-Matrix S separiert werden konnen :

o= PP PV DPY LV P
6(5" 2<pz>2.. 2‘<pz>2~

Fiir die ATDHF-Masse dagegen ist diese Separation nicht moglich,
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Die zwel Terme auf der rechten Seite der G1.(5.6 ),
die wir Anregungs- bzw. Korrelationsterme genannt haben, sind
fir Symmetieoperaltionen identisch, wie schon in,Abschnitt

IIT.71 bemerkt wurde. In diesem Falle ist der Ausdrugk ©

-t <Py P2
&M Qi.(:?2:72’

der der HF-Cranking-Formel entspricht (siehe Abschnittf@l,?)

mit Vres = 0 nicht gerechtfertigt : Aus Vreszo folgﬁ, @éﬁ die

zwel Terme in (5.6 ) verschieden sind.

2 {(5.7) -

Die Formel (5.7 ) ist allerdings vertretbar, wenn Sich

die Beitrizge .< ?Vﬁm 9> und <\/m P2> nahezu auf‘he;be!n:
PV, PP = —4NV,, P> (5.8)

Fiir Translationen gilt dies nicht, da das HF-Potential im
allgemeinen nicht lokal ist (e.g. das HF-Potential, das
man mit Skyrme-Wechselwirkungen erhdlt ). Die experimentelle
Angabe, daf die HF-Cranking-Masse fiir Rotationen leichter
Kerne sich gut bewshrt , legt nahe, daB in diesen Fdllen
(5. 7)) giittig ist.

Man kann den einfacheren Fall esines Schalenmodells
auch diskutieren, Bei der Anwendungen der GCM auf Symmetrien
muf man beachten, de8 die Ersetszung von H durch einen Schalen-

modellansatz H zweldeutig ist. Ersetzt man H dureh HSM

S
in (3.1), so kommt tatsichlich das BErgebnis (3.7) heraus.

Ersetzt man aber H durch Hgy 1in der Peierls-Yoccoz-Formel

A LPUPD
Moy = Zpor

7 (5.9)

g0 erhalt man eine Masse
M~ o (PHsm P7 (5.10)
P%ﬁ <?1>2. . ;
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die um einen Faktor 2 kleiner ist als die Inglissche Cranking-

Masge i

(5.11)

Die Differenz ist verstdndlich, da HSM die Translations- und
eventuell die Rotationssymmetrie verletszt. Das Brgebnis (3. 7)
kann eine verniinftige Ndherung fiir Translationen bilden.Tir
das harmonische Schalenmodell f&1l1t (3.7) mit dem Cranking-
Ergebnis (3.6) zusammen, da P \0:7 ein Eigenzustand von
Hgy 1ist (siehe G1.(3.9)) [FYS?} Fir Rotationen scheint, daB
(5.10,) geeigneter als(3.7) ist[@TTé@. Diese Diskussion macht
klar, warum eine Diskrepanz um einen Faktor 2 zwischen den
Berechnungen des Tridgheitsmoments mit einer Projektionsformel
und der Inglisschen Cranking-Formel aufgetreten ist lﬁo?S} .
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V.2 Schwingungen. Untersuchung an einfachen ModellEm

“ w

In diesem Abschnitt befassen wir und damit, an Hand ein-
Facher Modelle den in den Kapiteln. Kfund:“fvorgestelltep For-
malisnmus fiir denff&ll hellektiver Schwingungen zu untersuchen;f
Der Zusammenhang zw1schen den aus der GCM und ATDHF-Theorie
resultierenden Ausdriicken wird fiir Jedes Beispiel dlskutzert~

Die folgende Beispiele bieten sich fiir diese Dlsku881on
an R

1) Anisotroper harmonischer Oszillator

2) Lipkin-Modell

3) Quadrupol-Quadrupol-Modell

V.2.17 Anisotroper harmonischer Oszillator

In der Literatur wurde gezeigt (SiehE[WiéA MN?%] Vo, dade
fur das Nilssonsche Modell ohne Spin-Bahn-Terme die Cranklng-
Masse und die hydrodynamische Masse fiir eine kugelformlge
Dichteverteilung gleich sind. Ein wichtiger Punkt in der
Ableitung dieses Resultates ist die Forderung von Seleukon{
sistenz in der Form : Potential und Dichte miissen in ihrer
Geometrie iibereinstimmen.

Die kollektive Koordinate ist in diesem Modell die De-
formation. (% . Der Impulsoperator P:—'-.'e..,—?* besitzt nur
in dem statlschen Punkt ﬁ 0 nichtverschwindende
Matrlxelemenﬁazw1schen 4ustdnden, die sich in zwel Energle~;

guanten &@ -2)3;&) unterscheiden. Daraus folgt “daf dle o -‘:
Relation (3.9) fiir (% O automatiseh erfiillt wird

Hg 1 (p=0) % Pmama}.,}e)}) ‘% Pini. (Eom- %)a?% §?>=
=ae ( ,,{PWQ'L a4 167)

(5 d2)

und deshalb die GCM-Masse mit der Granklng Masse (bzw. der\;

hydrodynamischen Masse) iibereinstimmt: _
— - - - - 3 2.
Mocm (B0 =M, (=00 =1, (1=0)=2 m Ak,

(5.13)
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mit

o

| A3 N %= 7 |
Q&=%<ﬁ®>:§'{q'&'ﬂq}> fan ™ - (5.12)

Das Beispiel deutet an, daB die Entartung der durch P verknii-

pften Niveaus eine hinreichende Bedingung fiir die Gleichheit

zwischen Cranking- und GCM-Masse ist: AE = Epm €, mit P - f,
Die Masse (5.13) ist selbstverstindlich grojer als die

reduzierte Masse des Systems:

MGCM (!s=9)?;&=§~ b \g (5.15)

V.2.2 Das Lipkin-Modell

Das Lipkin-Modell ist ein einfaches Modells, das in ver -
schiedenen Formen zur Erprobung von kollektiven Theorien eine
gesetat wurde [LMGE5,ALM66,PUF71,7072,5072] . Ee beschreibt
ein System von N-Fermionen, die auf gwei Niveaus mit dem Ener-
gieunterschied & verteilt werden. Die Wechselwirkung hat
Monopolcharakter : sie streut Teilchenpaare zwischen den
Niveaus, ohne daB sich die "magnetischen" Quantenzahlen Andern.

Per Hamiltonoperator lautet

é 2 JS %&M-:— fi’—h GLM a;,’ Jon Fhen
J"‘?
‘-”‘?"ﬂ (5.16)

Setzt man die folgende Operatoren an
- + a
Jy = g “ha1 Hhr
..%..
. £ W=7 (5.17)

die den Kommutatorrelationen des Drehimpulses geniigen, so folgt,
dafl der Hamlltonoperaﬁor (5.1%) als ein Polynom in den SU(2)

Generatoren umgeschrleben werden kann

Ja= 4 2
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g:ej%,;_%\/{jf% 32 . (5.18)

Der Grundzustand, der dem ersten Term von (5.18) entspricht,
ist fj j E)> -vuﬁ) Er ist von Zustdnden mit anderen
d-Werten entkoppelt.

Im allgemeinen verwendet man bei der Diskussion des
Lipkin-Modells spinkohidrente Zustinde (auch atomare kohdrente
Zustande genannt [FUF71 FC72, Ho?BJ die den kohdrenten
Zustédnden des harmonischen Oszillators dhnlich sind [?e??]

> = (14 ]d DB a&3+)jjaj> , (5.19)

Mit ai&-‘f%% (hierbei nimmt man an, daf & reell ist )
und unter Einfilhrng der Notation D:P"lj j:> s kann

man {5, 19} in folgender Form schreiben

Ty £ I
lv 7= (m.gl)wg, vz 0> . (5.20)

Die kollektive Koordinate ist also o bzw, (P .
Der Energieerwartungswert des Hamiitonoperators (5.18)

beziliglich der spinkohdrenten Zustinde 1gqtet

el 1= RPN pgay) @Fed¥
“Hlx = voqeajr ® (141427

bzw.,mit }LH-EC(W ﬂ/) (Y ist ein positiver Parameter, da

V negativ ist

(QIH Jup=~ €Y (ap+ L ninte ) | (5

Die Minimierung des Brwartungswertes (5.2 1) bzw. (5.22) bestimmt

den statischen Punkt :
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1_ .
d =0 ’ D&V{:ﬁ
(5.23)
LEL, R
2
oder
Lf =
(5.24)

Man beobachtet einen Phaseniibergang, der’vonﬁﬁ abhangt. Der
"sphiarische" HF-Zustand geh? in einen "deformierten" Zusdtand

Uber.
Die Korrelations- bzw Anregungsbeitrige .zu der GCM-Masse

sind

(’9HP> & (en 3 . 2 )
= = "f""""" % Asn AP ?
Ale) <P = (5.25)

B(¢)= LHPD ey (1-—--.-—Mn"‘9> :
<P

(5.26)

Sie werden in Abb. 1 dargestellt.
Die GCM~-Magse stimmt mit der ATDHF-~Masse ﬁbérein‘LC72,Ho7i]I

scm( )= -mm:(‘?) zé[mwﬁ(’i%mw]

(5.27)

Die Gleichheit in dem statischen Punkt ist ein Beigpiel fiir die
Gliltigkeit der Relation (3.29). ‘

Korrekturen zu der GOA wurden bereits iv der LlTeratur
diskutiert ( e.g. [paSQ]) Es stellte sich heraus, daB diese
Korrekturen fiir schwere Systeme unbedeutend sind. !

Die in Abschnitt IIT.3.2 angesprochene Hisrarchie von
Naherungen flir die GCM-ATDHF-Masse (5.2 7) schlieBt foigende
Formeln ein (hierzu Abb, 2 und 3 fir ?,:OS bzw. %"”5-8 )<
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Toc,(%g? (“ﬂi? + = 2 Y M ?) , (5.28)
- . s

MH'FQ [5«?} % {%% + KA q) (5.29)
35:6 [éf} % b (5.30)

Sie geniigen den Ungleichungen :

M e (02 M l0) 5 Mo (0) 5 M 1)

{(5.31)
Die Differenz zwischen der GOCM-ATDHF -Masse und der

HF-Cranking-Masse ist besonders interessant. In dem

statischen Punkt erhsit man (siehe 4Abb. L)
M ""'Mm
D(p=o) = ZHEEZ et _ ¥ peypgq,
Muee T+¥ (5.32)
A {(ag- angoy L. } i » 21
2.
(5.33)

Die relative Abweichung betrigh maximal 50%.

Die kinetische und potentielle ZPE der GOM sind

EZ?(Q%Pg'(gi):: <i§?%;? :‘é? E£0397+°}Z(%7+%£m?#gj }

Geml®
(5.34) .
4= ~L(1-2him
E?%Pf (c{?‘}“gégz?& 2 [aﬁ(f QPJ ’
(5.35)

Hieraus ergibt sich fiir die gesamte ZPE :

A )
Cave (007 et Epgpe = 5 =5 (ops 2 4in’e)



ANREGUNGS~ UND KORRELATIONSBEITRAGE
i IM  LIPKIN - MODELL

Abb.1 ,

Anregungs~ (A, ————) und Korrelationsbeitige
(Byemwmves ) 2u der GCM-Masse im Lipkin-Modell
als Funktion der Koordinaten p( k=08 x=18
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MASSENPARAMETER 1M LIPKIN-MODELL
X=08

— GCM -ATDHF

L0 80 120 °l=

Abb.2
Die GCM-ATDHY-Masse im Lipkin~Modell und ihre
TDC-,HFG~, und IC-Hdherungen ( ¥X=0.8 )



j MASSENPARAMETER M LIPKIN-MODELL
X=18

GCM -ATDHF

P

4bb.3
Die GCM-ATDHF-Masse im Lipkin-Modell und ihre

TDC%;HFG—ﬁ und IC Naherungen ( }551-8 )
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_ M=-—M
1. ) = HEC

M

oM (p=pet)
HIFC
0.5 F

Abb. 4

Helative Abweichungs zwischen der GOCM-ATDHF-Masse und der
HF-Cranking-Masse beim Lipkin-Modell in dem statischen
Punkt ale Fuktion von 2%
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Die Abb.5 zeigt diese ZPE-Beitrige zu der Potentialener-
viekurve(5,22), Fir die Differenz zwischen der kinetischen und

der potentiellen ZPE erhidlt man:

AEwg*(@) =fF

K2pe pg?&'

n
Ol
{1

(5.36)

Die kinetische ZPE ist immer groBer als die potentielle ZPE.
Untersucht man die GréBenordnung der Differenz in dem statischen

Punkt, erhalt man vor dem Phas enlibergang

E? &Y Y A
(5.37)

und nach dem Phaseniibergang

2 .
/ | ey L1 1
DEgpe (qzoum L) = S AL, 27

(5.38)
(siehe ADbb.6 ). In dem Gleichgewichtspunkt ist der Beitrag
der potentiellen ZPE grdfer fiir "sphirische" Kerne ({ Lrit)
als fir "deformierte" Kerne ( ’Zﬁ>1 ). Plir kleine ¥-Werte
ist die potentielle ZPE vergleichbar mit der kinetischen %PE.

V.2.3 Quadrupol-Quadrupol-Modell

‘Bei dem Quadrupol-Quadrupol-Modell ergianzt man ein
Einteilchenanteil des Hamiltonoperators (Schalenmodell,HF-Modell)
mit eliner Quadrupolwechselwirkung.

Die Mat}ixelemente der Wechselwirkung sind gegeben durch

71"& ,’f”‘&' 7 o (5.39)

worin @ - Matrixelemente des Quadrupoloperators 0 éind.

Austausgggerme werden vernachldssigt.

Da sich bei der Berechnung von quadratischen Formen nmit
der Stabilitdtsmatrix S die Restwechselwirkungsanteile siech |
aufheben, besteht kein Untergchied zwzschen RPA und HF-

|
Momenten {ﬁV?g} Die ATDHF-Masse stimmt also mit lhrer
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A

M LIPKIN - MODELL®

K (% =18)

Abb, 5

Kinetisrhe

s VN FE ey B
L Al g, v

£, s} und potentielle (P ~===mnn)

Inllipunktsener io,,

im Fall des Lipkin-Modells

S : E £ (¢=ter)
2] Bpp Thegpe TEpgpe TS

-y

0.5

Abb.&
Differens o

Hullpunktsenergie

Modell in demn

R

SWLEchen

der kinetischen und der potentiellen
als Funktion von ¥ beim Lipkin-
Liszhen Punkt,
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HF»Cranking-Néherung Uberein :

‘ -1 RPA HE
(Mame @) = 2m "y - 2m M)
(5.40)
) PA HF

(5.41)

dafl in dieses Modell die GCM-Massge mit
ausdrﬁckbar ist

Man kann zelgen,

Hilfe von HF-Momenten cAus (3.23) erhilt man

GCM (Q)“&<Pa>32[ %(Eﬁ 6«!\7 %\ﬂ'\ T

355 (Bl Ops, Qi Py EITON %"iw)]

f‘a’,&‘

<§n> Z[ M’ (é}a‘e%ﬂ

e %1 o M‘ (2 PM&M“ c>
E{PJ\_@,\’ (é&»fg\) _ "N‘HF(P)
(5.42)
CU(Z P 2(e (o)

wobel die Tatsache benutzt wurde, daB §£ P % eine reine
imagindre Zahl igt. fh’\ fh&
fus

der Ungleichung fiir HF- ~Momenten,
ist, folgt daB

(1)
MGCM {q) S MATDHF (3)

die dhnlich der (3.13%)

(5.43)

in Ubereinstiqmung mit (3.57).
Fir den Fall einer &

Entartung (schematisches Schalenmodell, &aq
gewohnlich in. Lehrbiiche

rn diskutiert wirg [Ro?é}) , sind die
HF-Zustdnde kohdrent,und man erhdlt :

1)

M aroue (3) = M"’W@) Mw @) N

Auch an Hand dieses Beispiels sieht man, daB die Tatsache, daf
Slaterdeterﬁ;nanten eine kohHrente Situsti

ion beschreﬂben, eine
der Entartung des Spektrums sein kan



VIi- Medellberach i de. GPM-Masse und ZPE fiip Spaltung

L . . Lo
e L} H - PR 1 "

R S JUNE L .
¢lne gewissge' Freiheit

bel der Auswani d.- Toctzustinde, die einen geigneten kol-
lektiven Unterrga. biiden, :chalanmﬁdellzus%énde,bieten sich
wegen ihrver EBinfaenihicin: . Fir eine numerische

e, die din den Eapiteln III und v

gemacht wurden deriicas el iren wif'ézn vereinfichtes TCSH,

Untersuchung

das dureh Paarkﬁﬁfaé itart wird |l

-

AL -? ﬁw%

¥ {(6.1)

ESTOR '*“&@\)

(6.1a)

e
4L a ., a,

(6.1b)

ihetandea zwischen .den Zentren der

zweil Oszillatormulder. “ositive Indices bed den Summen
bezeichnen gzeoiteerad fénaﬁilchenzgaﬁépde. '

Das TCSH
anoewandtg da ws
vezgté[
eine symmei?iuchﬁ Yevsion, obae Pelormation der Fragmente

iie Ees chre=inung des Spaltprozesses

asympiotischa Verhalten auyf-

Yir pesehrinken die Diskussion aurf

und ohne ger: el {Abh, Y ), Weitehhin werden

. &
dleu?,S v

Die Binteillchencrars

: ¢ 5 . . 2
et Yermse duroh 17SU bzw.-lz ersetzt.

Lovovon (B, da) #tH51% man zus! der Darstel-

30)2:]"'

e g (4 .__..N(ms)ﬂ
(6.2)

terioordinaten s

lung von I, FEUVRIIN B ¢ B T NP
= TC3H >

J

%%%flmj@ die Volumenerhaltung

benutzt, um die CBziiiﬂn‘rf mguens Jiq bunxtlon ven 2, 32U

(6.3)

oo
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wobei R(0) der Radius des vereinigten Systems ist

ﬁ{o;——’?@fﬁ‘ ‘Fm . (6.3a)

Die GroBe r ist die LOsung der kubischen G1.

5 2 3 3 . Rlo)
2n®1 3-8 ~28720 | 2,6 2
' QEL
(6.3b)
Die Konstanten der Spin-Bahn-Kopplung wurden aus [SGM?{]
entnommen. Analytische Ausdriicke fiir die Wellenfunktionen

adieses Modells kodnnen angegeben werden. Die Quantenzahlen

nvfzo) erhdlt man durch Anpassung der Wellenfunktionen bzw.

deren Ableitungen in dem Punkt'zo = 0.

Die Einteilchenenergien sind
€, =hw (7o) [N (@) +1my] +2ng 4 2]

NE=0,+1, 32, 2 0,1,2,.

3y M3
(6.4)

Durch die Bogoliugov-Valatin-Transformation entsteht
aus (6.1) der Quasiteilchen-Hamiltonoperator

H H PTCSM+\/M> . (6.5)

Der Anteil, der die Quasiteilchenzahl erhdlt, lautet

. Hgpresy (2] = “(%0)"’2 E: ) (414, 13132

2 (6.53)

Ules) = 2 (2v%s, - G ")—---

(6.5b)
1/2
E; (%7 - E (& feo>-->»>/ HAT T
& .u_x 172 (6.50)
1?‘-__ = Sa 20
A ( E. > (6.53)

wahrend der Rest Terme mit 4e3,bzw. 2 Quasiteilchenerzeugunqs
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[ s M Dy i v tm e  a

TCSM

Abb. 7

Potentialnulden inm Zwelzentrenschalenmodell
und entsprechende Kernform.
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oporatoren enthdlt |

\/m = H40+H2?} + Hﬁ (6.5¢)
- 2,2t T+
. P i
Hyy = - 6‘%;,0 (V5= ) up O (4 B Byt
J
%agj‘v} GLEBTZ gL} QLE)-;-C.C.
(6.5g)
- SN e R P Y
Ha = GEME (a3 0505 Do B et

e n (o AT d v pnt AT
LTI (s dy U5 Ly R (B

LIPS
%@&xﬁéef.’:{gé_)] + c.c.
(6.5n)

Wir nehmen den Potentialparameter Z als Generatorkoordi-
nate, Es ist nﬁtzlioh,die BCS-Grundzustinde des Hamiltonopera-

tors (6.5a) als erzeugende Zustidnde zu wihlen:®

47 = |25 =TT (M +Vy C’:;C‘*Z)J> (6.6)
L0

mit

Moz 1= . (6.6a)

Somit wurde ein Teil der residualen Wechselwirkung VP in den
korrelierten,erzeugenden Zusténden (6.6) beriicksichtigt.

Der Effekt des Operators PZAXL auf die Zustinde
ij:; kann folgendermaBen dargestellt werden £§DJ72,LP73]2

Pi‘§0> -_::.'2 AR %g {%o) d;(&; )@o> (6.7)

Jp k>0
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mit

P. {2,) =~ KBHT'CSM N, Mpitane o
el <l’3%’a 22 Ej+E, St

Vi (o)== (21]12Hrcem [N N _eied DA

}STCSM = mw” (2,~ Iz .;.mwwﬁhb% ”ﬂ“%}g}
e Fuhe' [248, 4, +MN&~—% Mws3)) ]

In einem reinen Schalenmodellbild gelten die IdentitHen «

P}x (%0)::-<K ,E% >

‘P&}: {'i'o) "._".O .

3 2
gk""’g} (6.8a)

(6.8b)

Die BCS-Ndherung verringert die nichtdiagonalen Terme Pik ¢
y#}c, und ergibt nichtverschwindende diagonale Terme'ij?
Die erste Tatsache ist der Grund fir die quantitativ kor-
rekte Beschreibung des experimentellen Tragheitsmoments fiir
seltene Erden [ﬁo?Q].

Die Auswirkungen der residualen Wechselwirkung, die nach
der Transformation in das Quasiteilchenbild librigbleibt,sind
zweifach. Auf der einen Seite modifiziert sie den Anregungs®
term <Pﬁ P> (es ist zu erwarten, daB dieser niedriger
wird ) und auf der anderen Seite trigt sie zu dem Korrelations®
term <}4?€> bei. Die Korrektur zum Anregungsterm riihrt von
H22 her, der Korrelationsterm wird von HAO bestimmt. Die
Berechnunz wn beiden Termen ergibt



hk>
wé&iﬁ i e L Py Y% 7] -
v 2 |
i -—Zé};%i P}k u}v; U, v (5.9)
PP b “/p.. ]
v {<ﬁ 2 qé(j}%m* {P}*} @x- kj ‘P;’k)-
. . [: (k%’?k )24“ /kﬁfﬂ?_)%l

Der Faktor‘<?f>hat einen rein kinematischen Ursprung :

- -
<Pl> = Z & P;}kz . (6.11)
s e )K0 N

Fir die Ausfiihrung der Modellberechnung wurde ein Systen
mit 2=92,A=236 ausgewdhlt. Dieses Syktem, das wegen der Verein
fachungen keinem realen Kern entspricht, sollte schwer genug
sein, um die Giltigkeit der GOA zu gewdhrleisten. In [Re’?é_]wurde
gezeigt, daB der Uberlappkern mit TCSM-Zustinden in der BCS-
Néherung”durch die GOA sehr zufriedenstellend gendhert werden
kann, falls die Teilchenzahl iiber 42,40 liegt,

Die BCS-Parameter wurden mit Hilfe des Formalismus von

[ﬁDJ73}bestimmt. Die Paarungsstirke 158t sich schreiben als

(o= [?5 (S;) Qo% (%)]i

(6.12)

und die Niveauzahl:auf heiden Seiten der Fermikante ist

n=2g ()L | (6.1

wobei‘_rz= 8 MeV , 2§.= 12 A—1/2 MeV sind , und'g(S) die auf
der Fermiénergie berechnete, geglittete Paardichte ist.

Die Werte von %('X) fir Neutronen bzw. Protonern wurden i
nach der Strutinsky-Vorschrift berechnet. Fiir den Punkt z2,%2 f'm
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(der der minimalen Niveaudichte entspricht } erhdlt man

somit :
6%:;2,0.6’3 n = 60 , (6.14)
A 3 i)
_ 28.63 N, =
(;éﬁ = —_— > V=49 (6.15)
AP
Die BCS-Gleichungen lauten :
I 2z
Z v."= Am
* ¢ (6.16)

£>o

=4 Z ) (6.17)

25" i70 E:

wobei die Summen auf n Zustinde um die Fermikante beschrinkt
werden. Die resultierende Energieliicke fiir Neutrounen bzw. fir
Protonen als Funktion von @ werden in Abb. 8 gezeigt,
Die Energieliicke fiir Neutronen geht fir grofle Werte von z,
gegen Null, da bei dem betrachtete Modell ein Schalenabschluf
auftritt (siehe das Einteilchenspektrum in der Nihe der

Fermikante fiir Neutronen in Abb. 9 ).

VI.2 Berechnung der Masse

In Hb.0 werden die Anregungs~ und Korrelationsbeitrige
zu dem inversen Massenparameter gemiB (6.9 ), (6.10) und
(6.11) dargestellt ( die Zahl der zu diesen GroBen beitragenden
Zustdnde wurde dhnlich wie bei der Diskussion der BCS-Glei-
chungen beschrénkt ). Der erste Beitrag ist deutlich
dominant. Der Anregungsterm wird beziiglich des reinen Schalen-
modellis durch die residuale- Paarungswechselwirkung (6.5a)
geringflgig gesenkt. Fiir groBe Abstinde werden die Anregungs-
und Korrelationsbeitrige nahezu konstant.

In Abb.71 werden die GCM~ und Cranking-Massen verglichen.
Die Kurven zeigen eine Bhnliche Schalenstruktur, jedoch ist
die GOM-Kurve glatter. Die Tatsache, daB die GCM-Masse eine
glattere Deformationsabhingigkeit als die Cranking-Masse zeigt,

kann leicht verstanden werden. Die dominanten Beitrdge zu der
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z, fm] —

PAIRING GAP

-=— [ASW] 1

Abb.8

Paarun<sliicke flir Neutronen und Protonen fiir das verein-
fachté TCSM als Funktion der kollektiven Koordinate 2N
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|
l
|

6.75

m
625

N N .

S )

TR [ 1

= .
IR TR .
S :
E 2L L. i i o E 1%;
= [APW]I ~ N » =

Neutronenspektrum um die Fermikante fiir das Systen
A=236,72=92. Die besetzten Zustinde in dem Schalenmodell

sind ‘eingerahmt. Die BCS-Fermienergien

sind markiert { vsewmece )
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EXCITATION  AND  CORRELATION CONTRIBUTIONS

Abb.10
Anregungs- und Korrelationsbeitrige zu der GCM-Masse

im Rahmen des TCSM.
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N

MASS  PARAMETER

Abb. 11
Cranking- und GCM-Masse im TCSM
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(iCM-Mngse entstammen einem breiteren Band von Niveaus um die

Fermienargie. Dies wird aus der folgende Diskussion deutlich,

wobei der Binfachheit halber residuale Krifte weggelassen werden.
fuf der ersten Stufe der Spaltung (bis zu 2245 domi-

nieren dies diagonalen Terme ij iitber die nichtdiagonalen Terme

ij y J?l-;{ ’

@‘- }\ . -

5’39*7'7}%'&} LAY (6.18)
nter bericksichtigung nur von den diagonalen Termen kann man

die inverse GCM-Masse folgendermaBen schreiben (siehe Anhang 3

ner
I

iir die Herleitung dieser Formel )}:

ﬁ (ﬂ{i:)) ki ~T3 )%
M, (%o?@§&§ — 75 (& k)% (6.19)

wobeid

2y l L
T - 2 é) P ,9::.2})3 2 (6.20)
+ E,
g ¥ _
ffektive Niveauzahlen sind, die zu <??'> bzw. zUu (’??—}P) bel-

tragen und

PaN (6.21)

sind. . (6.22)
Das Grgebnis (6.13)wollen wir mit der unter Verwendungen der
selben Wdherungen hergeleiteten Cranking-Formel [ét??j .

e {(5) =\ %
M. (20) :C}% ’ﬂ (K;f - Ky ) (6.23)
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vergleichen., Die Ungleichung zwischen den Ausdriicken (.19 ung
6.23), die aus

3)  (5) (4) >
7 )’ﬂ 2, ("" ) (6.24)

| /2)
folgt, stimmt mit (3.8) iiberein. Da N )—T{ﬁﬂ) ,xn,renn-«g(}?}.s

erkennt man, dafB (6, 19 ) groBere effektive Niveauzahlen als
(6. 23 ) besitzt, wie wir zeigen wollten.

Die absoluten Minimalwerte der zwei 'assen erhdlt man fiip
den Punkt zo=2fm » der ann@hernd dem Minimum der potentiellen
Energie entspricht. Fiir z,=2 fm existiert eine geringere
Niveaudichte an der Fermikante. Diese Aussage wurde durch
Gie Berechnung der Schalenkorrektur nach Strutinsky iiber-
prift (siehe Abb.¥¥). Wie man aus der Abb. ablesen kann,
findet man fiir zom2 fm ein lokales Maximum bzw. Minimum der
Anregungs- bzw. Korrelationsternme.

Gerade vor dem ZerreiBpunkt z,=5.9 findet man eine
markante Spitze in der Masse. Eine gerade vor dew Spalt-
punkt Spitze in der Masse wurde auch im Rahmen des TCSM
von Urbano,Goeke und Reinhard fiir das System 016+w016
gefunden LUGRS{} Im Rahmen der ATDHF-Methode in der Reaktion
012-P 012 ist sie besonders ausgepridgt (die benutzte Wechsel-
wirkung fihrte zu der Cranking~Masse ) [FHVSQJ.

Wie in Abb, 12 3zu sehen ist, tragen in diesem Gebiet
( Z %"4,6{%\) die nichtdiagonalen Termen am meisten gu der
Masse bel. Die GCM-Masse stimmt dabei praktisch mit ihrer
nichtdiagonalen Approximation liberein, indem die Cranking-
Masse hoher als ihr nichtdiagonaler Anteil ist. In Zusam-
menhang mit der Diskussion von nichtadiabatischen Effekten,
wurde kiirzlich von Schiitte [ﬁcS?]vorgeschlagen, dafBl fiir die
letzte Phase der Spaltung der nichtdiagonale Anteil der
Cranking-Masse allein ausreicht, um die kollektive Tragheit
elnes Spaltkernes darzustellen (Paarenanregungen tragen nicht
bei, wenn Niveaukreuzunger korrekt behandelt werden ). Es ist
bemerkenswert, daB bei der GCM kaum ein Unterschied zwischen
der gesamten Masse und ihrer nichtdiagonalen N&herung fiir
die letztePhase der Spaltung existiert.
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Genzherte Cranking-Masse, wobei nur auBerdiagonale
Matrixelemente beriicksichtigt werden (TDC), im
Vergleich mit der kompletten Cranking-Masse (c ),
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In dem asymptotischen Gebiet wurden die Massen einen
konstanten Wert , der etwas hdher (20%9) als die reduzierte
Masse M~ = 236 m ist. Die Ursache liegt wohl darin,daB
das hier°veRwandte Modell nicht realistisch genug ist.
Schwierigkeiten bei der Erlangung der reduzierten Masse
wurden auch filir kompliziertere Cranking-Brechnungen erwihnt
[eso] .

Es sei noch erwdhnt, daB mit Ausnahme des asymptotischen
Bereiches die Koordinate z, des TCSM nicht mit der HHlfte
des wirklichen Abstandes zwischen den Schwerpunkten der aus-

laufenden Fragmente

A
. “2. .
R=L-35 &lzliv_ v . (6.25)
AT €7
identifiziert werden kann LLDM?Z:I . Die Beziehung zwischen
R und z, wird in Abb. 13 gezeigt und die Cranking-Masse

Mee = M dzo ) *
= 2Z0 6.26
e = Mo, (92) 2
als Funktion der Koordinate R in Abb. 74 dargestellt.

Fir das vorliegende Modell (wie fiir das Lipkin-Modell
cder fir das Quadrupol-Quadrupol-Modell ohne Entartung des
Spektmms) ist die GCM-Masse immer niedriger als die Cranking-
Masse. Die Differens betragt durchschniftlich 25%, kann aber
48% erreichen (diese maximale relative'Abweichung bezieht
sich auf den Punkt z,2 fm ). Die ohne den Effekt der resi-
dualen Kriéfte berechnete GCM-Masse ist bereits niedriger als
das Cranking~Ergebnis , in Ubereinstimmung mit der Ungleichung
(3.8). In dem Einteilchenbild ist die Differenz durchschnitt~
lich 20% und ihre Einzelwerte stimmen mit der Ungleichung
(3.31) {iberein. Die aus der residualen Wechselwirkung folw
gende Korrektur der Anvegungsenergie und des Korrelation=-
koeffizienten haben entgegengesetze Vorzéichen. Letzierer ist
positiv und, da er groBer ist, resultiert eine Abnahme der

Masse.
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Der Effekt der notwendigen Teilchenzahlprojektion auf die
Masse muBte fir eine realistische Beschreibung noch beriik-
ksichtigen werden EFH?Q:L Man kann sogar zelgen, daB aus der
Teilchenzahlerhaltung das Verschwinden aller aus der Monopol-
Paarung resultierenden residualen Beitrige folgtE?M?ﬁ,D882}.

In der vorliegenden Arbeit wollten wir nur die Fehigkeit der
GUM-Masse andeuten, daB sie ohne grofBlen Aufwand residuale

Krdfte einschlieflen kann. Eine Erweiterung bildet der Ubergang
auf Quadrupolpaarung [JM’7§ Wahrend fiir die Monopolpaarung alle
Paare . gleichermaBen behandelt werden, werden bei der Qua-
drupolpaarung'die Paare nach ihren Quadrupolmoment unterschieden.

VI.3 Beaechnung der ZPE

I bb.15 werden die kinetischen ZPE der GOM dargestellt,
die mit und ohne der Beriicksichtigung der residualen Krdfte
beré&ﬁnet wurden. Zum Vergleich wird dabei die kinetische %PE
hinzugefiigt } wobel die Cranking-Ngherung fiir die Masse ein-
gesetzt wurde. Die Differenz szwischen der kinetischen ZPE nit
den GCM- bzw. Cranking-Massen ist dieselbe wie die zwischen
den enisprechenden Massen. Wie bereits bei einer Hhnlichen
Befeéﬁﬁung fiir das léichtere System Z=52,A=112 gefunden worden
war[ﬁe?éj » 18t die kinetische ZPE der GCM ohne residuale
irdfte durchschnittlich 20% gzroBer als das Cranking-Ergebnis.
Die hier beriicksichtigen residualen Krafte vergrdBern die
Diskrepansz.

“Bowohl fiir fast kugelfdrmige Konfigurationen als auch fiir
dén'asymptotischen Bereich von zwei separierten Kernen stimmen
die kinetischen ZPE mit der GCM- und und der Cranking-Masse
sehr gut iiberein. Der Wert der kinetischen ZPE der GCM fiir die
erste Phase der Spaltung kann mit Hilfe von (6.19) und (8.19)
erklart werden. Er soll ungeféahr gleich der Energieliicke sein :

6 CH )
Excwe =4 iﬁ?’p‘

(6
n Pen ) (6.27)

woraus, nit

ar A (6.27)

¢
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Fir die zweite Phase der Spaltung nimmt die kinetische ZPE ZU,
was auf eine Zunahme des Einflusses der nichtdiagonalén Bei~
trdge zurilickzufiihren ist (siehe hierzu Abb. 16 ) In den
asymptotischen Bereich ist sie ungefédhr 1/4 der Schalenmodell-
anregung.

Die potentielle ZPE wurde fiir den statischen Punkt gz —2 fm
durch eine einfache numerische Differentistion der BCS- Grund-
mustand senergie(6.5b) plus der klassisch berechneten Coulomb-

energie bestimmt. Man erhdlt somit den Wert

E = 2fmm )= 8.0 MV, (6.28)

pzoe (%

der bel weitem groéBer als die kinetische ZPE fiir dieselbe Mode
ist. Die Diskrepanz ist gewiB in “ezug auf das realistischere,
in Kapitel IV betrachtete Schena tibertrieben, da der Hamilton-
operator unseres Modells expli:it von der kollektiven Koordinate
abhdangt.
‘ AuBerdem berechneten wir die potentielle ZPE, die man
durch Differentiation der aus einem Tropfcheumodell plus Scha-
lenkorrekturen bestehenden potentiellen Energie erhidlt. Diese
Potentialenergiekurve ist in Abb. 17 dargestellt ( die
Tropfchenmodellparaneter wurden aus ENi?2:lentnommen1ﬁie Paarung-
korrektur wurde nicht beriicksichtigt). Zum Vergleich zeigt
Abb. 18 die Potentialenergiekurve, die man durch Aufsummieren
®r Znergien der besetzten Einteilchenzustinde in HTCSM
erhalt,

Die potentielle ZPE ist fiir die stationiren Punkte
bedeutend (hierzu Abb. 19 ). Insbesondere fiir zoﬁE fm ergibt

gich :
Epa—pg {%o:szm)zzi‘ﬁﬂ Mel/ | | (6.29)

VI. 4 Berechnung der Spalynanilk

Es ist gut erkennbar, daB bei der WKB- -Durchldssigkeit (2.57)
die Masse und das Potential gleichen EinfluB besitzen. Eine
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KINETIC ZPE

=[P = m o~ - i
Abb.16 ’

Kinetische Nullpunktsenergie mit der Cranking-Masse
(c,

),mit der "auperdiagonalen” Cranking-
-Magse (NDCQ“-—MM-——em ) und mit der "auBerdiagonalen"
GCM-Masse ohme residualen Wechselwirkung(NDB se=me=-2)
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(bezogen suf die Potentialenergiekurve aus 4Abbe17)
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geringfiigige Modifizierung der Masse fiihrt zZu elner erheblichen
Medifizierung der Durchlidssigkeit. Auf der Basis der in Abb, 17
dargestellten Potentialenergiekurve haben wir den Einflus

von verschiedsnen Massleormeln auf die Spaltwahrscheinlich-
kelt untersucht, Das hner wutzte Potential ist zwar unrealis -
tigcher, da es eine allzy hohe Spaltbarriere zelgt. Eine
eindimensionale Parar@trlqlerung ist offenbar fir die
Peschrelibung des Spaltprozesses unzureichend. Zuwindest

Tiir die erste Phas? der Spaltung braucht man einen anderen
Parameter, der dds gzufrihe zZustandkommen des Halses vermeidet
und die Abnahﬁe dér BarrierenhShe verursacht. Trotzdem ist

es vorstel7bar, daB das vorlisgende Modell fiir eine vorliufige,
ver*lelchende Unterguohzng geelgnet ist. In Abb.20 wird

der in Ausdruc (““"”} auftretende Integrand reprisen-
tilert, wobdi fiir die:Mlcse folgende Formeln benutzt wurden:

1) GﬁﬁuMasse

2} Cranking-Massze

3) Nichtdiagonalar Anteil der Cranking-Masse { der
praktisch mit der nicntdiagonalen Ndherung der GCM-Masse
lnentlsch ist }. ,,

Daraus schliefit man, daB der Exponent s def die WKB-
Juvchla%szgk51b bestimmt, berechnet mit - d@r Na sse 3) sich
nichi drastlsch von den anderen untersnbeldef. Die Begriin-
dung défur iiegt in der Tatsache, dafB die grofien sztzen in
der “asse und in dem Fotential benachbart sind, und von
dieﬁemzﬁwoletﬂdle wichtigsten Beitrdge kommen. Die kleinen
Werte vﬁr-PoLentla?energle in der Ndhe der Gielchgew1chts—
delorma tion unterdriicken die Information uber die Masse in
diesen Gebiet.

Die GCM- und Cran}lnw -Durchldssigkeiten unterschelden
sich um einen Faktor 10

Der EinfluB der ZPE auf Tunnelwahrscheinlichkeiten
wurde schon in der Literatur diskutiert [He75 Re78& ,RG@@}

Es sei angemerkt dafl die iiblichen Pofontlale*erﬁlen
uberw1eg&nd phanom@nologlsnh sind. Daher isf es nicht
kon81stent,-g%nfach ZPE-Korrekturen abzuzieshen [MG?}].

e an oy
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1 2 3 b 5 6z ffml=

Abb.20

Exponent der WKB-Durchlissigkeit (E=0) . Flir die Potential-
energie wurde die Potentialenergiekurve dargestellt in Abb.17
benutzt. Pir die Masse wurden die Cranking-Masgse (C e ),
dia GCM-Masse (GOM, ewessmmmm—. ) yund die "auBerdiagonale®

Cranking-Magse angewandﬁ-{?\lﬁc Gy —— -—),
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Vil Zusammenfassung und Ausblick

Die DisdeSion der kollektiven Bewegung eines wechsel-
wirkegden'Vielteilchensystems 1aB8t sich in drei Hauptteile
gliedern: -

1) Deflnztlon der physikalisch siunvollen Freiheitsgr

ria

’ 2) HerTeltung eines kollektiven Hamiltonoperators

3) quantenmechanische 3erechnung des dynamischen Verhaltens
des Systems in den kollektiven Koordinaten.

dugang zu der ersten Aufgabe erhilt man entweder aufgrund
phanomenologlscher Uberlegungen (e.g. durch die Spezifizierung
eines geeigneten Schalenmodells ) oder durch Variationsverfahren
wie CHF- bzw. ATDHF-Methode.

In dieser Arbeit haben wir uns auf die zweite Aufgabe
1<'onzentrier‘t,, insbesondere auf die Frage, eine sinnvolle
Dalubellung der kollektiven kinetischen Energie des Spalt-
prozesses zu. flnden -Die Basis der Diskussion bildete die
GCM im Rahmen der GOA. Im einzelnen kamen wir -zu folgenden
Ergebniqsen

a) Die mlt Schalenmodellzustarden und einem Schalenmodell-
HamlltonOPerator berechnete GCM-Masse kann die Inglis she
Cranking- Masse ‘nicht liberschreiten.

b) Die mit geeigneten CHF-Zustinden und einem Vielteilden-
iqmlltonOPerator berechnete GCM-Masse kann in dem statisehern
Punkt der potentiellen Energie die ATDHF-Masse nicht iber -
schireiten. Eine obere Grenze fiir die Differensg zwischen den
beiden Massen wurde angegeben. Es existiert ein Zusammenhang
zwischen dieser Differens und der Losung der zweiten ATDHF-GI..
Ist diese ATDHF-Gl. in Form eines linearen Gleichungssystens
gut konditioniert, so ist die Diskrepanz zwischen den
ATDHF~ und GCM-Massen erwartungsgemidB nicht allzu groli,

c) Bei Schwingungs- und Spaltmoden ist der Beitrag der
pot@nﬁielleﬁ’ZPE zur Potentialenergieflidche in dem stationiren
Punkt bésoﬁdérs wichtig.

Die eiﬁéelnen Aspekte der UbertraganAdiesa'Resultate aur
Symmetriemﬁdén wurden berilicksichtigt. Analytisch ldsbare
Modelle ermdglichten einen vorldufigen Einblick auf Anwendun-

gen fir den Fall von Schwingungen.
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— In einer numerischen Anwendung unter Benutzung des TCSM

wlu oin Modell fir Spaltung wurden die Aussagen a) und c)

iiher die Massen bzw. die ZPE-Korrekturen in Detail liberpriift.
Ferner wurde. die Enderung der Masse bei Berilicksichtigung einer:
einfachen Zwéiteilchenwechselwirkung untersucht. Zur weitersen
Anndherung an die Realitdt ist es jedoch notwendig den Hamiltori~
operator zu erweitern.

Die numerischen Ergebnisse erlauben die folgenden Aussazen
iiber die GCM~Masse:

Die GOM+Masse ist nur geringfiigig kleiner als die
Cranking-Masse.,

- Die GOM gldttet teilweise die starke Schalenfluktuatio-
nen, die hauptsdchlich den diagonalen Matrixelementen
des kollektiven Impulses entstammen.

- Fiir die letzte Phase des Spaltprozesses wird die GCM-
Masse praktigch durch auBerdiagonale Beitrige bestimmt. Diese
Beitrdge geben die gesamte kollektive Masse in der Diskussion
nichtadiabatischer Effekte. '

- Die Beriicksichtigung von Restwechselwirkungen ist bei
der Berechnung der GCM-Masse ohne groBen Aufwand durchfiihrbar.

Die Losung der dritten Aufgabe, die wir am Anfang dieses
fapitels erwdhnt haben, ist unerliBlich, wenn man einen Kontakt
nit Experimenten ermdglichen will, Weder der kollektive Massen-
parameter noch die ZPE~Beitrdge sind direkt experimentell zu-
ginglich. Man bendtigt vielmehr die Losung der kollektiven
8-G1l. Da Ankopplung von intrinsischenund kollektiven Freiheits;
gradeaexistiereh kann, kann einVergleich mit der realen Welt
kompliziert werden. In unserer Anwendung benutzten wir ein -
vereinfachtes, nicht realistisches Modell. Damit wurde kein '
Anspruch auf einen direkten Vergleich mit experimentellen
Ergebnissen hergestellt.

n E{SP76',PKS77,DDRSOJ wurde gezeigt, dab die Cranking-
Masse unter Beriicksichtigung der Paarung in dem BCS~Formalismus
um einen Faktor 2 zu klein erscheint, um die experimentelle
Informationiibér Schwingungsenergieniveaus reproduszieren zu
kOnnen. Als ein Ergebnis der vorliegenden Arbeit findet man,
dafl die GCM-M%SS@ in einem Einteilchenbild etwas kleiner als

5



95

die Cranking-Masse ist. Demzufolge bleiben nur zwei Moglich-
keiten, wenn wir die iblichen Potentialenergiefléchen als
richtig annehmen : entweder sind die usuellen Approximatio-
nen fiir die Berechnung adiabatischer Massenparameter nicht
adaquat (siehe e,g.i?ZS75,JM75,DSS1] ) oder die Annahme
der Adiabatizitdt muB fijr Schwingungen in Frage gestellt
werden.bﬁ

Im:Gegensatz zu dieser Diskrepanz ist die Cranking-
Formel imstande, eine allgemeine Beschreibung des syste-
matischen Verhaltens von Spaltlebensdauern zu liefern
( e.g,ZbPLSQﬁ_)i}~Dieses Problem 501l weitere Arbeiten
auf diesem Gebiet anregen,
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VILI. Anhang

VIII.1. Mathematische Brganzung zu Satz 2 (Seite

41)
Satz 2

Ist S eine hermitesche,positiv definite Matrix, die ﬁL?

und Mypy 2ls die kleinsten bzw. die groBten Eigenwerte be -
sitzt, so 1st dann

| o174 (2,520 (4,57 4) 2% (o2)lgy) -
i

(8.1)
Beweis der zweiten Ungleichung in (8.1) :

Ist S positiv definit, so existiert eine Quadratwurzel
s'/2 | 4ie gleichfalls positiv definit ist. Daher folgt

G se) = (57,875 2115 e 117 115" i

P
wobei die bekannte Ungleichun

¢ beziliglich der Norm einer
Matrix benutzt wird

. Zum snderen verwendet man, daB die

Horm einer hermiteschen, positiv definiten Matrix kleich ihrem
hochsten Eigenwert ist. Analog dazu gilt

(5,57y) & 5— ly I

{8.3)
ﬁ

Die Ungleichungen (8.2)

und (8.3)
kombinieren zu

lassen sich

(x,5%) (9,57) ¢ M 2i” iy ) .
Ma (8.4)

Setzt man in (8.1 ) x=y, so erkennt man das Fblgende

i)Die erste Ungleichung in (8.1 ) entspricht der ersten
Ungleichung in (3.26).

ii) Da

g.e.d.

2.
— (ﬂgé%”u”)' ) (B.5)
My | ﬁfuqﬁia/
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is%édie ?weite-Ungleichung in (8,1 ) schwicher als die zweite
Ungleichung in (3.26).

Die GréBe M, /My , die in (8.1)  auftritt,wird
Konditionszahl der Matrix S genannt -

c()= s sl = Mv , (8.6)
Arq

Sie wird beil der Diskussion der Eigenschaften der Losungen

gines linearen Gleichungssystems benutzt.

VIIT.2 Darstellung mit Q-Momenten der ersten ITteration der
ATDHF-Masse (Seite 42)

Ausgangspunkt der Diskussion in diesem Anhang bildet GI1,
(3.40 ):

s }(@\!Fb)ozill'.
n Eh"EO

(8.7)

&T@HF @NJ z T (%) =

Die kollektive Koordinate q ist der Erwartungswert des

- Quadrupoloperators Q¢

ﬁz<@0> ‘ (3.8)

Uie Transformation dieser Koordinate in den Lagrangeschen
Multiplikator N fiihrt zu

(1> 1) _ b z
Mmows @at) = Mgy (3=0) /%;;) !;\:o '

(8.9)
‘Da’ die in (8.7) enthaltenen RPA-Zustinde Niherungseigen -
zustidnde des Operators M-A@ fir den minimalen Punkt der

potentielle Energie sind

N=d {HW)=0 ‘ (8.10)
da

“erhdalt man
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M(O (h=0) =2m, ;1 )-

AT HF

'<h)3>\ '0>’
n  E -Fs
Ln[@ol0] 7
=23 :
n [EM“E-O)§

=2 m, {@o>.

(8.11)

Mit Hilfe des dielektrischen Theoremns [%ﬁM??j

m, (@)=L 2 20 12 4a>)
" 2 =0 2=0
(8.12)
erhalt man schlieBlich aus (8.9), und (£.11)
[i) m. (@ )
M =3 ' 7° (8.13)
ATDHF (qﬁf} .

2 (m ,(8,))*

VITI.3 Darstellung der GCM-Masse unter dleinieer Berlicksichtizunsg

der suBerdiagonalen Matrixelementen

Bericksichtigt man lediglich die auBerdiagonalen Matrix-
elemente lautet der Zihler in dem Anregungsbeitrag zu der GCM-
Masse s 5

(PHP> = Z P.. Zt(}; (8.14)

JRTERL
fus (6.7) und mit Hilfe der Ableitungen nach der kollektiven
Koordinate z, der BCS5-Gleichungen (6.16) und (6.17) schlieBt

man daf

P&; .zE (K- k.}) - (8.15)
;| |
K. = gl = (’5- wk\)_éi\... (8.16)
s y A i :
Z{-’m , L0, _if_lr_.__z,?-——o,:a’g....
& %Fg;

(8.17)
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Setzt man ( 8.15) in (8.14), so ergibt sich

— P2 _ L2 1 [3) —
<?HP>3}Z£%3 (‘{}‘"k}) '":ZZ'” (k}“k}>i (8.18)
7

(37 &1 sp N3
wobel T = gl (éi;) die effektive Niveauzahl ist, die zu
{PHPD beitragt.
Analog dazu kann man auch den folgenden Ausdruck fiir dis
Breite p? herleiten
<P cas

_ (4> T
<P "éz:_m (k}“kc}') (8.19)

Der letzte Index deutet an, daB das iiber die Klammer durch-
gefihrte Mittel den Gewichtsfaktor f(é) benutzt, im Gegen-
satz zu dem Mittel iber k, das mit dem Gewichtsfaktor f(B)
gemacht wird. Der Unterschied zwischen beiden Mittiunsgs-
verfahren ist jedoch nicht grol  und kann vernachlassigt
warden.

Die inverse GCM-Masse kann man dann schreiben als

_ g
MJ ~—~<PHP>:~.:.4LAS R Sl (6.20)

Frtammrepiers ety

F 2t N (s )F

woraus folgt, wenn man die Differenz zwischen den beiden

gewichteten Mittel vernachlsssigt

{a)\2
. | (T} ) TN
M ";Zg W03 (M,;— k&) (8.21)
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Liste der verwendeten Abklirgungen

ATDHF,Adiabatic Time-Dependent Hartree-Fock
BCS, Bardeen-Cooper-Schrieffer

CHF, Constrained Hartree-Fock

CRPA, Constrained Random-Phase Approximation
GCM, Generator Coordinate Method

GHW, Griffin-Hill-Wheeler

GOA, Gaussian Overlap Approximation

HF, Hartree-Fock

HFB, Hartree-Fock-Bogoliugov

JWKEB, Jordan-Wenzel-Kramers-Brillouin

PIM, Path integral Method

RPA, Random-Phase Approximation

S, Schrddinger

TCSM, Two-Center Shell Model

TDGCM, Time-dependent Generator Coordinate Method
TDHF, Time-dependent Hartree-Fock

WKB, Wenzels-Kramers-Brillouin

4PE, Zero-Point Eﬁergy
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