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_ p.T. Landsberg (19784 chamou a atencdo para um exem-
plo simples de uma conexado entre principios fisicos e teore-
mas matemiticos. O uso combinado da primeira e da segunda
leis da termodindmica para resolver um problema elementar per
ﬁite uma "demonstracio fisica" da desigualdade entre a média
aritmética e geométrica (DMAG). Apesar de existirem j& na
literatura matemidtica dezenas ae deﬁonstracées dessa desigual
dade (Bellman e Beckenbach, 1971} a referida prova termodiné
mica tem um interesse pedagdgico pois permite ao estudante com
preender que a afirmagdo:

"A entropia de um sistema isolado nunca pode diminuir”
& tio verdadeira como a DMAG.

Nesta nota, além de se apresentar o exemplo de Lands-
berg, generaliza-se o seu resultado, obtendo uma cadeia de

desigualdades. Efectua-se depois um calculo de aplicacdo fi-

sica.
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A termodinidmica estd baseada em leis empiricas bem es
tabelecidas. A energia interna U e o calor Q sdo conceitos
introduzidos no quadro da 12 lei. Se um sistema for isolado,

stdo por definigdo, hd conservagdo da energia interna

(1)

1l
o

AU

A entropia Sy & uma grandeza que surge no desenvolvi-
sento da 2a lei. De um ponto de'vista mateméticé, a diferen-
cial dS & a diferencial exacta gue se obtém da diferencial
inexacta 3Qr,fluxo de calor num processo infinitesimal rever
ﬁvel, multiplicando-o pelo factor integrante %%, onde T é a

temperatura absoluta}
das = =~ - (2)

Ixiste um teorema matemdtico gue garante a existéncia desse
factor integrante para qualquer equagao diferencialidEEO em
1 varidveis independentes (P.T. Landsberg, 1978 b)

De acordo com a definicdo de entropia (2), a 22 lei
conduz ao facto que a entropia de um sistema isolado ou se
rantém (processos reversiveis) ou aumenta (processos irrever

siveis) .
AS > O (3)

Como a entropia pode ser interpretada como "grau de

fesordem” de um sistema, & facil ter-se a intuicdo do que si
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gnifica a 22 lei da termodindmica. Por exemplo, de acordo com
esta lei, ndo se pode converter um fluxo de calor (transfe-
réncia desordenada de energia), uma vez que "a desordem nao
evolui naturalmente para a ordem". Em linguagem comum: “nao
se pode fazer andar um comboio agquecendo-lhe as rodas”.
Considerem~se dois corpos idénticos, cuja capacidade
calorifica & constante Cp = A, (A e R+), e que inicialmente
s¢ encontram as temperaturas absolutas Tl e Té > Tl
Wl, T2 EIR+). Se eles forem postos em contacto, dentro de
wa fronteira rigida e adiabitica, i.e. de tal modo que o sis
tema conjunto esteja isolado, a temperatura final Tf obtida
fepois de estabelecido o equilibrio térmico, & fixada pela
la lei

Tf Tf
AU:Q:J dT+j C_drT = A (T_.-T,) +A(T_~T.,) =0
Ty %L; T, p £771 £7 72

1

Te =3

£ (Tl + T,) (4)

for outro lado a 22 lei fixa um limite inferior para essa tem

peratura
T. Cd4ar (T, C o T
as = | T B 1E R ar oA (log mfe log 2D) -
T T o T T, T,
1 2
Tf2
= A log > 0
T ~
Tg 2 /T T (5)
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No caso (e sO nesse caso) dos dois corpos estarem ini
cialmente 3 mesma temperatura T, o= Ty, entdo ja existe equi-

librio térmico, e hid conservacdo de entropia;

AS 0

#

T_ = /Tsz | (6)

A suposicdo efectuada de se ter uma capacidade calori
fica constante ndo & valida para um sistema fisico a todas

as temperaturas. Em particular, a 32 lei da termodindmica

[}
[=]

lim S

T>0 (7

lim cC. =20

i ue
obriga a g o

T-+0
Uma formula simples como
c_ = A7® o€ z" (8)

apresenta o limite correcto (sabe-se alias da mecdnica esta-
tistica qudntica que (8) com « = 3 é a férmula realizada na
natureza a baixas temperaturas).

E pois pertinente formular, utilizando o ponto de vis
ta termodindmico atras exposto, possiveis generalizacdes da

DMAG a partir de capacidades calorificas dadas por (8), ou
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i) @/ desigualdade entre a raiz média quadratica e a

média aritmética.

iii) @/ desigualdade entre a média geométrica e a média

harménica.

Deve notar-se gue as desigualdades i e ii) se podem#

fduzir matematicamente da DMAG. Assim:

i) E facil reconhecer que

T(2) _ T(0)
Ty "2 [T(l{] (12)
- JT(0
Pela DMAG, é [T%T% < 1, pelo que gzig 2> 1.

T{0)
T(1)

Por outro lado, como [ ] 2 0, pode obter-se um 1i

ite superior para $§i; . Consequentemente
T(2)
ls;irﬁ—)-f_ﬁ (13)

“e. T(2) ndo pode ser muito diferente de T(1).

Outro modo de provar a desigualdade i) a partir da
¥AG consiste em verificar que i) ndo é mais do que um caso
érticular, com bl = bz = %, da desigualdade de Cauchy-Schwartz
|

i

; 2 2 2 2
: albl + azbz < V aj + a; V[Sl + b, (14)

sta Gltima pode-se deduzir da DMAG (ver Bellman e Beckenbach

b71) .

1
i
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jii) De T(0)2 = T(-1) T(l1) vem que

2

2
T(0) T
[T(—l)J - [T(OJ (1)

: klo que a desigualdade entre a raiz média geométrica e har-

%nica é equivalente & DMAG. Neste caso, ndo se conhece  um
&mite superior para © quociente %%9%7'

Como exemplo de aplicagdo das desigualdades (10) a pre
isdo de resultados de experiéncias fisicas, consideremos que
equilibrio térmico entre os dois corpos & estabelecido,nao
wr um processo irreversivel, mas antes por um processo re-
wersivel. Para isso utilizamos os dois corpos como fontes
pente e fria de uma maquina tefmica de Carnot, que realiza
siclos infinitesimais. Assim, em cada ciclo sai da fontequeg
te um fluxo de calor EQZ, e entra para a fonte fria um f£luxo
fe calor an' enquanto se realiza o trabalho 3w==(3Q2)-(éQl)
sobre o exterior. Da formulacdo de Carnot ' da 2a lei, vem que
1 raz3o dos modulos dos fluxos de calor trocados em cada c¢i-

dlo infinitesimal € igual & razdo das temperaturas absolutas

jas duas fontes

t
583 - E_l .3 __1 (16)
Iy = ' - ' !
20| T, g 4T,

nde Ti e Té representam as temperaturas intermédias, durante
o processo, respectivamente dos corpos 1 e 2.
Integrando a segunda igualdade entre as temperaturas

iniciais dos dois corpos e a temperatura final comum T', ob-
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tn-Se

? T 1 L |
J e U M [ 717 grt, = 0 (17
1 T

2
T, 1 5 2

| temperatura final &, de acordo com a definicdo (9), easde

igualdades (10)
T' = T(a) < Tla+l) (18)

temperatura final no caso do processo reversivel é portan-

lb menor gue no processo irreversivel.

Podemos formular as seguintes conclusdes:

1) Existe uma deducio termodindmica de uma hierarquia

: desigualdades, que pode ser entendida como uma generaliza

20 natural da DMAG. O facto da DMAG ser matematicamente e-

>ivalente a outras desigualdades compreende-se de um modo in

.itivo, no presente contexto, pois que todas elas sdo dedu-
idas com base nos mesmo principios‘fisicos gerais. As dife-
encas formais provém da consideracdo de substancias com pro
fiedades térmicas diferentes. Vé-se assim que a mais impor-
@nte lei da fisica expressa por uma desigualdade (muitas ve

s chamada lei da entropia) esta relacionada com a desigual

zde matemdtica mais importante.

2) Como consequéncia, no processo reversivel de esta-
elecimento de equilibrio térmico obtém-se uma temperatura fi
nal menor gue no processo irreversivel. No primeiro caso,rea

liza-se trabalho, & custa evidentemente da energia interna

s
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h sistema, ja que o sistema conjunto ndo esta isclado. A me
br temperatura final no processo reversivel & facil de com-
preender para um gas ideal, porque existe entao uma’propor—
tionalidade directa entre energia interna e temperatura. [o]
sistema perde energia, e a sua temperatura final tem de ser

rais baixa do gue no caso em gue O sistema esta isolado.
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