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RESUMO

Uma viga sujeita a um carregamento de flexdo, pode apresentar um modo de encurvadura
combinando tor¢do com flexéo transversal ao plano de carga, caso ndo esteja suficientemente
contraventada e as suas rigidezes de torgdo e flexdo transversal forem reduzidas. Assim, o
risco de ocorréncia deste fendmeno pode ser elevado para pecas lineares de secdo aberta de
paredes finas, uma vez que a sua rigidez de tor¢do é reduzida. Trata-se de um fendmeno de
instabilidade bifurcacional, o qual € matematicamente descrito por um problema generalizado
de valores proprios linear. Os valores préprios sdo 0s parametros de carga de bifurcacdo e os
vectores proprios definem os modos de encurvadura correspondentes. O menor parametro de
carga de bifurcacdo positivo recebe o qualificativo de critico e conduz a definicdo do
momento critico da viga, o qual se define como sendo 0 momento maximo que a viga pode
suportar sem encurvar lateralmente.

O objetivo central desta dissertagdo, que surge no seguimento de duas outras realizadas em
2015, consiste em formular, implementar computacionalmente em MatLab e verificar um
elemento finito de barra (unidimensional) que permita realizar analises lineares de
estabilidade (calculo de cargas de bifurcacdo e dos correspondentes modos de encurvadura),
em regime elastico, de vigas com contraventamentos discretos. Serdo consideradas vigas
isostaticas ideais (isto €, sem imperfei¢cfes) com secdo aberta de paredes finas duplamente
simétrica, dotadas de contraventamentos laterais e/ou torsionais discretos, perfeitamente
rigidos ou elasticos, e sujeitas a actuacdo, no seu plano de maior inércia, de um sistema
proporcional de forcas exteriores conservativas. O efeito da curvatura de pré-encurvadura é
desprezado. Pretende-se obter uma ferramenta versatil que permita estudar (1) a eficacia de
diferentes tipos e posi¢des dos contraventamentos, assim como (2) a influéncia da sua rigidez.

Sao apresentados dois exemplos praticos, que diferem nas condicbes de apoio e de
carregamento, bem como no tipo, posicdo e rigidez dos contraventamentos usados. O
objectivo é triplo: (1) verificar o elemento finito formulado (por comparagdo com resultados
analiticos e numéricos disponiveis na literatura e por utilizagdo do freeware LTBeam), (2)
ilustrar as suas potencialidades e (3) evidenciar alguns aspectos da instabilidade lateral por
flexdo-torgéo de vigas com contraventamentos discretos.
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ABSTRACT

A beam under a bending loading may show a buckling mode combining twist and out-of-
loading place bending, in case of insufficient bracing and small torsional and out-of-plane
bending stiffnesses. The risk of such a buckling occurring may therefore be quite high for
open section thin walled linear members. This is a bifurcation phenomenon usually known by
lateral-torsional buckling. In this dissertation, its occurrence is investigated for prismatic
members with thin walled double-symmetric open section with discrete restraints, under
simple isostatic support conditions, in the linear elastic regime, subject to a simple quasi-static
loading along the symmetry plane of the cross section, proportional to a single load
parameter.

Usually the bifurcation load parameter values and corresponding instability modes are
determined disregarding the effects of prebuckling deformations, an assumption that leads to a
linear generalized eigenproblem. The resistance of a beam to lateral-torsional buckling
depends mainly on the critical moment, which is defined as the maximum moment that the
beam can withstand without bending.

In this dissertation, a finite element is developed and implemented in MatLab, making it
possible to consider the influence of discrete restraints in the analysis of the lateral-torsional
buckling behaviour of discretely braced beams.

Two examples confirm the correctness of the finite element model and its MatLab
implementation, and illustrate their capabilities. Moreover, they also iluminate some
particular aspects of the behaviour of braced beams.
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Letras latinas mindsculas

a, b — Graus de liberdade globais
a; — Coeficientes constantes associados as funcées polinomiais cubicas vge)

b; — Coeficientes constantes associados as fun¢des polinomiais cubicas <p§e)

c¢; — Constante de integracéo
d — Vector global de deslocamentos nodais
d(® — Vector elementar de deslocamentos nodais

dl.(e) — Deslocamentos nodais elementares

(e) — Numero de ordem de um elemento finito genérico

h — Altura da secdo transversal de um perfil em I, medida entre as linhas médias dos banzos
k, ; — Rigidez de um contraventamento lateral

k. ; — Rigidez de um contraventamento torsional

n — Numero de elementos finitos

nQ — Numero de cargas concentradas

nc — NUmero de seccdes contraventadas

q — Forca transversal (segundo z) distribuida

qrer — Valor de referéncia da forga transversal distribuida

v — Deslocamento segundo y do centro de gravidade

vy — Deslocamento segundo y da linha média dos banzos de um perfil em |

vge) — Aproximagdo de v no elemento finito (e), de comprimento A (funcdo polinomial
cubica)

x,y, z — Sistema de eixos Cartesiano fixo

x; — Abcissa da seccdo de aplicagédo da forga concentrada Q;

x.; — Abcissa de uma seccdo contraventada

z4 — Cota de aplicacdo da forca transversal distribuida

Zo.; — Cota de aplicacédo da forga concentrada Q;

z;; — Cota de colocagdo de um contraventamento lateral
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Letras latinas mailisculas

B — Bimomento

B; — Bimomento aplicado na extremidade x = L

D — Rigidez de flexdo de cada banzo em relacéo ao seu eixo de maior inércia
D(© — Matriz de operadores diferenciais

E — Modulo de elasticidade

E'® — Matriz constitutiva

E'® — Matriz interveniente na definicéo de G

G — Mddulo de distorcao

G — Matriz de rigidez geométrica global

G(®) — Matriz de rigidez geométrica elementar

I, — Momento de inércia de uma se¢do em relagdo ao eixo principal central de maior inércia y
I, — Momento de inércia de uma secdo em relacdo ao eixo principal central de menor inércia z
I,, — Constante de empenamento

J — Constante de Saint-Venant

K — Matrizes de rigidez material (elastica) global

K(© — Matrizes de rigidez material (elastica) elementar

L — Comprimento de uma barra; Comprimento do vao de uma viga simplesmente apoiada ou
do balango de uma consola

M., — Momento critico

M., o — Momento critico da viga néo contraventada

M, o — Momento correspondente ao segundo modo de encurvadura da viga ndo contraventada
My — Momento flector num banzo

M,, — Distribuicéo de momentos fletores

M, ..; — Distribuicao de momentos fletores associada aos valores de referéncia das forcas
exteriores

Ni(e) — Funcdes de forma cubicas de Hermite

N(© — Matriz de funcdes de forma de Hermite

Q. — Valor critico da carga concentrada

Q.r,0 — Valor critico da carga concentrada na viga ndo contraventada

Q,,0 — Valor da carga concentrada correspondente ao segundo modo de encurvadura da viga
néo contraventada

Qres — Valor de referéncia da carga concentrada

T — Momento torsor total

T, — Momento torsor de Saint-Venant

T,, — Momento torsor associado a restricdo do empenamento
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V, — Segunda variacdo da energia potencial total na vizinhanca de um estado de equilibrio
fundamental

V,a — Aproximacédo de V, correspondente a uma malha uniforme de elementos finitos com
comprimento A

Vy —Forga de corte num banzo

Letras gregas minusculas

a — Parametro que define a posi¢éo de um contraventamento ao longo do véo
B — Bimomento adimensionalizado

n
L

EI A . . ~ ~ .
K= fG—]W— Parametro adimensional de tor¢&o ndo uniforme

¢ — Rotagdo de tor¢éo

¢ — Rotagdo de torgdo adimensionalizada

<p§e) — Aproximacdo de ¢ no elemento finito (e), de comprimento A (fun¢do polinomial
cubica)

n(©) — Coordenada local de um elemento finito

A — Parametro de carga

A — Valor critico do parametro de carga

Ao — Valor critico do parametro de carga para a viga nao contraventada

A, — Valor do parametro de carga correspondente ao segundo modo de encurvadura da viga
ndo contraventada

& — Abcissa normalizada

Letras gregas maiusculas

A — Comprimento de um elemento finito
0 _ Dominio de um elemento finito
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1 INTRODUCAO

1.1 Enquadramento geral

O colapso de uma estrutura pode ocorrer, essencialmente, por dois modos (Bazant e Cedolin,
1991): (1) rotura do material ou (2) instabilidade estrutural. Mais especificamente, no que diz
respeito a concecdo de estruturas metélicas, as propriedades fisicas e mecanicas dos acos
disponiveis no mercado permitem produzir estruturas com esbelteza consideravel, as quais
estdo associados 0s objetivos de (1) maior economia e (2) qualidade arquitetonica. Contudo, o
dimensionamento de estruturas com elevada esbelteza esta naturalmente condicionado pela
verificacdo da estabilidade e/ou deformabilidade global da mesma, cuja natureza é
intrinsecamente n&o linear.

Nas vigas, uma vez que ndo estdo sujeitas a esfor¢o axial, a instabilidade global esta associada
a encurvadura por flexdo-torcdo, que, como 0 nome indica, combina tor¢do com a flexdo em
torno do eixo de menor inércia. Em vigas ndo contraventadas, este fendmeno tende a ocorrer
quando a rigidez de torcao do elemento é baixa, como é o caso dos elementos constituidos por
seccOes abertas de paredes finas (Reis e Camotim, 2001; Trahair, 1993).

Uma viga estd muitas vezes ligada a elementos que participam no efeito de encurvadura e
que, por sua vez, influenciam de forma significativa a sua resisténcia a esse fendmeno. Mais
concretamente, um sistema de contraventamento tem por objectivo restringir 0s
deslocamentos que ocorrem na encurvadura, de modo a aumentar a estabilidade global do
sistema. No caso da encurvadura por flexdo torcdo, podem ser considerados dois tipos de
contraventamento, lateral e torsional, estando o desempenho da estrutura associado ao
namero, tipo, posicdo e rigidez dos elementos de contraventamento (Trahair e Nethercot,
1984; Yura, 2001). Os elementos de contraventamento lateral sdo aplicados a uma dada cota
e, conforme o0 nome indica, restringem o deslocamento lateral do ponto onde séo aplicados.
Por sua vez, os elementos de contraventamento torsional restringem a rotagéo de torgédo da
secdo transversal. Os dois tipos de contraventamento podem aparecer combinados na mesma
seccao, restringindo em simultaneo o deslocamento lateral como a rotacao de torcao.

Ana Sara Valente Cardoso 1
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1.2 Objetivos e ambito da dissertacéao

O objetivo central desta dissertacao consiste em formular, implementar computacionalmente e
verificar um elemento finito de barra (unidimensional) que permita realizar analises lineares
de estabilidade (célculo de cargas de bifurcacdo e dos correspondentes modos de
encurvadura), em regime elastico, de vigas com contraventamentos discretos. Serdo
consideradas vigas isostaticas ideais (isto €, sem imperfeicdes) com secdo aberta de paredes
finas duplamente simétrica, dotadas de contraventamentos laterais e/ou torsionais discretos,
perfeitamente rigidos ou elasticos, e sujeitas a actuacdo, no plano de maior inércia, de um
sistema proporcional de forcas exteriores conservativas. O efeito da curvatura de pré-
encurvadura é desprezado. Pretende-se obter uma ferramenta versatil que permita estudar (1)
a eficacia de diferentes tipos e posi¢Ges dos contraventamentos, assim como (2) a influéncia
da sua rigidez.

No seguimento de dissertacbes de mestrado anteriores (Bica, 2015; Cristino, 2015), a
implementacdo computacional é realizada com o software MatLab (MathWorks 2015), para o
qual a Universidade de Coimbra possui uma licenga de campus.

1.3 Organizacao da dissertacéao

A presente dissertacdo encontra-se divida em seis capitulos, o primeiro dos quais é a presente
Introducéo.

No segundo capitulo, com o intuito de introduzir e clarificar as ideias base, aborda-se, de
forma sucinta, os aspetos mais relevantes da tor¢do ndo uniforme, em regime material e
geometricamente linear, de barras com secdo aberta de paredes finas, dando maior destaque
ao caso de perfis em I, onde é facilmente visualizado este fenGmeno.

No terceiro capitulo descreve-se em pormenor a classe de problemas a analisar,
nomeadamente em termos de geometria da estrutura, das suas condi¢cdes de apoio, das
caracteristicas do material e do carregamento que se encontra aplicado. Descrevem-se ainda
0s tipos de contraventamentos discretos considerados.

O quarto capitulo descreve o0 modelo matematico (continuo) adotado nesta dissertacéo e a sua
discretizacdo por elementos finitos. Neste capitulo € ainda discutida a implementacdo dos
elementos finitos em MatLab.

No quinto capitulo sdo apresentados dois exemplos praticos, que diferem nas condicGes de
apoio e de carregamento, bem como no tipo, localiza¢do e rigidez dos contraventamentos
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usados. O objectivo é triplo: (1) verificar o elemento finito formulado no capitulo anterior, (2)
ilustrar as suas potencialidades e (3) evidenciar alguns aspectos da instabilidade lateral por
flexdo-torcdo de vigas contraventadas.

No sexto e Ultimo capitulo da presente dissertacdo sdo apresentadas as principais conclusdes
retiradas deste trabalho e algumas sugestdes para trabalhos futuros.

Ana Sara Valente Cardoso 3
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2 TORCAO NAO UNIFORME

Quando uma barra prismética com sec¢do aberta de parede fina é submetida a um momento
torsor T, as suas secgdes transversais rodam em torno do eixo longitudinal dos centros de
corte e empenam, ou seja, ndo permanecem planas. O comportamento da barra €
marcadamente diferente consoante 0 empanamento esteja ou ndo restringido.

Quando o empenamento é livre — 0s apoios ndo restringem o empenamento e 0 momento
torsor é constante —, 0 elemento encontra-se sujeito a tor¢do uniforme ou torcdo de Saint-
Venant (Figura 2.1a). Em cada seccdo existem apenas tensdes tangenciais cuja distribuicéo,
ilustrada na Figura 2.2 para o caso de uma secgdo em |, pode ser facilmente visualizada
recorrendo a analogia da membrana de Prandtl (Dias da Silva, 2013). Neste caso, 0 momento
torsor é proporcional ao angulo de rotacéo por unidade de comprimento (d¢/dx):

=T, =G/%
T=T =G, )

onde GJ é arigidez de tor¢do uniforme da secdo (G é o modulo de distorcdo do material e J a
constante de Saint-Venant?).

(@) (b)

Figura 2.1 — Peca de sec¢cdo em | submetida a (a) tor¢do uniforme e (b) torcdo ndo uniforme.

1 Para uma secgdo aberta de paredes finas, a constante de Saint-Venant J pode ser calculada através da expressdo

_Cyn 3
]—g i=1 Lief

onde os [; sdo os comprimentos dos n trogos que compdem a seccio, 0s e; S0 as respectivas espessuras (com

e; < l;) e C é um coeficiente um pouco superior & unidade através do qual se tem em conta o acréscimo de
rigidez devido as ligagbes e concordancias entre trocos (Dias da Silva, 2013).
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Figura 2.2 — Torcao uniforme — Distribuicdo de tensdes tangenciais numa sec¢do em |
(retirada de Reis e Camotim, 2001).

Por outro lado, a tor¢cdo ndo uniforme (Figura 2.1b) ocorre quando 0 empenamento varia ao
longo do comprimento da barra, provocando extensdes e tensdes normais na diregdo
longitudinal. A variacdo ao longo da barra destas tenses normais € equilibrada por tensdes
tangenciais adicionais, as quais sdo estaticamente equivalentes a um momento torsor. Assim,
0 momento torsor é dado pela soma de duas parcelas, 0 momento torsor de Saint-Venant, T,
dado novamente por (1), e 0 momento torsor associado a restricdo do empenamento, T,,.

A fim de apresentar as ideias base e definir a parcela T,,, considera-se o exemplo de uma
barra em consola com seccdo em | duplamente simétrica, submetida a um momento torsor T
(Figura 2.3). Pode estabelecer-se, por consideragdes de simetria, que as secgdes transversais
rodam em torno do eixo baricéntrico (eixo x na figura). Os deslocamentos transversais
(segundo y) dos banzos séo entdo dados por

h
Uf:iE(P, (2)

onde h corresponde a altura da sec¢do transversal, medida entre as linhas médias dos banzos e
¢ (x) é arotacdo da sec¢do de abcissa x.
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N>
S
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>
N |
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N[>
AS]

V4

Figura 2.3 — Barra em consola com seccdo em | duplamente simétrica, submetida a um
momento torsor T.

Considerando os banzos, individualmente, como vigas de Euler-Bernoulli, as curvaturas

S

©)

d?v h d?
f=+;

dx? x2

IS)

que estes adquirem devido a restricdo do empenamento estdo associadas aos momentos
fletores

e as forcas de corte
_dMp_  onde
fF= ax — 2 dx3'’ (®)

onde D designa a rigidez de flexdo de cada banzo em relagdo ao seu eixo central de maior
inércia (eixo z). As forcas de corte nos dois banzos sdo iguais em maddulo e tém sentidos
contrarios, formando um binéario

D h? d3¢

Tw=="% % ©)
Posto isto, 0 momento torsor total é dado por
T=T,+T, =G/ _ 240 (7)
-t w=0J dx 2 dx3'’
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A propriedade mecéanica definida por DThZ ¢ habitualmente designada por rigidez de

empenamento da sec¢do transversal e representada por EI,, (E € o modulo de elasticidade do
material e [,, uma propriedade geométrica da seccdo transversal chamada constante de
empenamento). Usando uma definicdo adequada para I,,, as expressdes (6) e (7) permanecem
valida para sec¢des abertas de paredes finas com geometria arbitraria, mesmo que ndo exibam
dupla simetria.?

E ainda habitual definir uma nova resultante de tensdes, autoequilibrada, que Vlasov (1961)
designou por bimomento:

d2
B=—Elwd—x‘f. (8)

No caso de uma barra em | duplamente simétrica, 0 bimomento corresponde, em valor
absoluto, ao produto do momento fletor em cada banzo pela distancia entre linhas médias dos
banzos (Figura 2.4), ou seja

D h?
B = |Ms| h ==~

d?¢
dx?|’

9)

Figura 2.4 — Barra em | duplamente simétrica em torcdo ndo uniforme: tensdes e resultantes
de tensBes devidas a flexdo dos banzos (adaptada de Simdes, 2014).

2 As constantes de empenamento I,, de um conjunto de sec¢des de utilizacdo corrente encontram-se tabeladas
em Oden e Ripperger (1981), por exemplo.
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Considere-se agora o equilibrio do troco infinitesimal de barra representado na Figura 2.5,
onde mq representa 0 momento distribuido aplicado com a direccdo e sentido do eixo
longitudinal x, definido por unidade de comprimento. Conclui-se que a taxa de variagdo do

momento torsor, —, é igual a —my. Obtém-se assim a equacdo da tor¢do ndo uniforme de
uma peca prlsmatlca de paredes finas em regime elastico:

d?
G/d‘;’ El, d—‘”_—mT. (10)

No Quadro 2.1 encontram-se indicadas as condic¢des de fronteira mais comuns (duas em cada
extremidade) que complementam esta equacéo diferencial ordinéria. Julgam-se pertinentes as
seguintes observagoes:

1) Quando o empenamento se encontra impedido numa extremidade da barra (casos a e c),

. d . d .
tem-se nessa extremidade £=O (refira-se que d—;’: representa a amplitude do

empenamento — em particular, com referéncia as Figuras 2.3 e 2.4, note-se que a rota(;éo

~ , dv
de flexdo dos banzos é d—xf =

+ 2 d‘p) O momento torsor de Saint-Venant, Tt = G]

igualmente nulo, pelo que o0 momento torsor total é apenas T = T,, = EIW de
2) Quando o empenamento € livre numa extremidade (casos b e d), tem-se — EI,, — |gual

ao bimomento aplicado nessa extremidade. Segue-se Gjelsvik (1981) na representagao de
um bimomento aplicado por intermédio de uma seta longitudinal com cabeca tripla.

m; dx T+ﬂdx
T — dX
S —» —
X
dx
| ¥

Figura 2.5 — Equilibrio de um troco infinitesimal de barra.
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Quadro 2.1 — Condicgoes de Fronteira (adaptado de Gjelsvik, 1981)

Condicdes de - i
¢ Condig0es de Fronteiras

Descricao Fronteira . Caso
. o Estaticas
Cinematicas
=0
j | - a
x do
Rotacéo e empenamento L =90
. . dx
impedidos

B 2
d e
—>>> —
fﬁ =0 —EI, i B b

Rotacéo impedida e
empenamento livre

T do d3¢
— = — - = C
§—| —> I 0 El, ax3 T

Rotacdo livre e
empenamento impedido

do d3¢
T B e g =T
Rotacdo e empenamento d?
. _El, =2 =B
ivres dx?

Com o intuito de ilustrar a aplicacdo dos conceitos anteriores, apresenta-se agora a analise do
comportamento torsional de uma barra em consola com seccdo em |, submetida a um
bimomento B, aplicado na extremidade livre (Figura 2.6). A barra tem comprimento L,
rigidez de empenamento EI,, e rigidez de Saint-Venant GJ. Na sec¢do de encastramento, a
rotacdo em torno do eixo longitudinal e 0 empenamento encontram-se impedidos.
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Figura 2.6 — Barra em consola submetida a um bimomento By aplicado na extremidade livre.

Pretende-se, portanto, determinar a solucdo do problema de valores na fronteira

GJLl-E,%2 =0, 0<x<L (11)
»(0)=0 (12)

Z=0 (13)

~E1,22 W) = B, (14)

GJ Z—‘ﬁ (L) —EI, ‘;‘37‘2’ (L)=0, (15)

onde ¢(x) representa a rotacdo de torcdo da seccdo transversal que dista x da extremidade
encastrada.’

Este problema pode ser adimensionalizado através da introducéo da abcissa normalizada ¢ = ’L—C

e da funcdo @, definida no intervalo [0,1] por ¢ (¢) = @(éL). Tendo em conta que, pela regra
de derivacdo da funcdo composta, se tem

e _ 1 d"%
dxn L% agn (16)

a equacdo (11) é transformada em

£2_Z2%_9,0<é<1, 17)

3 As condigdes de fronteira (12)-(15) correspondem aos casos (a) e (d) do Quadro 2.1.
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onde

= |Ew
k=715 (18)
é um parametro adimensional. De acordo com Kitipornchai e Trahait (1980), o parametro k
dos perfis | usados em vigas metélicas varia entre 0,1 e 2,5 — valores reduzidos de
correspondem a vaos grandes e/ou sec¢des compactas; valores elevados de k estdo associados
a vaos pequenos e/ou secgdes esbeltas.*

As condicdes de fronteira, por sua vez, tomam a seguinte forma:

#0)=0 (19)
%(0) =0 (20)
2= -p (21)
Pw-LEw=o, (22)
com

B = % (23)

A equacdo (17) tem como solucéo geral
@(&) = ¢, + ¢ + c3sinh (”7{) + ¢, cosh (”75) ,0<&<1. (24)

As constantes de integracao c,, c,, c3 € ¢, Sao determinadas a partir das condi¢cOes de fronteira
(19)-(22), obtendo-se

4 Pode ainda escrever-se

=

1]

3
~

onde

4o |
NG

€ uma propriedade mecanica da seccdo transversal habitualmente designada por comprimento caracteristico
(Gjelsvik, 1981).
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( Cl + C4_ ES 0
CZ + §C3 ES O
C3 :—zsinh (%) + ¢y :—jcosh (g = -0 g
cy + %c3 cosh (%) + %c4 sinh (g) - Z—z :—: c3 cosh (%) + :—z ¢4 Sinh (g)] =0
(. _x B
G = 2 cosh(%)
CZ = 0
S 3 g (25)
—__K_B
kC4 - on? cosh(g)
Assim, resulta finalmente
sEey =B _[1_ i
P& =5 o) [1-cosh(Z)], 0<e<1. (26)

Esta funcéo esta representada graficamente na Figura 2.7 para trés valores distintos do parametro
Kk, asaber: k = 0,5, k = 1,0 e k = 2,0. Sdo também apresentadas, para os mesmos valores de «,
as seguintes distribuicdes normalizadas de bimomento, momento torsor de Saint-Venant e
momento torsor associado a restricdo do empenamento (Figuras 2.8, 2.9 e 2.10, respetivamente):

BE _ 1% _ 1 nt
B, B ag cosh(%) cosh ( K ) (27)
ELTe§L) _1dp _ . 1 . (nE
LG/B, B d& s cosh(%) sinh ( K ) (28)
ElyTw(@L) _ k> d®p _x 1 . g
LGjB,  fBm?d&3 & cosh(%) sinh ( x) ' (29)

sendo de notar que as duas Ultimas sdo simétricas. Da analise dos graficos apresentados, pode
constatar-se que:

1) Existe torcdo (ndo uniforme), apesar da accdo aplicada consistir num sistema com
resultante e momento resultante nulos. Os banzos flectem em sentidos opostos e, para
assegurar a compatibilidade dos deslocamentos, verifica-se em simultaneo a rotacdo das
seccOes em torno do eixo longitudinal. Para & # 0, os valores absolutos de @ (&) crescem
com 0 parametro k.

2) O decréscimo do bimomento (e, consequentemente, das tensdes normais longitudinais que
Ihe estdo associadas) da extremidade livre, onde assume o valor maximo, para 0 apoio,
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3)

4)

onde é minimo, é tanto mais rapida quanto menor for o valor do pardmetro k. Para
k = 0,5, 0 bimomento no apoio é praticamente nulo; para k = 2,0, 0 bimomento no apoio
ainda é significativo.

O principio de Saint-Venant, segundo o qual os efeitos produzidos num corpo pela
aplicacdo, numa pequena regido da sua superficie, de um sistema de forgcas com resultante
e momento resultante nulos sdo desprezaveis a distancias superiores & maior dimensédo da
regido de aplicacdo das forcas (Love, 1944), ndo é valido neste caso. Como observa Fung
(1965), para que o principio de Saint-Venant seja valido, é necesséario que as forgas
internas possam estabelecer trajetorias de forma a anularem-se entre si a uma pequena
distancia daquela regido. Ora, como explica Murray (1986), no problema em andlise, o
sistema de forcas aplicado na sec¢do terminal estd dividido em dois subsistemas, um em
cada banzo, separados pela alma de reduzida espessura, e que, individualmente
considerados, ndo sdo auto-equilibrados.

Como né&o podia deixar de ser, verifica-se
T(x) =T(x) +T,(x) =0, vx €[0,L], (30)

(isto é, as distribuicBes de T, e T,, sdo simétricas em relacdo ao eixo das abcissas), mas
tem-se

Ti(x) =Ty(x) =0 (31)
apenas para x = 0.
£
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
000 —_—
\\ =0.5
-0,05 N
x=1,0
-0,10
@ K= 2’0
'3 -0,15
-0,20
-0,25

Figura 2.7 — Rotacdo de torcdo, @(§).
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1,00
k=20
0,75
B(£ L)
—Z2> 7 0,50 v
L
x=1,0
x=0,5
0,25 - v
Iy
0,00
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
¢
: o : . B(£L)
Figura 2.8 — Distribuicdo normalizada do bimomento, -
L
z
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

0,00 '\"\‘d\ !
x=0,5
-0,10 T~ \

-0,20 \

x=1,0
E[w Tt (EL) -0,30 N\
LG B
/B, x=2,0
-0,40
-0,50
-0,60
Figura 2.9 — Distribuicdo normalizada do momento torsor de Saint-Venant, %f”.
L
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0,60

0,50

0,40

£1,7,(1) g39

/
LG/ B, o 1/
0,20
’ /
0,10 _— /

<

0,00 T l
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

s

Figura 2.10 — Distribui¢do normalizada do momento torsor associado a restricdo do

Ely, T L
empenamento, Ehy Ty (L)
LGJ By,
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3 DEFINICAO DA CLASSE DE PROBLEMAS A ANALISAR

3.1 Geometria e propriedades materiais

As vigas em estudo nesta dissertagdo sdo prismaticas, com se¢do aberta de paredes finas
duplamente simétrica e sem quaisquer imperfei¢fes (i.e., “ideais”). Apresenta-se na Figura
3.1 a configuragdo indeformada de um elemento com as caracteristicas descritas
anteriormente. Adopta-se um sistema de eixos fixo, ortogonal e direto, de modo que, na
configuracdo indeformada, (1) o eixo x coincida com o eixo baricéntrico da viga e (2) os
eixos y e z correspondam, respectivamente, aos eixos principais centrais de maior e menor
inércia da secdo transversal. O comprimento da viga é representado por L.

O material considerado é linearmente elastico, homogéneo e isotropico, caracterizado pelo
maodulo de elasticidade E e pelo modulo de distorcédo G.

Figura 3.1 — Configuracdo de uma viga com sec¢ao aberta de paredes finas duplamente
simétrica. Referencial adotado.

3.2 Carregamento

Ao longo de toda a trajetdria de equilibrio fundamental, considera-se que a viga se encontra
submetida ao sistema de forcas (generalizadas) exteriores conservativas constituido por:
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1) Forca transversal distribuida g com a direccédo e sentido do eixo z, que inicialmente actua
no plano de simetria (x, z), a uma cota z, constante.

2) Forcgas concentradas Q;, com i = 1,...,nQ, aplicadas nas seccdes de abcissa x;. Estas
forgas tém igualmente a direccdo e sentido do eixo z e actuam inicialmente no plano de
simetria (x, z), as cotas z;.

3) Momentos concentrados nas extremidades da barra. Com intuito de contornar algumas
questdes delicadas relacionadas com a definicdo de momentos conservativos (Simitses e
Hodges, 2006), apenas é considerada a acdo destes momentos quando a rotacao de torcao
da secdo em que estdo aplicados se encontrar impedida.

Todas as forcas aplicadas sdo proporcionais a um Unico parametro de carga, A. Pode portanto
escrever-se, por exemplo, g = Aq,.r, onde q,.r € um valor de referéncia ndo negativo, e de
igual forma para as restantes forcas. Assim, ao longo da trajetéria de equilibrio fundamental,
parametrizada por A, o campo de momentos flectores também se pode escrever na forma

My(x; A) = AMy,ref (X) J (32)

onde M, ,.r representa a distribuicdo de momentos flectores associada aos valores de
referéncia das forcas exteriores e € uma funcao de x apenas.

3.3 Condicdes de Apoio

E importante fazer a distingo entre (1) condicdes de apoio para a flex&o no plano (x, z), as
quais serdo designadas daqui para a frente por “condicdes de apoio no plano”, e (2) condi¢des
de apoio para a flex&o no plano (x,y) e para a tor¢éo, incluindo empenamento, designadas
por “condi¢gdes de apoio fora do plano”.

As condicBes de apoio no plano intervém na analise da trajectdria de equilibrio fundamental,
ou seja, na determinagdo do campo de momentos M,, ... Na presente dissertagdo, esta analise
é trivial, porque se consideram apenas vigas “isostaticas no plano”. Por igual motivo, a rigidez
dos elementos de apoio é irrelevante. Sao considerados os tipos de apoios correntes: (1)
articulacGes fixas e moveis e (2) encastramentos fixos e moveis.

Por outro lado, as condicdes de apoio fora do plano intervém na anélise linear de estabilidade
e podem incluir qualquer combinagéo consistente (i.e., que ndo dé origem a um mecanismo)
de restri¢Ges rigidas ou elasticas seguintes deslocamentos de uma sec¢do: (1) deslocamento
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segundo y do centro de gravidade, (2) rotagdo em torno do eixo x, (3) rotacdo em torno do
eixo z e (4) empenamento.

3.4 Contraventamentos discretos

No ambito desta dissertacdo, convenciona-se designar por sistema de contraventamento um
dispositivo que realize ligagdes externas apenas “fora do plano”. Um apoio, pelo contrario,
realiza ligagdes externas “no plano” e, eventualmente, também “fora do plano”, como descrito
na seccdo anterior. Como referido na Introducdo, consideram-se dois tipos de
contraventamento, lateral e torsional. Uma sec¢do contraventada é identificada pela sua
abcissa, x.;. O contraventamento lateral nessa seccdo € caracterizado pela sua rigidez k;;
(com 0 < k;; < +) e, se k;; #0, pela sua cota de actuagdo z = z;;. O contraventamento
torsional, por sua vez, é caracterizado apenas pela sua rigidez k;; (também com 0 < k,; <
+00) — ver Figura 3.2. O numero total de sec¢Bes contraventadas é designado por n..

h/2

<A

h/2

Figura 3.2 — Definicdo dos contraventamentos lateral e torsional na sec¢do de abcissa x ;.

3.5 Objetivos da anélise

Na presente dissertacdo pretende-se desenvolver uma ferramenta de analise que permita
identificar os pontos de bifurcacdo por flexdo-torcdo, isto €, que determine os valores de
bifurcacdo do parametro de carga A e, se pretendido, também a forma dos modos de
encurvadura a estes associados.
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4 DO CONTINUO AO DISCRETO — O MODELO DE ELEMENTOS
FINITOS

4.1 O critério de Trefftz e a segunda variagdo da energia potencial total

Vigas solicitadas a flexdo no seu plano de maior inércia sdo susceptiveis ao fendmeno de
encurvadura lateral por flex&o-tor¢cdo (ou bambeamento, de acordo com a NP 761),
particularmente quando a sua rigidez torsional é baixa (como acontece nas vigas de sec¢do
aberta de paredes finas). Trata-se de um tipo de instabilidade bifurcacional, em que (1) a
trajectéria fundamental corresponde a flexdo no plano de maior inércia e (2) o modo de
instabilidade envolve, simultaneamente, flexdo no plano de menor inércia e tor¢do (Reis &
Camotim, 2001).

Os pontos de bifurcacdo podem ser determinados pela condicdo de estacionaridade da
segunda variacdo da energia potencial na vizinhanca de um estado de equilibrio fundamental,
critério que na literatura é habitualmente atribuido a Trefftz (Reis & Camotim, 2001).

Admitem-se as seguintes hipéteses classicas:

1) As seccdes transversais ndo se deformam no seu plano.®

2) Na superficie média da barra, as distor¢gBes y,, (que traduzem a variacdo de angulo,

inicialmente recto, entre as geratrizes da superficie média e as linhas médias das sec¢cdes
transversais) sdo desprezaveis.

5 Esta hipdtese permite considerar cada secgdo transversal como um disco rigido, para efeitos de descricdo do
movimento no seu plano; ndo permite a consideragdo de fendmenos de instabilidade local e/ou distorcional,
matérias que se encontram fora do ambito da dissertacdo. Para que a hipdtese seja legitima, pode ser
necessario prever reforgos transversais (“stiffeners”) nas sec¢des de apoio, contraventamento e aplicacdo de
forcas concentradas (Yura, 2001).
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3) As deformacdes de pré-encurvadura sio desprezaveis.®
Nestas condigdes, e na auséncia de contraventamentos elasticos, a segunda variacdo da

energia potencial total em torno de um estado de equilibrio fundamental é definida por (e.g.,
Pietal., 1992)

1L d?v\? a2\ ? dp)\?
V2=3Js [E’z (G2) +En(5E) +a (5) ]dx +
L d? L zq;
+4 [fo My.ref @ d_xz dx + Z?qfo Qref <p2dx + Z?:%%Qi.ref q)(xi)z] ) (33)

onde as funcdes v e ¢ designam o deslocamento lateral (segundo y) do eixo baricéntrico da
viga e a rotacdo de torcdo das seccOes transversais.

Podem distinguir-se trés contributos distintos para V, (Pignataro et al., 1991):

1) O primeiro integral na expressdo (33) representa a energia de deformacdo da viga
submetida a flex&o no plano (x, y) e tor¢do ndo uniforme, tal como dada pela teoria linear.

2) O segundo integral corresponde ao trabalho realizado pelas tens6es no estado de equilibrio
fundamental,

g =2trer ;. (34)
Ly
na parcela de segunda ordem da extenséo longitudinal, dada por (Pi et al., 1992)
1 (dv)? v 1 dp\?
e =3(3) tye 07+ () (35)

3) O dltimo integral e 0 somatorio sdo o simétrico da parcela de segunda ordem do trabalho
das forcas exteriores (como se ilustra na Figura 4.1 para o caso de uma forca concentrada).

® A aceitagdo desta hipdtese tem a grande vantagem de conduzir a um problema de valores proprios linear
(Bica, 2015; Cristino, 2015).
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estado de equilibrio estado de equilibrio
adjacente fundamental
v
e
Z ‘a
zQ(l—coscp);?QcpZ:.: 7 - — v
/1 lQ B AQref
Q :AQref

Figura 4.1 — Influéncia da posicdo do ponto de aplicacdo das forcas transversais.

Para ter em consideracdo a presenca de contraventamentos elasticos, tal como descritos no
capitulo anterior, adiciona-se a expressdo (33) o somatorio

~3 s 0 (e)? + kyalv(xes) — 2 (e )1, (36)

que definem a energia de deformacao armazenada nos contraventamentos na encurvadura (ver
Figura 4.2).

O caso de m > 1 contraventamentos laterais numa dada seccdo (de abcissa x = x.;),
colocados as cotas z = zf{) e com rigidezes kz(.?’ j =1,..,m, eventualmente combinados
com um contraventamento torsional de rigidez k;;, pode sempre ser reduzido a um Unico
contraventamento lateral, com rigidez k;; e colocado a cota z = z;;, combinado com um

contraventamento torsional de rigidez k; ; (Andrade et al., 2010).

(p(xc.i)

vix.;) =2z, plx.;)

Figura 4.2 — Definicdo da energia de deformagdo armazenada nos contraventamentos elasticos
na encurvadura.
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1) Se nenhum dos contraventamentos laterais for rigido, entéo

ki = S k) (37)
m (), 0 m (), ()
s _ ZizaZy K ZizaZ Ky
T T i )
ki = ke + 23'11(21(,11-) - Zl*.i) 20k} (39)

De facto, desta forma garante-se a igualdade

1 j j 2 1 1, . . 1.,

P kl(.]i) (U - Zl(.Ji) ‘P) + ke @* = Skii(w—z; ®)* + Skt @*, (40)
quaisquer que sejam v e .

2) Se um, e apenas um, dos contraventamentos laterais for perfeitamente rigido (por

exemplo, kl(_’l.’) = +o0), entdo, adoptando as habituais convencdes algébricas na recta

acabada (Campos Ferreira,1987), a equagdo (37) fornece k;; = +oo e, depois de levantada

a indeterminacéo g a equacdo (38) fornece z;; = zl(f). Ja arigidez k;; é dada por

ke = keg + ZT=1(Zl(,Ji) - Zl*.i) k. (41)
j#*p

3) Se dois (ou mais) contraventamentos laterais forem rigidos, entdo tem-se k;; = +oo e
k{; = +oo, sendo z;; irrelevante.

4.2 Aproximagédo do campo de deslocamentos

O dominio do problema — o intervalo [0, L] — é dividido em n subintervalos (elementos) da forma
Qe = ]xie),xge)[ =](e—1)AeA[, (42)

ondee =1,..,neA= L/, (Figura 4.3). Observe-se que
QO NV =9,i#j (43)

ur_, Q©@ =1o,L], (44)
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nm =x-X
—>
1 2
. 2 e
() _ . L L (n) _
X 0 xi’:(e—l); Xge):e; X, L
L
A=—
bt
L=nA
" 7

Figura 4.3 — Particdo do dominio e defini¢do da coordenada local.

onde a barra superior em Q) significa o fecho do intervalo. Seccbes de
apoio/contraventamento e de aplicacdo de forcas concentradas deverdo obrigatoriamente
coincidir com um extremo de um elemento. Em cada elemento define-se a coordenada local

Tl(e) =x — xie) , (45)

a qual varia entre 0 e A.

Uma vez que nos integrais da segunda variacdo da energia potencial (equacao (33)+(36))
figuram segundas derivadas de v e ¢, variaveis dependentes do problema, a aproximacao
destas funcbes devera ser continua em [0, L], com primeira derivada continua neste intervalo
(continuidade C'). Assim, em cada elemento Q®), adoptam-se os polinémios ctbicos

v (@) = ay + a;n® + a;n®?2 + a3n©3 (46)
qoﬁe)(n(e)) = bo + b1n(@ + byn©? + byn(©3 (47)

onde os coeficientes ay, ..., as € by, ..., bs dependem unicamente dos valores que vf% <p£‘") ea

primeira derivada de cada uma destas fungdes assumem nas extremidades (nds) do elemento.
De facto, considerando os deslocamentos nodais elementares representados na Figura 4.4, tem-se
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v9(0) = ag = d¥ (48)
avy? ©
o0 =a =d; (49)
vA(e) (A) = ag + a1A + a,A? + azA3 = dge) (50)
avy” 2 _ (0
d?](e) (A) = a]_ + zazA + 3a3A - d6 (51)
9p’(0) = by = d” (52)
do'®
oty (0) = by = & (53)
@O (8) = by + byA + by A% + byA3 = 4 (54)
()
Z:§e) (&) = by + 2b,A + 3b;0% = d° | (55)
de onde se obtém
( aO == di@)
J a, = dge) 6)
__3 (46 (e) 1 (e) (e)
0 = -5 (d - a?) -1 (245 + ¢¥)
2 1
[ a5 =2 (d? —d¥) + 5 (a5 + d?)
( by = dS°
by = d o
3 (40 ) 1 ) AR
b, = ——(ds? — a¥) -3 (245 + af”)
2 1
[ by = o (a5 = df?) + 5 (i + af?)
Assim, as equacdes (46)-(47) podem ser escritas na forma compacta
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d(e) I\Z?(E)
4 (e)
/ (€)
d i
die) 2 d©
. 7 (e)
de_—= ~— \d:»
g

Figura 4.4 — Deslocamentos nodais elementares (a amplitude do empenamento, dada pela
derivada da rotacdo de torcdo, é representada por uma seta tripla)

e
a5
a5
- [Nl(e)Née) (29) (ge)N'age)Nie) ?e) (()e)] d‘(f)
0 0N N7 o o Ny NG
d

d®
d®)

vA(e)

o

= N©@d© (58)

onde N9, N\, N{* e N{® sdo as fungdes de forma cubicas de Hermite (e.g., Becker et al.,
1981), representadas na Figura 4.5 e definidas por

MO =13 () 2 () =)
O =0 (£ 1) <6°>
N =3() -2(5) 2
u = |(5) -] @)

e d'® é o vector que agrupa os deslocamentos nodais.
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N(e) Née)
1
E 5
|

|

) |

| |

l | |
0 1 77(6)

A

o (e)
A

Figura 4.5 — Funcdes de forma cubicas de Hermite (adaptada de Becker et al., 1981).

4.3 Matrizes de rigidez elementares, material e geométrica

Considerando a aproximacdo das variaveis dependentes descrita anteriormente, a contribuicao
dos elementos para a segunda variacdo da energia potencial total (33) vem dada por

Zrel_IVZ(OA) =iyn . fA(D(e) N®© d(e))T Ege) (D® N@® d©) dp(© +
=1724 T y4e=1Jo

+%[ n_ fOA(D(e) N@© d(e))T Ege) (D(e) N d(e)) dn(e)] , (63)
onde
d2
(an®®)* 0
0 1
D®© = 0 d (64)
dn(e)
dZ
(an@)’]
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é uma matriz de operadores diferenciais,

El, 0 0 O
@_| 000 O
o0 0 O EIW
é uma matriz constitutiva (elastica linear) e, finalmente,
0 Myrer (x(n©)) 0 0
© _ |Myrer (x(n®)) 00
E; = yref Zq Qref 0 of (66)
0 0
| 0 0 0 0]

com x(n©@) =3® +x, =5 + (e — 1)A representando a transformagdo inversa de
(45).

Visto que as entradas dos vectores d(®) sdo constantes, isto &, ndo dependem de 1n(®, os
mesmos podem ser passados para fora dos integrais presentes em (63). Assim, a contribuicéo

VZ('eA) de cada elemento finito para a aproximacao da segunda variacdo da energia potencial
total pode ser escrita, de forma compacta, como

13 =L (KO +269) ) &

onde K representa a matriz de rigidez material (elastica) elementar e 6® a matriz de
rigidez geométrica elementar, definidas por

K© = fOA [(D(e) N(e))T E® (D© N(e))] dn® (68)
G© = foA [(D<e> N(e))T EP (D© N(e))] dn® (69)

Sdo matrizes quadradas, com dimenséo 8, e simétricas.

4.4 Montagem das matrizes de rigidez globais

Descreve-se agora 0 processo de montagem das matrizes de rigidez da viga (mais
corretamente, da malha de elementos finitos em que a mesma foi discretizada). As
contribuigdes elementares séo agregadas conforme esquematizado na Figura 4.6. Os blocos
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representados a tracejado nesta figura tém dimensdo 8 x 8 e representam as matrizes de
rigidez dos sucessivos elementos finitos. S0 desta forma obtidas as matrizes de rigidez
material e geométrica da malha de elementos finitos, designadas por K e G, respectivamente.
Estas matrizes sdo quadradas e simétricas, com dimensdo 4(n + 1), sendo importante
relembrar que n designa o niumero de elementos finitos constituintes da malha e, portanto,
n + 1 é o nimero total de nés.’

Suponha-se agora que no nd xi(e), comi=1oui=2el<e<n (recorde-se a Figura 4.3),
existe um contraventamento lateral, com rigidez 0 < k; < 400 e colocado a cota z = z;, e um
contraventamento torsional com rigidez 0 < k, < +.% O deslocamento lateral e a rotagio de
torcdo no referido nd correspondem aos graus de liberdade globais

a=4(e—-1D+4(-1)+1 (70)
b=4(e—-1)+4(i—-1)+3=a+2, (72)

respectivamente. As entradas K4, Kpp, Kap € Kpq da matriz de rigidez material global K séo
modificadas da seguinte forma:

Kyg < Ko + Ky (72)
Kyp < Kpp + ke + Ky 27 (73)
Kap < Kap — k1 2 (74)
Kpa < Kpa — k121, (75)

onde o simbolo “«” significa “atribuicdo”. Este procedimento € repetido para todos 0s nos
com contraventamentos ndo rigidos.

Considere-se novamente o nd genérico xi(e)

que nesse no esta aplicada, a cota z = z, # 0, uma forga concentrada AQ,.., com a direcgdo e

sentido do eixo z. A entrada G,;, da matriz de rigidez geométrica global, com b definido por
(71), é entdo modificada da seguinte forma:

Gpp < Gpp + 2o Qres - (76)

,comi=1oui=2el<e<n,esuponha-se

Este procedimento € repetido para todos os nds com forcas concentradas aplicadas fora do
centro de corte.

7 Em virtude da simetria, a parte triangular inferior destas matrizes ndo necessita de ser explicitamente construida.
8 Trata-se de contraventamentos no rigidos, portanto.
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8 colunas

——— ¢

8 linhas

Figura 4.6 — Representacdo esquematica da agregacdo das matrizes de rigidez elementares
(adaptado de Becker et al., 1981)

Para concluir a descricdo da montagem das matrizes de rigidez globais, resta discutir a
imposicdo das condi¢des de fronteira cinematicas, que estdo associadas aos apoios rigidos
fora do plano e aos contraventamentos rigidos. Considere-se entdo a existéncia de um
contraventamento rigido no no genérico xi(e), comi=1loui=2el<e<n Sejamaceb
os graus de liberdade globais definidos em (70)-(71), correspondentes ao deslocamento lateral

e a rotacdo de torcdo nesse nd. Sao possiveis trés situacoes distintas:

1) Apenas contraventamento lateral, colocado a cota z = z;.
Paraj =1,..,4(n+ 1) ej # a, procede-se & modificacdo

K}'b<—K}'b +ZlKja (] ij(_ij-l-ZlKaj (77)

Gjb (_G]b + z; G]a € ij(_ij-I_Zl Gajv (78)

que preserva a simetria das matrizes, e a posterior eliminagdo da linha e coluna a das
matrizes K e G. Se z;, = 0, este procedimento resume-se a eliminacdo da linha e coluna a
das matrizes K e G.
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2) Apenas contraventamento torsional.
Procede-se a eliminacéo da linha e coluna b das matrizes K e G.

3) Contraventamentos lateral e torsional em simultaneo.
Procede-se a eliminag&o das linhas e colunas a e b das matrizes K e G. Note-se que a cota
z; do contraventamento lateral € irrelevante.

4.5 Problema algébrico de valores e vectores proprios
A estacionarizacao da segunda variacdo da energia potencial total conduz, no modelo discreto
de elementos finitos, a um problema algébrico de valores e vetores proprios, dito
generalizado. De facto, em virtude da simetria de K e G, tem-se

grad E d” (K + m)d] —0o (K+16)d=0 . (79)

Este problema é resolvido em MatLab com o comando “eig”.

O menor valor proprio positivo, de fundamental importancia do ponto de vista estrutural,
recebe 0 nome de parametro de carga critico e é representado pelo simbolo A,
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5 EXEMPLOS DE VERIFICACAO E APLICACAO

Com o triplo objetivo de (1) verificar o modelo de elementos finitos formulado no capitulo
anterior, (2) ilustrar as suas potencialidades e (3) evidenciar alguns aspectos da instabilidade
lateral por flexdo-torcdo de vigas contraventadas, sdo agora apresentados alguns resultados
numéricos relativos a vigas com diferentes condicdes de apoio e de contraventamento,
submetidas a carregamentos diversos. Sempre que possivel, os resultados obtidos sdo
comparados com os disponiveis na literatura e com os fornecidos pelo software LTBeam
(CTICM, 2010).

5.1 Exemplo 1-Vigade seccdo | duplamente simétrica, simplesmente apoiada e
com contraventamento lateral a meio-vao, submetida a flexdo uniforme

Como primeiro exemplo, considera-se uma viga de seccdo | duplamente simétrica,
simplesmente apoiada no plano e apresentando, fora do plano, as condicdes de apoio ditas
“padrao” (nas duas extremidades, o deslocamento segundo y e a rotacdo em torno de x estdo
impedidos, enquanto a rotacdo em torno do eixo z e 0 empenamento séo livres). Como se
representa na Figura 5.1, esta viga dispde ainda de um contraventamento lateral a meio-vao,
com rigidez k; e colocado a cota z;. Esta submetida a flexdo uniforme.

Viga nédo contraventada (k; = 0)
Na auséncia de contraventamento lateral intermédio (isto €, para k; = 0), 0 momento critico é
dado analiticamente por (e.g., Trahair, 1993)

2EL,
Mg = Mref Aero = % \/EIZ GJ (1 + TTLZG] ) (80)

ou, em formato adimensional,

Moo — pV1+2, (81)

El, GJ
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El,, El,,, GJ

L2 | L2 |

1 q 1
z

Figura 5.1 — Exemplo 1 — Viga de seccdo | duplamente simétrica, simplesmente apoiada e
submetida a flexdo uniforme, com contraventamento lateral a meio-vao.

com k definido por (18).° O momento correspondente ao segundo modo de encurvadura,
M, o, pode ser obtido de (80) substituindo o vao L por L/2:

4 T2El,,
Moo = Myey A =2 % [EL G (1 +4550) (52)
e, portanto,
MpoL 2
—m—2nV1+4K . (83)

Tal como em estudos anteriores (Bica, 2015; Cristino, 2015), verifica-se que os resultados
numéricos obtidos com o modelo de elementos finitos convergem rapidamente para os valores

% Utiliza-se o indice “0” para indicar que a grandeza em causa se refere a situagdo em que k; = 0 (viga nédo
contraventada).
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exactos & medida que a malha é progressivamente refinada. A convergéncia faz-se sempre por
valores superiores, ja& que o modelo de elementos finitos € mais rigido do que o modelo
continuo.

Contraventamento colocado a meia altura (k; > 0 e z; = 0)

A Figura 5.2 apresenta graficamente, para valores seleccionados do parametro k, a relagéo
leS

M,
—< versus

cr.0 z

(k; > 0 e z; = 0). Utilizou-se sempre uma malha uniforme de 16 elementos finitos, que
estudos preliminares de convergéncia mostraram ser plenamente adequada. O software
LTBeam forneceu resultados idénticos.

obtida numericamente quando o contraventamento é colocado a meia altura

Verifica-se existir um valor limite para a rigidez do contraventamento, que sera designado por
kl.lim’ tal que:

1) Para k; < k;;im, 0 modo critico de encurvadura é simétrico (como se exemplifica na
Figura 5.3); o momento critico M,, cresce com k;, sendo sempre inferior ao momento
correspondente ao segundo modo de encurvadura da viga andloga ndo contraventada,
M.

2) Para k; = k;;im, 0 modo critico de encurvadura é antissimétrico (Figura 5.4), tendo-se em

particular v, (g) =0¢e @ (g) = 0; 0 momento critico M., é constante e igual a M, ,,.

O valor de k; ;;,,, depende de k, podendo ser aproximado por (Nethercot, 1973; Trahair, 1993)

kL3 153 (1+5k2)
El, 1+0,74K>2

IR

(84)

Para k; < kjjim, O ratio Lo ¢ praticamente independente de x, podendo ser aproximado por
cr.0
(Trahair, 1993)

MCT ~

(85)

Mcr,0

Nos casos analisados, os erros relativos nas aproximacdes (84) e (85) nédo ultrapassaram o0s
4,5% e 1,0%, respectivamente.
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3,688 x=2,0

3,5 1
3,162

3,0 - x=1,0
2,530

2,0 A1

1,0 A

0,5 -

294 525 793 El
0,0 T T T T T T T T

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Figura 5.2 — Exemplo 1, com contraventamento colocado a meia-altura (z; = 0) — Variacao

. M, ~ kL3
do ratio —= em func&o de —
cr,0 EIZ

, para valores selecionados de «.

Figura 5.3 — Exemplo 1, com contraventamento colocado a meia-altura (z; = 0) — Modo

3
critico de encurvadura parax = 0,5 e I;‘—IL = 100 (simétrico).

z
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0

Figura 5.4 — Exemplo 1, com contraventamento colocado a meia-altura (z; = 0) — Modo

-, kL3 T
critico de encurvadura parak = 0,5 e Ell = 350 (antissimétrico).
z
L h
Contraventamento colocado no banzo comprimido (k; > 0e z; = — E)

Coloca-se agora o contraventamento ao nivel da linha média do banzo superior (comprimido),
. , h . .
isto e, faz-se k; >0 e z = - Os resultados obtidos numericamente para valores

seleccionados do parametro k estdo representados na Figura 5.5, novamente sob a forma de

g M, kL3
grafico —= versus -
M El

cr.0 Z

. Tal como no caso anterior, utilizou-se uma malha uniforme de 16

elementos finitos e os resultados foram confirmados com o LTBeam.

Verifica-se novamente a existéncia de um valor limite k;;,, para a rigidez do
contraventamento com as seguintes caracteristicas:

1) Para k; < k;;im, 0 modo critico de encurvadura é simétrico (Figura 5.6); o momento
critico M, cresce com k;, sendo sempre inferior a M, ;.

2) Para k; = k;;;m, 0 modo critico de encurvadura € antissimétrico (Figura 5.7), tendo-se
M,, constante e igual a M, .

No entanto, no caso presente, o valor de k;;,, € praticamente independente de k e
consideravelmente inferior ao obtido quando z; = 0. Pode assim dizer-se que a eficacia do
contraventamento lateral € mais elevada quando este € colocado ao nivel do banzo superior
(comprimido) do que quando é colocado a meia altura — em ambos 0s casos se atinge M., =

.. ;- 7 - ;- . h ‘e
M, o, mas a rigidez minima k; ;;,, necessaria para tal é inferior quando z; = - Verifica-se
. . My . . . kL3
ainda que, para k; < k;;im, O ratio —— varia de forma praticamente linear com T
cr.0 z

Ana Sara Valente Cardoso 35



Instabilidade lateral de vigas com contraventamentos discretos 5 EXEMPLOS

4,0 -

3,5 4

2,0 A

1,5 1

0,5 A1

7983 El
0,0 T T T T T T T T

0 50 100 150 200 250 300 350 400
180

: . h
Figura 5.5 — Exemplo 1, com contraventamento colocado no banzo superior (z; = —5) -

Mcr

L . . kL3
Variacgdo do ratio o em funcéo de -

para valores selecionados de k.

cro El,’

. . h
Figura 5.6 — Exemplo 1, com contraventamento colocado no banzo superior (z; = —5) -

le3

Modo critico de encurvadura parakx = 0,5 e —
z

= 50 (simétrico).
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. . h
Figura 5.7 — Exemplo 1, com contraventamento colocado no banzo superior (z; = —5) —

kL3
Modo critico de encurvadura para k = 0,5 e— ‘

= 250 (antissimétrico).

Z

. h
Contraventamento colocado no banzo traccionado (k; > 0e z;, = E)

O comportamento altera-se radicalmente quando o contraventamento € colocado ao nivel da

linha média do banzo inferior (traccionado), isto é, quando k; > 0e z; = -

1)

2)

3)

O modo critico de encurvadura é sempre simétrico, qualquer que seja a rigidez k; do
contraventamento lateral.

Para cada valor de x considerado, o graflco versus = é estritamente crescente

cr.0 z

(Figura 5.8), com uma assimptota horizontal, assinalada na figura a trago interrompido,
que corresponde a situacdo de contraventamento perfeitamente rigido. O momento critico
é sempre consideravelmente inferior ao momento M, , correspondente ao segundo modo
de encurvadura da viga analoga nao contraventada.

3
A eficécia do contraventamento, medida pelo quomente — para um valor fixo de , &

c‘rO Iz

tanto menor quanto mais elevado for k. Verifica-se, alias, que a eflcaC|a do
contraventamento € praticamente nula para k = 2,0, j& que se tem sempre M" =1.

cr.0

Estes resultados estdo de acordo com as observacgdes de McCann (2012).
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1,20 -
1,15 -

1,10 A

1,058
1,05 -

3

x—=1,0 kL~
1,006 k=20 El
1,00 - i

0 500 1000 1500 2000

.......................................................

. . . h
Figura 5.8 — Exemplo 1, com contraventamento colocado no banzo inferior (z; = 5) -
. . M ~ kL3
Variagdo do ratio Mi em funcéo de

cr,0 El;

, para valores selecionados de «.

5.2 Exemplo 2 — Consola com Seccdo Duplamente Simétrica, com Carga
Pontual aplicada na Extremidade Livre

Considere-se agora a consola de secdo | duplamente simétrica e balanco L representada na
Figura 5.9, actuada por uma forga concentrada aplicada na extremidade livre a cota z = z,.
No encastramento fixo, todos os deslocamentos e rotacdes relevantes, assim como o
empenamento, estdo impedidos. A consola dispde ainda de contraventamentos lateral e
torsional rigidos na secc¢do que dista aL do encastramento fixo, com 0 < a < 1.

Tal como no primeiro exemplo, os resultados numéricos que se apresentam de seguida dizem
respeito a consolas com k = 0,5, k = 1,0 e k¥ = 2,0. Consideraram-se ainda trés valores

.. n . . 2z . ~ .
distintos para o parametro adimensional TQ’ onde h é a altura da seccdo transversal medida
. T 2z . . , .
entre linhas médias dos banzos: TQ = 0 (a forga concentrada na extremidade livre é aplicada

a meia altura), ZZTQ = —1 (forca aplicada no centro de gravidade do banzo superior) e ZZTQ =1
(forca aplicada no centro de gravidade do banzo inferior). Utilizou-se malha uniforme de n = 32
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® \ El, Ely, GJ

V><

Figura 5.9 — Exemplo 2 — Consola de seccdo | duplamente simétrica, actuada por carga pontual
aplicada na extremidade livre e com contraventamentos lateral e torsional rigidos.

elementos finitos. Este elevado nimero de elementos justifica-se pela intencdo de variar o
parametro @ com um passo pequeno,’® e ndo por motivos de convergéncia. Os resultados
obtidos foram confirmados com o software LTBeam; estdo também de acordo com 0s
apresentados por Kitipornchai et al. (1984).

10 Como referido no inicio da secgdo 4.2, no programa desenvolvido as secgdes com contraventamento(s) tém
obrigatoriamente de coincidir com um n6 da malha de elementos finitos.
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Consola néo contraventada (a = 0)
As cargas criticas Qcr.o = Acr.0Qres € @ Cargas Q0 = A,0Qref COrrespondentes ao segundo
modo de encurvadura estdo indicadas no Quadro 5.1 em formato adimensional.’! E de

Qcr.o L
JEL; GJ

decresce (se bem que apenas ligeiramente) com um aumento de . Pelo contrario, para z, = 0

salientar que, para z, = — = (carga aplicada no centro de gravidade do banzo superior),

(carga aplicada a meia altura) e z, = ﬁ (carga aplicada no centro de gravidade do banzo

Qcro L™

J—

inferior), é funcéo estritamente crescente de k.

A aproximacdao proposta por Trahair (1983) para este caso,

Qerol? 12¢ _ 1,2(¢-0,1)
EI,G] 11 (1 + J1+1,44 82) + 4 —2) [1 + V1+1,44 (6-0,1)2] (86)

com k definido por (18) e

ZQ |El; _ 220K 12 (87)

£ = = ,
L [ GJ hom

conduz a estimativas bastante precisas (erros relativos que ndo excedem 4%) quando a carga
esta aplicada a meia altura (z, = 0) ou no centro de gravidade do banzo inferior (z, = %). A
precisdo é bastante menor quando a carga esta aplicada no centro de gravidade do banzo
superior (zo = — %); nesta situacéo, os erros relativos chegam a atingir 29%.

Na Figura 5.10 apresenta-se um modo critico de encurvadura tipico. Pode observar-se que o
banzo com maior deslocamento lateral € o banzo superior, ou seja, 0 banzo tracionado. Por
razdes que se tornardo claras mais a frente, apresenta-se igualmente um exemplo tipico de
segundo modo de encurvadura (Figura 5.11), verificando-se que a rotacdo de torcdo ¢ se
anula em uma, e apenas uma, secc¢do intermédia do véo, ao passo que o deslocamento lateral
v nunca se anula no interior do vao.

11 A semelhanga do primeiro exemplo, utiliza-se o indice “0” para indicar que a grandeza em causa se refere a
situacdo em que @ = 0 (consola ndo contraventada).

) 2
12 Refira-se que I,, = = 1,.
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Quadro 5.1 — Exemplo 2, com a = 0 (consola ndo contraventada) — Cargas criticas e cargas
correspondentes ao segundo modo.

ch.o LZ QZ.O LZ
EL, G] El, GJ

h
Zg=—5| 4278 3,774 3,485 13,27 16,30 26,43
29 =0 5,700 7,634 11,34 17,34 26,07 44,13
2o = g 6,638 10,22 18,42 19,48 32,91 62,25

Figura 5.10 — Exemplo 2, com a = 0 (consola ndo contraventada) — Modo critico de
encurvadura parak = 1,0 e z, = 0.
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Figura 5.11 — Exemplo 2, com a = 0 (consola ndo contraventada) — Segundo modo de
encurvadura parak = 1,0 e z, = 0.

Consola contraventada com carga aplicada a meia altura da sec¢do (0 < a < 1 ez, = 0)

Com a carga aplicada a meia altura da seccdo extrema (z, = 0), faz-se agora variar a posi¢ao
dos contraventamentos rigidos (lateral e torsional) ao longo do comprimento da consola, isto
é, faz-se variar o parametro a entre 0 e 1. Os resultados obtidos para cada um dos trés valores

de k considerados estdo representados na Figura 5.12, sob a forma de gréfico QQi VErsus a.

cr.0

Constata-se que:

1) Existe um valor 6ptimo de a (isto é uma posicdo Optima para colocacdo dos

contraventamentos), para o qual o ratio Der. atinge um maximo absoluto. Este valor 6ptimo

cr,0
de a depende de k, variando entre 0,5 e 0,6 nos casos analisados. Assim, a posi¢do 6ptima
dos contraventamentos encontra-se no interior do vao e ndo na extremidade da consola.

2) O valor (ﬁ) é superior a 220 Egte resultado pode ser explicado comparando 0s
max

cr,0 cr,0

modos criticos de consolas contraventadas (Figuras 5.13-5.15), nos quais se tem
necessariamente v(alL) =0 e @(al) =0, com o0 segundo modo de encurvadura de
consolas anadlogas ndo contraventadas (Figura 5.11), onde, como ja referido, o
deslocamento lateral v n&o se anula no interior do vao.

3) Paraa < 0,4, o ratio Der. praticamente ndo depende de «.

cr,0
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ch.O
5,0 -

3,0 A1

2,0 A

0,0 T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 5.12 — Exemplo 2, com carga aplicada a meia altura da secgéo (z, = 0) — Variagdo do

ratio <= em funcdo da posicao dos contraventamentos, para valores selecionados de k.

cr,0

Figura 5.13 — Exemplo 2, comk = 1,0,z, =0 e a = 136 — Modo critico de encurvadura.
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Figura 5.14 — Exemplo 2, comk = 1,0,z, =0 e a = 116 (= asptimo) — Modo critico de
encurvadura.

Figura 5.15 — Exemplo 2, comk = 1,0,z =0 e a = 1—2 — Modo critico de encurvadura.
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. . h
Consola contraventada com carga aplicada no banzo superior (0 < a < 1lez, = —5)

Com a carga agora aplicada no centro de gravidade do banzo superior da seccdo extrema
h . - ;-
(zg = —5), faz-se novamente variar a posicdo dos contraventamentos rigidos (lateral e

torsional) ao longo do comprimento da consola, isto €, faz-se variar o parametro « entre 0 e 1.

As cargas criticas obtidas para cada um dos trés valores de k considerados estdo representadas

na Figura 5.16, mais uma vez sob a forma de grafico D versus a. As Figuras 5.17-5.19

cr.0

apresentam os modos criticos de algumas consolas contraventadas (com a < @sptimo, @ =
Asptimo € @ > Qgprimo), 0S Qquais devem ser contrastados com o segundo modo de
encurvadura caracteristico de uma consola ndo contraventada (Figura 5.11).

Os trés comentarios feitos a propdsito do caso anterior mantém-se genericamente validos,
com excepcdo do seguinte ponto: O valor 6ptimo de a é mais elevado do que no caso anterior
(varia agora entre 0,65 e 0,85) — por outras palavras, a posi¢ao 6ptima dos contraventamentos
encontra-se agora mais proxima da extremidade livre do que anteriormente.

ch
ch.O

10,0 ~

8,0 A1

6,0 -

4,0 A

2,0 -

0,0 T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 5.16 — Exemplo 2, com carga aplicada no banzo superior (z, = — g) — Variagdo do

ratio <= em funcédo da posicao dos contraventamentos, para valores selecionados de k.

cr,0
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Figura 5.17 — Exemplo 2, com k = 1,0, z, = — % ea = % — Modo critico de encurvadura.

Figura 5.18 — Exemplo 2, com k = 1,0, z, = — % ea= E (= asptimo) — Modo critico de

encurvadura.
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Figura 5.19 — Exemplo 2, com k = 1,0, z5 = — g ea = 1—‘: — Modo critico de encurvadura.

: o h
Consola contraventada com carga aplicada no banzo inferior (0 < a <1ez, = E)

, . . ~ h .
Quando a carga € aplicada no centro de gravidade da secgéo extrema (zo = E) e se faz variar a

QCT

cr,0

exemplificados nas Figuras 21-23. Face aos dois casos anteriores, interessa apenas salientar que
o valor 6ptimo de a é agora praticamente independente de x e aproximadamente igual a 0,5.

entre 0 e 1, obtém-se os ratios apresentados na Figura 5.20 e 0s modos criticos

ch
4'5 T ch.O

4,0 4
3,5 -
3,0 -
2,5 -
2,0 -

1,5 1

1,0 4

0,5 A1

0,0 T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 5.20 — Exemplo 2, com carga aplicada no banzo inferior (z, = %) — Variacao do ratio

QQﬁ em funcédo da posicéo dos contraventamentos, para valores selecionados de k.

cr,0
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Figura 5.22 — Exemplo 2, com k = 1,0, z, = %e a= % (= asptimo) — Modo critico de

encurvadura.
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Figura 5.23 — Exemplo 2, com k = 1,0, z, = ge a = 2 Modo critico de encurvadura.

4
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6 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo procedeu-se a formulacdo de um elemento finito para a analise, em regime
elastico, da instabilidade lateral por flexdo-torcdo de vigas com secdo transversal aberta de
paredes finas duplamente simétrica e contraventamentos discretos, os quais podem ser laterais
e/ou torsionais, rigidos ou elasticos.

O elemento finito desenvolvido foi implementado no software MatLab e testado em dois
exemplos de aplicacdo. Verificou-se uma excelente concordancia com os resultados,
analiticos e numéricos, disponiveis na literatura e também com os resultados numéricos
fornecidos pelo freeware LTBeam.

Os dois exemplos de aplicacdo permitiram ainda ilustrar a importancia de factores como as
condigdes de apoio e de carregamento, 0 parametro de torgdo x, assim como o tipo, rigidez e
posicao (ao longo do vao e na sec¢do transversal) dos contraventamentos utilizados.

Para uma viga simplesmente apoiada em flexdao uniforme e com um contraventamento lateral
elastico a meio vao, constatou-se que:

1) Quando o contraventamento lateral é colocado a meia altura da sec¢éo ou ao nivel da linha
média do banzo comprimido, verifica-se existir um valor limite para a rigidez do
contraventamento, k; ;;,,, caracterizado pelas seguintes propriedades:

e Para k; < k;;im, 0 modo critico de encurvadura € simétrico e 0 momento critico
M., cresce coma rigidez do contraventamento sendo sempre inferior ao momento
correspondente ao segundo modo de encurvadura da viga andloga ndo
contraventada, M, .

e Para k; = k; ;;m, 0 modo critico de encurvadura € antissimétrico e tem-se M., =
MZ.O-
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A eficécia do contraventamento lateral é mais elevada quando este é colocado ao nivel do
banzo comprimido do que quando é colocado a meia altura.

2) A eficacia do contraventamento lateral colocado ao nivel da linha média do banzo
traccionado é diminuta: 0 momento critico é consideravelmente inferior a M, ;, mesmo no
limite de um contraventamento perfeitamente rigido. Neste caso, 0 modo critico de
encurvadura € sempre simétrico.

Para uma consola com uma carga concentrada na extremidade livre e contraventamentos
lateral e torsional rigidos, constatou-se que:

1) Existe posi¢do dptima no interior do vao para posicionar 0s contraventamentos. Nesta posicdo

Optima, o ratio QQL atinge um maximo absoluto, que é superior a é superior a Q20

cr,0 cr,0

2) A referida posi¢do Optima depende em geral do pardmetro de tor¢cdo k e da cota de
aplicacdo da forca concentrada na secgéo extrema da consola.

A concluir esta dissertacdo, apresentam-se as seguintes sugestdes para futuros trabalhos de
pesquisa:

1) Prosseguir os testes de verificagdo da ferramenta desenvolvida, nomeadamente com outras
condicBes de apoio, carregamento e contraventamento. Em particular, a analise de vigas
com um numero de seccdes contraventadas superior a um podera constituir um problema
interessante.

2) Generalizar os elementos finitos desenvolvidos para o caso de vigas com secdo
monossimétrica e contraventamentos continuos.

3) Anélise de vigas hiperestaticas no plano (vigas continuas, por exemplo) e sua
automatizacao.

4) Estudo da instabilidade lateral de vigas contraventadas considerando o efeito das
deformacdes de pre-encurvadura.
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