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RESUMO

A crescente complexidade das estruturas de engenharia e a grande necessidade de otimizagao
da fase de analise estrutural de um projeto levou ao desenvolvimento, ao longo dos tempos, de
diversas ferramentas computacionais de analise numérica de comportamento de estruturas.
Estas ferramentas vieram permitir dar solugdo a problemas matematicos que, devido a sua
dimensdo e complexidade, ndo sdo passiveis de serem resolvidos por métodos analiticos.

Hoje em dia, existem ainda poucas solugdes estruturais que utilizem estruturas em casca
reticuladas comparativamente com a quantidade de solugdes tradicionais que podem ser
encontradas. Um dos fatores mais relevantes para a sua reduzida aplicagdo prende-se com a
complexidade das formas a utilizar. Sabe-se, no entanto, que as estruturas em casca sio das
estruturas mais eficientes alguma vez construidas, uma vez que conseguem suportar cargas
muito superiores ao seu peso proprio sendo muito eficazes na transmissao de cargas.

Neste contexto, surge entdo a presente dissertacdo com o objetivo de desenvolver duas
ferramentas de andlise numérica: uma para determinacdo da forma geométrica e outra para
analise de estabilidade e determinagdo de esfor¢cos de cascas reticuladas. Estas ferramentas
foram desenvolvidas nas linguagens de programacao Octave € Matlab com base em duas
ferramentas ja existentes em linguagem Fortran.

Além do desenvolvimento das duas ferramentas numéricas, a presente dissertacdo tem
também como objetivo aferir as capacidades de célculo e vantagens de utilizacdo das varias
linguagens de programacao na resolucao deste tipo de problemas. Deste modo, a par com o
seu desenvolvimento, procede-se também a aplicacao das ferramentas desenvolvidas a alguns
casos de estudo para determinacao da forma e andlise de estabilidade de estruturas.

Optou-se pela utilizagdo das linguagens de programacao Octave e Matlab porque apresentam
como pontos fortes uma iniciacao rapida e uma grande simplicidade e eficacia em operacdes
matriciais. A linguagem Octave segue ainda a sintaxe da vertente numérica do sofiware
Matlab, sendo bastante similar o desenvolvimento das ferramentas através das duas
linguagens. A grande e principal vantagem de utilizagdo da linguagem Octave prende-se com
o facto de ser amplamente acessivel e de utilizagao livre.
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ABSTRACT

The increasing complexity of the engineering structures and the great need of optimization the
structural analysis phase of a project, in order to answer quickly and efficiently to the
structures being analysed, led to the development over time of the several computational tools
of numerical analysis of the behaviour of structures. These tools made possible to answer
mathematic problems which due to their dimension and complexity cannot be solved using
analytic methods.

Nowadays, there are still few structural solutions which apply grid shell structures against the
large quantity of traditional solutions that can be found. One of the most relevant factors for
their reduced application is the complexity of the forms to be used. However, it is known that
shell structures are one of the most efficients ever built, since they can support loads much
higher than their own weight being extremely effective in load transmission.

In this context arises the present dissertation with the goal of developing two numerical
analysis tools, one for determining the geometric shape and another for stability analysis and
efforts determination of reticulated shells. These tools were developed in the programing
languages Octave and MATLAB based in two tools already existing in Fortran language.

Besides the development of these numeric tools, the present dissertation aim is to assess the
calculation capacities and advantages of using each programing languages in solving this kind
of problems. This way, along with their development, occurs the application of the developed
tools to some study cases in order to determine the shape and analyse the structures stability.

Octave and MATLAB languages were chosen because they present as strengths a quick start
as well as a great simplicity and efficiency in matrix operations. Octave language follows the
syntax of numerical aspects of MATLAB software, being quite similar the tools development
through the two languages. The main advantage of using the Octave language is due to the
fact of being widely accessible and of free use.
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SIMBOLOGIA

Letras minusculas latinas

[ — Comprimento deformado da barra

[, — Comprimento inicial da barra

l, — Dimensao da barra segundo a dimensao x

L, - Dimensdo da barra segundo a dimenséo y

[, - Dimensao da barra segundo a dimensdo z

l,,- Cosseno diretor do vetor ¥; correspondente ao eixo x do sistema de eixos global

l,,- Cosseno diretor do vetor ¥, correspondente ao eixo x do sistema de eixos global

Ly, - Cosseno diretor do eixo x' local correspondente ao eixo x do sistema de eixos global

Ly, - Cosseno diretor do eixo y' local correspondente ao eixo x do sistema de eixos global

l,, - Cosseno diretor do eixo z' local correspondente ao eixo x do sistema de eixos global

m,,, - Cosseno diretor do vetor ¥; correspondente ao eixo y do sistema de eixos global

m,,- Cosseno diretor do vetor ¥, correspondente ao eixo y do sistema de eixos global

my, - Cosseno diretor do eixo x’ local correspondente ao eixo y do sistema de eixos global
my, - Cosseno diretor do eixo y’ local correspondente ao eixo y do sistema de eixos global
m,, - Cosseno diretor do eixo z' local correspondente ao eixo x do sistema de eixos global
n,,- Cosseno diretor do vetor ¥; correspondente ao eixo z do sistema de eixos global

n,,- Cosseno diretor do vetor ¥, correspondente ao eixo z do sistema de eixos global

ny, - Cosseno diretor do eixo x' local correspondente ao eixo z do sistema de eixos global

ny, - Cosseno diretor do eixo y' local correspondente ao eixo z do sistema de eixos global

n,, - Cosseno diretor do eixo z' local correspondente ao eixo x do sistema de eixos global

nb — Numero de barras

nn — Numero de nos / Numero do nd bloqueado

nl; — No relativo a extremidade 1 da barra i

n2; — No relativo a extremidade 2 da barra i

u, — Deslocamento da extremidade A da barra deformada relativamente a extremidade A da
barra indeformada segundo o eixo x

u; — Deslocamento da extremidade B da barra deformada relativamente a extremidade B da
barra indeformada segundo o eixo x

vy — Deslocamento da extremidade A da barra deformada relativamente a extremidade A da
barra indeformada segundo o eixo y
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v; — Deslocamento da extremidade B da barra deformada relativamente a extremidade B da
barra indeformada segundo o eixo y

V1 — Vetor auxiliar que corresponde a um vetor horizontal perpendicular ao plano vertical que
contém a barra

v, — Vetor do plano vertical que contém a barra

w, — Deslocamento da extremidade A da barra deformada relativamente a extremidade A da
barra indeformada segundo o eixo z

w; — Deslocamento da extremidade B da barra deformada relativamente a extremidade B da
barra indeformada segundo o eixo z

xo — Coordenada da extremidade A da barra indeformada segundo o eixo x

x1 — Coordenada da extremidade B da barra indeformada segundo o eixo x

Yo — Coordenada da extremidade A da barra indeformada segundo o eixo y

y1 — Coordenada da extremidade B da barra indeformada segundo o eixo y

zy — Coordenada da extremidade A da barra indeformada segundo o eixo z

z, — Coordenada da extremidade B da barra indeformada segundo o eixo z

Letras maiusculas latinas

A — Area da seccdo transversal

A — Matriz de incidéncia da estrutura

A — Versdo-base da matriz de incidéncia da estrutura

Ap — Matriz de incidéncia para cada barra

Apo — Matriz auxiliar para determina¢ao da matriz de incidéncia da estrutura
C — Matriz de coordenadas

D — Deslocamentos na configuracao deformada da estrutura
D — Vetor de deslocamentos globais da estrutura

Dy — Vetor de deslocamentos para cada barra

Dypg — Vetor de deslocamentos globais para cada barra

Dy — Vetor de deslocamentos da estrutura desmontada

E —Moddulo de elasticidade

E;—Modulo de elasticidade tangente

F — Vetor de forcas de fixagao

Fp — Vetor de forgas de fixacao para cada barra

Fq4— Vetor de forcas de fixagao da estrutura desmontada

I —Momento de inércia

J —Momento de inércia a tor¢ao

K — Matriz de rigidez
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K5 — Matriz de rigidez para cada barra

K, — Matriz de rigidez geométrica para cada barra

Kpm — Matriz de rigidez material para cada barra

K4, — Matriz de rigidez geométrica da estrutura desmontada

Kim — Matriz de rigidez material da estrutura desmontada

K, — Matriz de rigidez geométrica

K; — Matriz de rigidez da barra i referida a suas coordenadas locais

K,» — Matriz de rigidez material

N — Esforgo axial na barra

P — Carga aplicada

P — Vetor de carga

Py — Vetor auxiliar para determinagdo de carga

Xo— Forga de fixagdo da extremidade A da barra indeformada segundo o eixo x
X1 — Forga de fixagdo da extremidade B da barra indeformada segundo o eixo x
Yo — Forca de fixacdo da extremidade A da barra indeformada segundo o eixo y
Y; — Forca de fixacdo da extremidade B da barra indeformada segundo o eixo y
Zp— Forca de fixacdo da extremidade A da barra indeformada segundo o eixo z
Z; —Forca de fixacdo da extremidade B da barra indeformada segundo o eixo z

Letras minusculas gregas

a — Angulo medido entre o eixo local x do elemento barra e o plano vertical que contém a
barra

&k — Extensdo de engenharia

&6 — Extensdo de Green

A — Fator de carga critica da estrutura

o — Tens@o normal

ABREVIATURAS

Fortran - IBM Mathematical FORmula TRANslation System
MATLAB - MATrix LABoratory

MIT - Massachusets Institute of Technology

GNU - GNU is Not Unix

GPL - General Public License

IBM - International Business Machines

LAPACK - Linear Algebra PACKage
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1. INTRODUGAO

1.1.Enquadramento

A fase de andlise estrutural de um projeto de engenharia corresponde a uma das fases mais
importantes, dado que € nesta fase que sdo quantificadas as variaveis que definem a estrutura,
com vista ao céalculo dos efeitos das agdes atuantes sobre a mesma. Pretende-se, nesta fase,
determinar a deformagdo da estrutura, tensdes, esforgos internos, reacdes de apoio, analise de
estabilidade, entre outros parametros relevantes, de modo a caraterizar o comportamento da
estrutura com vista a otimizagao da solugdo desejada.

Devido a crescente complexidade das estruturas e a grande necessidade de otimizagdo da fase
de analise estrutural, hoje em dia existem ja diversas ferramentas computacionais de analise
numérica de comportamento de estruturas que permitem dar solucio a problemas matematicos
de grande dimensdo e complexidade que ndo sdo passiveis de ser resolvidos de modo
analitico. O conhecimento e utilizacdo de linguagens de programacao ¢ bastante vantajoso na
resolucao de problemas que envolvam um grande volume de calculos, permitindo assim uma
maior eficiéncia e otimizagado da fase de analise estrutural de um projeto.

Neste contexto, surgem as estruturas em casca reticulada, as quais devido a sua complexidade
sao ainda pouco aplicadas como solugdo estrutural. Embora sejam ainda poucas as
construgdes em todo mundo onde podem ser vistas aplicagdes deste tipo de estruturas,
existem ja algumas solu¢des aplicadas a edificios, mais especificamente a coberturas e pontes
pedonais. Este facto deve-se principalmente a complexidade das formas a utilizar e
consequentemente a dificuldade na fase de conce¢ao do projeto. No entanto, este tipo de
estruturas tem a grande vantagem de conseguir suportar cargas muito superiores ao Sseu peso
proprio sendo muito eficientes na transmissdo de cargas. Sdo, por isso, consideradas das

estruturas mais eficientes construidas até agora.

1.2. Objetivos

A presente dissertacdo tem como objetivo o desenvolvimento de duas ferramentas de anélise
numérica de cascas reticuladas nas linguagens de programacdo Octave e MATLAB, ambas
traduzidas e adaptadas a partir de duas ferramentas numeéricas ja existentes em linguagem
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Fortran. Posteriormente sao aplicadas as ferramentas desenvolvidas para analise de trés casos
de estudo.

A primeira ferramenta numérica desenvolvida destina-se a determinagdo da forma geométrica
de cascas reticuladas através de uma analise de estruturas reticuladas constituidas por
elementos sem rigidez de flexdo em que os deslocamentos, rotacdes e deformagdes podem
tomar valores finitos, com comportamento nao linear. A grande vantagem desta ferramenta ¢
permitir a determinagdo de um anti funicular das cargas atuantes e reagdes de apoio da casca,
de modo a determinar a forma geométrica que permite que a acdo das cargas exteriores seja
equilibrada apenas pelos esforcos axiais.

A segunda ferramenta numérica destina-se a analise global de estabilidade elastica e
determinagdo de esforcos de estruturas reticuladas tridimensionais constituidas por materiais
de comportamento elastico linear. A determinagao de esforgos ¢ feita com base no método dos
deslocamentos e¢ para a andlise de estabilidade da estrutura ¢ utilizada a formulagdo
linearizada da relagdo entre o esforco axial e a rigidez de flexdo de pecas lineares
comprimidas, permitindo assim a resolu¢do do problema através de um algoritmo de valores
proprios. Na presente dissertagdo o principal foco de interesse, depois do desenvolvimento
das ferramentas, consiste na analise de estabilidade deste tipo de estruturas.

Pretende-se também analisar a capacidade de resolugdo de problemas relativos a cascas
reticuladas com recurso a estas novas ferramentas, traduzidas para as linguagens Octave e
MATLAB, de modo a aferir a sua eficiéncia na resolu¢do desse tipo de problemas. A
capacidade de célculo da linguagem Fortran neste tipo de aplicacdes € ja conhecida. Esta
possui uma grande capacidade de armazenamento de dados e apresenta uma grande rapidez de
calculo na resolucdo deste tipo de problemas sendo esperada uma maior eficiéncia na
utilizagdo desta linguagem aquando da sua comparacdo com as duas linguagens aqui
utilizadas. No entanto, o objetivo € tornar as ferramentas desenvolvidas o mais eficazes
possivel, de modo a ser passivel a sua utilizagdo neste tipo de problemas. A andlise da
eficiéncia destas linguagens ¢ de grande interesse uma vez que estas tém uma iniciagao facil e
rapida para os utilizadores que pretendam iniciar a sua aprendizagem na area da programacao,
sendo também de salientar que a linguagem Octave ¢ de utilizagdo livre. Para utilizagdo do
software MATLAB no ambito da presente dissertagdo foi utilizada uma licenga de campus
fornecida pela Universidade de Coimbra.

Nesta dissertagdo, serdo entdo apresentadas as conclusdes obtidas com desenvolvimento das
ferramentas através das varias linguagens de programacdo, de modo a aferir até que ponto ¢
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vantajosa a utilizagdo das linguagens Octave ¢ MATLAB comparativamente a linguagem
Fortran.

Para afericdo do correto funcionamento das duas ferramentas desenvolvidas, para
determinagdo da forma geométrica e para analise de estabilidade e determinagdo de esforcos,
sao apresentados dois casos de estudo, um relativo a uma torre reticulada e outro a uma malha
plana de geometria irregular, que ja se encontravam analisados através de métodos analiticos
e pelas ferramentas ja existentes em linguagem Fortran, respetivamente. Além dos casos de
estudo utilizados para validagao das novas ferramentas ¢ também apresentada a analise de
mais um caso de estudo relativo a uma malha plana pentagonal, o qual se pretende que seja
analisado com recurso as novas ferramentas de modo a determinar uma solu¢do em casca
reticulada para a configuracdo de malha fornecida.

O primeiro caso referido diz respeito a uma torre reticulada para a qual se pretende efetuar a
analise de estabilidade e determinac¢dao de esforcos. A analise desta estrutura teve como
objetivo validar o correto funcionamento da segunda ferramenta numérica aqui desenvolvida,
uma vez que eram ja conhecidos os valores das cargas de instabilidade para a mesma,
calculados através da expressao de Euler.

O segundo caso corresponde a uma malha de contorno curvo irregular, aqui denominada por
Malha A, para a qual se pretende determinar uma solucdo em casca reticulada com recurso as
novas ferramentas, de modo a comparar com os resultados obtidos através das ferramentas ja
existentes em Fortran. Para tal aplicou-se igualmente o valor de todos os dados ja definidos
para a resolucdo com ferramentas em Fortran, nomeadamente propriedades de secgdes,
cargas aplicadas e condi¢des de apoio.

O ultimo caso de estudo aqui apresentado corresponde a aplicacdo das duas ferramentas
numéricas desenvolvidas para determinagdo de uma solugdo em casca partindo da
configuracdo de malha fornecida. Pretende-se assim determinar a forma a adotar para a
estrutura em casca reticulada, a qual ¢ encontrada com recurso a primeira ferramenta, sendo
posteriormente analisada a sec¢do a aplicar a estrutura resultante, e feita a andlise de
estabilidade através da segunda ferramenta desenvolvida.

Importa referir que embora seja possivel a andlise de esforcos através das ferramentas
numéricas desenvolvidas estes ndo serdo objeto de andlise uma vez que o objetivo da presente
dissertacdo consiste no desenvolvimento das ferramentas e a sua aplicacdo em casos de estudo
para determinac¢do da forma e analise de estabilidade.
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1.3.Estrutura do documento

O presente documento encontra-se divido em sete capitulos sendo estes discretizados em
seccoes e subseccoes.

No capitulo 1 ¢ efetuada uma pequena contextualizagdo da tematica abordada na presente
dissertacao bem como os objetivos a atingir com a realizacao da mesma. Ainda neste capitulo,
¢ também especificada a abordagem utilizada para a resolugao do problema em estudo.

No capitulo 2 ¢ feito um enquadramento geral a tematica da presente dissertacdo de modo a
introduzir alguns conceitos tedricos necessarios para a compreensao do trabalho desenvolvido
nos capitulos seguintes. Assim sendo, neste capitulo ¢ feita uma breve introducdo as
estruturas em casca e as linguagens de programacao Fortran, Octave e MATLAB.

No capitulo 3 ¢é apresentado um breve enquadramento histérico sobre a evolugdo das
estruturas em casca na sua generalidade, bem como as estruturas em casca reticulada, e os
métodos habitualmente utilizados para a sua analise.

O capitulo 4 contém todos os fundamentos tedricos que serviram de base ao desenvolvimento
das duas ferramentas numéricas aqui objetivadas sendo apresentados em seccdes distintas os
fundamentos teoricos relativos a cada ferramenta.

No capitulo 5 ¢ abordado o processo de traducdo e adaptacdo das ferramentas ja existentes em
linguagem Fortran para as linguagens Octave e MATLAB. Neste ¢ feito uma descri¢cdo do
funcionamento dos algoritmos de célculo utilizados para cada ferramenta.

O capitulo 6 contém a informagao relativa aos varios casos de estudo analisados bem como os
resultados obtidos através da sua andlise com recurso as ferramentas numéricas
desenvolvidas. Neste capitulo ¢ também feita a andlise dos resultados obtidos nomeadamente
no que diz respeito a estabilidade das cascas reticuladas analisadas.

Por fim, o capitulo 7 diz respeito as consideracgdes finais onde sdo sintetizadas as conclusoes
do trabalho desenvolvido. Sdo apresentadas conclusdes relativas ao desempenho das
ferramentas numéricas desenvolvidas, a analise de estabilidade de estruturas em casca
reticulada e sdo também sugeridas algumas propostas de assuntos a desenvolver em trabalhos
futuros.
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2. ENQUADRAMENTO GERAL

Neste capitulo ¢ apresentado um breve enquadramento aos varios assuntos abordados ao
longo da presente dissertacdo, de modo a contextualizar e introduzir alguns conceitos tedricos
necessarios para uma melhor compreensao do trabalho desenvolvido.

Primeiramente serd feita uma breve introducdo sobre estruturas em casca, € em particular
sobre estruturas em cascas reticuladas, as quais sdo objeto de estudo nesta dissertagdo, de
modo a apresentar as varias vertentes deste tipo de solugdo e algumas vantagens da sua
aplicagdo. Por ultimo, ¢ feita uma pequena contextualizagdo sobre as linguagens de
programacao aqui abordadas, Fortran, Octave e MATLAB, uma vez que ¢ com base nelas que
se desenvolve todo o trabalho efetuado.

2.1.Estruturas em casca

Uma estrutura em casca ¢ uma superficie curva tridimensional, podendo ou nao ser continua,
onde a espessura ¢ muito menor do que as restantes dimensdes e as cargas atuantes sao
resistidas através de esforcos predominantemente de tracdo e compressdo. Neste tipo de
estruturas, a forma geométrica ¢ determinante para resistir as agdes externas, podendo o seu
comportamento ser analisado segundo duas teorias: teoria da membrana ou teoria de flexao.

A teoria da membrana considera que a casca nao resiste a flexdo ou forcas de corte,
suportando apenas esforcos de tracdo ou compressdo, ou seja, diz-se que as forgas de
membrana sio independentes da flexdo. As propriedades do material ndo sdo utilizadas nesta
analise sendo esta aplicavel a qualquer casca independentemente do material, uma vez que as
for¢as de membrana sdo definidas pelas condi¢des de equilibrio estatico.

A andlise de cascas segundo a teoria de flexdo, tal como o nome indica, inclui os efeitos de
flexdo permitindo considerar os efeitos de descontinuidades nos valores das tensdes em
determinadas zonas da casca. Contrariamente ao que acontece na teoria da membrana, para
efetuar a analise de cascas segundo a teoria de flexdo € necessario conhecer as propriedades
do material a utilizar, devido a pressupostos cinematicos a considerar para o célculo da sua
deformacao.
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Na pratica, quando as estruturas em casca apresentam uma espessura muito menor do que as
restantes dimensdes, a sua rigidez de flexao terd também valores muito pequenos podendo ser
considerada nula. Neste tipo de situacdes, as estruturas podem ser estudadas com recurso a
teoria da membrana considerando que as cargas exteriores aplicadas a estrutura sao resistidas
apenas através de esfor¢os normais de compressao e tragao. Contudo, importa referir que em
alguns casos pode ndo ser possivel obter solugdes compativeis com as condigdes reais de
deformacao ou nao ser possivel prever o estado de tensdo em determinadas zonas da casca
através desta teoria. Nestas situacdes, pode utilizar-se a teoria de flexdo uma vez que esta,
além das for¢as de membrana, permite considerar também as forgas de corte e de flexao.

2.1.1. Cascas reticuladas

Os conceitos introduzidos anteriormente relativos a estruturas em casca referem-se a esse tipo
de estruturas na sua generalidade, no entanto, no &mbito da presente dissertacdo sdo abordadas
mais especificamente as estruturas em casca reticulada. Assim sendo, de seguida sdo
apresentadas as particularidades deste tipo de estruturas.

As estruturas em casca reticulada trianguladas apresentam a mesma geometria € 0 mesmo
comportamento estrutural que as estruturas em casca continua, contudo, a casca deixa de ser
uma superficie continua e passa a ser definida por uma grelha idealizada com recurso a pegas
lineares. Outra caracteristica propria deste tipo de estruturas prende-se com o modo como ¢
feita a transmissdo de cargas, enquanto numa casca definida por superficie continua existe um
numero infinito de caminhos possiveis que as cargas podem descrever, numa casca reticulada
a transmissdo de cargas faz-se apenas através dos elementos da area de influéncia do ponto de
aplicacdo da carga, limitando assim as possibilidades de caminhos para transmissao de cargas.

2.1.2. Determinagao da forma geométrica

De modo a completar esta breve introducao as estruturas em casca, ¢ ainda necessario abordar
um ultimo assunto de grande importancia na utilizagdo deste tipo de estruturas: a
determinagdo da sua forma geométrica. Uma das grandes adversidades deste tipo de solugdo
passa pela concecdo da estrutura a construir, uma vez que existe uma grande variedade de
possiveis formas que podem ser adotadas.

Existem essencialmente dois métodos para definigdo da forma geométrica da casca: o
desenvolvimento de formas livres ou o desenvolvimento de formas de equilibrio.
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O desenvolvimento de formas livre para estruturas em casca consiste em utilizar apenas
elementos geométricos simples, tais como: linhas retas, parabolas, circulos, elipses, etc. Este
tipo de cascas sdo idealizadas independentemente do fluxo de transmissao de cargas, o que faz
com que venha a ser necessario a aplicagdo de possiveis reforgos em determinadas zonas.
Embora este método seja bastante eficaz leva, no entanto, a um mau aproveitamento do
material, uma vez que a estrutura tera de se adaptar aos esforcos que as cargas exteriores
produzirao.

Este tipo de solugdo foi essencialmente utilizada até finais dos anos 60 em que as formas de
estruturas em casca eram apenas feitas com base em elementos geométricos descritiveis por
formulagdes matematicas como € o caso da cobertura do auditério Kresge pertencente ao MIT
(Massachusets Institute of Technology) em Cambridge, nos Estados Unidos da América,
projectada pelo arquitecto Eero Saarinen em 1953, a qual foi definida com base na forma de
uma calote polar retirada de uma esfera, Figura 2.1.

Figura 2.1 - Auditorio Kresge projetado pelo arquiteto Eero Saarinen pertencente ao MIT-
Cambridge

O segundo método referido, o desenvolvimento de estruturas em casca com base em formas
geométricas de equilibrio, consiste em adotar uma configuracdo estrutural com base na
configuracdo de for¢as a que a estrutura estard sujeita de modo a obter um comportamento
estrutural eficiente. Importa referir que a ferramenta numérica para determinagdo da forma
desenvolvida no ambito desta dissertagao tem como teoria base este mesmo método.

O termo “forma de equilibrio” ¢ frequentemente associado a uma malha de cabos. Uma
estrutura constituida por uma malha de cabos, ao ser solicitada por uma determinada
configuracdo de cargas exteriores e dependendo das condi¢des de apoio a que esta estd sujeita,
ird sofrer deformacdo de modo a adaptar-se as cargas que lhe sdo aplicadas, ficando assim
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sujeita a um estado de tensao puramente de tragdo, uma vez que a rigidez de flexdo ¢
desprezavel. Sabendo a configuragdo deformada que resiste a determinado carregamento, se
for utilizada uma malha de barras com a configuragdo inversa a obtida para a malha de cabos,
esta ficard sujeita maioritariamente a tensdes produzidas por esforco axial de compressdo,
existindo, no entanto, uma parcela residual de esforcos de flexdo que resultam de ter sido
atribuida uma rigidez de flexdo aos elementos constituintes da malha. Neste tipo de
configuragdo de cascas, irdo sempre verificar-se deformacgdes, que embora pequenas, levam a
que a compatibilizacao de deslocamentos seja respondida por esfor¢os de flexao, porque ainda
que o valor dos momentos fletores seja muito reduzido, este depende da relagdo entre as
rigidezes de flexdo e axial dos elementos.

A medida que foram sendo desenvolvidas ferramentas numéricas computacionais como
alternativa aos modelos fisicos até entdo utilizados, passou a ser possivel a andlise de
estruturas utilizando diversos tipos de materiais, passando a ser possivel deter um maior
controlo sobre os parametros de calculo considerados.

2.2.Linguagens de programagao

2.2.1. Linguagem Fortran

A linguagem Fortran ¢ uma das linguagens de programagdao mais antigas, tendo sido
desenvolvida pela IBM (International Business Machines) a partir de 1950 com o objetivo de

ser utilizada em aplicagdes cientificas e de engenharia. Esta teve a sua primeira publicagdo em
1957.

ApoOs a sua criacdo, a linguagem Fortran passou a ser utilizada em grande escala nas mais
diversas areas cientificas, nomeadamente em previsdo meteorologica numeérica, andlise de
elementos finitos e nas areas da dindmica de fluidos, fisica e quimica computacional devido a
sua grande capacidade numérica. Tornou-se assim numa das linguagens de programag¢ao mais
utilizada na area da linguagem de programagdo de alto nivel sendo inclusive utilizada em
programas para benchmark’ na grande maioria dos supercomputadores.

Esta linguagem foi idealizada inicialmente como uma linguagem de programacao estruturada,
a qual tem como base o conceito de que qualquer programa pode ser reduzido a trés

'Benchmark — (em linguagem de computagio) é nome dado ao ato de executar um programa de computador,
conjunto de programas ou operagdes com o objetivo de realizar testes que permitem avaliar o desempenho de um
programa ou algoritmo.
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estruturas: sequéncia, decisdo e iteracdo ou repeticdo, sendo o desenvolvimento dos
programas feito com base em estruturas simples, rotinas e fungdes. No entanto, hoje em dia,
existem ja versdes de Fortran que suportam a programagao orientada a objetos, a qual tem
vindo a substituir a anterior no contexto das aplicacdes modernas devido ao seu maior
desenvolvimento na area da seguranga e reaproveitamento de codigo. A programacao
orientada a objetos ¢ um modelo de programagao baseado na composi¢ao e interagdo entre
diversas unidades de software chamadas de objetos.

Em suma, as grandes vantagens de utilizagdo desta linguagem prendem-se com a grande
velocidade e precisdo no tratamento de dados, o grande niimero de programas e rotinas ja
existentes e a grande eficiéncia dos seus compiladores.

2.2.2. Linguagem Octave

A linguagem Octave surgiu no dmbito do projeto GNU (GNU is Not Unix) sob licenca GPL
(General Public License), o qual tem como objetivo a criacdo de software livre.

O objetivo inicial do GNU/Octave centrava-se no desenvolvimento de uma ferramenta que
permitisse determinar solugdes para problemas relativos a reatores quimicos, de modo a
complementar um curso sobre esta matéria que decorria na Universidade do Texas, em
Austin. Contudo, devido a algumas limitagdes técnicas relativas a aproximagdo dos resultados
obtidos, optou-se por tornar a ferramenta mais flexivel, de modo a permitir a sua utilizagdo de
forma mais ampla. Os primeiros e principais desenvolvimentos na criagdo do GNU/Octave
foram da responsabilidade de um entdo professor na Universidade de Texas, John W. Eaton,
por volta do ano de 1992. A linguagem Ocfave tornou-se assim numa linguagem de
programacao de alto nivel, desenvolvida para computagdo matematica permitindo a resolugdo
de problemas numéricos, lineares e ndo-lineares.

A linguagem Octave, tal como referido anteriormente, ¢ uma linguagem de programacao
livre, de rapida iniciacdo e de grande simplicidade e eficacia na resolucdo de operacdes
matriciais. Apresenta ainda outras vantagens, nomeadamente: os calculos sdo feitos com
precisdo dupla, possui uma grande compatibilidade com o MATLAB, apresenta uma grande
capacidade para resolucdo de problemas numéricos lineares e ndo lineares, e ¢ também
bastante eficaz no célculo aproximado de raizes de equacdes ndo-lineares, de fungdes
ordinarias e de polindmios. Além disso, permite também a determinag¢do de integrais, e
integragcdo numérica de equacdes diferenciais ordinarias e diferenciais algébricas.
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Outra grande vantagem do Octave € o facto de ser possivel expandi-lo e adapta-lo através de
fungdes definidas pelo utilizador, podendo inclusive serem utilizados mddulos escritos com
recurso a outras linguagens como C++, C e Fortran.

2.2.3. Linguagem MATLAB

O MATLAB (MATrix LABoratory ) € uma linguagem de programagao de alto nivel que possui
um ambiente de trabalho interativo desenvolvido para computagdo numérica, visualizagao e

programacao, sendo utilizada por engenheiros e cientistas das mais diversas areas de saber.
(MathWorks, 2015)

A linguagem MATLAB surgiu em 1970 com o intuito de auxiliar os cursos de Teoria
Matricial, Algebra Linear ¢ Analise Numérica, tendo sido criado por Cleve Moler, o entao
presidente do departamento de ciéncia da computacdo da Universidade do Novo México. Em
1984, Jack Little, formado em engenharia eletrotécnica e ciéncia computacional, e Steve
Bangert, consultor de engenharia, juntaram-se a Cleve Moler para fundar a MathWorks,
tendo reescrito MATLAB em C.

Atualmente o MATLAB dispdoe de uma vasta biblioteca de fungdes matematicas, geracdo de
graficos e manipulagdo de dados permitindo ainda ao utilizador escrever as suas proprias
bibliotecas em MATLAB.

O MATLAB permite fazer analises de dados, desenvolver algoritmos, criar modelos de célculo
e aplicacdes ou pode ainda ser utilizado como algo tdo simples como uma calculadora. Hoje
em dia, existe j& uma grande variedade de aplicagdes nas quais 0 MATLAB ¢ utilizado como
por exemplo: processamento do sinal e comunicagdes, processamento de imagem e video,
sistemas de controlo, teste e medi¢do, tratamento de dados a nivel financeiro e biologia
computacional. A semelhanga da linguem Octave, em linguagem MATLAB os calculos sdo
efetuados com precisao dupla. (MathWorks, 2015)

Enquanto linguagem de programagdo ¢ mais eficiente na resolu¢do da maioria dos problemas
numéricos do que as linguagens Fortran, Basic ou C uma vez que tem como elementos
basicos da linguagem vetores e matrizes, sem necessidade de dimensionamento. Isto permite
reduzir o numero de linhas de programa e acelerar o processo de célculo.
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3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A construcdo ¢ umas das ocupagdes mais antigas da espécie Humana. (Berger, Structural
Form in Architecture, 2007) Ja na antiguidade o Homem construia abrigos por razdes de
sobrevivéncia devido a questdes climaticas ou para prote¢do em relacdo a outros seres vivos.

Por volta do ano de 1996 foram encontrados vestigios de abrigos de antigas civilizagdes com
alguns milhares de anos, mais especificamente da era da espécie Homo heidelbergensis, numa
praia nos arredores de Nice, no sul de Franga, tendo posteriormente sido feito desse local um
lugar arqueologico chamado Terra Amata. O processo de construgdo desses antigos abrigos
consistia em cravar ramos de arvores diretamente no solo de forma a criar um plano oval ao
nivel do solo. Posteriormente, era erguido um elemento mais rigido, que faria o papel de uma
viga central, sendo seguro por dois elementos igualmente resistentes, que teriam a funcao de
pilares, onde posteriormente seriam ligados os ramos cravados no solo. Estes ramos eram
fletidos de modo a serem ligados a viga central formando assim arcos em toda a largura do
abrigo. (Berger, Structural Form in Architecture, 2007)

Com base em alguns estudos realizados sobre as construgdes encontradas apurou-se que a
tipologia de construcao dos abrigos apresentava algumas diferengas consoante a parte do
mundo onde se localizava e a geragdo que a construira. Embora o procedimento previamente
descrito fosse a base das construgdes analisadas, sdo evidentes algumas diferencas no engenho
da construgdo. Em todas elas € notoria a preocupacdo de fazer com que a malha formada pela
estrutura fosse tanto ortogonal quanto o permitido pela geometria e pela flexibilidade do
material, no entanto, em alguns locais, ao invés de se formar um plano oval ao nivel do solo
optara-se por uma forma radial, fazendo consequentemente com que os ramos da estrutura
concorressem num s6 ponto.

O desenvolvimento da construcdo consistiu num processo evolutivo de tentativa-erro por
parte do Homem, na busca pela melhor forma das solugdes a adotar e dos materiais a utilizar.
A utilizagdo da intersecao dos arcos neste tipo de construgdes levou a que fosse definido um
sistema estrutural extremamente eficiente. Se a sua eficiéncia for medida através do récio
entre o peso proprio da estrutura e a resisténcia a cargas exteriores aplicadas, estamos perante
umas das estruturas mais eficientes alguma vez construidas, uma vez que a sua geometria
permite suportar cargas muito superiores ao seu peso proprio. (Berger, Structural Form in
Architecture, 2007)
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Sabe-se hoje que a forma mais eficiente do ponto de vista estrutural ¢ a forma funicular que
esteja em equilibrio com a carga que lhe ¢ aplicada, ou seja, a forma geométrica de equilibrio
para o carregamento aplicado e respetivas condi¢gdes de apoio sem necessidade de esforgos de
flexdo. Foi com base neste conceito, que em 1975 foi concebida aquela que ¢ considerada por
muitos autores "a mae das estruturas de casca reticulada", a Multihalle representada nas
Figura 3.1.

Figura 3.1 - Vista aérea e vista interior, respetivamente, da Multihalle, em Mannheim na
Alemanha

A Multihalle ¢ uma estrutura em casca reticulada concebida em madeira para acolher a
Federal Garden Exhibition em Mannheim, na Alemanha, tendo sido desenvolvida por um dos
grandes arquitetos alemaes da época, Frei Otto, em conjunto com o engenheiro britanico, Ted
Happold. Em ocasido da realizacdo da exibicdo, a estrutura de madeira foi inicialmente
pensada e construida com caracter provisorio e como tal ndo haviam sido considerados todos
os requisitos regulamentares de seguranga e capacidade de carga que seriam exigiveis no caso
de uma estrutura permanente. No entanto, o seu comportamento estrutural veio a revelar-se
excecionalmente bom, encontrando-se a estrutura ainda hoje em 6timas condi¢des, razio pela
qual foi mais tarde reconhecida com a categoria de edificio monumental.

Aquando da concecdo desta estrutura, ndo existiam ainda ferramentas numéricas com
capacidade para desenvolver e analisar a solu¢cdo idealizada. A determinacdo da forma da
estrutura a conceber foi feita por intermédio de modelos fisicos a escala 1:100, com recurso a
malhas de cabos com rigidez de flexdo desprezavel sujeitos a determinados casos de carga.
Procurou-se assim o desenvolvimento de formas de equilibrio para varias situacdes de
carregamento, tendo sido adotada a configuragdo geométrica que desse melhor resposta aos
diversos casos de carga testados. A estrutura final conta com aproximadamente 72 metros de
comprimento, 35 metros de largura, 15,5 metros de altura e uma 4rea total de
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aproximadamente 3600 m?. A Figura 3.2 mostra o modelo fisico utilizado na determinagio da
forma geométrica da Multihalle.

Figura 3.2 - Modelo fisico, a escala 1:100, utilizado na determinagdo da forma geométrica da
Multihalle

Outro exemplo de eficidcia na aplicagdo deste tipo de estruturas foi o Pavilhdo do Japao
construido no ambito da Feira Internacional de Handver em 2000, "Expo 2000", igualmente
localizado na Alemanha.

Nesse ano de 2000, o tema da feira tinha como principal foco o desenvolvimento sustentavel
com o intuito de mostrar como as pessoas e a tecnologia podem interagir de forma a melhorar
o meio ambiente. No ambito deste tema, a organizacdo idealizou para o evento uma estrutura
de design aberto, livre de colunas e completamente constituido por materiais reciclados e
reciclaveis, o que levou a materializacdo de uma estrutura em casca reticulada com cerca de
72 metros de comprimento, 25 metros de largura e 16 metros de altura constituida por tubos
de cartdo, como representado na Figura 3.3. Contudo, foi necessdria a constru¢cdo de uma
estrutura secundaria de suporte, feita em madeira, uma vez que as leis alemds nao
contemplam o projeto de estruturas com materiais reciclados.

O projeto da estrutura de suporte em madeira foi realizado pelos arquitetos Shigeru Ban e Frei
Otto, tendo sido realizado em apenas trés semanas e mantido integro durante toda a feira. No
entanto, apds o evento a estrutura foi desmantelada tendo as fundacdes de aco e os tubos de
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cartdo sido comprados e reciclados por uma empresa alema, respeitando assim a tematica da
feira.

Figura 3.3 - Vista exterior e vista interior do Pavilhdo do Japao - Expo 2000 Handver
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4. FUNDAMENTOS TEORICOS

No presente capitulo serdo apresentados os fundamentos tedricos que serviram de base ao
desenvolvimento das ferramentas numéricas em estudo, mais especificamente ao
desenvolvimento do calculo principal das ferramentas. As teorias base aqui apresentadas sao
separadas em duas secgdes, as quais dizem respeito as duas ferramentas desenvolvidas, de
modo a melhor explicitar as teorias subjacentes a cada uma delas.

4.1.Determinagao da Forma Geométrica

Um dos maiores problemas na conce¢do de estruturas em casca reticulada prende-se com a
determinagdo da forma geométrica ideal a adotar para a estrutura em estudo. Contudo, com o
desenvolvimento da capacidade de céalculo do computador foram surgindo ferramentas
numéricas com grande capacidade de calculo que permitem a utilizagdo de métodos
numéricos computacionais para determinar formas geométricas de equilibrio sem ser
necessario a utilizacdo de modelos fisicos. Estes métodos vieram permitir a simulacao das
caracteristicas reais dos materiais tornando o processo mais rapido e rigoroso
comparativamente a utilizagdo do método experimental. Até entdo, a determinagdo da forma
consistia na utilizagdo do método experimental com a utilizacdo de modelos fisicos, o qual
apresenta grandes desvantagens, nomeadamente: a dificuldade de execugdo em condigdes
ideais, o elevado custo associado a execucao dos modelos fisicos ¢ a dificuldade em fazer
variar os parametros uma vez que sao utilizados materiais reais para constru¢ao dos modelos
fisicos, levando a que seja restringido o uso das caracteristicas reais dos proprios materiais.
Embora seja menos eficiente comparado com as ferramentas que se encontram disponiveis
hoje em dia para a resolucao deste tipo de problemas, este método pode ainda ser utilizado
sempre que assim se justifique.

Segundo Veenendal & Block (2011), os métodos numéricos existentes nos dias de hoje para
determinagdo da forma geométrica de estruturas em casca reticulada podem ser divididos em
trés categorias: o Método da Densidade das Forgas, o Método de Relaxagdo Dinamica e
“M¢étodos de Matriz de Rigidez”.

O M¢étodo da Densidade das Forgas utiliza como unidade principal de calculo o racio da forca
pelo comprimento de cada barra, enquanto o Método da Relaxacdo Dinamica utiliza a
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analogia com movimento, considerando assim que as forcas desequilibradas e a massa dos
nos determinam a aceleragdo. A ultima categoria das trés mencionadas, “Métodos da Matriz
de Rigidez", utiliza, tal como o nome indica, uma matriz de rigidez nos calculos
correspondentes aos materiais utilizados. Esta categoria ¢ a menos bem definida até ao
momento, ndo existindo ainda um consenso entre os autores em relacio ao nome destes
métodos, sendo frequentemente designados de "Computagao de Malha Nao-Linear", "Analise
de Deslocamentos Nao-Lineares" ou "Rigidez Transiente". Contudo, a qualquer um destes
nomes estdo associados métodos cujo calculo ¢ baseado numa formulagdo do método dos
deslocamentos que utiliza uma matriz de rigidez.

Na presente dissertagdo, a determinacdo da forma ¢ feita com recurso ao Método dos
Deslocamentos, que se insere na ultima categoria referida, por ser genericamente o que mais
se adequa a analise ndo-linear de estruturas. Tal como descrito no documento Dias da Silva,
“Introdugao a Analise Nao-Linear de Estruturas” (2002), a sua adequagao a analise nao-linear
de estruturas prende-se com as seguintes caracteristicas:

— ndo ser necessario considerar condi¢gdes de compatibilidade de deformagdes, uma vez
que se as fungdes deslocamento forem continuas as deformagdes serdo sempre
compativeis;

— um campo de deslocamentos define univocamente e a nivel local, todas as grandezas
que intervém no problema, ou seja, conhecidos os deslocamentos podem determinar-
se as extensdes por derivagdo, a partir destas (e de eventuais parametros de estado do
material) podem determinar-se as tensdes e, finalmente, as forgas interiores que
equilibram as exteriores.

A tltima caracteristica referida confere-lhe grandes possibilidades de sistematizacdo, uma vez
que todas estas operagdes sao feitas a nivel local, o que as torna independentes da geometria
do corpo ou estrutura, tornando fécil a formulagdo do problema em termos de deslocamentos.

Embora este método seja aqui apresentado como teoria base a determinagdo da forma
geométrica, que corresponde a primeira ferramenta numérica, importa referir que ¢ também
aplicado ao nivel da segunda ferramenta desenvolvida, mais especificamente na analise de
estabilidade e determinag@o de esforgos, sendo apenas apresentado ao nivel desta ferramenta
de modo a ndo repetir informagao.

Outro método também utilizado no desenvolvimento da primeira ferramenta ¢ o método de
Newton-Raphson, o qual foi integrado na aplicagdo do Método dos Deslocamentos de modo a
permitir uma maior rapidez de convergéncia. Este método permite a resolugao das equagdes e
sistemas de equagdes ndo lineares, uma vez que estas, de uma maneira geral, tem que ser

Paula Cristina Mascate Mogo 16



Ferramentas Numéricas para Determinagdo da Forma FUNDAMENTOS TEORICOS
e Andlise de Estabilidade de Cascas Reticuladas

resolvidas iterativamente permitindo assim uma maior rapidez de convergéncia aliada ao
processo iterativo.

4.1.1. Método dos Deslocamentos

Tal como foi aferido no capitulo 2 deste documento, a forma geométrica de equilibrio para
uma estrutura de casca reticulada sujeita a determinadas agdes esta diretamente relacionada
com a configuragdo deformada de uma malha de elementos sem rigidez de flexdo, ou seja,
sujeita a esfor¢o axial puro.

Os fundamentos teoricos relativos ao célculo da deformagdo de elementos com estas
caracteristicas através do Método dos Deslocamentos serdo apresentados de seguida com base
no documento Dias da Silva, “Introducdo a Andlise Nao-Linear de Estruturas” (2002).

Para o calculo de uma estrutura constituida por pegas sujeitas a esfor¢o axial puro através do
método dos deslocamentos € necessario desenvolver as expressoes que permitem calcular as
forcas de fixacdo e a matriz de rigidez de uma barra biarticulada numa dada situacdo
deformada. Assim sendo, considere-se a barra representada na Figura 4.1, cuja posicdo na
situacdo indeformada ¢ definida pelas coordenadas x; € y, na extremidade A ¢ x; € y; na
extremidade B.

ik Y1t U

Figura 4.1 - Configuragdes indeformada e deformada de uma barra biarticulada sujeita a
deformacao finita
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Na situagdo deformada as coordenadas das extremidades desta barra sdo definidas por (4.1) e
(4.2).

(X0 tUp 4.1
A: {yg + Vo

(Xt uy 4.2)
B: {yl + V1

De acordo com a convengdo assumida na Figura 4.1, os comprimentos inicial (ly) e
deformado (1) da barra sdo definidos pelas expressoes (4.3) e (4.4) respetivamente.

lo =~/ Ce1 — x0)% + (1 — ¥0)? (4.3)

1=0 4w —x —up)? + (1 + v1 — Yo — 15)? (4.4)

Sempre que ¢ usada uma formulagdo lagrangeana na andlise de deformacdes finitas ¢ quase
sempre utilizada a extensdo de Green, ao invés da habitual extensdo de engenharia, pelo facto
de conduzir a expressdes matematicamente mais simples. As expressdes (4.5) e (4.6)
correspondem ao célculo das extensdes de engenharia e de Green respeitantes a configuragao
deformada:

=1 (4.5)
-

€g

1 y 12— 1,2 (4.6)

A expressao (4.7) € entdo a expressao de calculo da extensdo de Green que resulta da
substituicdo das expressdes de | e [, em funcdo de x,y,uev. Tal como referido
anteriormente, ¢ possivel constatar que a expressao (4.5) levaria a uma forma mais complexa
da expressao de calculo para a extensao.

. 1 y (ug —up)? + 2(x3 — x0) (uy — ug) + (W1 — v9)? + 2(y1 — ¥o) (V1 — ) 4.7)
¢ =

2 (21 — x0)2 + (1 — ¥0)?
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Também de acordo com a conveng¢do anterior, os cossenos dos angulos a e 8 sdo dados pelas
expressoes (4.8) e (4.9).

l 4.8
cosa = Tx (4.8)
l 4.9
cosfl = Ty (4.9)
Com:
{lx=x1+u1—x0—u0 (410)
ly=y1+v,—yo—vg

Considerando o esfor¢o axial N de tragdo positivo, as forcas de extremidade da barra sdo
dadas por (4.11) e (4.12).

L, 4.11)

L, (4.12)

A matriz de rigidez da barra pode entdo ser obtida por derivagdo das forcas X e Y em relagdo
aos deslocamentos u e v. Para evitar repetigdes de demonstragdes, consideram-se aqui apenas
as forgas atuantes da extremidade B sendo a matriz (4.13) a matriz de rigidez correspondente
as duas coordenadas desta extremidade.

0X, ON 0 6X1 0 0 (4.13)
[a—u1=a—1cosa+Na—ul(cosa) 6171 =5 1cosa+Na—(cosa)]

aY; ON 6Y1 dN

L’?ul = 1cosﬁ N~ (COSﬁ) 9, v 1C05ﬁ +N-— (cosﬂ)J

Considerando que o esforgo axial N ¢ determinado através do produto da tensdo pela area da
seccdo transversal da barra na situagdo indeformada, expressdao (4.14), e assumindo que E;
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corresponde ao mddulo de elasticidade tangente, as derivadas de N em ordem a u e v sdo
dadas pelas expressoes (4.15) e (4.16).

N=ogxA (4.14)
ON A do Aaa de de (4.15)
du;, ~ Ou, = Odedu; = ouy
ON do do O¢ oe (4.16)

v, v, de vy Lov,

Deste modo, utilizando as expressoes (4.8), (4.9) e (4.10) obtém-se:

E_ x1+Hup—Xg—Uy Ly (4.17)
ou;  (x1 —x0)%+ (1 —¥0)?  1,?

e L, (4.18)

al al

-1, —l (4.19)
[— (cosa) = 6”1 i (cos a) =——

al l

I yau
l—(cosﬁ) = —1 —(cosﬁ) =

As derivadas do comprimento / em ordem a u e v sdo dadas pelas expressoes (4.20) e (4.21).
Sendo estas substituidas nas expressdes da matriz (4.13) obtém-se a matriz de rigidez para a
extremidade B da barra em fungdo de A4, E;, Iy, [, [, e I, expressdo (4.22).

al d 11 0
=3 (VB) =377 ) =% (420
du; Ouq 210w, l

a1 (4.21)
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[0X, Ll  12-12 90X, Ll Ll (4.22)
— =AE,—5—+N —— =AE, S -N2
ou, F1,% HENE vy F1,2 1 13

o L L Ll oy L 2 —1,°

= AE, %2+ N
tlozl 13

ou, 2T B oy

Contudo, como mencionado anteriormente, esta matriz de rigidez corresponde apenas a uma
das extremidades da barra. A generalizacao desta matriz as duas extremidades da barra, ou
seja as quatro coordenadas da barra, pode ser feita por analogia, obtendo-se a matriz de
rigidez K indicada em (4.23) correspondente ao sistema de quatro coordenadas representado
na Figura 4.2.

—

Figura 4.2 - Barra com quatro graus de liberdade

[ L° Ll —L° —Ll) (4.23)
o AB| Ly L2 =L, —L°
zozll L2 =L, LE L, J
L, —-L,* Ll L7
217 Ll —P4LE L, }
2 2

N 21, L, =12+,
l3|—12+1x2 Ll 2-1°  —Ll, |
| oy, —2+u? -, 2-1f |

No caso de um sistema tridimensional (seis coordenadas), como o que estd representado na
Figura 4.3., a respetiva matriz de rigidez K, definida em (4.23), pode facilmente ser obtida por
generalizagdo da matriz apresentada para um sistema de quatro coordenadas. Importa referir
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que o elemento utilizado na primeira ferramenta corresponde a este mesmo elemento,
representado na Figura 4.3.

A extensdo da matriz de rigidez ao espago tridimensional ¢ feita através da consideracao das
parcelas que dizem respeito as coordenadas z, € z; € aos deslocamentos w, € w; na diregao z.

l3

Com:

—12+1,°

TQ

L,
Z T

Figura 4.3 - Coordenadas da barra no caso tridimensional

2

L2 Ll L, -2
L, L2 Ll =Ll

Ll, Ll 17 L1,
L7 =Ll =Ll L2
L, -L* Ll Ll
R N L,
~Ll,  —Ll, —1241°

217 -l Ll,

~Ll, -1’ L,
L, L1, 2-1°
~2+17 L, ~L L,
Ll, ——2+1,° —Ll,

lZ=Zl+W1—ZO—W0

l:/Q2+@2+Q2

*—\_‘_‘_‘

—Ll, L]
L% =L,
—Ll, =l°
Lely Ll
L2 Ll
L, L°
L, Ll,
2+, Ll
Ll,  —2+1°
—Ll, =L,
217 -l
L, 2-1,’

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Finalmente, as forcas de fixacao, no caso tridimensional sao definidas pelas expressoes (4.27)
e (4.28).

(v —_ Ly (4.27)
Xo==N-
l
Yo=-NZ
l
l
lzo = —NTZ

(4.28)

4.1.2. Método de Newton-Raphson

Tal como descrito no documento Dias da Silva, “Introducdo a Analise Nao-Linear de
Estruturas” (2002), o Método de Newton-Raphson apresenta a grande vantagem de na sua
utilizagdo permitir que haja sempre convergéncia desde que os valores de partida das
incognitas — os deslocamentos nas coordenadas cinematicas — se encontrem suficientemente
proximos da solugao.

No caso de a estrutura ter apenas um grau de liberdade, o0 método de Newton-Raphson toma a
forma apresentada na expressao (4.29):

-1 (4.29)

Dis =i+ (3p) 1P =FO1= (35) Gues =D =P = F D)

. dF .. ~
sendo que a quantidade (d—D),representa a rigidez tangente da estrutura na configuracao
l

deformada definida por D;.

No caso de uma estrutura com n graus de liberdade, como € o caso das estruturas em andlise,
o método de Newton-Raphson segue o algoritmo apresentado em (4.31) sendo K a matriz de
rigidez tangente da estrutura, relativa as n coordenadas cinematicas consideradas.
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Dy =D; +[K]; ‘(P —F) (4.30)
r0F, OF, F, 71t (4.31)
5 5 aD, D, D, , ;
S S oF, OF, oF, o -
St =47 t|oD, oD, aD, N
Pntipr \Pny aﬁn oF, a}rn b bl
aD, D, D, ],

4.2. Analise de Estabilidade e Determinagcao de Esforgos

Depois de apresentadas as bases tedricas para o desenvolvimento da primeira ferramenta, bem
como a exposicdo do Método dos Deslocamentos comum as duas, é agora necessario
aprofundar os conceitos que serviram de base ao desenvolvimento da segunda ferramenta no
que diz respeito a andlise global de estabilidade elastica e calculo de esforcos de estruturas
reticuladas tridimensionais constituidas por materiais de comportamento eléstico linear.

O calculo da carga critica de instabilidade elastica desempenha um papel muito importante na
verificacdo da seguranca de estruturas reticulada, principalmente em estruturas esbeltas ou
constituidas por elementos esbeltos. Os conceitos tedricos descritos de seguida dizem respeito
ao calculo da carga critica global de uma estrutura reticulada tridimensional em que o material
se encontra em fase elastica linear.

A andlise de estabilidade aqui desenvolvida ¢ feita com base na formulagdo linearizada da
relacdo entre o esforco axial e a rigidez de flexdo de pegas lineares comprimidas, de modo a
permitir a resolu¢do do problema através de um algoritmo de valores proprios.

Também aqui sdo descritos os conceitos base considerados para o elemento barra utilizado no
desenvolvimento da ferramenta, sendo explicitadas as consideracdes efetuadas para defini¢ao
da sub-rotina relativa aos cossenos diretores dos elementos.

Importa referir que as quatro sec¢des apresentadas de seguida baseiam-se no documento Dias
da Silva, “Célculo de cargas criticas globais e deslocamentos de segunda ordem em estruturas
tridimensionais” (2007).
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4.2.1. Teoria Base

A carga critica de uma estrutura ¢ a carga para a qual a estrutura atinge uma fase de transi¢ao
entre a situagdo estavel e a situagao instavel de deformagao. Nesta fase ¢ possivel fazer variar
a deformacao da estrutura sem que seja necessario alterar os esforgos internos que equilibram
as forcas exteriores aplicadas. Nesta fase diz-se que ocorre uma situagao de equilibrio
indiferente, a qual ¢ definida pelo chamado modo de instabilidade. A carga critica da estrutura
¢ a carga que corresponde a menor das cargas, para as quais se verifica equilibrio indiferente.

Numa estrutura discretizada para analise pelo método dos deslocamentos, a relagao entre um
acréscimo infinitesimal do campo de deslocamentos e o correspondente acréscimo das forgas
nas coordenadas cinemadticas ¢ definido pela matriz de rigidez tangente da estrutura, ou seja:

dF = K dD. (4.32)

De acordo com o indicado no inicio desta subsecc¢do, na situagdo critica € possivel ter um
valor dD diferente de zero sem que haja alteracdo dos esforgos internos, ou seja, com
dD = 0. Sendo assim, com elementos nao nulos no vetor dD, na situacdo critica verifica-se
que:

KdD = 0. (4.33)

Conclui-se entdo que a matriz de rigidez € singular na situagdo critica dado que esta tltima
condicdo ndo poderia ser obedecida com elementos ndo nulos no vetor dD.
Consequentemente a determinagdo da carga critica pelo método dos deslocamentos pode ser
efetuada determinando o menor valor das cargas aplicadas que torna singular a matriz de
rigidez.

As cargas exteriores aplicadas tém influéncia na matriz de rigidez de duas formas:
diretamente através das tensdes, fazendo com que o material saia do regime linear alterando
assim o seu mddulo de elasticidade tangente, através da influéncia dos esforcos internos na
componente geométrica da rigidez. Para a presente analise considera-se que o material ndo sai
do regime eléstico linear, pelo que a determinagdo da carga critica basear-se-a4 no calculo da
influéncia dos esforgos axiais na matriz de rigidez tangente da estrutura.
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4.2.2. Rigidez de flexdao de um elemento barra

De um ponto de vista teodrico teria todo o interesse considerar os modos de instabilidade por
torcao localizada de um elemento, podendo estes resultar da interagdo entre o esforgo axial € o
momento torsor, ou da deformagao axial pura. No entanto sabe-se que, a relevancia pratica
destes modos de instabilidade é muito reduzida. Pelo contrario, a instabilidade lateral
(bambeamento) apresenta uma grande relevancia pratica, apresentando habitualmente um
caracter local. Este tipo de instabilidade resulta da interacdo entre o momento fletor ¢ a
rigidez de tor¢do. Conclui-se entdo, que a determinagdo da carga critica global de uma
estrutura reticulada pode ser feita com boa aproximagdo considerando apenas a influéncia do
esfor¢o axial na componente geométrica da rigidez de flexao.

Considere-se um elemento barra, com quatro graus de liberdade, Figura 4.4, com rigidez de
flexdo EI e sujeito a um esforco axial de compressdao N. A matriz de rigidez correspondente

resultante da interag¢ao entre o esfor¢o axial e a deformacao por flexdo ¢ dada pela expressao
(4.34).

Figura 4.4 — Graus de liberdade de flexao plana de um elemento barra

K N y (4.34)
~ 2 —2cos(kl) — klsin(kl)
[k sin(kl) cos(kl) —1 ksin(kl) cos(kl)—1
sin(kl) — kl cos(kl) kl — sin(kl)
cos(kl) —1 . cos(kl) — 1 — %
ksin(kl)  cos(kl) —1 k sin(kl) cos(kl) —1
kl — sin(kl in(kl) — kl kl
cos(kl) — 1 L() cos(kl) — 1 sin(kD cos(kl)
| k k |
Com:
I = N
~ \|EI
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Para um célculo mais rigoroso da carga critica ¢ também necessario contabilizar o efeito
benéfico das tragcOes na estabilidade da estrutura. No caso de o esfor¢o axial ser de tracao, a
expressao (4.35) ¢ substituida por:

N (4.35)
K = - X
2 — 2 cosh(kl) — kl sinh(kl)

[k sinh(kl) 1 — cosh(kl) k sinh(kl) 1 — cosh(kl) 1
kl cosh(kl) — sinh(kl inh(kl) — ki
| — cosh(kyy LeoshC )k sinh(kl) cos(kl) — 1 %
k sinh(kl) 1 — cosh(kl) k sinh(kl) 1 — cosh(kl)
sinh(kl) — kl kl cosh(kl) — sinh(kl)
1 — cosh(kl) B P — 1 — cosh(kl) X

Importa referir que as expressoes (4.34) e (4.35) s6 sdo validas se as rotagdes forem
suficientemente pequenas para poderem ser consideradas infinitesimais, ou mais
concretamente, enquanto o valor do angulo de rotagcdo se mantiver préximo do valor do seu
seno. Em termos praticos, o limite de aplicabilidade destas expressdes ¢ bastante alto,
podendo considerar-se como seguro um limite de rotagdo de 30°.

O valor da carga critica de uma estrutura pode ser calculado analisando o valor do
determinante da matriz de rigidez da estrutura para valores crescentes das forgas aplicadas,
identificando assim o valor da carga que o anula. O correspondente modo de instabilidade
pode ser calculado adotando um valor arbitrario d para o deslocamento no grau de liberdade i
da estrutura e resolvendo o sistema de equacdes apresentado de seguida.

[ Ky -+ Ky o K| [da 0
Ko -+ Ky -+ Ky di o =14d Com: Ki=1leK;;=0/(j+#1)
_[(‘nl e K:'n;i e K;r'm J dri 0

Embora este método seja exato a sua utilizagdo sé ¢ vidvel para um nimero relativamente
pequeno de graus de liberdade. Dado que as fungdes contidas na expressdo (4.34) sdo
descontinuas, passando de —oo para +oo quando o denominador passa por zero, os incrementos
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de carga tem que ser muito pequenos para detetar efetivamente a primeira passagem por zero
do determinante de K e ndo uma subsequente. Além disso, o determinante da matriz de
rigidez de uma estrutura com muitos graus de liberdade facilmente excede o valor méximo
que pode ser tratado pelo computador (“overflow™).

Os problemas de instabilidade podem sem formulados como um problema algébrico de
valores proprios quando: (1) o material tem comportamento elastico linear, (2) os
deslocamentos sdo suficientemente pequenos para poderem ser considerados infinitesimais e
(3) o deslocamento num ponto qualquer da estrutura ¢ funcdo linear dos deslocamentos nas
coordenadas cinematicas. Nestas condi¢des a rigidez material é constante ¢ a geométrica ¢
proporcional a carga. No entanto, para o problema em estudo na presente dissertagdo, a ultima
condi¢do enunciada ndo ¢ verificada o que se reflete na forma das expressoes (4.34) e (4.35),
em que ndo ¢ possivel identificar as parcelas material e geométrica. Este problema pode ser
contornado linearizando as fungdes contidas nas expressoes (4.34) e (4.35).

4.2.3. Linearizagao da matriz de rigidez

Tal como referido, a analise de estabilidade aqui desenvolvida ¢ feita com base na formulagao
linearizada da relagdo entre o esforco axial e a rigidez de flexdo de pecas lineares
comprimidas. De modo a obter uma formulacdo de valores proprios para o problema da
determinagdo das cargas e modos de instabilidade, as fun¢des que definem os elementos da
matriz de rigidez em funcdo do esforgo axial sdo substituidas por retas tangentes a curva nos
pontos de abcissa nula, ou seja, onde o esforgo axial ¢ nulo. As expressdes (4.34) e (4.35) sdo
substituidas pela expressao (4.37), sendo o valor do esfor¢os axial positivo em tracao.

K =ElKy+NK, (4.36)
(12 6 12 61 6 1 6 1 (437)
126 = > 6 1 6 1
B B 51 10 5I 10
6 4 6 2 1 21 1 l
_ o T 10 15 10 30
K=Ell1 6 15 TN 6 1 6 1
ER R T 51 10 5 10
g 2 6 4 1 l 1 21
-5 7 B 1 "0 "30 10 15
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A matriz de rigidez divide-se assim em duas parcelas: rigidez material e rigidez geométrica. A
parcela correspondente a rigidez material ¢ independente do valor da carga aplicada enquanto
a rigidez geométrica caracteriza-se por ser proporcional ao esforco axial e independente do
modulo de elasticidade do material. A determinacdo dos fatores A, pelos quais deve ser
multiplicada a carga atuante para se obter situacdes de equilibrio indiferente e
correspondentes modos de deformacao, pode ser feita pela tltima das seguintes expressoes:

KdD=0>= (K, +1K,)dD=0 = K,,dD=-1K,dD (4.38)

em que K, representa a rigidez material ¢ K 4 representa a rigidez geométrica da estrutura. A
ultima das expressdes (4.38) pode facilmente ser colocada na forma correspondente ao
problema algébrico de valores proprios simétrico generalizado definido pela expressao (4.39)
em que as matrizes A ¢ B sdo simétricas e B ¢ positiva definida.

Az=1Bz (4.39)

Rearranjando a ultima das expressoes (4.38), pode dar-se-lhe uma forma correspondente a

expressao (4.39).
A=K, (4.40)
B =K, 1
z=dD = Kg,dD = —ZKmch)Az:/l’Bz
1

W=-7

Na versdo original em Fortran da ferramenta numérica aqui reprogramada em Octave e
MATLAB, a resolugdo do problema algébrico de valores proprios, bem como a do sistema de
equacdes correspondente a determinacdo dos esforgos na estrutura pelo método dos
deslocamentos, sdo efetuadas recorrendo diretamente a biblioteca LAPACK?. Esta biblioteca

encontra-se também na base de muitas das funcdes algébricas incluidas no Octave e
MATLAB.

A lineariza¢do da matriz de rigidez introduz erros na solu¢do, os quais podem, no entanto, ser
minimizados até um valor desprezavel subdividindo as barras da estrutura. Desta maneira
garante-se que os elementos da matriz de rigidez de cada barra s6 sdo utilizados numa gama

2 Biblioteca LAPACK — Biblioteca de sub-rotinas para solugdo de problemas de algebra linear.
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de esfor¢os axiais de compressao muito inferior ao valor critico da barra. Nesta gama de
esforcos axiais as curvas exatas e as correspondentes retas de aproximagao sdo praticamente
coincidentes.

4.2.4. Definicao do Sistema de eixos local do elemento barra

O sistema de eixos global da malha plana ou estrutura em casca, consoante a ferramenta em
causa, nomeadamente, x, y, Z apresenta o eixo y na dire¢ao vertical. No programa de analise
de estruturas reticuladas, ou seja, na segunda ferramenta numérica, o sistema de eixos do
elemento barra, x', y', z' apresenta o eixo z' segundo o eixo da barra, sendo o sentido do eixo
definido pelos pontos nodais da extremidade da barra, Figura 4.5.

Os eixos x' ¢ ' dos elementos barra sdo os eixos principais de inércia da sec¢do transversal
da pega, sendo a orientagdo do eixo x' definida pelo angulo a entre o eixo x’ € o plano vertical
que contém a barra. Este angulo ¢ medido entre o semieixo x' positivo € o plano vertical
acima da barra, sendo considerado positivo no sentido retrogrado quando observado segundo
o sentido positivo de z’, Figura 4.5.

YA
— ~—+——————plano vertical—___

a) b)

Figura 4.5 — Sistema de eixos do elemento barra: a) Perspetiva b) Proje¢ao no plano
perpendicular a z’

Os vetores auxiliares ¥; € U, correspondem a um vetor horizontal perpendicular ao plano
vertical que contém a barra e um vetor do plano vertical, perpendicular a z’, respetivamente,
como pode ser visualizado na Figura 4.6.
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bt-—-----3

—Qf--- -

Figura 4.6 - Proje¢do horizontal dos vetores z’ e v;

Os cossenos diretores do vetor vy sdo facilmente determinados através da projecdo
normalizada de z’ no plano zx, em que [, m e n representam os cossenos diretores de cada
vetor no sistema de eixos global, expressoes (4.41), (4.42) e (4.43).

L= Ny (4.41)
vw —
lz,2 + ny,,
m,, =0 (4.42)
L, (4.43)
n, = —

Efetuando o produto vetorial dos vetores ¥4 € z', obtém-se o vetor U, definido pelos cossenos
diretores apresentados nas expressoes (4.44), (4.45) e (4.46).

Ly, = —mymn,, (4.44)
my, = —l, Ny + lyn, (4.45)
Ny, = lvlmZ, (4.46)

Os cossenos diretores do eixo x' podem ser calculados através da definigdo de produto
escalar, através da qual é possivel definir o sistema de equacdes (4.47) que permiti obter [,,,
my, e n,, através da sua resolugdo.
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lZ’ mZ’ TZ,Z/ lx’ 0 (447)
lv1 my, Ny, {mx'} = {Sil’l a}
l,, my, n,,[\Ny cosa

Finalmente, os cossenos diretores do eixo y' sdo calculados através do produto vetorial dos
vetores z'e x', expressoes (4.48), (4.49) e (4.50).

ly/ =Mmyn,, —Mmyny, (448)
My, = —lNy + Lyny, (4.49)
le, = lz/mxl - lxlmz/ (450)

No entanto, no caso particular em que a barra tem eixo vertical o método descrito ndo pode
ser utilizado. Nesta situagdo, o eixo z' € paralelo ao eixo global y. Entdo, a orienta¢do do eixo

principal de inércia da sec¢do x' é definida pelo angulo a entre os semieixos positivos x e x',
como se esquematiza na Figura 4.7.

=Y

Y

Figura 4.7- Defini¢do do sistema de eixos no caso das barras verticais

Este angulo ¢ considerado positivo quando progride de x para z, pelo que os cossenos
diretores de x' tomam os valores correspondentes as expressdes (4.51), (4.52) e (4.53) e os
cossenos diretores Y’ valores iguais aos das expressoes (4.48), (4.49) e (4.50).

l,, =cosa (4.51)

My, =0 (4.52)
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n,, = sina (4.53)

A Figura 4.8 corresponde ao elemento barra utilizado na segunda ferramenta sendo
caracterizado por seis graus de liberdade em cada extremidade, trés de translacdo
(representados por setas simples) e trés de rotacao (representados por setas duplas).

@ _»

Figura 4.8 - Graus de liberdade do elemento barra.
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5. DESCRICAO DAS FERRAMENTAS NUMERICAS

Depois de apresentados os fundamentos tedricos que serviram de base ao desenvolvimento
das ferramentas numéricas em estudo, no presente capitulo sera apresentado de forma
resumida o funcionamento das mesmas, nomeadamente no que diz respeito a entrada de dados
(numero de elementos, numero de nds, as suas coordenadas, sec¢Oes transversais, forgas
aplicadas e graus de liberdade bloqueados), lei constitutiva utilizada, processos de céalculo,
entre outros aspetos relevantes para a compreensdo do funcionamento das ferramentas
numéricas.

Ambas as ferramentas de calculo iniciam-se com a entrada de dados onde sdo atribuidos os
valores dos parametros relativos aos elementos constituintes da malha plana ou da estrutura
em casca. A malha plana aqui mencionada ¢ utilizada ao nivel da primeira ferramenta, na qual
¢ iniciado o processo de calculo através da configura¢do indeformada dessa mesma malha
para obtencdo da forma geométrica de equilibrio a adotar para a casca reticulada resultante.
Através da segunda ferramenta essa mesma casca reticulada ¢ entdo analisada de modo a
determinar os fatores de carga critica da estrutura e respetivos esforgos.

As ferramentas numéricas em estudo comecaram por ser desenvolvidas primeiramente em
linguagem Octave sendo posteriormente, apds o seu correto funcionamento nesta linguagem,
adaptadas para a linguagem MATLAB. O processo de adaptacdo das ferramentas a segunda
linguagem foi relativamente simples uma vez que o Octave segue a vertente numérica do
MATLAB sendo bastante similar o modo de formulacao dos programas de calculo. De modo a
simplificar a compreensdo do funcionamento das ferramentas numeéricas e os procedimentos
utilizados ao longo de cada uma delas, estas serdo descritas de modo genérico, sendo no final
deste capitulo efetuada uma breve comparagdo entre as diferengas na defini¢do dos programas
para as duas linguagens aqui consideradas.

A seccdo seguinte deste capitulo divide-se em trés subsecgdes. A primeira contém uma breve
explicacdo do funcionamento da entrada de dados, a qual € praticamente similar em ambas as
ferramentas numéricas sendo por este motivo explicada numa unica subseccdo. As duas
subseccoes seguintes dizem respeito a cada uma das ferramentas numéricas de modo a
descrever o algoritmo de calculo constituinte de cada uma isoladamente, uma vez que
apresentam processos de célculo diferentes.
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5.1. Algoritmos de calculo

5.1.1. Entrada de dados

O programa de calculo ¢ iniciado com a introdugdo dos dados relativos ao numero de nos,
coordenadas dos mesmos, numero de elementos barra, nds correspondentes a cada elemento,
secgoes transversais, forcas aplicadas e graus de liberdade bloqueados, os quais caracterizam
as condi¢des de apoio da estrutura. Todos estes dados sdo conhecidos inicialmente sendo
apenas necessario o seu tratamento de modo a serem inseridos no programa de calculo sob a
forma de matrizes de modo facilitar a sua utilizacdo ao longo do mesmo.

A informacao relativa as coordenadas dos nos é armazenada numa matriz de dimensao
nn X 3, designada matriz C, representada na expressdo (5.1), em que nn corresponde ao
numero de n6és sendo definidas para cada um deles as coordenadas x, y ¢ z correspondentes.

X1 N 4 (5.1)
C = X2 Y2 22

Xnn Ynn Znn

Para a primeira ferramenta numérica as coordenadas dos nds sdao conhecidas inicialmente,
definindo a malha plana a analisar. No entanto, para a segunda ferramenta as coordenadas dos
noés a introduzir correspondem as coordenadas obtidas para a configuracdo deformada de
equilibrio da malha, a qual corresponde a casca reticulada analisada na segunda ferramenta.
Assim sendo, as coordenadas dos nds da configuracdo deformada da malha sdo armazenadas
num ficheiro separado do programa de calculo, com o formato da matriz C, para
posteriormente ser utilizado na segunda ferramenta numérica.

A informacao relativa aos nos constituintes de cada barra, ao angulo a que permite definir a
orientagdo do elemento em relagdo aos eixos globais, bem como as propriedades da sec¢do
transversal, nomeadamente area da secc¢ao, A, e os momentos de inércia de flexao e tor¢ao, I e
J respetivamente, ¢ introduzida através de uma matriz denominada bar. Esta matriz tem
dimensdo nb X 5, onde nb corresponde ao nimero de barras. Na expressdo (5.2) ¢ indicado
formato da matriz bar.

A matriz bar indicada na expressdo (5.2) corresponde a matriz utilizada na segunda
ferramenta numérica. Para a primeira ferramenta esta matriz ¢ definida apenas com as trés
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colunas respeitantes aos numeros de nés das barras, nl e n2, e respetiva area da sec¢ao
transversal, A, formando uma matriz de nb X 3.

nll n21 al A1 11 ]1 (52)
nl, n2, a A, I [

Ninp nznb nb Anb Inb ]nb

As propriedades das secc¢des a inserir para a primeira ferramenta sdo apenas a area da sec¢ao
transversal, uma vez que estamos na presenca de esforco axial puro, ¢ o moddulo de
elasticidade, para caracterizacdo do material. Importa referir que a area da sec¢do e o mdodulo
de elasticidade sdo apenas ficticios de modo a poder ser determinada a configuragdo
deformada da malha reticulada. Na segunda ferramenta, a forma geométrica da sec¢do tem
obviamente influéncia na andlise estrutural. Nos dois exemplos de casca reticulada
apresentados mais a frente foi utilizada uma secg¢ao transversal circular oca, para a qual além
da area de secc¢do transversal foram introduzidos os parametros relativos a inercia de flexdo e
torcao da mesma. A escolha deste tipo de sec¢do prende-se com o facto de as secgdes
circulares ocas apresentarem um melhor comportamento a tor¢do, principalmente a
fenomenos de instabilidade por flexdo-tor¢ao. O processo de determinacdo da seccao
transversal e os valores dos parametros necessarios sao indicados no capitulo 6 para cada caso
de estudo.

A defini¢do do carregamento aplicado ¢é feita através de uma matriz denominada cargas de
dimensdo ncargas X 3, em que ncargas corresponde ao numero de graus de liberdade
segundo os quais estdo aplicadas cargas e que apresenta a forma indicada na expressao (5.3)
sendo nn o numero do n6 bloqueado, gdl o grau de liberdade bloqueado relativo aos eixos
globais da estrutura e P o valor da carga aplicada.

cargas = [nsn g§dl P] (5.3)

A indicacdo dos apoios da estrutura, ou seja, dos graus de liberdade bloqueados ¢ feita com
recurso a uma matriz nblock X 2 em que nblock corresponde ao numero de graus de
liberdade bloqueados sendo a matriz denominada por apoios, como indicado na expressao
(5.4), com nn correspondente ao nimero do né bloqueado ¢ gdl o grau de liberdade
bloqueado relativo aos eixos globais da barra.
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apoios = [nn g?l] (5.4)

A determinacao da matriz de rigidez referente as coordenadas globais da estrutura ¢ calculada
recorrendo a matriz de incidéncia, aqui denominada por matriz A, tal como indicado na
expressao (5.5), sendo K, a matriz de rigidez da estrutura desmontada. Esta ultima matriz ¢
definida pelas sub-matrizes K;, com i = 1, ...,n, , que correspondem as matrizes de rigidez
de cada barra, referentes as suas coordenadas locais, expressao (5.6).

K, (5.6)
Knb

Para a primeira ferramenta o sistema de eixos local das barras ¢ paralelo ao sistema de eixos
global levando assim a defini¢do de uma matriz de incidéncia constituida apenas por 0 e 1.

Os elementos da matriz de incidéncia correspondentes a barra i sdo representados na Tabela
5.1

Tabela 5.1 — Matriz de incidéncia correspondente a barra i

A1 | ji+2 | p43 | ja+1 | jo+2 | j,+3
ip+1 1 0 0
ip+ 2 0 1 0
ip+3 0 0 1
ip + 4 1 0 0
ip+5 0 1 0
ip+6 0 0 1

Sendo n/ o n6 correspondente a extremidade 1 da barra e n2 o n6 relativo a extremidade 2 da
mesma, ip =6X(—1),j;=mM1—-1)X%x3e j,=(M2—-1)x3.

Para defini¢do destas matrizes na ferramenta numérica 1 foi definida uma matriz auxiliar 4y,

indicada na expressdo (5.7), de modo a construir uma versao-base da matriz de incidéncia da
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estrutura, aqui denominada de Ay a qual inclui também os graus de liberdade que
posteriormente serdo eliminados pelos apoios. Esta matriz é construida através de um ciclo
em que sdo calculadas as matrizes de incidéncia para cada barra e agrupadas na matriz de
incidéncia da estrutura Ay, conforme a Tabela 5.1 e as expressdes (5.8).

10 0 (5.7)
AbO =10 1 O
0 0 1

A (ig+1:i9+3, ji+1: j+3) = Ab, (5-8)

A (ig+4:ig+6, ji+4: ji+6) = Abg

A nomenclatura utilizada para defini¢do da matriz Ay em (5.8), e posteriormente utilizada ao
longo do presente capitulo, indica que, admitindo um caso genérico, Xa.p, c:ay =Y, 08
valores da matriz X desde a linha a a linha b e da coluna c a coluna d, (a: b, c: d), tomam os
valores da matriz Y. O mesmo acontece para a defini¢do de vetores, por exemplo:
F(q.py = G os valores do vetor F desde a linha a a linha b, (a:b), tomam os valores do

vetor G.

Para a segunda ferramenta, a determinag¢do da matriz de incidéncia da estrutura ¢ feita de
modo analogo a primeira com a diferenca de que o elemento barra utilizado corresponde ao
elemento representado na Figura 4.8, em que o dngulo a determina os valores dos cossenos
diretores dos eixos locais da barra, sendo utilizada uma sub-rotina para célculo dos mesmos
baseada nos conceitos enunciados no ponto 4.2.4.

Os elementos da matriz de incidéncia correspondentes a barra i sdo representados na Tabela
5.2.

Para a segunda ferramenta numérica foi igualmente definida uma matriz auxiliar Ay, ,
indicada na expressao (5.9), de modo a construir a matriz de incidéncia da estrutura, Ay. Esta
matriz € construida igualmente através de um ciclo em que sdo calculadas as matrizes de
incidéncia para cada barra e agrupadas na matriz de incidéncia Ay como indicado em (5.10),
de acordo com a Tabela 5.2.
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Tabela 5.2 - Matriz de incidéncia correspondente a barra i

i+ | i +2 | i +3 i +4 i +5 i +6ja+1 | jo+2+3 )+ j,+5 j+6

ip+1 Ly, m,, T

ip+2 Ly, my, ny,

i() +3 lzr My, Nz

ip+4 L My, Tg;

ip+5 l

ip+6 L. m,, Nz,

iO ki _lxl —My, —MNy,

ip+8 =ly, | -my, | —n,,

ip+9 1, | —m, | —

ip +10 L, | =My, | —Ny

io + 11 7ly, 7my/ 7ny;

ip+12 =1, | —m, | —ng

Sendo n1 o nd correspondente a extremidade 1 da barra e n2 o no relativo a extremidade 2 da
mesma, ip =12X (i—1),j;=m1—-1)X6¢e j,=(M2—-1)X6.

o My My (5.9)

AO(i0+1: i0+3 , j2+1: j2+3) = Ab() (5'10)
AO(i0+4': i0+6 ) j2+4-: j2+6) = Ab()
AO(i0+7: i0+9, j1+1: j1+3) = _Ab()

AO(i0+1O:i12+6, j1+45j1+6) =~

Antes de iniciar o calculo principal em cada ferramenta ¢ necessario eliminar as colunas da
matriz de incidéncia relativas aos graus de liberdade restringidos e também os elementos do
vetor de cargas correspondentes aos mesmos graus. Para o vetor de carga P ¢ definido
primeiro um vetor auxiliar P com o nimero de linhas igual ao niimero total de graus de
liberdade da estrutura, incluindo os que serdo posteriormente bloqueados pelos apoios
(nn X 3 na primeira ferramenta e nn X 6 na sgeunda), no qual ¢ indicado o valor da carga no
grau de liberdade respetivo. Este vetor ¢ construido com recurso a um ciclo, repetido tantas
vezes quanto o numero de graus de liberdade com carga aplicada, como definido em (5.11),
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sendo j = (cargas(i,1) —1) X 3 + cargas(i,2) ¢ i o indice relativo a linha da matriz
cargas indicada em (5.3).

Py(j) = cargas (i, 3) (5.11)

De modo a permitir a obtengdo da matriz de incidéncia e do vetor de cargas relativos apenas
aos graus de liberdade nao bloqueados da estrutura ¢ construido um vetor sblock que contém
os numeros correspondentes a todos os graus de liberdade bloqueados, ordenados por ordem
decrescente. Estes, no caso da segunda ferramenta, sdo determinados segundo a operagdo
indicada em (5.12) correspondendo i ao niimero do grau de liberdade bloqueado, antes da
introducao dos apoios.

sblock (i) = (apoio(i,1) — 1) X 6 + apoio(i, 2) (5.12)

Na primeira ferramenta o 6 ¢ substituido por 3. O valor sblock ¢ seguidamente ordenado por
ordem decrescente dos seus elementos.

A determinacdo da matriz de incidéncia da estrutura, denominada por A, e do vetor de cargas,
denominado P, ¢ feita retirando as colunas da matriz de incidéncia Ay e os elementos do vetor
de cargas P relativos aos graus de liberdade restringidos. Ao retirar uma coluna da matriz de
incidéncia relativa a um grau de liberdade restringido todas as colunas posteriores ocuparao
uma posi¢do -1 relativamente a posi¢do anterior. O mesmo acontece para o vetor cargas
relativamente aos elementos correspondentes aos graus de liberdade restringidos: ao retirar
uma linha correspondente a um grau de liberdade restringido, as linhas posteriores passardo a
ocupar uma posi¢do -1 em relagdo a posi¢do anterior. O processo descrito ¢ definido pelas
expressoes (5.13) e (5.14), em que j o nimero do grau de liberdade bloqueado, j =
sblock (i), nla =nb X 12 (nb X 6 na primeira ferramenta), ngl0 = nn X 6 (nn X 3 na
primeira ferramenta) e ngl = ngl0 — nblock,

Ao (1nta, jingto-1) = A0 nia, j+1:ngi0) (5.13)
A= Ao(l inla, 1:ngl)
Po;. ngio-1) = Po(j11: ngio) (5.14)

P =Py gy
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Além da insercao de dados foi também necessario para a definicao dos principais calculos
constituintes das ferramentas a constru¢ao de sub-rotinas aquando do inicio do programa de
calculo de modo a serem posteriormente utilizados quando necessario. As sub-rotinas sao
definidas com recurso a instrucdo ‘“function” existente em ambas as linguagens de
programacao, sendo indicado o seu algoritmo na subsecc¢ao respetiva a cada ferramenta.

5.1.2. Ferramenta numérica 1: Determinagao da forma geométrica

Tal como referido, antes do inicio do calculo principal ¢ necessario definir as sub-rotinas
necessarias para efetuar os célculos pretendidos ao nivel do corpo principal do programa. Para
a primeira ferramenta numérica ¢ necessario a definicdo de uma sub-rotina que permite a
determinagdo da matriz de rigidez K, dada pela expressdo (4.24), e o vetor de forgas de
fixagdo F, dado pelas expressdes (4.27) e (4.28) a qual se deu o nome de “Ciclo das Barras”.
Os calculos efetuados com recurso a esta sub-rotina sdo indicados ao longo da apresentagdo
da formulagdo da ferramenta, de modo a facilitar a compreensdo da mesma.

Definidas todas as informagdes necessarias iniciais ¢ entdo dado inicio ao céalculo principal do
programa. Este calculo consiste num processo iterativo onde s3o determinadas a matriz de
rigidez e as forcas de fixacdo que permitem posteriormente o calculo dos deslocamentos
através da expressao (4.29). O processo iterativo aqui mencionado repete-se tantas vezes
quanto necessario para que seja atingida a convergéncia € consequentemente a solu¢ao para o
valor dos deslocamentos, que definem a configuracdo deformada correspondente a forma
geométrica de equilibrio para a carga atuante.

Aquando do inicio do processo iterativo sdo calculados os deslocamentos da estrutura
desmontada D, com recurso a matriz de incidéncia A e ao vetor deslocamentos globais da
estrutura D como indicado na expressao (5.15).

D,=AD (5.15)

Posto isto ¢ dado inicio a um novo ciclo de iteragdes integrado no processo iterativo ja em
curso, o qual corresponde a sub-rotina indicada no inicio da presente subsec¢dao, denominado
“Ciclo das Barras”, onde sdo calculados os comprimentos, extensdes, rigidez e forcas de
fixagdo para cada barra através do Método dos Deslocamentos. O ciclo € repetido tantas vezes
quanto o nimero de elementos (barras) da estrutura.
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De modo a determinar a matriz de rigidez K e os vetores de forcas de fixagdo F, é primeiro
determinado para cada barra o respetivo vetor de deslocamentos Dj, como indicado na
expressao (5.16), em que iy = (i — 1) X 6, com I respeitante ao numero de barras.

D (5.16)

Posteriormente ¢ efetuado o célculo dos comprimentos para cada barra como indicado na
subsec¢do 4.11 sendo definidos pelas expressdes (5.17), (5.18) e (5.19) e o respetivo valor da
extensdo de Green, €; (5.20)

lx=x1+u1—x0—u0 (517)
ly=y1+v1 =Y — o
lZ=Zl+W1—ZO—WO

lo=~/(x1 — %)% + (s — ¥0)? + (21 — 20)? (5.18)

l = \/(.Xl +u1 - xO - uo)z + (yl + v1 _yo - 170)2 + (Zl + W1 —_ ZO —_ WO)Z (519)

1 12-1,° (5.20)

Ec ==X >
lo

A determinacao da matriz de rigidez K ¢ dada pela expressdo (4.24) e o vetor de forcas de
fixagdo F pelas expressdes (4.27) e (4.28), os quais sdo definidos com recurso a uma lei
constitutiva linear, seguindo assim a expressdo de Hooke, em que a tensdo ¢ resultado do
produto entre o modulo de elasticidade E e a extensdo de Green &g, como se indica na
expressao (5.21).

o=EFEc¢; (5.21)

Durante o “Ciclo das Barras”, a matriz de rigidez e as forcas de fixagcdo para cada barra vao
sendo armazenadas numa s6 matriz K; e num so6 vetor F4 respetivamente, como indicado nas
expressoes (5.22) e (5.23), correspondentes a estrutura desmontada, em que iy = (i — 1) X 6,
com [ respeitante ao numero de barras.

F, (5.22)

Fd(io'l'l: i0++6) =
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Kd(io+1: i0+6 , ig+1:ig+6) Ky (5.23)

Terminado o “Ciclo das Barras” a matriz de rigidez e as forgas de fixacao sdo "assembladas"
numa s6 matriz K € num so vetor F através da matriz de incidéncia A, tal como indicado
respetivamente nas expressoes (5.24) e (5.25).

K=ATK,A (5.24)

F=ATF, (5.25)

Os deslocamentos sdo calculados através do Método de Newton-Raphson indicado na

expressdo (5.26), em que K corresponde a matriz de rigidez tangente da estrutura, sendo
posteriormente efetuado o respetivo teste de convergéncia.

D=D+K'(P-F) (5.26)

A convergéncia do processo iterativo ¢ definida pelo valor da norma do vetor de forcas
desequilibradas, (P — F), sendo o processo terminado quando este valor for inferior a 108, Se
a convergencia se confirmar, entdo foi atingida a solugdo, caso contrario o processo € repetido
admitindo desta vez os deslocamentos obtidos no final da iteragdo anterior como
deslocamentos iniciais, sendo novamente reinicializados a matriz de rigidez K e o vetor de
forgas de fixacao F.

Uma vez que a matriz de rigidez de uma malha plana, em que as barras tém apenas rigidez
axial, com capacidade de deformagdo para fora do plano, ¢ singular, ¢ necessaria uma rigidez
inicial para dar inicio ao processo de célculo. Esta rigidez pode ser obtida através de um
campo de deslocamentos inicial. No entanto, dado o elevado numero de barras das estruturas
aqui consideradas, ¢ mais simples uma alternativa que consiste em considerar um valor de
esfor¢o axial inicial que ird provocar uma rigidez geométrica inicial ficticia que permite dar
inicio ao processo iterativo.

No final de todo o processo de célculo o valor das coordenadas dos nés respeitantes a
configuracdo deformada de equilibrio determinada ¢ armazenado num ficheiro independente
para ser posteriormente reutilizado na segunda ferramenta como dados iniciais do problema.

De modo a facilitar a compreensao do algoritmo de célculo descrito ¢ apresentado na Figura
5.1 um fluxograma ilustrativo do seu funcionamento.

Paula Cristina Mascate Mogo 43



Ferramentas Numéricas para Determinagdo da Forma DESCRICAO DAS FERRAMENTAS NUMERICAS
e Andlise de Estabilidade de Cascas Reticuladas

[ Entrada de dados ]

\ 4

[ Processo iterativo }

<
o

< o,
o °

\4 ‘s
0

Célculo dos deslocamentos da estrutura desmontada D4 a
partir dos deslocamentos globais D

........................
.
o

e [ Ciclo das barras ]

v

Célculo da matriz de rigidez K e do vetor de forgas de
fixacdo F para cada barra e sua colocagao nas matrizes
relativas a estrutura desmontada K, e Fy

. o
..........................................................................................................

“Assemblagem” da matriz de rigidez e do vetor de forcas
de fixagdo, K e F, utilizando a matriz de incidéncia A

A\ 4

Célculo dos deslocamentos globais D através do
M¢étodo de Newton-Raphson

\4

Converge N Nio converge
Teste de convergéncia

‘e
‘e
0
.
o

R
.
.
.
.
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Solucdo para o valor dos Armazenamento das coordenadas dos nos
deslocamentos globais D correspondentes a configuracao deformada

v

Desenho das configura¢des indeformada e deformada da estrutura ]

Figura 5.1 - Fluxograma do algoritmo de célculo utilizado na primeira ferramenta numérica
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5.1.3. Ferramenta numérica 2: Analise de estabilidade e determinagdao de
esforgos

Antes de iniciar o célculo principal da segunda ferramenta numérica foi necessario a definicao
de sub-rotinas para determinagdo dos cossenos diretores das barras e subdivisao das mesmas.

A sub-rotina criada para determinagao dos cossenos diretores foi definida de acordo com a
teoria exposta na subseccao 4.2.4. nao sendo aqui novamente descritas as equagoes utilizadas.

A subdivisao das barras, aqui utilizada para minimizar possiveis erros introduzidos pela
linearizacdo da matriz de rigidez, foi definida criando um processo que define novos nds nas
barras, subdividindo-as em partes iguais, permitindo assim uma maior discretizagdo da
estrutura. Este processo ¢ explicado no paragrafo seguinte.

A subdivisdo das barras ¢ feita com recurso a um ciclo, repetido tantas vezes quanto o nimero
de barras da estrutura, em que para cada barra ¢ determinado primeiramente o nimero do
novo né criado, ou numeros dos novos nds criados caso a subdivisdo seja superior a 2, bem
como o numero da nova barra resultante da subdivisao, ou barras, sendo por fim determinadas
as coordenadas dos novos nos. A determinacdo das coordenadas relativas aos novos nos ¢
feita segundo a interpolagdo linear representada pela expressao (5.27).

Con,:3) = (1 =1) Cria:3) + 1 Cinziizy (5.27)

Em que C corresponde a matriz das coordenadas dos nos, nn respresenta o nimero do nd da
extremidade inicial da barra, n = ¢ + An sendo An = 1/ndiv (variam ambos entre 0 e 1).
ndiv representa o nimero divisdes do elemento e nl e n2 sdo os nds correspondentes as
extremidades 1 e 2 da barra, respetivamente. 77, corresponde ao nd anterior introduzido na
barra (no caso da subdivisdo em duas, tem-se apenas 1, = 0).

Importa referir que a numeragao dos novos nds criados, bem como das novas barras, ¢ sempre
acrescentada ao niimero total de nds ou barras ja existentes, ndo havendo renumeragdo dos
mesmos.

Definidos todos os dados iniciais necessarios, o calculo principal do programa inicia-se com a
determina¢do da matriz de rigidez da estrutura e do valor dos esfor¢os axiais correspondentes
aos varios elementos constituintes da mesma, sendo este calculo efetuado em duas fases.
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Numa primeira fase considera-se como ponto de partida que o esfor¢o axial nas barras ¢ nulo,
sendo o célculo da matriz de rigidez K feito através de um ciclo, o qual se repete tantas vezes
quanto o numero de barras, correspondendo nesta fase apenas a componente material da
matriz de rigidez, devido a auséncia de esforco axial. Numa segunda fase todo o processo ¢
repetido, com a diferenca de que € possivel calcular a matriz de rigidez geométrica dado
serem j& conhecidos os valores do esfor¢o axial. A matriz de rigidez da estrutura ¢ assim
determinada somando a componente da matriz de rigidez material com a matriz de rigidez
geométrica.

O processo inicia-se entdo com a determinacdao das matrizes de rigidez para cada barra, as
quais sdo determinadas com base na matriz indicada em (4.37) sendo calculadas ao nivel deste
ciclo as componentes material Kj,,, ¢ geométrica Kpg, separadamente. Estas vdo sendo
armazenadas nas matrizes Kgn, ¢ K44, como indicado nas expressdes (5.28) e (5.29),

correspondentes a estrutura desmontada, em que iy = (i —1) X 12 e i corresponde ao
numero da barra.

Kpm (5.28)

Kdm(i0+1 : i0+12 ) i0+1: i0+12) -

(5.29)

=K
dg(i0+1:io+12, i0+1: i0+12) b'g

Depois de calculada cada componente da matriz de rigidez da estrutura desmontada estas sao
"assembladas" numa s6 matriz para cada componente formando assim as matrizes de rigidez
material e geométrica da estrutura, K,,, ¢ K, respetivamente, com recurso a4 matriz de
incidéncia da mesma A, como indicado nas expressdes (5.30) e (5.31). Com base nestas ¢
entdo possivel a determinagdo da matriz de rigidez global da estrutura K como indicado na
expressao (5.32).

K,=A"TK;, A (5.30)
K,=ATK;5 A (5.31)
K=K,+K, (5.32)

Definida a matriz de rigidez global calculam-se os deslocamentos globais da mesma D com
recurso a expressao (5.33), ou seja, os deslocamentos correspondentes aos graus de liberdade
globais, sendo a partir destes determinados os deslocamentos correspondentes a cada
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elemento, ficando assim definidos os deslocamentos da estrutura desmontada D4, expressao
(5.34).

D=K'P (5.33)

Dy;=AD (5.34)

Terminado o processo de calculo dos deslocamentos, com base nos deslocamentos da
estrutura desmontada, D4, efetua-se um ciclo a todos os elementos (barras) que permite a
determinagdo dos esforcos axiais de cada barra, N. Para tal é necessario calcular os
deslocamentos, a matriz de rigidez ¢ o vetor de forcas de fixagdo para cada elemento barra,
respetivamente Dy, K; e Fp. Os cdlculos efetuados encontram-se indicados nas expressoes
(5.35), (5.36), (5.37) e (5.38), em que iy = (i — 1) X 12, correspondendo i a barra em causa,
Figura 4.8.

Dy =Da,1.i4112) (5.35)
Ky = Kpm + Kig (5.36)

F, =K, Dy (5.37)
N =F,(3) = F,(9) (5.38)

Conhecida a matriz de rigidez da estrutura global, bem como os valores para as matrizes de
rigidez material e geométrica separadamente, pode entdo ser efetuado o calculo dos fatores de
carga critica.

A determinag¢do dos valores dos fatores de carga critica da estrutura ¢ feita através da
resolucao do problema de valores proprios simétrico generalizado, enunciado no ponto 4.2.3.
Pretende-se a determinagdo do fator A pelo qual € necessario multiplicar a carga atuante, para
que o determinante da matriz de rigidez se anule. Este calculo ¢ facilmente efetuado com
recurso a uma instru¢do denominada eigs a qual € utilizada tanto pela linguagem Octave
como pela linguagem MATLAB. A instrugdo eigs permite determinar os valores proprios e
vetores proprios correspondentes a resolugdao da equacdo (5.39) a partir da qual se determina
os valores correspondentes a A’ que permitem posteriormente a determinagdo do fator de
carga critica A através da expressao (5.40).
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Bz=1z com B=K, 'K, (5.39)

1 5.40

J (5.40)
Al

Determinados os fatores de carga critica procedeu-se a sua organizacdo de modo a que o

primeiro valor proprio corresponda & menor carga critica da estrutura, correspondendo esta ao

modo fundamental da mesma.

Os modos de instabilidade s3o determinados com base nos vetores proprios obtidos através da
aplicagdo da instrucdo eigs existente nas linguagens de programacao utilizadas. A
determinagdo dos deslocamentos da estrutura desmontada para cada modo de instabilidade, de
modo a permitir a sua representagao posteriormente, ¢ feita multiplicando a matriz de
incidéncia global da estrutura, A4, pelos vetores proprios obtidos, V,,, expressdo (5.41), com

imoa 0 Nimero do modo para o qual se pretende efetuar a representacao.

p(l: ngl, imod)

A representagdo dos modos de instabilidade foi feita com o auxilio de uma sub-rotina de
desenho que serd descrita na subseccdo 5.1.4, uma vez que esta, além de permitir o desenho
dos modos de instabilidade, permite também o desenho das configuragdes indeformadas e
deformadas das estruturas analisadas, apresentando-se assim na subsec¢do seguinte um
processo de calculo genérico transversal as duas ferramentas.

De modo a facilitar a compreensdo do algoritmo de calculo descrito ¢ apresentado na Figura
5.2 um fluxograma ilustrativo do seu funcionamento.

5.1.4. Sub-rotinas auxiliares

Em ambas as ferramentas existem sub-rotinas de calculo que permitem o desenho da
configuracdo indeformada e deformada da malha plana ou da estrutura em casca, permitindo
assim a observagao, através de figuras, do estado de deformagao das mesmas. Estas, tal como
referido anteriormente apresentando um processo de céalculo genérico sendo transversal as
duas ferramentas numéricas.
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Figura 5.2 - Fluxograma do algoritmo de célculo utilizado na segunda ferramenta numérica
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Os desenhos das figuras baseiam-se no calculo das coordenadas da configuracdo deformada
dos elementos constituintes da estrutura isoladamente, de modo a permitir o desenho da
configuragdo deformada da mesma. Dado que a rotina utilizada ¢ definida do mesmo modo
para o célculo das configuragdes indeformadas e deformadas, e por conseguinte para os
modos de instabilidade, descreve-se de seguida o processo de céalculo utilizado de modo
genérico.

Para a determinacdo dos deslocamentos dos nds dos varios elementos, de modo a permitir a
sua representagdo, € necessario primeiramente o conhecimento dos valores dos deslocamentos
da estrutura desmontada, isto ¢é, os deslocamentos locais das barras.

Para o caso da representacdo das configuragdoes indeformadas e deformadas da estrutura
recorre-se a aplicagao da expressdo (5.42), mas no caso dos modos de instabilidade o valor
dos deslocamentos locais das barras corresponde aos valores proprios, como indicado na
expressao (5.41). Este calculo ¢ feito multiplicando a matriz de incidéncia global da estrutura
A pelos deslocamentos globais da mesma ja determinados no célculo principal do programa.

D;,=AD (5.42)

Feito este célculo, da-se inicio a um ciclo, repetido tantas vezes quanto o numero de barras,
em que sao determinados os deslocamentos globais de cada barra isoladamente D}, de modo a
determinar as coordenadas do seus nds e permitir o seu desenho. Para tal € necessario a
determina¢do da matriz de incidéncia para cada barra A e dos respetivos deslocamentos D,
as expressoes (5.43) e (5.44) referem-se a primeira ferramenta, enquanto as expressoes (5.45)
e (5.46) correspondem a segunda ferramenta.

Ab(1:3, 1:3) — Abo (5.43)

Ab(4:6, 4:6) Abo

D, = Dd(io+1‘ lo+6) (5.44)
Ab(1:3, 7:9) = AbO (545)
Ab(4:6, 10:12) — Ap,

Ab(7:9, 1:3) — —Ap,
Ab(10:12, 4:6) _Abo
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D, (5.46)

- Dd(i0+1= lo+6)
Por fim € necessario efetuar o calculo dos deslocamentos globais para cada barra Dy
segundo o sistema de eixos global de modo a permitir a representacao das figuras, expressao
(5.47), com i, = (i —1) X 6 e i correspondente ao nimero da barra. Este calculo ¢ feito
através da multiplicacdo entre a matriz de incidéncia para cada elemento barra A, e os
correspondentes valores dos deslocamentos locais dos nos Dy,.

Dy, = AT Dy (5.47)

Importa referir que a expressdo (5.47) apenas se aplica a segunda ferramenta. No caso da
primeira ferramenta, dado que o sistema eixos local das barras ¢ paralelo ao sistema de eixos
global, esta operagdo ndo € necessaria, sendo D4 = Dy,

5.2. Adaptacao das ferramentas para linguagem MATLAB

Tal como referido aquando da introdugdo a linguagem Octave, esta segue a vertente numérica
da linguagem MATLAB, apresentando uma grande compatibilidade com a ultima linguagem
mencionada. Por este facto a adaptagdo dos programas de linguagem Octave para linguagem
MATLAB foi relativamente simples, variando apenas alguns pormenores na defini¢do das
ferramentas.

Uma diferenca relevante ao nivel da programacdo em ambas as linguagens prende-se com a
definicdo de sub-rotinas, embora ambas utilizem a instru¢do “function”, para a linguagem
MATLAB estas sao definidas em ficheiros separados do programa principal, sendo cada uma
definida num ficheiro isoladamente, o qual é posteriormente chamado no decorrer do
programa principal, enquanto em linguagem Octave as sub-rotinas sdo definidas diretamente
dentro do programa principal.

Todas as instrucdes utilizadas ao longo da defini¢do das ferramentas existem em ambas as
linguagens, com a mesma funcao de célculo e 0 mesmo nome.
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6. CASOS DE ESTUDO

Neste capitulo procede-se a apresentacdo dos casos de estudo analisados na presente
dissertacao.

De modo a validar o correto funcionamento das ferramentas numéricas desenvolvidas
recorreu-se a utilizacdo de dois casos de estudo para os quais os resultados eram ja
conhecidos. O primeiro aqui apresentado diz respeito a uma torre reticulada e o segundo a
uma malha plana de geometria irregular, os quais ja se encontram analisados através de
métodos analiticos e pelas ferramentas existentes em linguagem Fortran, respetivamente.
Além dos casos de estudo utilizados para validacdo das novas ferramentas, ¢ também
apresentada a analise de mais um caso de estudo relativo a uma malha plana pentagonal, para
o qual se pretende que seja efetuada a sua andlise com recurso as novas ferramentas de modo
a determinar uma solugdo em casca reticulada para a configuracdo de malha fornecida.

O primeiro caso de estudo apresentado corresponde a uma torre reticulada para a qual se
pretende realizar a andlise de estabilidade e determinag¢do de esforgos através da segunda
ferramenta desenvolvida. A apresentacdo deste caso de estudo visa comparar os resultados
obtidos para os valores das cargas de instabilidade através da segunda ferramenta com a
expressao analitica de Euler.

O segundo caso de estudo, aqui denominado por Malha A, tem como objetivo a determinagdo
de uma solug@o em casca reticulada, com recurso as novas ferramentas, de modo a proceder a
analise de estabilidade da solugdo obtida. A escolha deste caso teve também como critério o
facto de ja ter sido analisado com recurso as ferramentas em Fortran permitindo assim aferir
se os resultados obtidos estariam corretos. Para tal aplicou-se igualmente o valor de todos os
dados ja definidos para a resolug¢do com ferramentas em Fortran, nomeadamente
propriedades de secgdes, cargas aplicadas e condi¢des de apoio.

O ultimo caso de estudo aqui apresentado, denominado Malha B, corresponde a aplicacao das
duas ferramentas numéricas desenvolvidas para determinagdo de uma solucdo em casca
partindo da configuragdo de malha fornecida. Pretende-se assim determinar a forma a adotar
para a estrutura em casca reticulada com recurso a primeira ferramenta, sendo posteriormente
analisada a seccao a aplicar a estrutura resultante, e feita a anélise de estabilidade através da
segunda ferramenta desenvolvida. Este ultimo caso foi analisado segundo as ferramentas
desenvolvidas para as duas linguagens de programacao, Octave e MATLAB.
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Os dois casos de estudo apresentados relativos a cascas reticuladas, a Malha A e Malha B,
tem também como objetivo a analise de estabilidade da sua configuragdo, nomeadamente
verificar a influéncia que a geometria do seu contorno e condig¢des de apoio t€ém nos modos de
instabilidade e valores de carga critica obtidos.

6.1.Torre

A apresentagdo deste caso de estudo teve por base o artigo publicado Dias da Silva, “Calculo
de cargas criticas globais e deslocamentos de segunda ordem em estruturas reticuladas
tridimensionais”, 21 Fevereiro 2008.

A torre reticulada analisada tem uma altura de 42 m e ¢ composta por barras verticais
(montantes), constituidas por tubos de seccdo quadrada de 150 mm no exterior e 10 mm de
espessura de parede, o que corresponde a uma area de 54,5 cm? e momentos de inercia de
1741 cm®, e barras diagonais constituidas por tubos retangulares com dimensdes exteriores de
100 mm e 50 mm e espessura de parede de 5 mm, como representado na Figura 6.1 a). Esta
encontra-se encastrada na base e livre na extremidade superior €, uma vez que as suas faces
laterais sdo trianguladas, ela comporta-se, aproximadamente, como uma peca linear em
consola, com 42m de comprimento, sendo que a sua sec¢ao transversal corresponde as quatro
secgdes transversais dos montantes como se encontrada representado na Figura 6.1 b).

Os vérios elementos da torre reticulada sdo constituidos por materiais de comportamento
elastico linear para os quais foi adotado um ago com modulo de elasticidade E de 206 MPa e
um modulo de distor¢ao G de 79,2 MPa.

Com base nestes dados ¢ entdo possivel determinar os momentos principais de inércia e
posteriormente os valores das cargas criticas correspondentes aos primeiros dois modos de
instabilidade através da expressdo de Euler. Importa ainda referir que considerando as
condi¢des de apoio referidas o comprimento de encurvadura considerado corresponde a 84 m,
L,=2l=2x42m=84m.

I, = 4 x (1741 + 54,5 x 502) = 551 964 cm* (6.1)
m2EL, 72 X 206 X 10° X 551 694 x 1078 (6.2)
p = = = 1590447 N
x 2 2
L, 84
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I, = 4 x (1741 + 54,5 x 75%) = 1233 124 cm* (6.3)
n?El, 1% %206 x 10° x 1233214 x 1078 (6.4)
P =—7pt= s = 3553422 N
L, 84

42m

—_—

1,00 m

a) b)

Figura 6.1 — a) Torre reticulada; b) Sec¢do transversal da torre

Conhecidos os valores da carga critica de Euler foi entdo utilizada a segunda ferramenta
numérica desenvolvida para o céalculo automatico dos fatores de carga critica da estrutura,
tendo sido considerado um elemento por barra, o que perfaz um total de 228 nds, 452 barras e
1356 graus de liberdade. A carga aplicada foi de IMN o que corresponde a P/4=250kN, valor
aplicado nas quatro sec¢des dos montantes, como representado nas Figuras 6.2 a) e b).
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Os fatores de carga obtidos para os dois primeiros modos de instabilidade calculados através
da segunda ferramenta numérica desenvolvida foram de 1,577864 ¢ 3,487173, o que
corresponde a valores de carga critica de 1 577 864 N e 3 487 173 N. Estes valores foram
determinados considerando os elementos barra sem subdivisao.

Comparando os valores obtidos através da expressao de Euler e a utilizagdo da ferramenta
numérica verifica-se que os valores obtidos através da ferramenta sao ligeiramente inferiores
aos obtidos através da expressdao de Euler. Este facto deve-se a consideragdo da deformacgao
por esfor¢o transverso da torre, através da deformagdo das diagonais aquando da andlise da
mesma através da ferramenta numérica. Os valores obtidos através da expressao de Euler sdo
por isso menos exatos, dado que nao consideram a deformagao por esforgo transverso.

a) b)

Figura 6.2 — Torre reticulada comprimida: a) 1° modo de instabilidade; b) 2° modo de
instabilidade

Outra opg¢do testada consistiu na subdivisdo de todos os elementos em dois, uma vez que uma
maior discretizagdo dos elementos leva a uma maior aproximacdo aos valores reais. No
entanto, verificou-se que para o caso em estudo, dado os modos de instabilidade serem
marcadamente globais, uma maior discretizacdo dos elementos ndo altera significativamente
os valores obtidos para o fator de carga, tendo sido obtidos valores de carga critica para os
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dois primeiros modos de instabilidade similares aos anteriores, sendo eles 1 577 863 N e
3487 172 N.

De modo a comprovar a influéncia de considerar a deformacdo por esfor¢o transverso foi
realizado um novo célculo das cargas criticas em que a area das diagonais foi artificialmente
aumentada de modo a nao influenciar o célculo das mesmas, dado que a deformagao por
esforco transverso da torre corresponde a deformacgdo axial das barras diagonais. Assim
sendo, considerou-se a area das diagonais multiplicada por cinco tendo sido obtidos os valores
de carga critica sem subdivisdo de 1 586 854 N e 3 535 032 N. Estes valores sdo entdo mais
proximo dos valores obtidos pelo método analitico tal como seria espectavel.

6.2.Malha A

A Malha A caracteriza-se por uma geometria irregular, com contorno curvo, sendo apoiada
em todo o seu contorno. Os valores para as maiores dimensdes desta, segundo os eixos
ortogonais X e Y sdo de 119,85 e 84,00 metros, respetivamente, sendo a malha reticulada
definida com 2756 elementos, ligados por 973 nds dos quais 80 se encontram restringidos no
seu contorno exterior no que diz respeito a translagdes, simulando assim os apoios da mesma.
A malha reticulada encontra-se representada na Figura 6.3.

O contorno curvo desta malha permite evitar que a estrutura em casca reticulada resultante
apresente zonas de curvatura simples, nomeadamente junto aos apoios. A casca reticulada
beneficia assim da forma em dupla curvatura uma vez que as superficies com esta geometria
apresentam maior capacidade para resistir as cargas atuantes.

Tal como referido na subsecgdo 5.1.1 todos os elementos constituintes da malha reticulada
apresentam a mesma secg¢ao transversal sendo adotados os valores ja considerados na analise
da mesma malha através das ferramentas numéricas existentes em Fortran.

Uma vez que no ambito da primeira ferramenta numérica os dados inseridos para
caracterizacdo do material e da sec¢do, nomeadamente a area da secgdo transversal e o
modulo de elasticidade, sdo apenas ficticios de modo a poder ser determinada a configuragao
deformada, foram adotados os valores para o mddulo de elasticidade de 200 e uma area de
seccdo transversal 1,0.
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Figura 6.3 — Planta da Malha A - Os nos assinalados a verde representam os apoios da malha

A seccdo transversal utilizada para a segunda ferramenta caracteriza-se pelas dimensdes e
propriedades indicadas na Tabela 6.1 sendo considerado que a casca reticulada é composta
por elementos constituidos por materiais de comportamento elastico linear para os quais foi
adotado um aco com modulo de elasticidade E de 206 MPa ¢ um modulo de distor¢cdo G de

79,2 MPa.
Tabela 6.1 — Sec¢do transversal dos elementos da Malha A

d=10,00 cm

e=0,50 cm

A=1492 cm

I=168,81 cm*

J=1337,62 cm*
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A carga aplicada sobre a malha reticulada plana e a casca reticulada ¢ a mesma para as duas
ferramentas numéricas, tendo sido considerada a atuacdo de uma carga uniformemente
distribuida ao longo de toda a superficie da malha, a qual ¢ igualmente aplicada de forma
uniforme no plano horizontal sob a estrutura em casca, com um valor de 1 kN/m?. A aplicagdo
da carga ao nivel do programa de calculo foi feita nos nos.

Como resultado da primeira ferramenta foi entdo obtida uma casca reticulada com uma altura
maxima de 31,91 m para a qual sera feita a analise estrutural.

Vi VAVAVAVAIIISS
IS A A AP PSR AHKH AR
BEEEEISIRE
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Figura 6.4 — Malha A — Forma geométrica de equilibrio obtida através da ferramenta 1
(Perspetiva 1)

Figura 6.5 - Malha A — Forma geométrica de equilibrio obtida através da ferramenta 1
(Perspetiva 2)
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Utilizando a segunda ferramenta foram entdo calculados os dois primeiros modos de

instabilidade, tendo sido obtidas as cargas criticas de 1 388 959 N para o modo fundamental,

ou seja 1° modo de instabilidade, e 1 415 152 N para o 2° modo, sem subdivisdo das barras, os

quais se encontram representados nas Figuras 6.6 ¢ 6.7.

Figura 6.6 — Malha A — Modo fundamental (1° modo de instabilidade)

Figura 6.7 — Malha A - 2° modo de instabilidade

Efetuando a mesma analise com a subdivisdo de barras igual a dois, foram obtidas as cargas

criticas de: 1 379 603 N para o modo fundamental ¢ 1 405 958 N para o 2° modo de

instabilidade.
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Da analise dos resultados obtidos verifica-se que, para a casca reticulada em estudo, existe
uma diferenga significativa no valor da carga critica obtida para a anélise sem subdivisao de
barras e com subdivisdo. O valor da carga critica, por exemplo para o0 modo fundamental, sem
subdivisao de barras ¢ de 1 388 959 N e com subdivisao igual a dois diminui para 1 379 603
N. A diminuicao verificada no valor da carga critica deve-se ao facto de os fendomenos
instabilidade serem marcadamente locais, o que faz com que o aumento da discretizacao do
elemento barra leve a uma diminui¢ao do valor da carga de modo a tornar-se mais proximo do
valor real.

6.3.Malha B

O presente caso de estudo, referente a Malha B, foi utilizado para aplicacdo das ferramentas
desenvolvidas de modo a determinar uma solugdo em casca reticulada para a configuracio de
malha fornecida. Pretendia-se assim determinar a forma geométrica e efetuar a analise de
estabilidade da estrutura em casca reticulada, de modo a analisar os seus modos de
instabilidade.

A Malha B apresenta uma forma pentagonal com valores para as maiores dimensdes da
mesma segundo os eixos ortogonais X e Y de 17,73 e 18,47 metros respetivamente, como se
pode verificar pela Figura 6.8. Esta ¢ apoiada apenas nas zonas dos vértices da sua geometria
sendo definida por 4380 elementos ligados por 1501 nds, dos quais 25 se encontram
restringidos no seu contorno exterior no que diz respeito a translagdes, correspondendo aos
apoios da mesma malha.

Tal como no caso anterior a configuragdo geométrica da malha permite também evitar que a
estrutura em casca reticulada resultante apresente zonas de curvatura simples, nomeadamente
junto aos apoios. A existéncia de dupla curvatura na configuracdo da casca reticulada confere-
lhe uma maior capacidade para resistir as cargas atuantes.

A semelhanga dos dois casos de estudo ja apresentados foram fornecidos os dados iniciais
relativos a configura¢do da malha a analisar nomeadamente o nimero de nos, as coordenadas
dos mesmos, o nimero de barras, as condi¢des de apoio e as cargas aplicadas. Contudo, a
seccdo a utilizar para as sec¢des dos elementos constituintes da casca reticulada, resultante da
primeira ferramenta, ndo foi fornecida tendo sido escolhido o tipo de sec¢do de modo a
respeitar os valores correntes de esbelteza e cargas criticas para este tipo de estruturas.
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Figura 6.8 — Planta da Malha B - Os n6s assinalados a verde representam os apoios da malha

Tal como referido na subsecgdo 5.1.1 todos os elementos constituintes da malha reticulada
apresentam a mesma seccao transversal. No ambito da primeira ferramenta numeérica os dados
inseridos para caracterizagdo do material e da seccdo, nomeadamente o moddulo de
elasticidade e a 4area da seccdo transversal, sdo apenas ficticios de modo a poder ser
determinada a configuracdo deformada, tendo sido adotados os valores para o modulo de
elasticidade de 200 e uma area de secgdo transversal 1,0. Para a segunda ferramenta foi
adotada uma seccdo circular oca uma vez que este tipo de sec¢des apresenta um melhor
comportamento a tor¢do, principalmente a fendmenos de instabilidade por flexao-tor¢ao. O
processo de determinagdo da sec¢do ¢ descrito no paragrafo seguinte.

Primeiramente importa referir que, de modo a utilizar parametros dentro dos valores correntes
para estruturas deste tipo, procurou-se adotar seccdes transversais de modo a obter esbeltezas
entre 70 a 90 e valores de fator de carga critica da ordem de 3 a 4. Para determinar a sec¢do a
adotar foi considerada a configuracdo geométrica de equilibrio da malha, ou seja a estrutura
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em casca reticulada resultante, a partir da qual foi determinado o maior comprimento de entre
todos os elementos. Conhecendo o maior comprimento existente ¢ entdo possivel o calculo do
raio de giracdo, com base nos valores de esbelteza mencionados, que permitem a consulta da
sec¢ado a utilizar através de uma tabela de perfis metalicos ocos circulares. Tal como referido,
procurou-se também que a sec¢ao adotada permitisse a obtengao de fatores de carga critica na
ordem dos 3 a 4, sendo por isso a escolha da sec¢do feita de modo iterativo.

As propriedades da sec¢do transversal adaptada para a Malha B encontram-se indicadas na
Tabela 6.2 juntamente com as respetivas dimensoes.

Tabela 6.2 — Secgao transversal dos elementos da Malha B

, d=33,70 mm

/ 9, e =2,50 mm
e %
0

. ‘ A =245 cm?
\ /

’%@WM/ . / I =3,00 cm*

d
J =6,00 cm*

Relativamente a carga atuante sobre a estrutura, para este caso de estudo foi considerada uma
carga uniformemente distribuida no plano horizontal com o valor de 2 kN/m? ao longo de toda
a superficie da malha ou da estrutura, a qual ¢ aplicada nos nos.

Com o resultado da primeira ferramenta foi entdo obtida uma casca reticulada com uma altura
maxima 6,11 m, encontrando-se a sua configuracdo geométrica representa nas Figuras 6.9 e
6.10. Determinada a forma para a malha em estudo foi entdo feita a sua andlise de
estabilidade.

Utilizando a segunda ferramenta foram calculados os dois primeiros modos de instabilidade,
tendo sido obtidos valores de cargas criticas de 3 220 091 N para o modo fundamental (1°
modo de instabilidade) e 3 278 521 N para o 2° modo, sem subdivisdo das barras. Nas Figuras
6.11 e 6.12 estdo representadas as configuragdes da malha reticulada para o modo
fundamental e 2° modo de instabilidade.
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Figura 6.9 - Malha B — Forma geométrica de equilibrio obtida através da ferramenta 1
(Perspetiva 1)
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Figura 6.10 - Malha B — Forma geométrica de equilibrio obtida através da ferramenta 1

(Perspetiva 2)

Efetuando a mesma andlise, agora com uma subdivisdo das barras igual a dois, obtém-se
valores de carga critica de 3 204 024 N para o modo fundamental e 3 215 432 N para o 2°

modo.

Da anélise dos resultados obtidos verifica-se que para a casca reticulada em estudo o valor da
carga critica obtida para a analise sem subdivisdo de barras e com subdivisdo ¢ semelhante,
tendo obtido para o modo fundamental, o valor da carga critica sem subdivisdo de barras de 3
220 091 N e com subdivisdo igual a dois de 3 215 432 N. A semelhanga entre os valores da
carga critica deve-se ao facto de os fendmenos de instabilidade serem marcadamente globais,
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o que faz com que o aumento da discretizacdo do elemento barra ndo altere significativamente
o valor da carga obtida.
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Figura 6.11 — Malha B - Modo Fundamental (1° modo de instabilidade)

Figura 6.12 — Malha B - 2° modo de instabilidade
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7. CONSIDERAGOES FINAIS

7.1.Desempenho das ferramentas numéricas

De modo geral conclui-se que as linguagens Octave e MATLAB sao tao eficazes quanto a
linguagem Fortran no desenvolvimento de ferramentas numéricas para a determinagdo da
forma geométrica e analise de estabilidade de estruturas em casca reticulada.

Um dos principais motivos para a sua eficacia prende-se com o facto de estas linguagens de
programacao estarem otimizadas para as operacdes com vetores e matrizes ¢ as abordagens
utilizadas no desenvolvimento das ferramentas numéricas apresentadas tirarem partido deste
facto.

A explicacdo apresentada no paragrafo anterior € a principal razdo para que estas linguagens
de programagdo se tenham revelado bastantes eficientes na analise de cascas reticuladas uma
vez que € possivel formular os programas de calculo para determinacdo da forma e analise de
estabilidade recorrendo ao tratamento de matrizes e vetores.

Outra vantagem das linguagens Octave ¢ MATLAB ¢ permitir nativamente uma grande
capacidade de armazenamento de dados através de funcionalidades disponiveis em ambas as
linguagens, como € o caso das matrizes esparsas. A utilizagdo deste tipo de matrizes permite
aumentar a velocidade de calculo dos programas e diminuir o volume de dados a armazenar
durante o processo de calculo, uma vez que as matrizes utilizadas ao longo destes programas
sa0 maioritariamente constituidas por valores nulos. De facto, se forem utilizadas matrizes
cheias, este tipo de problemas atinge facilmente dimensdes que esgotam a memoria
habitualmente disponivel nos computadores correntes.

Pelo mesmo motivo indicado primeiramente, as sub-rotinas de subdivisdo de barras
desenvolvidas em Octave e MATLAB revelaram-se mais rapidas do que as ja existentes em
linguem Fortran, dado que se trata de um processo que depende do tratamento de vetores e
matrizes.
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7.2.Analise de estabilidade para estruturas em casca reticulada

A anélise do primeiro caso de estudo apresentado, correspondente a torre reticulada, permitiu
aferir que os resultados obtidos através da segunda ferramenta numérica desenvolvida, para os
valores de carga critica correspondem as solucdes obtidas através da solug¢dao analitica de
Euler. De facto os resultados obtidos sdao mais exatos, na medida em que tomam em
consideragdo a deformacao por esforgo transverso da torre, o que ndo acontece no caso da sua
analise através da expressao de Euler.

Da andlise das duas cascas reticuladas apresentadas conclui-se que na presenga de modos de
instabilidade marcadamente locais, o valor da carga critica obtido ¢ tanto mais proximo do
valor real quanto mais discretizados forem os elementos constituintes da estrutura. Pelo
contrario, na presenga de modos de instabilidade de caracter marcadamente global a
discretizagdo dos elementos constituintes da estrutura (subdivisao das barras) ndo influencia
significativamente o valor de carga critica obtido.

7.3.Sugestoes para trabalhos futuros

Para concluir, apresentam-se trés sugestdes para futuros trabalhos de continuagdo e/ou
complemento no dominio em que se insere a presente dissertacao:
— Desenvolvimento de ferramentas numéricas para geracdo da malha inicial para cascas
reticuladas;
— Determinacao da forma otimizada de cascas reticuladas para varios casos de carga de
projeto, ou seja, de modo a que a forma determinada seja eficiente para varios casos de
carga em simultdneo. Por exemplo: para a a¢do do vento em determinada diregdo e
uma sobrecarga de cobertura, ou, para a acdo do vento em determinada direcdo e para
a sobrecarga de neve, etc;
— Desenvolvimento de programas de visualizacdo grafica mais eficientes, que permitam
a representacdo grafica da estrutura de modo mais rapido e com menor necessidade de
armazenamento de dados.
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