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Resumo

A anélise fatorial é um método estatistico multivariado cujo objetivo
¢ agrupar p varidveis aleatérias, Xi,...,X),, em grupos formados por
variaveis fortemente correlacionadas. Tais grupos constituem os cha-
mados fatores ou varidveis latentes. Os fatores sdo variaveis aleatérias
nao observaveis, preferencialmente em ntmero inferior ao das variaveis
originais. Neste trabalho, considera-se o modelo fatorial ortogonal, no
qual os fatores sdo ortogonais dois a dois. No modelo fatorial, cada
variavel original é escrita como combinagdo linear dos fatores comuns
adicionada de um fator especifico. Para estimar os coeficientes dos fato-
res comuns, denominados pesos fatoriais, sdo abordados dois métodos,
nomeadamente, o método das componentes principais e o método da ma-
xima verosimilhanca, sendo o primeiro desenvolvido com mais pormenor.
Neste sentido, comega-se por definir e obter as componentes principais
de uma populacdo. O procedimento correspondente envolve os valores
proprios e os vetores préprios da matriz de correlacdes ou da matriz de
variancias-covariancias das varidveis X1, ..., X,. Seguidamente, obtém-
se as componentes principais amostrais e apresentam-se estimadores para
os parametros envolvidos, em particular, estimadores de maxima verosi-
milhanca no caso em que o vetor aleatério [Xj ... X,]T tem distribuicio
normal multivariada.

Referem-se varios critérios para escolher o nimero m de fatores,
m < p, e, considerando os fatores como eixos ortogonais, aborda-se a
rotagéo ortogonal dos mesmos, com vista a facilitar a sua interpretacao.

Apesar dos fatores comuns serem varidveis nao observaveis, é possivel
estimar o valor de cada fator (score) para cada individuo da amostra.
Neste trabalho referem-se dois métodos para atingir esse objetivo: o
método dos minimos quadrados ponderados e o método da regressao.

Finalmente, apresenta-se um exemplo de aplicacdo da andlise fatorial,
desenvolvido com recurso ao software SPSS.

Palavras Chave:

Anélise fatorial, componentes principais, matriz de varidncias-covariancias, valores
e vetores préprios, lei normal multivariada, estimadores de méxima verosimilhanca.

Abstract

Factor analysis is a multivariate statistical method with the objec-
tive of grouping p random variables Xi,..., X, in groups formed by
strongly correlated variables. These groups are called factors or latent
variables. The factors are unobservable random variables, preferably in
smallest number that the original variables. In this work, is considered
the orthogonal factorial model, in which the factors are orthogonal two



by two. In factor analysis model, each original variable is written as a
linear combination of the common factors and added to a specific factor.
To estimate the coefficients of common factors, called loadings, we will
see two methods, namely, the method of principal components and the
method of maximum likelihood, the first being developed in more detail.
We starts by define and obtain principal components of a population.
The corresponding procedure involves the eigenvalues and eigenvectors
of the correlation matrix or the variance-covariance matrix of the vari-
ables X1,...,X,. Then, we obtain the principal components of sample
and we present the estimators for involved parameters, in particular, ma-
ximum likelihood estimators in case that the random vector [X7 ... X,
has multivariate normal distribution.

We refer several criteria to choose the number m of factors, m < p,
and, considering the factors as orthogonal axes, we study the orthogonal
rotation, to facilitate their interpretation.

Although the common factors are unobservable variables, we can es-
timate the value of each factor (score) for each element of sample. In
this work we refer two methods to achieve this objective: the method of
weighted least squares and the regression method.

Finally, we present an example of application of factor analysis, de-
veloped using the SPSS software.

Keywords: Factor analysis, principal components, variance-covariance matrix,

eigenvalues and eigenvectors, multivariate normal distribution, maximum likelihood
estimators.
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Capitulo 1

Introducao

As diversas ciéncias tém a pretensdao de conhecer a realidade e de interpretar os
acontecimentos, baseadas em variaveis intervenientes consideradas importantes nes-
ses eventos. Frequentemente, tais varidaveis sdo em ntimero muito elevado e é natural
que muitas delas sejam fortemente correlacionadas. Neste contexto, a andlise fato-
rial surge como um procedimento estatistico que permite reduzir a complexidade do
problema original, agrupando p varidveis aleatérias, Xi,..., X, em grupos forma-
dos por varidveis fortemente correlacionadas. Estes grupos dao origem aos fatores
ou variaveis latentes que sdo variaveis aleatérias nao observaveis, preferencialmente
em numero inferior ao das varidveis originais. Além disso, varidveis correspondentes

a fatores distintos devem apresentar correlagdes pequenas.

Para ilustrar o contexto de aplicagdo da andlise fatorial, considere-se o caso
em que o diretor de uma fabrica de automéveis pretende entender o que leva o
consumidor a escolher determinado modelo especifico de automével, de forma a
direcionar a producdo nesse sentido. Para isso, foram consideradas as opinidoes dos
consumidores relativamente & importancia de 14 varidveis na sua decisao (custos de
reparacao baixos, espaco interior amplo, facilidade de manuseamento, bom motor,
..). O elevado nimero de varidveis dificulta a sua avaliacido e consequentemente
o desenvolvimento de planos de agdo. Aplicando a andlise fatorial, as 14 varidveis
passam a constituir 4 fatores relacionados com o conforto, a relagdo custo/eficiéncia,
o estilo e a facilidade de manipulagao, simplificando significativamente a tarefa do

diretor.

Historicamente, a ideia subjacente a andlise fatorial é atribuida aos psicélogos,
que sempre tentaram uma descricdo clara e organizada das habilidades intelectuais
e comportamentos humanos, surgindo a nogao primitiva de fator (ou constructo, na
area da psicologia). No entanto, foi Karl Pearson (1901) o primeiro a introduzir a
andlise fatorial. Mais tarde, Charles Spearman (1904) publicou um artigo no qual

menciona as bases da andlise fatorial.



Capitulo 1 Introducado

O modelo fatorial constituido pelos fatores Fi, ..., Fy,, m < p, é definido por

X1 — 1 = o Py +apfy+ . oy e

Xo — po = a1 F1 + aooFh + ...+ aopm Py + €2

Xp — Up = aplFl + Oéngg + ...+ Oémem + €p,

onde «; sdo coeficientes reais, chamados pesos fatoriais (loadings), p1; é o valor médio
da variavel X; e ¢; é uma varidvel aleatéria que constitui o chamado fator especifico
da variavel X;, i =1,...,p. Note-se que cada fator especifico estd associado apenas
a uma varidavel, enquanto os fatores F1, ..., F,, estdo associados a todas as varidveis.
Chamam-se, por isso, fatores comuns. O modelo fatorial mais usado é o modelo
fatorial ortogonal, no qual os fatores sdo nao correlacionados e tém varidncia 1.
Um dos problemas associados & andlise fatorial é a estimagao dos pesos fatoriais.
Os métodos mais comuns para efetuar esta estimacao sdo o método das componentes
principais e o método da méaxima verosimilhanca. Este tultimo parte do pressuposto
de que o vetor aleatério X = [X;...X,]T é normal multivariado. O método das
componentes principais nao faz exigéncias sobre a distribuicdo de X sendo, por isso,
o mais usado na pratica. Tal como o nome indica, é baseado nas componentes prin-
cipais, Y1,...,Y), associadas as varidveis X1, ..., X,. As componentes principais sao
combinacOes lineares normalizadas destas varidveis iniciais, ndo correlacionadas en-
tre si e com variancias decrescentes, ou seja, V(Y1) < ... < V(Y,). Frequentemente
as varidveis X1, Xo,..., X, sdo de natureza diversa e algumas delas tém dispersoes
muito diferentes, pelo que é habitual considerarem-se as componentes principais

obtidas das correspondentes varidveis standardizadas, Z1, ..., Z.

Dada a sua importancia, o capitulo 2 deste trabalho é dedicado & obtencdo das
componentes principais de uma populagao e a estimacao dos parametros subjacentes.
O procedimento correspondente a determinagao das componentes principais envolve
os valores proprios e os vetores proprios da matriz de correlagdes ou da matriz de
variancias-covariancias do vetor aleatério X bem como o método dos multiplicadores

de Lagrange.

No capitulo 3 estuda-se o modelo ortogonal de andlise fatorial. Depois da de-
finicdo do modelo, deduzem-se algumas propriedades decorrentes dos pressupostos

envolvidos. Em particular, mostra-se que o peso fatorial «;; corresponde a covari-
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1.0

ancia entre a varidvel X; e o fator F}, pelo que aquele coeficiente ¢ uma medida da
relacdo entre X; e F;. Assim, os pesos fatoriais elevados (em valor absoluto) identifi-
cam o fator a que cada varidvel se associa. Outra propriedade importante prende-se
com o facto da matriz dos pesos fatoriais ndo ser tnica, podendo ser rotacionada
de modo a produzir novos pesos fatoriais. No entanto, esta rotagdo nao altera a
variancia de X;, 1 =1,...,p.

Na prética, s6 faz sentido aplicar a andlise fatorial se as variaveis X1, ..., X, fo-
rem correlacionadas. Para verificar se os dados corroboram esta hipotese, apresentam-
se dois procedimentos, nomeadamente, o teste de esfericidade de Bartlett, desenvol-
vido sob a hipétese de normalidade do vetor aleatério X, e a estatistica KMO que
nao envolve condig¢oes sobre a distribuicido de probabilidade de X. Apresentam-se os
métodos de estimacao dos pesos fatoriais ja mencionados, destacando-se o método
das componentes principais, e referem-se processos para escolher do ntimero de fa-
tores a considerar na analise fatorial que, como ja foi indicado, devem ser em menor
nimero do que as variaveis iniciais.

Os m fatores determinados podem ser vistos como um sistema de eixos no qual
se representam os p pontos (i, ...,%m), ¢ = 1,...,p. Tendo em conta o que foi
referido sobre a rotacdo da matriz dos pesos fatoriais, tais eixos podem ser rotaci-
onados com o objetivo de conseguir que os pesos fatoriais elevados (resp., baixos)
fiquem ainda mais elevados (resp., baixos) de modo a facilitar a interpretacao dos
fatores. Existem varios processos para escolher a matriz de rotagdo correspondente.
Neste trabalho damos especial atencdo ao método Varimax.

Apesar dos fatores comuns serem varidaveis nao observaveis, é possivel estimar o
valor de cada fator (score) para cada individuo da amostra. O capitulo 3 termina com
a apresentacao de dois métodos para fazer essa estimacao: o método dos minimos
quadrados ponderados e o método da regressao.

No ultimo capitulo, apresenta-se um exemplo de aplicacdo da andlise fatorial,

desenvolvido com recurso ao software SPSS.
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Capitulo 2

Componentes principais

O objetivo essencial da andlise de componentes principais é descrever a estrutura
de covariancias entre p varidveis aleatoérias reais, X1, Xo,..., X, efetivamente cor-
relacionadas entre si, num outro conjunto de p varidveis ndo correlacionadas que
expliquem a estrutura de varidncias-covaridncias das variaveis iniciais. Estas novas
p variaveis resultam de combinagoes lineares normalizadas das varidveis originais e

constituem as componentes principais.

O processo subjacente a obtencao das componentes principais é construtivo na
medida que, a cada passo, se impde que a nova componente principal seja ndo corre-
lacionada com as anteriores e que as componentes principais surjam com varidncias

decrescentes.

Frequentemente as varidveis X, Xo,..., X, sao de natureza diversa e algumas
delas tém dispersoes muito diferentes, pelo que é habitual considerarem-se as cor-
respondentes varidveis standardizadas, Z1, Zs,...,Z,. Neste sentido, deduzem-se,
na seccao 2.1, as componentes principais, Y7, Ys,...,Y), associadas as variaveis ale-
atérias standardizadas e apresentam-se resultados que relacionam a estrutura de
correlagoes destes dois conjuntos de varidveis. Apresentam-se ainda as componentes
principais associadas as variaveis iniciais, X1, X», ..., X, e deduzem-se os resultados

correspondentes.

Na préatica, ndo conhecemos a matriz de correlagées nem a matriz de varidncias-
covariancias, pelo que as componentes principais sdo estimadas a partir da matriz
de correlagoes ou da matriz de variancias-covariancias de uma amostra aleatéria
do vetor aleatério real X. Tais componentes principais estimadas designam-se por
componentes principais amostrais e sdo introduzidas na seccao 2.2. Nesta sec¢ido
faz-se também a estimacdo da matriz de varidncias-covariancias, bem como dos
seus valores proprios e vetores proprios associados. Em particular, determinam-se
estimadores de maxima verosimilhanca no caso em que X segue uma lei normal

multivariada. Analisa-se ainda a centricidade dos estimadores obtidos.



Capitulo 2 Componentes principais

2.1. Deducao das componentes principais

Seja X = [X; X3...X,]T um vetor aleatério real de dimensdo p com vetor média
= [ p2...pp)T e matriz de varidncias-covaridncias . Seja Z = [Z1 Za... Z,|T

o vetor aleatério das correspondentes varidveis standardizadas, isto é,

Z_] — J ‘ J’
93
com O'JQ- =V(Xj),j=1,2,...,p. Tendo em conta que

1

0; 0j

COU(Zi, Z]) =

Cov(X;, Xj), 4,j=1,...,p,

a matriz de variancias-covariancias de Z coincide com a matriz de correlacdo de X,
que aqui designamos por C.
O vetor aleatério real Z tem associadas p componentes principais, Y1, Ya,...,Y),
tais que
P
Y}' = aljZl —|—CL2jZ2 + .. .a,ijp = ZaijZi, j=12...p,
i=1
onde os coeficientes a;j, 1,7 = 1,2,...,p, sao constantes reais satisfazendo determi-
nadas condig¢des. As p componentes principais podem ser representadas na forma
matricial Y = ATZ, com A = [a;;]i =12, p-
Prova-se facilmente que o vetor média e a matriz de varidncias-covaridncias de
Y sdo, respetivamente,

py =0 e Ny = ATCA.

De facto, py = E(ATZ) = ATE(Z) = 0. No que diz respeito a4 matriz de variancias-

covaridncias Yy, considere-se o seu elemento genérico Cov(Y;,Ys). Como puy = 0,

tem-se
P p
Cov(Y,,Ys) = E(Y,Y;) = E (Z i Zi Zaiszl)
i=1 i=1
p P
= > airajs E(Z; Z;)
i=1j=1
p P
= Z Z airajs Cov(Z;, Z;)
i=1j=1
= aZCaS, r,s=12...,p, (2.1)
onde a; representa a j-ésima coluna de A, j =1,2,...,p. Ora al'Ca, é precisamente

o elemento da linha r e da coluna s da matriz AT C A.
As condigoes a que devem obedecer os coeficientes a;j;, 7,5 = 1,2,...,p, sdo as

seguintes:



2.1 Deducao das componentes principais

« V() V(%) = ... > V()

° a;‘-Faj =1,7=1,2,...,p;

e Cov(Y;,Yy)=0, j#k, j,k=1,2,...,p.

Assim, o vetor a; é determinado de forma a maximizar a varidncia de Y7 e tal que
ala; = 1e, paraj =2,...,p, o vetor a; ¢ determinado de forma a maximizar a
variancia de Y}, satisfazendo a;‘-Faj =1leCov(Yy,Y;) =0, k<j.

No que se segue, admitimos que a matriz C' é definida positiva. O primeiro resul-
tado desta sec¢do estabelece que as componentes principais associadas as variaveis
aleatérias Z1,...,Z, sao determinadas a custa dos valores préprios e dos vetores
préprios da matriz C. Como esta matriz é definida positiva, os seus valores préprios

sdo todos positivos.

Teorema 1. Sejam Ay > X2 > ... > X\, > 0 o0s valores proprios da matriz C e
ej = [e1j e2; - ..epj]T um vetor proprio normado associado a \j,j = 1,2,...,p. A
J-ésima componente principal do vetor aleatério Z é dada por

Yj:eJTZ:eljZl+e2ng+...—|—eijp, j=1...,p.

Tem-se ainda que

V(}G) = )\j e CO'U(Y}‘,Y]C) = 07 ] ;ﬁ ]{’ ]7k = 17 ey D

Demonstragdo. Usamos o método multiplicadores de Lagrange para determinar
a; =[ann az... apl]T de modo a maximizar V(Y1) sujeito a al'a; = 1.
De (2.1), tem-se V(Y1) = al Ca;. Considerem-se as fungdes

p P
flar) = flarn, a1, ... ap) = V(Y1) = a] Cay = > Y anariCov(Z;, Zi)
i=1 k=1

p
g(ar) = g(ai1, a2, ... ?apl) = aTal —-1= Zazzl -1
i=1

A funcao de Lagrange é dada por
é1(ay) =alCa; —I(ala; — 1),

onde [ é o multiplicador de Lagrange. O maximo da fungao serd solugdo do sistema

Vf=1IVg Vf=1IVg
PN (2.2)

g=20 ala; =1

Relativamente ao gradiente de g, tem-se

9y
8(1]'1

:2aj1, j:1,2,...,p.



Capitulo 2 Componentes principais

Quanto ao gradiente de f, verifica-se que

of P
— =2 Z apCov(Zy, Z5), j=1,...,p
3aj1 =1
De facto,
af Pl 0
— = — (apnapCov(Z;, Zy,))
8(1]‘1 ;; 8aj1
p 8 ) p p
g Z: Wl (a’LlV ) Z: Z a . azlazklcov(zz‘, Zk;))
i=1 "7 =1k=1 "7
ki
P9
= 2aj1V(Zj) + Z 87]1 (ajlaleov Zk + 8 azlaleov(Zi, Zj))
k=1
k;éj 17&]

=2a;1V(Z;) + Z ap1Cov(Z;, Zy,) + Zaleov (Zi, Zj)
isﬁ} is«éj
=2a;1V(Z; +2Zak100v(Zk,Z )
k?'fj

P
=2 Z aleov(Zk, Z])
k=1

Entao
Vf=IVg & Zaleov(Zk, i) =lan, j=1,2,...,p
k=1
a1l
& {Cov(Zl,Zj) Cov(Zp,Zj)} sl =lap, j=1,...,p
ap1
& (Cap=lag

~ (C— llp)al =0,

onde I, representa a matriz identidade de ordem p.
Para encontrar uma solucao a; # 0 da equacao (C'—11I,)a; = 0, a matriz C' — 11,

deve ser singular, isto é, det(C' — 1I,) = 0. Por outro lado, atendendo a (2.2)
V(Y1) =alCa; =alla; =1.

Desta forma, para que V(Y]) seja maxima, devemos utilizar a maior das p raizes

reais do polinémio det(C — l1,), ou seja, o maior valor préprio de C, A;. Conse-
bté o dendo A i T o Assi . .

quentemente, obtém-se a; = e, atendendo a restricao aj a; = 1. Assim, a primeira

componente principal é dada por Y; = el Z.

8



2.1 Deducao das componentes principais

O passo seguinte consiste em encontrar as de forma a maximizar V(Y2) de modo
que Cov(Y2,Y1) = 0 e alay = 1. Tendo em conta que E(Y;) =0, j = 1,2,...,p,
tem-se

Cov(Ys, Y1) = E(Y2Y1) = E(alZZ%e)) = al Ce; = \jale;.
Considerem-se as fungbes
f(az) = V(Y2) = a3 Cay
gi(az) =ala; —1
g2(az) = Miaj e
A funcao de Lagrange é entao dada por
pa(ag) = aQTCaQ — ll(aQTag —-1)— lz)q&lgel,

onde [y e ls sdo multiplicadores de Lagrange. Efetuando cédlculos andlogos aos do

caso anterior, tem-se que o maximo da fung¢ao é solucado do sistema

Vf=Uu4Vg +12Vgo 2Cay = 2l1ag + la M€
g =0 “qalay—1=0 (2.3)
g2=0 ale; =0

Multiplicando ambos os membros da primeira equacio de (2.3), & esquerda, por el

resulta, atendendo a que a matriz C' é simétrica e el ay = (afe;)? =0,
2Cay = 2l1as + 1sCe; < 26{032 — 2l1e1Tag — 1 Ale{el =0

& 2alCey —IaM\ =0

= 2)\1a2Te1 — l2 )\1 =0

& 1y =0,
uma vez que A1 > 0. A primeira igualdade de (2.3) é entao equivalente a Cag = [1as.
Temos assim um caso andlogo ao anterior, obtendo-se [y = Ao e ag = €9, vetor proprio
de norma 1 associado ao valor préprio As. A segunda componente principal é entao
dada por Y, = eQTZ.

De uma forma geral, para gerar a j-ésima componente principal, j = 2,...p,

determina-se a; de forma a maximizar a varidncia de Y; = a;FZ, sujeito a a]Taj =1

e a ndo correlagdo de Y; com Yi,...,Y;_1. Sejam
f(aj) = V(Y2) = aj Ca;
g1(a;) = a]Taj -1
gi(a;) = Ai_lafei_l, 1=2,...,]

9



Capitulo 2 Componentes principais

A funcado de Lagrange é agora

J
¢;(a;) =al Ca; —li(ala; —1) = I; \i-1ale; 1,
=2

onde I1,la,...,l; sdo multiplicadores de Lagrange. O méximo de ¢; é solucdo do
sistema
J J
Vf=uVag+ ) LV 2Ca; =2ha;+ Y lili-1€i1
i=2 i=2
g1=0 < a;[aj ~1=0 (2.4)
=0, i=2,...,j ajei 1=0, i=2,...,]

Apés multiplicarmos ambos os membros da primeira igualdade de (2.4) por eJT_l, a
esquerda, obtém-se I; = 0, de modo andlogo ao caso anterior. Aquela igualdade é

entao equivalente a
i—1
2Ca; =2ha; + Jz: liNi—1€;_1.
i=2
Seguidamente, a multiplicacdo de ambos os membros desta igualdade por ejT_z, a
esquerda, conduz a [;_; = 0. Este procedimento é, pois, repetido j — 1 vezes,
concluindo-se que lp = ... = [; = 0. Assim, a primeira igualdade de (2.4) é equiva-

lente a (C'—1;1p)a; = 0. Obtém-se entdo, analogamente aos casos anteriores, Iy = \;

e a; = e;. A j-ésima componente principal é entdo dada por Y; = ejTZ. ]

Note-se que a componente principal Y;, j = 1,...,p, nao é tnica por nao ser
unico o vetor e;. No entanto, quando o valor préprio A; tem multiplicidade 1,
caso em que ha duas possibilidades (simétricas) para a escolha de e;, podemos ter
unicidade se fixarmos e; como o vetor cuja primeira componente nao nula ¢ positiva.

A proposicao seguinte estabelece que, no seu conjunto, as componentes principais

mantém a varidncia total das varidveis iniciais.

Proposicao 1. Sejam Y1,Ys,...,Y, as p componentes principais correspondentes

as varidveis aleatorias reais Z1, 22, ..., Z,. Tem-se

V() =Y V(Z) =p

j=1 j=1
Demonstracao. Seja I' a matriz cujas colunas sao os vetores préprios ey, . .., €, asso-
ciados aos valores proprios A1, ..., A,, respetivamente, da matriz C. Como ey, ...,e,

10



2.1 Deducao das componentes principais

sdo normados e mutuamente ortogonais, a matriz I' é ortogonal e tem-se

A1 0 .00
0 X ... 0
EY = FTCF, com EY = 2
0 0 ... )\
Entao
u p
S V(Y)) = tr(Sy) = tr(TTCT) = tr(TT7C) = tr(C) = S V(Z)) = p.
Jj=1 =

O]

Este resultado permite afirmar que a propor¢ao da varidncia total das variaveis

standardizadas explicada pela j-ésima componente principal é dada por

>

7‘]7 j:]"2""7p'
p

Assim, a percentagem de varilncia total explicada pelas k primeiras componentes

principais, k < p, é
AMFXN+ . A
p

k< 100%.

Se grande parte da percentagem da variancia total for atribuida as primeiras k
componentes principais (k < p), entdo estas podem ser usadas em vez das p varidveis
Z1, 29, ..., %, sem perda significativa de informagao.

No resultado seguinte, verifica-se que o coeficiente de correlagdo entre a compo-
nente principal Y e a varidvel Zj, é proporcional a componente ey; do vetor préprio

e, j,k=1,2...,p.

Proposicao 2. Sejam Y1,Ys,...,Y), as componentes principais das varidveis alea-

torias reais 1,22, ..., Zy. O coeficiente de correlagdo entre Y; e Zj, € dado por

P(Y;,Z) :ek‘]\/X] Jk=1,2,....p.

Demonstragdo. Paracadak =1,...,p, tem-se Z; = ulZ,ondeu} =[0...010...0],

com o valor 1 na posi¢ao k. Como Y; = e;‘-FZ, obtemos
Cov(Zy,Y;) = Cov(u{Z,e]TZ) = u} Ce;
= ugx\jej = Negj, 5, k=1,...,p.

11



Capitulo 2 Componentes principais

Assim

Cov(Y;, Z;, A €L / .
p(YJZk): (J ) = ]:ekj )‘]7 jak:1727"‘7p'

JVOIWVZ) VA

O]

Como ja foi referido, as componentes principais também podem ser obtidas atra-
vés das varidveis originais, Xi,...,X,. Neste caso, o processo de obtencao das
componentes principais é andlogo ao que foi descrito para as varidveis standar-
dizadas, usando agora a matriz de varidncias-covariancias, >, do vetor aleatério
X =[X1 X2...X,]T. No entanto, se o vetor média, p, de X for diferente de zero, o
referido procedimento envolve calculos mais elaborados.

Continuaremos a usar as notagoes Yj, A; e ej, j = 1,...,p, com 0 mesmo signi-
ficado, mas agora relativamente as varidveis X1, ..., X, e a matriz X.

Analogamente ao resultado obtido na secc¢do anterior para as varidaveis standar-
dizadas, a componente principal Y; associada as varidveis X1, Xa,..., X, é dada
por

Yj:eJTX, j=1...,p.

Além disso, usando 3 em vez de C na demonstrac¢io da proposi¢do 1, obtém-se
P P
D VY) =) VX)),
j=1 J=1

ou seja, a varidncia total das variaveis originais também é preservada pelo conjunto
das correspondentes componentes principais. Neste caso, a propor¢ao de varidncia
total explicada pela j-ésima componente principal 6 ———— i =1,...,p.
M+ .+ )\p
O resultado correspondente a proposicao 2 para as varidveis Xi,..., X, é, como
facilmente se verifica,
P(Y;,X1) = K A
i Nk) T ’
’ VV(Xk)

Finalmente, como se ilustra no exemplo seguinte, notamos que as componentes

g, k=1,2,...,p.

principais correspondentes as varidveis originais nao sao, em geral, iguais as compo-

nentes principais correspondentes as varidveis standardizadas.

Exemplo 1. Considere-se um vetor aleatério X = [X1 Xo]T com matriz de variancias-

covariancias Y tal que



2.2 Estimacdo em componentes principais

Os valores proprios de X sao Ao = 4.3028 e A1 = 0.6972, tendo como correspondentes
vetores préprios normados e; = [0.9571 — 0.2898]7 e ex = [0.2898 0.9571]. As

componentes principais correspondentes sdo entdo dadas por

Y1 =0.9571 X1 — 0.2898 X
Yo =0.2898 X1 4 0.9571 X
A matriz de correlacoes correspondente a ¥ é dada por

1 —-0.5
—0.5 1

C =

Tem-se agora \1 = 1.5, Ay = 0.5, e; = [0.7071 —0.7071]7 e e; = [0.7071 0.7071]7.

Neste caso, as componentes principais sao dadas por

Yi = 0.7071%; —0.7071 Z
— 0.7071 <X12_“’1) —0.7071 (Xa — p2)
— 0.3536 (X7 — 1) — 0.7071 (Xa — o)
Yo = 0.7071Z; +0.7071 Z

= 0.3536 (Xl — Ml) +0.7071 (XQ — Mg),

onde [u1 p2)’ representa o vetor média de X.
Podemos ainda observar que, no primeiro caso, a percentagem da variancia total
ezxplicada pela primeira componente principal é aprozimadamente 86% e, sequndo

no caso, tal percentagem é 75%.

2.2. Estimacao em componentes principais
2.2.1. Componentes principais amostrais
Seja (X1, Xo,...,X,) uma amostra aleatéria de dimensao n do vetor aleatério real
X =[X; Xo...X,|T, onde X; = [X1; Xoj... Xp]T, 7 =1,2,...,n. O vetor média
amostral e a matriz de varidncias-covariancias amostral sao dados, respetivamente,

por

. 1 1 n o -7
X_n;Xj e S= n_lj:1(Xj—X)(Xj—X) :

_ . _ _ 1
Tem-se X = [X; Xao...X,]T e § = [Sik]; k=12, p» cOm X; = EZXU e
- ~
Sik: n_lz(Xl] XZ)(Xk]_Xk)7 Z>k:1a27 » D

j=1
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A amostra standardizada correspondente é dada por (Z1,Zs,...,Z,), com

— — S
le—Xl XQj-XQ ij—Xp
VS NETE v/ Spp ’

A matriz de varidncias-covariancias amostral das varidveis standardizadas é a matriz

Z; =

i=1,2,...,n.

de correlagoes amostral das Variéveis nao standardizadas, que denotamos por R. De

facto, tem-se Z; =

da matriz de variéncias—covarlancias amostral das varidveis standardizadas é dado

= 0, resultando que o elemento na posi¢ao (i, k)

por
n —
Xi) (X — Xi) Sik
Z; Zk = )
n_lz i T 1]; V 'L'L \/Skk VSiiVSkk
i,k = 1,2,...,p, que corresponde ao elemento na posi¢do (i,k) da matriz R. Se

n > p, as matrizes R e S sdo definidas positivas (teorema 3.14 de [6]). A restri¢ao
n > p que passaremos a admitir, é natural pois indica que a dimensao da amostra
deve ser superior & dimensao do vetor aleatério X.

Denotamos por Iy, s, ...,l, os valores préprios de R, todos positivos. Estes va-
lores proéprios sao todos distintos com probabilidade 1 ([1], p. 280). Consideramos
li >1lp > ... > 1, Sendo q; = [qui ¢2i --- qpi]T um vetor préprio normado de R

associado a l;, i = 1,2,...,p, a matriz Q = [q; qy - .. qp] é ortogonal e tem-se
T - T
R=QLQ" =) liqq/,
i=1

onde L = diag (l1,l2,...,l,) é a matriz diagonal cujos elementos diagonais sao os
valores proprios de R. Na pratica, a unicidade do vetor préprio q; fica garantida
se, dos dois vetores proprios normados associados a [;, for escolhido, por exemplo,
aquele cuja primeira componente nao nula tiver sinal positivo.

A partir da matriz R obtém-se as componentes principais amostrais procedendo
como no capitulo anterior. Desta forma, a j-ésima componente principal amostral
¢ dada por, Y;* = q; T7,5=1,2,...,p. Assim o vetor das componentes principais
amostrais é dado por

=Q'Z.
A variancia amostral de Y/ é igual a [; e a covaridncia amostral entre Y e V" ¢
igual a zero, k # j, j,k = 1,2,...,p. Como os p elementos diagonais de R sao
todos iguais a 1, a varidncia amostral total das variaveis standardizadas é igual a p e

li+1lo+...+1, = p. Desta forma, a j-ésima componente principal amostral explica

L
uma proporcao da varidncia total amostral que é dada por 2, j =1,2,...,p.
p

14



2.2 Estimacdo em componentes principais

No que diz respeito ao coeficiente de correlagao amostral entre Y e Zj tem-se
TYF .z, = iV, ,k=1,2,...,p

As componentes principais amostrais podem também ser determinadas a partir
da matriz S, obtendo-se resultados analogos a partir dos valores e vetores préprios

desta matriz.

Quanto ao coeficiente de correlagio amostral entre Y]* e X tem-se agora

_aVlho
TYJ-*,X]C— mvjak_172a"‘7p

Daqui em diante, na maior parte dos casos, as notacoes introduzidas neste ca-

pitulo serdo usadas tanto para as estatisticas que representam como para as corres-

pondentes concretizagoes.

2.2.2. Estimagao de parametros

O vetor aleatério X e a matriz aleatoria S, sdo estimadores de p e 3, respetivamente.
Quanto aos valores proprios e vetores préprios de X, eles podem ser estimados pelos

correspondentes valores préprios e vetores proprios de S.

Admitindo que X segue uma lei normal multivariada, N,(u,Y), obtém-se segui-
damente os estimadores de maxima verosimilhanca dos pardmetros acima mencio-

nados.

Consideremos entao um vetor aleatério X com distribuicao N,(u,X) e seja
(X1,...,X,) uma amostra aleatéria de dimensao n de X. Os n vetores aleaté-
rios Xq,..., X, sdo entdo independentes e seguem todos a lei normal multivariada
Ny(p,%). Nestas condicoes, e atendendo a que a matriz ¥ é definida positiva,

(X1,...,X,) tem funcdo densidade conjunta dada por

f(x1,...,%p) H

1 Tvy—1
exp (500~ )=y~ 1))
]:1 g detZ)% 2 ! !

1 1 1 Tt
= exp | —5 Y —w)'E T xy —p) | (25)
=1

(2m) % (det)?

para quaisquer xi,...,X, € RP.
Comegamos por obter os estimadores de maxima verosimilhanga de p e 3.

Note-se que a expressdo (2.5) define também a fungao de verosimilhanca asso-
ciada a cada realizagao (xq,...,X,) da amostra aleatéria de X, a qual pretendemos
maximizar em termos de p e ¥. No entanto, como o factor (27T)_n7p nao afeta tal

problema de maximizacao, os estimadores de méaxima verosimilhanca pretendidos

15
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corresponderao as solugbes pi e ¥ que maximizam a funcio

J=1

L(p, %) = (detS) 3 exp (—; S — ) 7S u)) L 20

Vamos escrever de outra forma o argumento da exponencial em (2.6). De-
notando por tr o traco de uma matriz quadrada e atendendo a que o produto
(x; — p) 'S (x; — p) é um escalar, tem-se

(=TS — ) =t (0 - )Tk - )
= (270 — w0y - ")

Entao

(o~ TS o ) = 3ot (S — ) - )T
1 j=1

— (z—lz<xj—u><xj—u>T). (2.7)

n
J]=

j=1 Jj=1
= > =R = %) +n®—p)(x—p)" (2:8)
j=1

Esta ultima igualdade é obtida da anterior pelo facto de se ter
n n

(x; ~R) &~ )" = 3%~ w)(x; %) =0.
=1 j=1

Substituindo (2.8) em (2.7), tem-se

o (2—1 S5 — (s mT) _
=1

<

= tr (z—l 3 () — R)(x) — X)T) +otr (37 E - p)(E - p)")
j=1

= tr (2—1 > (x5 =) (x5 — x)T) +nEX-w)IS M xX—p). (29
j=1

Consequentemente, tendo em conta (2.6), (2.7) e (2.9), podemos escrever a fungao

L(p,Y) na forma
1 1 & B - - o
WGXP {—2 |:7f7“ (E 1;(xj — X)(Xj — X)T) + TL(X _ H)TE I(X _ M)] }
(2.10)

16



2.2 Estimacdo em componentes principais

O lema que se segue é a base da demonstragdo da proposicao que estabelece
os estimadores de méxima verosimilhanca de g e X. A sua demonstracdo pode ser

encontrada em [3] (pgs. 146-147).

Lema 1. Dada uma matriz B, quadrada, de ordem p, simétrica e definida positiva

e um escalar b > 0, tem-se

L _w(=1B)2 1 bp,_—b

para qualquer matriz X, quadrada, de ordem p, e definida positiva, verificando-se a

igualdade apenas para ¥ = %bB .

Proposicao 3. Seja (X, ..., X,,) uma amostra aleatoria de dimensdo n de um vetor

aleatorio com distribui¢ao Np(p,X). Entao

(X, - X)X, - X"
=1

S

Jj=1 J

sdo os estimadores da mdxima verosimilhanca de p e 3, respetivamente.

Demonstragio. Como ja foi referido, pretendemos maximizar a fungao L(u, Y) dada
por (2.10), para cada realiza¢ao (xq, ..., X,), arbitrariamente fixa.

Como Y ¢é definida positiva, o mesmo acontece com X! pelo que
(X — pw)TS (X — u) > 0, tendo-se a igualdade se e s6 se u = X. Entdo, relati-
vamente a p, a fungdo L(pu,X) atinge o seu valor méximo em X.

Resta entdo maximizar a fungdo

1 1 "
L(X,YX) = ——Fexp |—=tr »! x; —X)(x; —x)¥
( ) (dets)3 p B Jz::l( J )(x; )
n n
Aplicando o lema anterior com b = 5 B = Z(xj - X)(x; — %), verifica-se

J=1
n

que o maximo, relativamente a X, ocorre em — Z(xj - %)(x; — %7, Obtém-
J=1

_ 13
se assim, para p e X, os estimadores de maxima verosimilhanca X = — E X, e
n “
J=1

~ 1 & _ o

N=— Z(X] - X)(X; — X)T, respetivamente. O
n i

Além de p e X, pretende-se estimar \; e e;, i = 1,2,...,p. O proximo teorema

estabelece o resultado correspondente. Na sua demonstracao sao usados os dois
lemas que se seguem. O primeiro estabelece a invariancia dos estimadores de maxima

verosimilhanca quando sdo aplicadas fungoes bijetivas (cf. [1], pg. 48).

17
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Lema 2. Se 51, .. .,ém sao estimadores de mdxima verosimilhanca dos pardmetros
reais 01, ...,0p, de uma determinada distribuicdéo de probabilidade e se p1,...,¢om
sdo fungoes reais bijetivas, entdao @1(51, . ém), e gom(gl, e §m) sdo estimadores
de mdzima verosimilhanca de ©1(01,...,0m), -y Pm(01,...,0m). Além disso, se

~ ~

os estimadores 01,...,0,, sdo unicos, o mesmo acontece com ¢1(01,...,0m), ...,

@m(é\la s 7§m)

O segundo lema é um resultado que envolve matrizes sem componentes aleatérias

(cf. [6], pg. 386).

Lema 3. Se U = diag(u1,...,ux), comu; > ... >u, >0 eV = diag(vy,...,vp)
com vy > ... > v, >0, k < p, entdo para toda a matriz P de tipo p x k tal que
PTP =1, tem-se

k
tr(UPTVP) <> uv;.
=1

A igualdade verifica-se apenas quando P assume a forma

+1 0
P= ' (2.12)
0 +1
- 0 -
Teorema 2. Suponhamos que a matriz ¥ tem valores préprios 61 > ... > d, com
multiplicidades m, ..., m,, respetivamente, r < p. Particionem-se as matrizes I' e

Q@ na forma
D=[[1|Ts|...|T] e Q=1[Q1|Q2|...|Q.],

onde I'; e QQ; sao matrizes p x m;. Um estimador de mdxima verosimilhanca de 6; é

1n-—-1
= — ol i=12,...,m
mi n JjED;

-~

0

onde D; = {1,....m1} e D; = {mi+...+mi—1+1,....m1+...+m}, i =
2,...,r. Além disso, um estimador de mdxima verosimilhanca de I'; é dado por
fi = Q;P;;, onde P;; é uma matriz ortogonal qualquer de ordem m; tal que o pri-

meiro elemento em cada coluna de I'; é nao-negativo, i1 = 1,2,...,7r.

Demonstracao. Na demonstragdo vamos considerar o caso em que apenas um valor
préprio tem multiplicidade diferente de 1, sendo semelhante a prova do caso mais

geral. Suponhamos entdao que os valores proprios de X sdo Ay > ... > A > a1 =

18



2.2 Estimacdo em componentes principais

... = Ap. Por simplificacdo de notagdo consideram-se os (p — k) menores valores
préprios iguais a A.
Ja vimos, em (2.10), que a fungdo de verosimilhanga L(p,) associada a cada

realizacgdo (xi,...,Xy) da amostra aleatéria X, pode ser escrita na forma

1 1 "

—exp{ —= |tr 27! xi —%)(x; =) | +nEx—p) 'Y (x— .
S p{ 2[ ( ;(g ) (xj )) (x—p)'S7 (x—p)

Além disso, vimos que L(u, ) é maximizada relativamente a p para g = X. Nesse

caso, resta maximizar, relativamente a A1,..., Ag, A, a funcdo
_ n 1 -1 " — T
g(X)=lL(x7X) = —5 Indety — otr | ¥ > =% -9 |
j=1

Podemos escrever ¥ = I'SyI'T onde Xy = diag (A1, ..., Ak, Ay ..., A) e I' é uma ma-
triz cujas colunas sao os vetores proprios associados aos valores proprios que consti-
tuem a diagonal de Xy. Analogamente, tem-se S = QLQT, com L = diag (l1,...,l,)
enQ a matriz dos correspondentes vetores préprios. Tendo ainda em conta que

Z(Xj ~%)(x; —%)T = (n —1)3, obtém-se
j=1

9(2) = —g log det(TSyTT) — %tr ((FEYFT)—l(n - 1)QLQT)
n Ld n—1 _
= 3 log (];[1 )\i> -yt (re' T QLQT)
k

n n d n—1 _
= 5 log (1—[1 )\Z) ~ 5 log ( I1 Aj) -t (3'PTLP)

j=k+1

k
on - n(p—k) n—1 1T
_—§Z§:1:logAl—72 log A — = —tr (EYP LP),

onde P = QT é uma matriz ortogonal de ordem p. Particionando P na forma

P = [P||P,], com P, ¢ RP*F ¢ Py € RP*(P—k) ¢ escrevendo Yy na forma

5y — Xy 0
0 A,y
onde Yy, = diag(\1, ..., ), tem-se
S0 P

tr (E;IPTLP) = tr L { Pl Pf }

0 A1,y Py
=tr (E;ﬁlPlTLPO + A" (LP2P2T>

- % f:zi —tr (A - 33! PILP)
i=1
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No tltimo passo usamos os facto de PyPJ = I — Py P{. Desta forma,

k p
_.n _nle—k) ool
9(%) = =3 ;mAZ 5 A - ;z

n—1
+

tr (()ﬁllk - 2;11) PITLPl) (2.13)

Aplicando o lema anterior, com U = A1 I}, — Z{,ll eV =L, o termo em (2.13) onde
surge o trago é maximizado relativamente a P; quando esta matriz tem a forma

(2.12). Tal méximo é dado por

n—1¢& n—1¢< l;
e L ) D (2.14)
i=1 L

=1

Atendendo a que P é ortogonal e P; tem a forma indicada, a funcao g(¥) é maxi-

mizada relativamente a P para

+1 0

e
I

0 Pys

A matriz Pys é quadrada de ordem p — k. Desta forma, pelo lema 2, I = Q]3
¢ um estimador de méaxima verosimilhanca de I". Para concluir a demonstracao,
resta encontrar os estimadores de maxima verosimilhanca de A; e A\. Para tal, por
substituigdo de (2.14) em (2.13), maximiza-se relativamente a esses parametros a

funcao

k D k
_n '_n(p—k‘) _n—l '_n—l li
g(%) = 5 ;hml 5 In \ o izzk;lzz 5 ;A

obtendo-se para \; e \, respetivamente, os estimadores de maxima verosimilhanca

Xz: l;, =1, ok
n
(§]
~ n—1 P
A= >

O]

Exemplo 2. No teorema anterior, suponhamos que p =38, r =4, m; =1, mg = 2,

mg =3 emy =2. Entdo Dy = {1}, Dy ={2,3}, D3 ={4,5,6} e Dy = {7,8}. De
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acordo com o teorema, os estimadores de mdrima verosimilhanga sdo

5=""1
n
Jy = nz—nl (Ia+13)
03 = ng—nl (Ia + 15 +1g)
5y = "2;1 (7 + Is)

No que diz respeito a centricidade dos estimadores dos valores préprios de X,
os resultados de Lawley ([4]), obtidos para o caso em que o vetor aleatério X tem
distribui¢do normal multivariada, permitem concluir que se A; é um valor préprio de
> de multiplicidade 1, entao o seu estimador [; e, consequentemente, o seu estimador
de maxima verosimilhanca, sdo assintoticamente céntricos.

Por outro lado, como se prova a seguir, os estimadores X e S sdo céntricos de p
e X, respetivamente. Consequentemente, o estimador de maxima verosimilhanga de

Y. é apenas assintoticamente céntrico.

Proposicdo 4. Os estimadores X e S = S sdo céntricos de e X, respetiva-

7 —
mente.

Demonstragdo. Tendo em conta a definicdo de esperanca matemaética de uma ma-
triz aleatéria real (matriz das esperancas matemadticas das varidveis aleatdrias que
formam a matriz aleatéria, desde que existam), a linearidade da esperanga matema-
tica de varidveis aleatérias reais e ainda propriedades das operagdes com matrizes,

tem-se
— 1
E(X) = n ZE(Xj) =H
j=1
Para verificar a centricidade do estimador S de 3, provemos primeiro que a matriz

de variancias-covariancias de X é dada por

Cov(X) = EZ.

n

Tem-se Cov(X) = E [(X —p)(X — u)T} e, como a matriz (X — p)(X — )7 tem

elemento genérico (X; — p;)(X; — pj), 4,5 = 1,...,p, podemos escrever
Coo(X) = E||=>(X;—n) ( (X - u))
n “ n
j=1 k=1
1 n n
= SE D> (X - (X —p)"
j=1k=1
1 n n
= EZZE[(XJ — 1) (X — )]
Jj=1k=1
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Tendo em conta a independéncia dos vetores aleatérios X; e Xy, j # k, verifica-se

E [(X] — ) (X — u)T} =0, j # k. Tem-se entao

n
_ 1
Cou(X) = 5 > B [(X; ~ w(X; - w)'] = =%,
j=1
uma vez que E [Xj —p)(X; — u)T} corresponde & matriz de varidncias-covaridncias
do vetor aleatério X; e este tem a mesma distribuicao de X, j =1,...,n.

Vamos entdo verificar que E(S) = X.

Tem-se
X, =X - X" = 3% - XX + | S - X)| (%)
j=1 j=1 j=1
= Y x;x! - nXX',
j=1
tendo em conta que Z X? =nX' e Z(Xj —X) =0.
=1 =1
Entao ’ ’
1 & T n <7
E(S) = nljzlE(Xij) - B(XX)
. n T <1
= n_l[E(XX )-B(XX")], (2.15)

uma vez que os vetores aleatérios X e X; seguem a mesma lei, j = 1,...,n.

Por outro lado, verifica-se facilmente que
S =B|(X-mX-p'| e EXXT) =5+ py’. (2.16)
Analogamente, como E(X) = p e Cov(X) = 1 %, tem-se
B(XX") = % S+ ppt. (2.17)

O resultado E(S) = ¥ obtém-se conjugando (2.15), (2.16) e (2.17). O
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Analise fatorial

Em problemas que envolvam um grande niimero de varidveis observaveis sao neces-
sarios muitos parametros para descrever toda a informacio. Sempre que existam
variaveis fortemente correlacionadas é concebivel agrupa-las num grupo de modo
que varidveis que estejam em grupos distintos apresentem fraca correlacdo. Esta
¢ a base da andlise fatorial, isto é, descrever a estrutura de covaridncias entre as
variaveis iniciais através de um menor niimero de varidveis, os fatores ou variaveis

latentes.

Este capitulo é dedicado ao modelo ortogonal de andlise fatorial. Na seccao
3.1, depois da definicdo do modelo, deduzem-se algumas propriedades decorrentes
dos pressupostos envolvidos. Em particular, conclui-se que os pesos fatoriais com
elevado valor absoluto identificam o fator a que cada varidvel se associa. Outra
propriedade importante prende-se com o facto da matriz dos pesos fatoriais nao ser
unica, podendo ser rotacionada de modo a produzir novos pesos fatoriais que faci-
litam a interpretagao dos fatores. Na secgdo 3.2 apresentam-se dois procedimentos
para, na pratica, verificar a adequagdo dos dados a aplicacdo da analise fatorial,
a qual s6 faz sentido se as variaveis iniciais forem correlacionadas. A seccdo 3.3 é
dedicada a estimacdo dos pesos fatoriais, destacando-se o método das componentes
principais. A reducdo da complexidade de um problema com muitas varidveis, passa
pela escolha do ntimero de fatores que podem substituir as varidveis originais sem
perda significativa de informacéo. A escolha do nuimero de fatores a considerar na
andlise fatorial é analisada na seccao 3.4. Os fatores determinados podem ser vistos
como um sistema de eixos no qual se representam os pontos cujas coordenadas sao
os pesos fatoriais correspondentes a cada uma das varidveis Xi,...,X,. Tendo em
conta o que foi referido sobre a rotacdo da matriz dos pesos fatoriais, tais eixos
podem ser rotacionados com o objetivo de conseguir que os pesos fatoriais elevados
(resp., baixos) fiquem ainda mais elevados (resp., baixos) de modo a facilitar a in-

terpretacao dos fatores. A rotacao de fatores é estudada na sec¢do 3.5. Apesar dos
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fatores comuns serem varidveis ndo observaveis, é possivel estimar o valor de cada
fator (score) para cada individuo da amostra. Na secc¢@o 3.6 referem-se dois métodos
para atingir esse objetivo: o método dos minimos quadrados ponderados e o método

da regressao.

3.1. Modelo ortogonal

Seja X = [X7 X3...X,]T um vetor aleatério real de dimensdo p, com vetor média
= [p1 p2...pp)T e matriz de varidncias-covaridncias ¥, definida positiva. O mo-
delo da analise fatorial expressa cada variavel observavel X; como funcao linear de m
varidveis aleatérias Fi, Fy, ..., F,, (m < p), chamadas fatores comuns, e de um fator
Unico ou erro, €;, 1 = 1,2,...,p. Este fator tinico é também uma variavel aleatoria
cujo objetivo é explicar a parte da varidncia da respetiva varidvel nao explicada pe-
los fatores comuns. Os m fatores comuns e os p fatores tnicos nao sao observaveis.

Mais precisamente, as variaveis observaveis sao escritas na forma que representam a

importancia do j-ésimo factor comum na i-ésima variavel observavel, i = 1,2,...,p,
j=1,2,...,m. O modelo pode escrever-se na forma matricial
X—-—p=AF+e€ (3.1)
onde
a1 12 ... O1m

F:[Fng...Fm]T, 62[6162...6P]T e A=

Assume-se que:

e E(F)=0;

o E(e)=0;

o Cov(F) =1,
v 0 ... 0]

o Cov(e) = 0 1#.2 0 =U;
00 ... oy

Os vetores F e € sao independentes.
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3.1 Modelo ortogonal

Este conjunto de condigoes e a rela¢ao (3.1) constituem o chamado modelo ortogonal
de andlise fatorial. Se os fatores comuns forem considerados correlacionados, entao
estamos perante o modelo obliquo, o qual nao serd tratado neste trabalho.

Nas condi¢bes do modelo ortogonal, verifica-se que
¥ =AAT + U, (3.2)
De facto,
Y = E[(AF + €)(AF + ¢€)7]
= E[AF(AF)T + AFe! + €(AF)T + €€’
= AE(FFD)AT + AE(Fel) + E(eFT)AT + E(ee”)
= AAT 4+ 7,

uma vez que E(Fel) = Cov(F,e€) = 0.

Tem-se também
Cov(X,F) = E((AF + €)FT) = E(AFFT) + E(eFT) = A.
Note-se que a igualdade Cov(X,F) = A é equivalente a
Cov(X;, Fj) =cyj, 1=1,2,...,p, j=1,2,...,m.

Assim, a;; ¢ uma medida da influéncia da varidvel X; no fator F}, pelo que, quando os
pesos fatoriais sao elevados em valor absoluto, identificam o fator a que cada varidvel
se associa. Mais precisamente, as variaveis que contribuem para a determinacgao de
um fator sdo aquelas cujos pesos fatoriais sdo mais elevados nesse fator.

De (3.2), resulta
_ 2 2 2 .
V(Xs)=aj +ajy+ -+ aj, +i, i=1,2,...,p.
O valor
hi =af +ah+ - +ap,

designa-se por comunalidade da variavel X; e corresponde & porcao da variancia de
X; que é explicada pelos fatores comuns. O valor 1; corresponde & porcao desta
varidncia que é explicada pelo fator especifico e chama-se variancia especifica.

Em geral, a matriz A em (3.1) ndo é tnica. Efetivamente, se T' for uma matriz

ortogonal de ordem m, tem-se
X =AF +e=ATTTF + € = A*F* + ¢,
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com A* = AT e F* = TTF. Note-se que
E(F)=TTEF)=0 e Cou(F*)=T"Cou(F)T = I.

Assim, tanto F como F* satisfazem as condi¢oes do modelo ortogonal. Além disso,

ambas as matrizes A e A* ddo origem & matriz 2. De facto,
Y= AAT + U = ATTTAT + 0 = A* (AT 4+ 0.

Observando ainda que as comunalidades, h?, i=1,2,...,p, correspondem aos ele-
mentos diagonais de AAT e que AAT = A*(A*)T, conclui-se que os valores de h? e,

consequentemente os valores de V(X;), ndo sdo afetados pela escolha de 7.

3.2. Adequacao da aplicagao do modelo fatorial

A aplicacdo da analise fatorial requer que as varidveis Xi,..., X, sejam correlacio-
nadas, pois caso contrario, tal aplicacdo nao faz sentido. Se as varidaveis nao forem
correlacionadas duas a duas, entdo a matriz de correlagées é a matriz identidade.
Faz entao sentido testar a hipétese Hy : C' = I contra a alternativa Hy : C' £ I. Para
testar estas hipdteses, temos o teste de esfericidade de Bartlett. Sob a hipotese Hy,
a distribuicdo da estatistica deste teste converge em lei para uma varidvel aleatéria

p(p—1)

com distribui¢do do quiquadrado com graus de liberdade, sob a hipdtese

da normalidade do vetor aleatério X = [X7 ... X,]T. Tal estatistica ¢ dada por

2p+5

=—(n—2-L)m|R].

Ao nivel de significancia «, a €]0, 1], rejeita-se Hy se o valor observado da estatistica
de teste for superior ao quantil de ordem 1 — a daquela distribuicao do quiquadrado.
Este teste ¢ muito sensivel a violacdo da hipétese da normalidade de X (cf. [5]).

O procedimento mais utilizado para avaliar o grau de adequacao dos dados a
aplicacdo da anélise fatorial é a estatistica de Kaiser-Meyer-Olkin, que é dada por

1#]
RIS )
i#] 1#]

onde r;; e v;; sdo, respetivamente, os elementos na posicao (i, j) da matriz de corre-
lacoes amostral, R, e da matriz V = UR™'U, na qual U = [(diag Rfl)%} 71. Note-se
que diag R™! é a matriz cuja diagonal coincide com a diagonal de R~! mas com os

. IR L s
restantes elementos nulos e (diag R~1)2 é a matriz diagonal cujo i-ésimo elemento
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3.3 Extracdo dos fatores

diagonal é a raiz quadrada do i-ésimo elemento diagonal de diag R~'. A matriz V é

usualmente designada por matriz de correlagdo anti-imagem.

Kaiser propds a seguinte relacao entre o valor do KMO e o uso da anélise fatorial

Valor do KMO | Recomendacao AF
0.9, 1] Excelente
10.8,0.9] Boa
10.7,0.8] Média
10.6,0.7] Aceitével
10.5,0.6] Fraca
<0.5 Inaceitavel

3.3. Extracao dos fatores

A expressao "extragdo dos fatores'é usada habitualmente na literatura para designar
a metodologia de estimacao da matriz de pesos fatoriais, A, e da matriz das varidncias

especificas, V.

Nesta seccio apresentam-se dois dos métodos mais usados na extracao dos fa-
tores, nomeadamente o método das componentes principais e o método da maxima
verosimilhanca. No primeiro caso nao sdo exigidas condicbes que envolvam distri-
buic¢bes de probabilidade, o que ji ndo acontece no segundo caso, no qual se exige
a normalidade do vetor aleatério X. Neste trabalho, o método das componentes

principais é estudado com mais detalhe.

3.3.1. Método das componentes principais

A solucéo para o modelo fatorial apresentada pelo método das componentes princi-
pais, escolhe para os m fatores as primeiras m componentes principais, Yi,..., Y,
(obtidas da matriz de varidncias-covariancias, 3, de X ou da correspondente ma-
triz de correlagoes, C'), divididas pelo respetivo desvio-padrao. Mais precisamente,
F; = j;\;j, Jj = 1,2,...,m, uma vez que, recorde-se, V(Y;) = A;, sendo A; o
Jj-ésimo maior valor préprio de ¥ (ou de C). Desta forma, tem-se V(F;) = 1. Re-

cordemos ainda que, associado ao valor préprio \;, temos o vetor préprio normado

e o 0T I V0 R 4 i i i
e; = [e1; €25 ... €p;|" € que Cov(X;,Y;) = Aje;;. Além disso, como foi verificado na
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secgao 3.1, tem-se Cov(X;, Fj) = ;. Entao
Cov(X:, Fy) = C <ij> L con(xi,v))
aij = Cov(X;, F;) = Cov | X;, = ov(X;,Y;
1] RN} 7 \/E )\] ]
1

:7)\]‘61']': )\jeij, i:1,2,...,p, j:1,2,...,m.

VA
Sabemos também que ¥ = I'SyI'7 onde ¥y é uma matriz diagonal na qual

constam os valores prorios de ¥ por ordem decrescente. Nas colunas da matriz I’

estdo os vetores proprios associados aqueles valores préprios. Assim, designando

1
Yy =diag(v/ A1, ...,/ Ap), tem-se
1 1
Y =T T! =222 = MM7T,

1
com M =T%2 = [\/Aer...\/Apep].
A matriz A é entdo estimada a partir das primeiras m colunas da matriz M, ou

seja, A é estimada por

A= {\/qu .. \/Eqm} , m<p, (3.3)

onde [; representa o j-ésimo valor préprio da matriz de variancias-covariancias amos-
tral S (ou da matriz de correlagoes amostral, R) e q; representa o j-ésimo vetor
préoprio normado associado a lj, j = 1,2,...,m. Assim, os coeficientes o;; sao

estimados por

&ij:\/gqij, i:1,2,...,p, j:1,2,...,m.

As comunalidades e as varidncias especificas sdo entao estimadas, respetivamente,
por 522 =03 +a%h+...+az, e Ui = 84— ?LZZ, onde s;; representa o i-ésimo elemento
diagonal da matriz S, i = 1,2,...,p. Note-se que, se for usada a matriz R, tem-se
i =1-h.

Como ja foi referido, as varidveis cujos pesos fatoriais sdo mais elevados num
determinado fator sdo as que contribuem para a determinacado desse fator. Se for
usada a matriz R para a estimacdo dos pesos fatoriais, muitas vezes consideram-se
significativos os pesos fatoriais superiores ou iguais a 0.5, por serem responsaveis por

pelo menos 25% da variancia total ([7], pg. 490).

3.3.2. Método da maxima verosimilhancga

A aplicacdo deste método exige que a distribuicdo do vetor aleatorio X seja normal

multivariada, Np(p,X). A fungdo de verosimilhanga é entao definida pela expressao
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3.4 Escolha do nimero de fatores

(2.10) considerada agora como funcio de p, A e ¥, tendo em conta que ¥ = AAT + 0,
Ja vimos que tal fungdo é maximizada relativamente a p em X.
Pretende-se entdao maximizar

1
(det(AAT + )=

T

1
exp —5157“ (AAT + o)™t
J

(x; —X)(xj — X)
1

n
relativamente a A e a ¥. Devido a multiplicidade de escolhas para A, é imposta
a condicao A~ W~1A = D, sendo D uma matriz diagonal. No entanto, esta maxi-
mizagdo sé é possivel usando métodos numéricos. Existem programas eficientes ji
implementados que, para cada amostra concreta de X, permitem obter as estimati-
vas de maxima verosimilhanga para A e ¥, como é o caso do SPSS.

Uma informacao mais completa sobre a estimacao de A e ¥ através o método da

méxima verosimilhanca pode ser encontrada em [2] (pgs. 80-85).

3.4. Escolha do nuimero de fatores

A escolha do nimero de fatores é um passo fundamental na andlise fatorial. E
desejavel ter m < p fatores pois, caso contrario, embora se encontrem p variaveis
nao correlacionadas nao se diminui o nimero de variaveis iniciais que é um dos
objetivos da andlise fatorial. De seguida apresentam-se varios critérios para efetuar
tal escolha, todos eles baseados nos valores proprios Aj, j = 1,2,...,p, da matriz de

variancias-covariancias ¥ (ou da matriz de correlagoes, C).

1. Critério da percentagem de varidncia total explicada. Como a va-
ridncia da j-ésima componente principal é igual ao j-ésimo valor préprio de
>, a percentagem de variancia total explicada pelas m primeiras componentes

principais, m < p, é
At A+ .+ Ay

x 100%.
)\1+)\2+...+)\p ¢

O ntimero de fatores que se consideram é igual ao ntimero de valores préprios
que é necessario considerar para perfazer uma determinada percentagem de

varidncia total explicada, usualmente 85%. Note-se que, se for usada a matriz

AM+A+ ...+ A
C, aquela percentagem é dada por 12t + Am x 100%.

p

2. Critério de Kaiser. Este critério, desenvolvido por Kaiser (1958), considera
que o numero de fatores deve ser igual ao nimero de valores préprios maiores
ou iguais que a média artmética dos p valores préprios. Observe-se que esta

média é igual a 1 quando é usada a matriz de correlagoes.
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3. Scree plot. Tem por base a interpretacdo de um grafico no qual se represen-
tam os pontos (j,l;), 7 =1,2,...,p. Na figura 3.1 apresenta-se um exemplo

de um scree plot.

Scree Plot

[}
———E—a

Eigenvalue
O = MW N v -l 0

."—\-l-\_._._,_\_.
n

T 2 3 4 5 & ¥ & 9 10

Factor Humber

Figura 3.1: Exemplo de um scree plot.

Nestes graficos temos uma linha poligonal que decresce rapidamente nos pri-
meiros fatores. Estes assumem um papel de maior importancia na andlise
fatorial no sentido em que explicam a maior parte da varidncia total. Por
este critério, o ntimero 6timo de fatores é obtido quando a variacao da expli-
cacao entre fatores consecutivos passa a ser pequena. Por exemplo, no caso

correspondente a figura 3.1 devem ser considerados 4 fatores.

No exemplo que se segue utilizamos o método das componentes principais para
estimar os pesos fatoriais, usando o primeiro critério enunciado para escolher o

numero de fatores.

Exemplo 3. Determinado curso tem trés diciplinas obrigatorias, matemdtica (D),
inglés (D2) e portugués (Ds3). Seja X; a classificagio obtida por um aluno na dis-
ciplina D;, i = 1,2,3. Registaram-se os resultados obtidos por 5 alunos a essas 3

disciplinas (escala 0 —20) no sequinte quadro:

Niumero Estudante | 1 | 2 | & | 4 53
X4 6 |14 (19| 7 |18
Xy 12| 8 | 17|16 | 13
X3 10| 8 |18 | 15| 11

Verifica-se facilmente que a matriz de correlagio é dada por
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3.4 Escolha do nimero de fatores

1 0.095 0.239
R =10.095 1 0.949
0.239 0.949 1

Para estimar a matriz de pesos fatoriais, A, vamos utilizar o método das componen-
tes principais. Os valores proprios da matriz R sdo 11 = 2.0032, lo = 0.9576 e I3 =
0.0391. Os correspondentes vetores préprios normados sdo q; = [0.2238 0.6809 0.6974]7
g, = [0.9570 —0.2397 —0.0861]7 e g3 = [0.1160 0.6921 — 0.7124]7.

Sendo Z = [Z1 Z ... Z3)" o vetor das varidveis standardizadas, as componentes

principais sdo dadas por

Vi = qf Z = 0.22387; + 0.6809Z5 + 0.6974Z3
Yy = qt Z=0.95702Z, — 0.23977Z — 0.08617Z3

Yy = ¢4 Z=0.1160Z; + 0.6921Z5 — 0.7124Z3.

As percentagens de varidncia total explicadas pela primeira, sequnda e terceira com-
ponentes principais sao respectivamente
I
li+la+13

b
Lh+1la+13

x 100% = 66.77%

x 100% = 31.92%

s 100% = 1.3%.
lh+1la+13

Como a percentagem de variancia total explicada pelas duas primeiras componentes
principais é 98.69%, as varidveis originais podem ser substituidas por Y1 e Yo sem
perda segnificativa de informagdo.

De acordo com o critério da percentagem de variancia total explicada, vamos ter

dois fatores. O modelo de andlise fatorial neste exemplo é dado por

Zy = a1 F1 + a1Fs + €
Zy = a1 F1 + agly + e

Z3 = a31 F1 + asaFh + €.

Atendendo a (3.3), a matriz A é

0.2238 0.9570 0.3168  0.9463
A = |V/2.0032 |0.6809| +0.9576 | —0.2397| | = [0.9637 —0.2346
0.6974 —0.0861 0.9871 —0.0843
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Portanto, utilizando os pesos fatoriais estimados da forma apresentada, o modelo €

estimado por

71 = 0.3168F; + 0.9463F5 + €
Zo = 0.9637F; — 0.2346F5 + €9

Z3 = 0.9871F; — 0.0843F5 + 3.

Analisando a matriz A verifica-se que os pesos fatoriais de Fy em Zy e Zs3 (proxi-
mos de 1) se destacam do peso fatorial de Fy em Zy, mais prézimo de zero. Os pesos
fatoriais de Fy em Zo e Z3 sdo prozimo de zero ao passo que o de Zy € mais proximo
de 1. Assim, como seria de esperar, as disciplinas de portugués e inglés formam um
fator (disciplinas da drea de letras) e a disciplina de matemdtica constitui um fator

distinto.

Apés empregar um dos critérios descritos anteriormente para obter um possivel
numero m de fatores, é possivel testar a adequacio do modelo de anélise fatorial se o
vetor aleatorio X puder ser considerado normalmente distribuido. Testa-se entéao a
hipotese Hy : ¥ = AAT 4+ W contra a alternativa H; : ¥ é uma outra matriz definida
positiva. A correspondente estatistica de teste é dada por

(n C 2p+4m+ 11) . <| K?\Tf@ |>
6 | 2] ’
onde A e ¥ representam os estimadores de méxima verosimilhanca de A e ¥, respe-
tivamente, e Y= nT_lS (estimador de maxima verosimilhanca de ¥ apresentado
no capitulo anterior). Esta estatistica converge em lei para uma varidvel aleatéria
com distribui¢ao do quiquadrado com %[(p— m)? —p—m)] graus de liberdade. Assim,
a aplicagao pratica do teste pode ser feita desde que a dimensdo da amostra, n, e a
diferenca n — p sejam suficientemente grandes. Este teste aceita a hipotese nula a
um nivel de significancia a, « €]0, 1], se o valor observado da estatistica de teste for
inferior ou igual ao quantil de ordem 1 — « da referida distribuicdo do quiquadrado.
Finalmente, note-se que, como o parametro da lei do quiquadrado tem que ser po-
sitivo, o teste s6 podera ser aplicado se m e p verificarem %[(p —m)?2 —p—m] >0,

o que é equivalente a m < $(2p+1— /Bp+ 1) (cf. [3], pgs. 416-419).

3.5. Rotacao dos fatores

A solucdo encontrada para o modelo de andlise fatorial nem sempre é facilmente

interpretavel, ou seja, os pesos fatoriais das varidveis nos fatores comuns podem ter
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3.5 Rotacdo dos fatores

valores que ndo permitem a determinacao dos fatores.

J4 foi referido que qualquer rotagao ortogonal da matriz dos pesos fatoriais, A,
gera a matriz de varidncias-covaridncias (ou a matriz de correlagdes, se for esta
a matriz usada na sua determinacdo). Por outro lado, os m fatores podem ser
interpretados como um sistema de eixos ortogonais dois a dois. Neste sistema de
eixos, representemos cada um dos p pontos (a1, a2, ..., Qim), @ = 1,...,p. Com o
objetivo de tornar os pesos fatoriais elevados ainda mais elevados e os pesos fatoriais
baixos ainda mais baixos, facilitando a interpretacdo, podem ser efetuadas rotacoes
dos fatores. Relativamente aos novos eixos fatoriais os p pontos acima referidos tém
outras coordenadas, que correspondem aos pesos fatoriais depois da rotacao.

Existem dois tipos de rotagdes, a ortogonal e a obliqua. A rotacdo ortogonal
¢ a opcao mais utilizada, sendo assim designada por manter a ortogonalidade dos
fatores. A rotagdo obliqua ndo mantém a ortogonalidade dos fatores. A figura 3.2

ilustra o efeito da rotagdo dos fatores no caso m =2 e p = 10.

a > & >
4
e N ooy
A
i ¢
N 2% 9
Factor 1 - 3 Factor 1
% " e
Factor 2 Factor 2

Figura 3.2: Exemplo do efeito da rotagao (ortogonal e obliqua) de dois fatores

Dentro das rotagoes ortogonais existem trés métodos, nomeadamente Quartimax,
Varimax e Equimax. Destes, o método Varimax é o mais utilizado e, por conseguinte,

serd abordado de seguida de forma mais aprofundada.

O método Varimax foi proposto por Kaiser em 1968. Sendo T uma matriz
ortogonal, L = AT é uma matriz que representa a matriz dos pesos fatoriais rota-
cionada. Seja 6 o angulo de rotacdo correspondente e l;; = 1;;(6), i = 1,2,...,p e
j=1,2,...,m, o elemento genérico da matriz L. No método Varimax pretende-se

encontrar o angulo § que maximiza a fungdo ¢(0) dada por

m

60 =SS (- d) = Y —p> @, (3.4)

j=1i=1 j=1i=1
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onde

Z’L] - ]. P 2
dz'j:; edj:;)Zdij'
=1

7

Deste modo, d%j representa o quadrado do peso fatorial /;; normalizado pela comu-

nalidade da varidvel X;, h?, e, para cada j = 1,...,m, d; representa a média dos
valores d?j, 1=1,...,p. Quando se toma o maximo de ¢, impde-se que a diferenca
d?j —dj,1=1,2,...,pej=1,2,...,m, seja o maior possivel, ou seja, conseguem-se

pesos fatoriais extremos, obtendo-se assim varidncia maxima.
Vamos analisar com mais pormenor o caso m = 2. Para este caso, sabe-se que a

matriz

cosf sinf

—sinf@ cos6

é ortogonal e faz a rotacdo dos eixos no sentido horario de um angulo . Tem-se

entdo l;1 = a1 co86 — ayosind e ljo = a;18in 0 + ajocos6, 1 =1,2,...,p. Assim,
i1 cos — ajo sin 0 o;18In0 + o cosf
dilz . [§] dizz . s ’L:1,2,...,p.
(A (A

De (3.4), para m = 2 tem-se

P i1 cosh — oo sin 6 4 1 8in @ + oo cos 6 4
= B ™ B

—pzp: 1<ai10089—aigsin9>2 2+ 1<ailsin0+aigcosﬁ>2 2
prlll B2 hi p h;

_ i [cos(40) A + sin(46) B + C] (3.5)

a b
Qi1 Q4o
a+b ’
hi

p
onde, considerando G = Z

=1

A= G0’4 + G470 — 6G272 — G(2)72 — G%,O + 2G072G270 + 4G%,1)
B =4(G13—G31— G11Go2 + G1,1Gap)
C

=D {3 (G27(] + G072)2 — (3G%72 + 3G%,0 + 2G072G270 + 4G%71)}

Uma vez que (A? + BQ)% > 0, podemos multiplicar e dividir o segundo membro de

(3.5) por esta constante, obtendo-se

A ) B

Lo 2)3 |cos ——  +ssin _—
0(0) = (4% + B?) [ 0) s IO

1
+7C (36)
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A B
Como -1 < —— 5 < le -1 < — 5 < 1, existe um « tal que
(A2+B2>§ (A2+B2)§
A
cosa = - e sina = ——————. Substituindo em (3.6) obtém-se
(A2 4 B?)2 (A2 4 B?%)2

1 1
P(0) = Z(A2 + BQ)% [cos(46) cos o + sin(46) sin o] + ZC’

_ !

4(142 + Bg)% cos(46 — a) + %C

O méaximo da fungao ¢(6) é atingido em 6 = /4, sendo o valor de « obtido de

Para encontrar o quadrante de uma possivel rotagdo basta analisar os sinais do seno

e CcOoseno na equacao anterior.

3.6. Scores fatoriais

Apesar de um fator ser uma varidvel ndo observavel obtida a partir de um conjunto
de variaveis observaveis, um individuo da amostra pode possuir um score em cada
um dos m fatores obtidos. Um score, f;;, pode entdao ser interpretado como uma
estimativa do valor do fator F; para o j-ésimo individuo da amostra, ¢ = 1,2,...,m,
j=1,2,...,n. No entanto, é de salientar que os scores ndo sao estimativas de para-
metros no sentido usual, mas sim estimativas do valor nao observado de cada um dos
fatores (que sdo varidveis aleatérias), para cada individuo da amostra. Além disso,
o problema de estimacao complica-se pelo facto de, relativamente a cada individuo
J, as quantidades ndo observadas, m valores f;; e p valores dos correspondentes fa-
tores especificos, superarem os p valores observados. Por este motivo, na obtencao
dos scores ha a necessidade de considerar estimativas de A e ¥ como os verdadeiros
valores destas matrizes.

Os scores fatoriais sdo frequentemente usados para propésitos de diagnodsticos e
também para efetuar uma analise posterior.

Neste texto serdo abordados dois métodos para determinar os scores fatoriais: o

método dos minimos quadrados ponderados e o método de regressao.
3.6.1. Método dos minimos quadrados ponderados

Como vimos em (3.1), o modelo fatorial pode ser escrito na forma matricial

X —u=AF +e.
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Considerem-se os fatores especificos €' = [e1 €3 ... €] como erros. Como as varian-

cias especificas V(¢;) = ¢;, 7 = 1,2,...,p, ndo sdo necessariamente iguais, tomam-se

. €; . c e
os erros normalizados, o i =1,...,p, e minimiza-se a soma dos quadrados dos
i

erros

P2
> ;i = Ule=(x—p— AT (x — p - Af), (3.7)

relativamente ao vetor f, de dimensao m. Admitindo que p, A e ¥ sdo conhecidos,

a solucao deste problema de minimizagao é o vetor f que verifica
-1
f=(ATOTIA) ATU (x - p).

(cf. [3], pg. 430). Consideram-se agora como verdadeiros valores para A e ¥ as
estimativas obtidas para estas matrizes por um dos métodos referidos, as quais re-
presentamos por A* e U*, respetivamente. Além disso considera-se como verdadeiro
valor de p o vetor média da amostra, X. Desta forma os scores fatoriais para o j-

ésimo individuo da amostra sdo as m componentes do vetor
£ = (A7) A) AT () g - %), (3.8)
onde x; representa o vetor das p observacoes correspondentes ao j-ésimo individuo,
j=1,2,...,n.
3.6.2. Método da regressao

Este método requer a normalidade conjunta de F e de €. Tendo em conta as hipdteses
consideradas para modelo ortogonal, X — p = AF + €, apresentado na secgio 3.1,
tem-se X — p ~ N,(0, AAT + ).

Prova-se também que a distribui¢do conjunta de X e F é N,,4,(0,%’) onde

AAT + @ ‘A
AT ‘I

¥ =

Além disso, verifica-se que a distribui¢do condicional de F dado X = x, F|x, é
normal multivariada com vetor média e matriz de varidncias-covariancias dados,

respetivamente, por
mpx = AT(AAT + 0) 7 (x — p) e Covpx =1 — AT(AAT + W)~ 1A

De acordo com este método os scores fatoriais sao obtidos encontrando estima-

tivas dos coeficientes na regressao multivariada dos fatores nas variaveis, ou seja,
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estimativas de AT (AAT + ¥)~!. Desta forma, tomando como verdadeiras as estima-
tivas de A e ¥ obtidas pelo método da méxima verosimilhanca, os scores fatoriais

para o j-ésimo individuo da amostra sdo as m componentes do vetor
S AT (AT Lo\ ! =\ .
£ = AT (AT +0)  (x,-%), j=1,2,...,n (3.9)

Para uma informagdo mais completa sobre a obtencao dos scores fatoriais pode

consultar-se [3], pgs. 429-434.

3.6.3. Relacao entre as estimativas obtidas pelos dois métodos

E possivel relacionar os scores factoriais obtidos pelo método dos minimos quadrados
ponderados e pelo método da regressao, quando, em (3.8), usamos ['* = Cel*=1.
De facto, nestas condi¢oes, denotando f;-VIQ e ff os scores obtidos para o j-ésimo
individuo da amostra, j = 1,2,...,n, pelo método dos minimos quadrados e pelo

método da regressao, respetivamente, tem-se
£ = (1 + ATOTA) T IATO A £ (3.10)

Para verificar a validade desta relagdo necessitamos do resultado do lema 6,
em cuja prova se usam os lemas 4 e 5. Apresentam-se a seguir estes trés lemas e

respetivas provas.
Lema 4. (I T AT\IHA) ATGIA =1 — (I T ATquA)

Demonstragdo. Multiplicando a esquerda ambos os membros da igualdade trivial

AR = (14 AT8'R) — I por (I+ATG1A) ", obtémese

(r+&7%~'8) AT A = (14 AT A) (1 + AT R) - 1],
que é equivalente ao que se pretende provar. O
Lema 5. (AAT + @) =&~ &~'& (1 +AT&'A)  ATG!

Demonstracao. Vamos verificar que a igualdade enunciada é equivalente a uma igual-
dade trivial, o que prova a sua veracidade. Em primeiro lugar, multiplicando aquela

igualdade, a direita, por AAT + \Tl, resulta a igualdade equivalente
S ARAT S 17 ATE-1R) P RTE -1 (RAT L &
I=0AAT 41 -0~ A(I—l—A - A) ATG- (AA +\11),
que, por seu lado, é equivalente a
T-1RRT _ G-1R ATG-1R) L RTG-1RRT ATG-1R) AT
0=U~'AAT — U | (1 +ATUTIA) ATETIAAT 4 (14 ATUTA) AT
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Usando agora o lema 4, esta igualdade pode ser escrita na forma

~ ~~ ~ ~ ~r A~ ~\ —1
0=U1AAT — T 1A { [I — (I + ATLIrlA)

~ o~ A~ ~\ —1 ~

AT (I+AT\IF1A) AT},
que, como facilmente se verifica, é uma igualdade verdadeira. O
Lema 6. AT(AAT + U) ' = (I + ATT'A) AT G !

Demonstragdo. Comegamos por multiplicar ambos os membros da igualdade pre-
sente no lema 5, & esquerda, por AT e, seguidamente, pomos ATW~! em evidéncia,

a direita. Resulta entao

~

~ o~ ~ ~r A~ ~ ~ A~ ~\ —1]| ~
AT(AAT +0)7 1 = [1 —ATOIA (I+AT\IJ’1A) ATO L

Como facilmente se verifica, a matriz I + AT W1 A é simétrica, pelo que, transpondo

ambos os membros da igualdade do lema 4, obtemos
U ey —1 PN |
ATOA (14+ATUA) =1 - (I+ATO'A)

Usando este resultado na igualdade anterior, obtém-se de imediato o resultado pre-

tendido. 0

Vamos entao verificar a igualdade (3.10). Usando o lema 6 e atendendo a (3.9),

tem-se, para cada j =1,2,...,n,

o= AT (RAT40) (- ®)

= ([4+ATOA)IATI (% — X).
Por outro lado, de (3.8), tem-se
ATO (x; - %) = ATOIA £,

Conjugando esta igualdade com a anterior, obtém-se a relagao (3.10).
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Capitulo 4

Exemplo de aplicacao da
Analise Fatorial

Neste capitulo, apresentamos um exemplo de aplicagdo da anélise fatorial. Vamos
usar o ficheiro World. 95, do SPSS, que contém informacao sobre 108 paises dos cinco
continentes em 26 varidveis. Neste exemplo apenas consideramos variaveis quanti-
tativas, pelo que excluimos do estudo as quatro varidveis qualitativas que surgem
no ficheiro mencionado. Exluimos também outras trés variaveis que sao logaritmos
de variaveis consideradas e, portanto, redundantes. Os missings sdo tratados pelo
procedimento listwise, no qual apenas se consideram os registos que tém informagao
sobre todas as varidveis, opcao standard do software estatistico utilizado, o SPSS.
Desta forma, sdo incluidos na andlise apenas 59 paises. As varidveis consideradas no
estudo sao: Percentagem de pessoas que habitam nas cidades, Longevidade da popu-
lagdo do sexo feminino, Longevidade da populag¢do do sexo masculino, Percentagem
da populagdo literada, Percentagem da populagdo do sexo feminino literada, Percen-
tagem da populacio do sexo masculino literada, Taxa de mortalidade infantil, Taxa
de mortalidade, Taxa de natalidade, Taxa de fecundidade, Média de calorias didrias
ingeridas por pessoa, Percentagem de crescimento populacional por ano, Quociente
entre taras de natalidade e mortalidade, Casos sida no total da populacio, Taza
de sida, Produto interno bruto per capita, Percentagem de crescimento da producdo
agricola, Populag¢do em milhares e Densidade populacional. Relativamente ao ficheiro

original, todas as varidveis que sdo taxas sao uniformizadas para mil habitantes.

O nosso objetivo é determinar os fatores subjacentes e dar alguma interpretagao
aos mesmos. Veremos que ha varidveis que nao podem ser consideradas normais, pelo
que nao podemos admitir a normalidade do vetor aleatorio formado pelas varidveis
acima listadas. Com tal, usaremos apenas o método das componentes principais

para estimar os pesos fatoriais.
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4.1. Analise preliminar dos dados

A normalidade de cada uma das varidveis que entra no estudo nao garante a nor-
malidade do correspondente vetor aleatério, X. No entanto, se uma das variaveis
nao for normal, o vetor ndao é normal. Como queremos testar a normalidade de cada
variavel isoladamente, utilizamos o procedimento pairwise para tratar os missings.
De acordo com este procedimento usamos todos os dados disponiveis para cada va-
riavel. Tendo em conta que a dimensao das amostras em estudo varia entre 75 e 108,
o teste mais indicado para testar a normalidade é o teste de Kolmogorov-Smirnov
com corre¢ao de Lilliefors. Os resultados correspondentes encontram-se na figura
4.1. Verificamos que, ao nivel de significancia 0.05, apenas uma delas pode ser con-

siderada normal e, mesmo esse caso tem associado um p-valor muito baixo (0.052).

Tests of Normality
Kaolmogorov-Smirnov®
Statistic df Sig.
Percentagem de pessoas que hahitam 086 107 J0a2
nas cidades
Longevidade da populagdo do sexo 72 108 000
feminino
Longevidade da populagdo do sexo 164 108 000
masculing
Percentagem da populagao literada A7 106 Jooo
Percentagem da populagdo do sexo 144 aa 000
feminino literada
Percentagem da populagdo do sexo 169 a5 ,0oa
masculino literada
Taxa de mortalidade infantil 68 108 Jooo
Taxa de mortalidade 138 108 ona
Taxa de natalidade 61 108 Jooo
Taxa de fecundidade 61 107 ona
Média de calorias diarias ingeridas por 143 75 om
pessoa
Percentagem de crescimento A0 108 004
populacional por ano
Quociente entre taxas de natalidade & 142 108 ,0on
mortalidade
Casos sida no total da populagio 423 106 Jooo
Taxa de sida 311 106 ono
Produto interno bruto per capita 208 108 Jooo
Percentagem de crescimento da 128 106 ,0oa
produgdo agricola
Populagdo em milhares 373 108 Jooo
Densidade populacional 385 108 ona

a. Lilliefors Significance Correction

Figura 4.1: Teste de Kolmogorov-Smirnov.
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Podemos assim concluir que o vetor X nao pode ser considerado normal.

Como vimos no capitulo anterior, ndo faz sentido aplicar a andlise fatorial se
as correlagoes entre as variaveis forem fracas. Sendo violado o pressuposto de nor-
malidade do vetor X, ndo devemos usar o teste de esfericidade de Bartlett, pelo
que recorremos ao valor da estatistica KMO para avaliar a adequacao dos dados a
aplicacao da andlise fatorial. Como se pode observar na figura 4.2, tal valor é 0.821,

pelo que faz sentido aplicar a andlise fatorial.

KMO and Bartlett's Test
Kaiser-Meyer-Olkin Measure of Sampling Adequacy. a1
Bartlett's Test of Approx. Chi-Square 1566 726
Sig. 000

Figura 4.2: Valor KMO e teste de esfericidade de Bartlett.

4.2. Aplicacao da analise fatorial

Vamos utilizar apenas o método das componentes principais na estimacao da matriz
dos pesos fatoriais, uma vez que, como vimos, o vetor X nao deve ser considerado
normal, logo nao faz sentido aplicar o método da maxima verosimilhanca. Usamos
para tal a matriz de correlagbes da amostra, R. Comecamos por determinar os
seus valores préprios, relembrando que a varidncia da j-ésima componente princi-
pal amostral coincide com o j-ésimo maior deles, sendo assim possivel calcular a
percentagem de varidncia total explicada por cada uma das componentes principais

amostrais. Na tabela 4.3 apresentam-se os resultados referidos acima.

41



Capitulo 4 Exemplo de aplicacao da Analise Fatorial

Total Variance Explained

Initial Eigenvalues
Component Total % of Variance | Cumulative %
1 8314 49018 49019
2 2,848 14,990 64,009
3 1,671 8,793 72,802
4 1,164 6,126 78,928
b 1,095 5,765 84,693
G ,TE0 4,000 88,693
7 730 3,843 82536
B 438 2,305 84,840
g 269 1,413 GG,254
10 206 1,084 87,338
11 67 Aara 88,218
12 135 709 98,926
13 JET 353 89,279
14 040 212 89 491
15 36 81 99,682
16 025 133 899,815
17 018 084 89,909
18 013 69 89,4978
19 04 22 100,000

Extraction Method: Principal Component Analysis.

Figura 4.3: Valores proprios e percentagens de varidncia explicada

nentes principais amostrais.

das 19 compo-

Analisando a tabela 4.3, por exemplo o valor 1 = 9.314 representa a variancia

amostral da primeira componente principal. Dividindo pela soma de todas as va-

ridncias, obtemos a percentagem de varidncia que a primeira componente explica

em relacao ao total, aproximadamente 49%. De acordo com o critério de Kaiser

retém-se 5 componentes principais, tantas quantos os valores proprios maiores que

um. Para confirmar o ntimero de fatores a reter pode utilizar-se o scree plot, grafico

que se apresenta na figura seguinte.
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Scree Plot

Eigenvalue

4=

T T T | T | T T T T T T T T | T
1 2 3 4 5 6 7T 8 a 10 11 12 13 14 15 16 1

-1
s
[=x]
=y
w

Component Number

Figura 4.4: Scree plot.

Verifica-se que a linha poligonal decresce rapidamente nos primeiros 5 fatores,
os quais explicam a maior parte da varidncia total, aproximadamente 85%.

O passo seguinte é determinar a matriz de pesos fatoriais que, no SPSS, é dada
na tabela component matriz, de forma a construir e interpretar os fatores. No quadro
que se segue apresentamos os pesos fatoriais estimados pelo método das componentes

principais.
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Component Matrix
Component
1 2 3 4 g
Percentagem de pessoas que habitam 754 -, 262 328 41 =122
nas cidades
Longevidade da populagdo do sexo 956 -2149 - 028 031 051
ferninino
Longevidade da populagdo do sexo 830 - 265 - 04g 64 15
masculino
Percentagem da populagio literada G812 074 012 -,293 - 126
Percentagem da populagdo do sexo 807 088 -,004 -,261 - 148
feminino literada
Percentagem da populagdo do sexo 869 099 -,011 -,282 - 114
masculino literada
Taxa de maortalidade infantil -.949 A21 -047 043 -0z
Taxa de moralidade - 738 A63 1549 -0ma =172
Taxa de natalidade -910 - 273 73 -,030 023
Taxa de fecundidade -.888 -,234 224 0249 044
Media de calorias diarias ingeridas por JTET 054 240 220 144
pessoa
FPercentagem de crescimento - 564 - 724 2449 028 JT6
populacional por ano
Quociente entre taxas de natalidade e 083 -,B83 10 - 056 221
mortalidade
Casos sida no total da populagéo 80 A1 58T -3z G20
Taxa de sida - 363 A95 551 -314 -,049
Produto interno bruto per capita G628 a24 454 358 50
FPercentagem de crescimento da - 037 498 - 457 106 79
produgdo agricala
Populagdo em milhares 063 2449 - 468 0a7 G671
Densidade populacional 73 17 Jooo TBA -3149

Figura 4.5: Matriz de pesos fatoriais.

No entanto, tal como ja foi referido, a interpretacdo de cada um dos fatores é
mais facil recorrendo aos pesos fatoriais rotacionados. Os valores dos pesos fato-
riais rotacionados segundo o critério Varimax sao apresentados na tabela seguinte,

denominada rotated component matrix.
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Rotated Component Matrix
Component
1 2 3 4 g
Percentagem de pessoas que habitam 878 318 206 310 284
nas cidades
Longevidade da populagdo do sexo 911 320 061 -042 70
ferninino
Longevidade da populagdo do sexo 873 386 G2 -.001 78
masculino
Percentagem da populagdo literada 958 - 060 J0Ga Jog4 -0gs
Percentagem da populagdo do sexo 956 -,080 048 BB -0
feminino literada
Percentagem da populagdo do sexo 916 -,081 LTy Nalage] -0g6
masculino literada
Taxa de mortalidade infantil -922 =210 - 1149 -028 - 111
Taxa de mortalidade -691 - 637 1249 105 - 075
Taxa de natalidade -902 169 -.084 213 -,201
Taxa de fecundidade -.898 159 -.011 211 -144
Media de calorias diarias ingeridas por 653 148 403 -,034 303
pessoa
FPercentagem de crescimento - G614 687 -,085 253 - 144
populacional por ano
Quociente entre taxas de natalidade & 043 892 - 111 V160 -130
mortalidade
Casos sida no total da populagéo 0gs -104 895 - 106 - 112
Taxa de sida =37 - 483 A87 325 -,330
Produto interno bruto per capita 484 -062 688 037 425
Fercentagem de crescimento da -,021 - 411 - 066 -569 068
produgdo agricala
Populagdo em milhares 028 015 102 -B47 -,098
Densidade populacional 0448 =117 - 027 053 844

Figura 4.6: Matriz de pesos fatoriais rotacionada segundo critério Varimax.

Recorde-se que os pesos fatoriais mais elevados em valor absoluto identificam o
fator a que cada varidvel se associa. Assim, considerando apenas os pesos fatoriais
em valor absoluto superiores a 0.45 (realgados a negrito na tabela rotated component

matriz), podemos considerar os fatores que se descrevem a seguir.

e Fator 1: Este fator é constituido por 11 varidveis, das quais 7 sdo fortemente
correlacionadas positivamente e 4 sdo fortemente correlacionadas negativa-
mente. No primeiro grupo incluem-se as varidveis Percentagem de pessoas que
habitam nas cidades, Longevidade da populacio do sexo feminino, Longevidade
da populacao do sexo masculino, Percentagem da populacdo literada, Percen-
tagem da populagcdo do sexo feminino literada, Percentagem da populacdo do

sexo masculino literada e Média de calorias didrias ingeridas por pessoa e no
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segundo grupo incluem-se as variaveis Taza de mortalidade infantil, Taxa de
mortalidade, Tazxa de natalidade e Taza de fecundidade. Estudos das ciéncias
sociais indicam que as pessoas que habitam nas cidades sdo, em média, mais
instruidas e tém elevada esperanca média de vida. Além disso, nas cidades
o niumero médio de calorias ingeridas por pessoa é grande, em consequéncia
do popularizar das refeicoes a base de fast food. Por outro lado, nos mesmos
locais, as taxas de mortalidade da populacdo geral e infantil, assim como as
taxas de natalidade e fecundidade, sdo baixas. Este motivo explica as corre-
lacGes negativas das variaveis referidas. Um nome sugestivo para este fator é
Dicotomia cidade/campo.

e Fator 2: Percentagem de crescimento populacional por ano e quociente entre
taxa de natalidade e taxa de mortalidade sdo as varidaveis que tém pesos fa-
toriais mais elevados neste fator. Era de esperar que as varidveis em questio
fossem fortemente correlacionadas e constituissem um fator, uma vez que, se
o quociente referido for menor que 1 indica que existem mais mortes que nas-
cimentos conduzindo ao decréscimo da populacdo. Se esse quociente for maior
que 1 indica o oposto. Este fator denominar-se-a4 Demografia.

e Fator 3: As varidveis que apresentam pesos fatoriais mais elevados neste fator
sao Casos sida no total da populagcio, Tazxa de sida e Produto interno bruto
per capita. O produto interno bruto por pessoa é um indicador fidvel do indice
de desenvolvimento de um pais. Neste sentido, quando este valor é baixo, as
condigoes sociais no pais em questdo sdo propicias a delinquéncia, conduzindo
ao aumento dos casos de HIV. Vamos denominar este fator de Qualidade de
vida.

e Fator 4: As varidveis que apresentam pesos fatoriais mais elevados em valor
absoluto neste fator sdo Percentagem de crescimento da producdo agricola e
Populacdo em milhares. Em paises com produgoes agricolas abundantes e com
tendéncia crescente, o nimero de habitantes é, em geral, mais elevado que na
situacao oposta. Este fator serd denominado Importincia da producdo agricola
para a populacdo.

e Fator 5: A tinica varidvel que entra neste fator é Densidade populacional. Esta
variavel nao é fortemente correlacionada com as restantes variaveis que inte-

gram o exemplo. Desta forma, este fator designar-se-a4 Densidade populacional.
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Em resumo, as 19 variaveis originais passam a constituir 5 fatores relacionados
com a dicotomia cidade/campo, a demografia, a qualidade de vida, a importancia
da producédo agricola para a populacdo e a densidade populacional. Verifica-se que
o numero de varidveis é relativamente pequeno, resultando em fatores com poucas
variaveis, nomeadamente o quinto fator.

Para finalizar, observamos que a interpretacao e rotulagem dos fatores pode ser
muito subjetiva. Pode até haver mais do que uma solugdo para o problema, na
medida em que podem ser considerados mais ou menos fatores e, para um mesmo
nimero de fatores, podemos usar mais do que um método de rotacdo da matriz de
pesos fatoriais. Neste sentido, o ideal é o estabelecimento de um didlogo continuo
entre pesquisador e estatistico para que o primeiro possa apontar possiveis solugoes

e o segundo possa informar os limites e possibilidades das técnicas estatisticas.
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