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Orientador: Doutor Gonçalo Pena
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Resumo
Nesta dissertação, o objetivo principal é a modelação e simulação

numérica das equações de Navier-Stokes para descrever fluidos incom-
presśıveis em domı́nios móveis.

O trabalho divide-se em três etapas principais: a derivação das equa-
ções, a metodologia numérica e a sua simulação num exemplo prático.

Na primeira fase, fazemos a dedução das equações que assenta em
dois prinćıpios base - as leis da conservação da massa e da conservação
do momento linear - e no teorema de transporte de Reynolds.

A segunda fase inicia-se com uma introdução nos espaços de funções
que irão ser utilizados ao longo do texto. De seguida, obtemos a formu-
lação fraca do problema derivado da primeira fase do trabalho. Fazemos,
ainda, uma apresentação do método dos elementos finitos que é útil para
a discretização numérica do problema. Nesta etapa, distinguimos dois
casos posśıveis para a resolução numérica das equações de Navier-Stokes:
o caso de um domı́nio não móvel e o caso de um domı́nio móvel. Para
cada um dos casos, apresentamos a discretização no tempo e no espaço.

Por fim, desenvolvemos um caso prático, recorrendo ao software Fre-
eFem++, conjugando os sub-problemas desenvolvidos ao longo do texto
- a discretização da função ALE, do tempo e do espaço.

Palavras Chave: Equações de Navier-Stokes, fluidos incompresśıveis, domı́nios

móveis, método dos elementos finitos, diferenças finitas, FreeFem++.

Abstract
In this thesis, the main subject is to model and numerically simulate

the incompressible Navier-Stokes equations in moving domains.
This work is divided in three parts: the derivation of the equations,

the numerical methodology and its simulation on a practical situation.
First, we deduce the Navier-Stokes equations using the mass con-

servation law, the conservation of linear momentum land the Reynolds
transport theorem.

Second, we initiate with an introduction in functional spaces which
will be used throughout the text. Then we obtain a weak formulation
of the problem derived in the first phase of this work. In addition, we
present the finite element method which is used later for the numerical
discretization of the problem. Two possible cases for the numerical solu-
tion of the Navier-Stokes equations are considered: a fixed domain and
a moving domain case. We present temporal and spatial discretization
for both cases using finite differences for the temporal discretization and
finite elements for the space discretization.

Finally, we simulate a practical case, using the FreeFem++ software.
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Nomenclatura

n = 2, 3 dimensão do domı́nio

(e1, . . . , en) base canónica de Rn

f : Ω→ R campo das funções escalares

fff : Ω→ Rn campo das funções vectoriais

T : Ω→ Rn×n campo das funções tensoriais

T = [Tij ]
n
i,j=1 componente da linha i e coluna j da matriz T , com i, j = 1, . . . , n

fff =

n∑
i=1

fiei vetor em Rn

fi i-ésima componente de fff

Ω ⊂ Rn domı́nio aberto e limitado

ν vetor normal unitário exterior à fronteira

[f ] unidade de medida de f .
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Introdução

Entende-se por fluido uma substância que se deforma continuamente ao longo do

tempo quando lhe é aplicada uma força.

Sendo mecânica de fluidos [17] uma área de d́ıficil estudo, a Matemática envolvida

não é, por vezes, de fácil manipulação. Assim sendo, os modelos matemáticos são

um tanto desafiadores.

De entre os modelos matemáticos existentes, as equações de Navier-Stokes são dos

mais conhecidos. Estas foram derivadas no século XIX (cerca de 1840) por Claude-

Louis Navier e George Gabriel Stokes que desenvolveram equações diferenciais que

descrevem o movimento de substâncias fluidas como ĺıquidos ou gases, permitindo

calcular a sua velocidade e pressão. Estas foram derivadas com base em leis de

conservação e aproximações de primeira ordem. O leitor mais interessado poderá

consultar [2] e [3].

Hoje em dia, estas equações modelam inúmeros fenómenos f́ısicos presentes no

nosso dia-a-dia, entre os quais distinguem-se a modelação do clima, das correntes

oceânicas, de fluxos de água em oceanos, rios ou lagos, do movimento das estrelas,

do fluxo do ar dos automóveis ou aviões, entre outros e, por isso, surge o interesse

pelas equações de Navier-Stokes.

Para situações mais complexas, as soluções destes modelos são aproximadas atra-

vés da ajuda de software apropriado, campo denominado Dinâmica de Fluidos Com-

putacional.

A derivação das equações de Navier-Stokes e os métodos numéricos envolvidos

para simulação envolvem conhecimentos vastos da área da Análise. Assim, podem

encontrar-se em [12], [13], [14], [15], [16] e [18] resultados necessários para todo este

procedimento.
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Equações de Navier-Stokes num domı́nio móvel

As equações de Navier-Stokes podem ser estudadas num domı́nio fixo Ω, onde

podemos considerar os sistemas de coordenadas euleriano e lagrangeano, ou num

domı́nio Ωt que se pode alterar em cada instante de tempo t, onde consideramos

o sistema de coordenadas euleriano-lagrangeano. No primeiro caṕıtulo são, então,

apresentados os três sistemas de coordenadas, onde são inclúıdas as vantagens e

desvantagens de cada um deles. Note-se que o estudo realizado num domı́nio fixo é

válido também para um domı́nio móvel, uma vez que em cada instante de tempo t

temos um domı́nio (que pode ou não ser diferente do anterior). Neste caso, existe

a necessidade de calcular as transformações efetuadas no domı́nio e, deste modo,

a função ALE desempenha este papel. Podemos encontrar mais informações sobre

estas abordagens em [1] e [5].

Como ponto de partida para derivar as equações de Navier-Stokes estão dois

prinćıpios base - as leis da conservação da massa e da conservação do momento

linear. Adicionalmente o Teorema de transporte de Reynolds também é fulcral para

a sua derivação. Estes aspetos são abordados no primeiro caṕıtulo deste texto.

A existência e unicidade de solução das equações de Navier-Stokes é um aspeto

que ainda hoje é discutido. O caso bidimensional já foi provado, mas o tridimensional

ainda se encontra em aberto, ver [4] e [5].

Metodologia e simulação numérica

Derivadas as equações de Navier-Stokes, surge a necessidade de aplicar métodos

numéricos aos dois casos de estudo - o caso de um domı́nio fixo e o caso de um

domı́nio móvel - que permitam simular ambos.

O processo de discretização numérica é idêntico em ambos os casos. Destacam-

se as diferenças finitas e o método dos elementos finitos para a resolução dos sub-

problemas existentes para cada um dos casos - discretização temporal e espacial

(ver [9], [10] e [11]). Este estudo é realizado no segundo caṕıtulo, no qual é intro-

duzido primeiramente espaços de funções necessários para a resolução das equações

de Navier-Stokes na versão cont́ınua: L2 e H1. De seguida, para a versão discreta

são escolhidos os espaços P2 e P1 para a velocidade e pressão, respetivamente. Esta

escolha é baseada nos elementos de Taylor-Hood (Pk − Pk−1), ver [4].

No entanto, no caso em que o domı́nio é móvel, é necessário controlar as deforma-

ções do domı́nio. Para isso, necessitamos de calcular a função que faz este papel - a
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função ALE. Esta é constrúıda constrúıda usando a técnica da extensão harmónica.

Outras alternativas podem ser consultadas em [1] e [5].

No segundo caṕıtulo podemos, ainda, encontrar simulações numéricas relativas

aos sub-problemas resolvidos: o caso de um domı́nio fixo, o caso de um domı́nio

móvel e a construção da função ALE. Estes resultados numéricos são efetuados

recorrendo ao software FreeFem++ [19].

Finalmente, apresentamos, no terceiro caṕıtulo, um exemplo de aplicação das

equações de Navier-Stokes num domı́nio que sofre deformações, uma vez que pre-

tendemos estudar as implicações que o movimento da cauda de um ser unicelular

provoca na água. De modo a resolvermos este problema, com a ajuda, mais uma vez,

do software FreeFem++, é necessário resolver o problema discretizado no caṕıtulo

dois. Outras aplicações podem ser encontradas em [2] e [6].
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Caṕıtulo 1

Equações de Navier-Stokes num
domı́nio móvel

Neste caṕıtulo, apresentamos a dedução das equações de Navier-Stokes para

modelar o comportamento de um fluido num domı́nio móvel.

Na primeira parte do caṕıtulo estudamos três sistemas de coordenadas que va-

mos considerar: o sistema de coordenadas euleriano, o lagrangeano e o euleriano-

lagrangeano. Na segunda parte, estudamos a cinemática do meio cont́ınuo, isto é,

as propriedades do movimento num determinado domı́nio. A terceira parte incide

na derivação das equações de Navier-Stokes que assenta em dois prinćıpios base:

as leis de conservação da massa e conservação do momento linear. O Teorema de

Transporte de Reynolds também é um foco importante na derivação das equações

em estudo.

1.1. Sistema de coordenadas

O movimento do fluido pode ser descrito por três tipos de sistemas de coordena-

das: o euleriano, o lagrangeano e o euleriano-lagrangeano (de abreviação ALE).

1.1.1. Sistema de coordenadas euleriano e lagrangeano

O sistema de coordenadas euleriano devolve a posição de uma part́ıcula de fluido

(t,xxx), para t ∈ I = [t0, T ], num domı́nio Ωt ⊆ Rn, n = 2, 3, com o referencial fixo.

Para facilitar a notação, vamos denotar Ωt0 por Ω0.

Por outro lado, a abordagem lagrangeana descreve as deformações do domı́nio

ocupado pelo fluido, analisando a sua evolução no tempo. Assim, dada uma part́ıcula

de fluido no instante inicial, o sistema de coordenadas descreve a trajetória desta

mesma part́ıcula no instante atual.

Para este sistema de coordenadas, vamos usar a famı́lia de funções Lt que associa

a cada posição xxx de uma part́ıcula de fluido num instante temporal t ∈ I a um ponto

x̂̂x̂x ∈ Ω0, onde Ω0 é o domı́nio ocupado pelo fluido no instante inicial t0 (denominado

1



Caṕıtulo 1 Equações de Navier-Stokes num doḿınio móvel

por configuração de referência). Assim, vamos indicar pela aplicação

Lt : Ω0 → Ωt, x̂̂x̂x 7→ xxx = xxx(t, x̂̂x̂x) = Lt(x̂̂x̂x)

a função lagrangeana Lt no instante de tempo t, onde Ωt é a porção de espaço

ocupada pelo fluido no instante de tempo t (denominado por configuração corrente).

A função Lt deve ser cont́ınua, bijetiva e invert́ıvel em Ω0, sendo que a sua inversa

L−1
t também deve ser cont́ınua e bijetiva.

Figura 1.1: Trajetória de uma part́ıcula de fluido no sistema de coordenadas lagran-
geano.

Nota 1.1. Quando estamos a usar (t,xxx) como variáveis independentes, estamos a

referir-nos à part́ıcula de fluido localizada em xxx ∈ Ωt, ou seja, queremos analisar o

que acontece num dado ponto xxx ∈ Ωt fixo no espaço (para um dado t).

Quando estamos a usar (t, x̂̂x̂x) como variáveis independentes, estamos a referir-

nos à part́ıcula de fluido que estava localizada na posição x̂̂x̂x, no instante t em questão.

Assim, estamos interessados na trajetória Tx̂̂x̂x desta part́ıcula de fluido x̂̂x̂x ∈ Ω0 defi-

nida por

Tx̂̂x̂x = {(t,xxx(t, x̂̂x̂x)), t ∈ I},

ou seja, queremos estudar a evolução (no tempo e no espaço) desta part́ıcula de

fluido.

Uma quantidade associada ao fluido pode ser descrita em função das variáveis

eulerianas ou variáveis lagrangeanas. Quando for necessário fazer distinção, uma

quantidade expressa em função das variáveis lagrangeanas é denotada com o śımbolo

“ ̂ ”, ou seja, se f : I × Ωt → R, então tem-se a igualdade f̂(t, x̂̂x̂x) = f(t,xxx), com

xxx = Lt(x̂̂x̂x) e

I × Ωt = {(t,xxx) : t ∈ I, xxx ∈ Ωt}.

2



1.1 Sistema de coordenadas

Em alternativa, usamos f̂ = f ◦ Lt ou f = f̂ ◦ L−1
t , notando que a composição

de funções apenas é aplicada às variáveis do espaço.

O śımbolo ∇ é usado para denotar o gradiente relativamente à variável do espaço

xxx, enquanto que ∇x̂̂x̂x denota o gradiente relativamente à variável lagrangeana x̂̂x̂x, ou

seja,

∇x̂̂x̂xf̂ =
n∑
i=1

∂f̂

∂x̂i
ei.

Em certas situações, o sistema de coordenadas euleriano pode não ser praticável,

uma vez que, fazendo variar o domı́nio Ωt no instante t (por exemplo, deformando a

fronteira do domı́nio), as coordenadas da part́ıcula de fluido poderão nem pertencer

ao domı́nio, ver Figura 1.2.

Figura 1.2: Coordenadas de uma part́ıcula de fluido para t = t0 (esquerda) e t
qualquer (direita) no sistema de coordenadas euleriano.

Por outro lado, o sistema de coordenadas lagrangeano também poderá não ser

adequado, em alguns casos, como o exemplo da Figura 1.3. Considerando o exemplo

de uma artéria em que há entrada de fluxo na parte lateral esquerda da fronteira,

a função lagrangeana poderá provocar deformações nessa parte da fronteira e na

lateral direita. Por vezes, não pretendemos deformações nessas porções da fronteira.

Surge, então, a necessidade de considerar um outro sistema de coordenadas - o

euleriano-lagrangeano - que combine os sistemas de coordenadas anteriores.

1.1.2. Sistema de coordenadas ALE

O sistema de coordenadas ALE permite conjugar as duas ideias anteriores num

sistema de coordenadas mais flex́ıvel.

Deste modo, para descrever o movimento do fluido num domı́nio móvel, vamos

usar a famı́lia de funções At que associa cada posição xxx de uma part́ıcula de fluido

num instante temporal t ∈ I a um ponto x̃̃x̃x ∈ Ω0. Assim, a função At no instante de

3



Caṕıtulo 1 Equações de Navier-Stokes num doḿınio móvel

Figura 1.3: Comparação das duas abordagens: a lagrangeana (esquerda) e a ALE
(direita).

tempo t será indicada pela aplicação

At : Ω0 → ΩAt , x̃̃x̃x 7→ xxx = xxx(t, x̃̃x̃x) = At(x̃̃x̃x),

que dá as coordenadas eulerianas (t,xxx) em função das coordenadas ALE (t, x̃̃x̃x) e onde

ΩAt ≡ At(Ω0) = Ωt.

A função At deve também ser cont́ınua, bijetiva e invert́ıvel em Ω0, sendo que a

sua inversa A−1
t também deve ser cont́ınua e bijetiva.

Quando necessária distinção, uma quantidade expressa em função das variáveis

ALE será denotada com o śımbolo “ ˜ ”, ou seja, se f : I × Ωt → R, então tem-se a

igualdade f̃(t, x̃̃x̃x) = f(t,xxx), com xxx = At(x̃̃x̃x) .

Em conclusão, o sistema de coordenadas ALE devolve as coordenadas de uma

part́ıcula de fluido num domı́nio que pode ser móvel, relativamente a um referencial

fixo. Esta famı́lia de funções pode ser mais vantajosa, pelo facto de existir maior

controlo na deformação da fronteira.

1.2. Quantidades associadas ao fluido

A dedução das equações de Navier-Stokes é feita usando o sistema de coorde-

nadas lagrangeano e ALE. Para tal, vamos introduzir as quantidades cinemáticas

no sistema de coordenadas lagrangeano. No entanto, algumas quantidades espećıfi-

cas (como, por exemplo, a velocidade do domı́nio) são introduzidas no sistema de

coordenadas ALE.
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1.2 Quantidades associadas ao fluido

1.2.1. Campo vetorial da velocidade

O campo vetorial da velocidade é a quantidade cinemática principal do nosso

problema. Representamos o campo da velocidade do fluido por

ûuu(t, x̂̂x̂x) =
∂

∂t
xxx(t, x̂̂x̂x). (1.1)

nas coordenadas lagrangeanas. No sistema de coordenadas eulerianas, temos

uuu(t,xxx) = ûuu(t,L−1
t (xxx)) =

∂

∂t
xxx(t,L−1

t (xxx)), (1.2)

onde ûuu representa o campo vetorial da velocidade do fluido, definindo a derivada no

tempo ao longo da trajetória Tx̂̂x̂x da part́ıcula de fluido localizada em x̂̂x̂x.

Observação 1.1. Seja ûuu uma função vetorial cont́ınua em I. Então, o movimento

das part́ıculas de fluido pode ser obtido resolvendo o seguinte problema de Cauchy:

Para cada x̂̂x̂x ∈ Ω0 , queremos encontrar xxx = xxx(t, x̂̂x̂x) que satisfaça


∂xxx

∂t
(t, x̂̂x̂x) = ûuu(t, x̂̂x̂x), t ∈ (t0, T ]

xxx(t0, x̂̂x̂x) = x̂̂x̂x.

Observação 1.2. No sistema de coordenadas ALE, introduzimos um conceito aná-

logo. O campo vetorial da velocidade do domı́nio que é representado por

w̃ww(t, x̃̃x̃x) =
∂

∂t
xxx(t, x̃̃x̃x). (1.3)

No sistema de coordenadas eulerianas, temos

www(t,xxx) = w̃ww(t,A−1
t (xxx)) =

∂

∂t
xxx(t,A−1

t (xxx)), (1.4)

onde w̃ww representa o campo vetorial da velocidade do domı́nio e, por isso, define a

derivada no tempo ao longo da trajetória Tx̃̃x̃x da part́ıcula de fluido localizada em x̃̃x̃x.

1.2.2. A derivada material

Seja f : I × Ωt → R uma função vetorial com derivada cont́ınua relativamente

ao espaço e ao tempo. A sua derivada material em ordem ao tempo, que é denotada

por
Df

Dt
, é definida pela derivada da função f em ordem ao tempo no sistema de

5



Caṕıtulo 1 Equações de Navier-Stokes num doḿınio móvel

coordenadas lagrangeano, ou seja,

Df

Dt
: I × Ωt → R,

Df

Dt
(t,xxx) =

∂f̂

∂t
(t, x̂̂x̂x), x̂̂x̂x = L−1

t (xxx). (1.5)

Uma vez que f̂ = f ◦ Lt = f(t,xxx) e xxx = Lt(x̂̂x̂x), para x̂̂x̂x ∈ Ω0 fixo, tem-se que

Df

Dt
(t,xxx) =

∂f̂

∂t
(t, x̂̂x̂x) =

∂f

∂t
+
∂f

∂xxx

∂xxx

∂t
=

d

dt
f(t,xxx(t, x̂̂x̂x)).

A derivada material representa a taxa de variação de f ao longo da trajetória

Tx̂̂x̂x. Da definição anterior, prova-se o seguinte resultado.

Lema 1.1. Sejam uuu : I × Ω → Rn uma função cont́ınua e f : I × Ωt → R uma

função continuamente diferenciável a respeito de xxx e t. Então,

Df

Dt
=
∂f

∂t
+ uuu · ∇f. (1.6)

Demonstração. De facto, temos que

Df

Dt
=

[
∂

∂t
(f ◦ Lt)

]
◦ L−1

t =

[
∂

∂t
f(t,xxx)

]
◦ L−1

t =

[
∂f

∂t
+

n∑
i=1

∂f

∂xi

∂xi
∂t

]
◦ L−1

t

=
∂f

∂t
+∇f ·

(
∂xxx

∂t
◦ L−1

t

)
=
∂f

∂t
+ uuu · ∇f.

Observação 1.3. O movimento para o qual se tem
∂uuu

∂t
= 0 é dito movimento

estacionário.

Observação 1.4. Definimos, ainda, a derivada material no sistema de coordenadas

ALE da seguinte forma

DAf

Dt
: I × Ωt → R,

DAf

Dt
(t,xxx) =

∂f̃

∂t
(t, x̃̃x̃x), x̃̃x̃x = A−1

t (xxx). (1.7)

Utilizando (1.3) e procedendo de modo análogo, obtemos uma expressão equi-

valente a (1.6), no sistema de coordenadas ALE, para a velocidade do domı́nio do

fluido www,
DAf

Dt
=
∂f

∂t
+www · ∇f. (1.8)
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1.3 Teorema de Transporte de Reynolds

1.2.3. Campo vetorial da aceleração

No sistema de coordenadas lagrangeano, a aceleração é o campo vetorial âaa :

I × Ω0 → Rn definida por

âaa =
∂ûuu

∂t
=
∂2xxx

∂t2
. (1.9)

No sistema de coordenadas eulerianas, temos

aaa =
Duuu

Dt
=
∂uuu

∂t
+ (uuu · ∇)uuu, (1.10)

onde âaa representa o campo vetorial da aceleração e, por isso, define a segunda deri-

vada no tempo ao longo da trajetória Tx̂̂x̂x da part́ıcula de fluido localizada em x̂̂x̂x.

1.2.4. O gradiente de deformação

Suponhamos que Lt é continuamente diferenciável. O gradiente de deformação

F̂t : Ω0 → Rn×n é definido por

F̂t = ∇x̂̂x̂xLt =
∂xxx

∂x̂̂x̂x
. (1.11)

Em particular, o seu determinante é dado por

Ĵt = det F̂t = det

(
∂xxx

∂x̂̂x̂x

)
(1.12)

e é chamado de jacobiano da função Lt. No sistema de coordenadas eulerianas, é

denotado por Jt. No que se segue, assumimos que Ĵt > 0, ∀t ∈ I.

1.3. Teorema de Transporte de Reynolds

Comecemos por ver uma das propriedades do jacobiano.

Lema 1.2 (Fórmula de Expansão de Euler). Seja Jt o jacobiano definido por (1.12)

no sistema de coordenadas euleriano. Então,

DJt
Dt

= Jt div uuu. (1.13)

Demonstração. Por aplicação da regra da cadeia, temos

∇x̂̂x̂xûuu(t, x̂̂x̂x) = ∇x̂̂x̂x [uuu(t,xxx) ◦ Lt(x̂̂x̂x)] = ∇x̂̂x̂xuuu(t,xxx) (Lt(x̂̂x̂x)) ∇x̂̂x̂xLt(x̂̂x̂x) (1.14)

= ∇̂uuu(t, x̂̂x̂x) ∇x̂̂x̂xLt(x̂̂x̂x) = ∇̂uuu(t, x̂̂x̂x) F̂t(t, x̂̂x̂x).
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Caṕıtulo 1 Equações de Navier-Stokes num doḿınio móvel

Por outro lado, usando a definição da velocidade, temos

∇x̂̂x̂xûuu = ∇x̂̂x̂x
(
∂xxx

∂t

)
=

∂

∂t
∇x̂̂x̂xxxx =

∂F̂t

∂t
. (1.15)

Assim, usando (1.14) e (1.15), obtemos

F̂t+ε = F̂t + ε
∂F̂t

∂t
+ o(ε) = F̂t + ε∇̂uuuF̂t + o(ε) = (I + ε∇̂uuu)F̂t + o(ε),

de onde a primeira igualdade surge da expansão de Taylor e o(ε) é tal que

lim
ε→0+

o(ε)

ε
= 0.

Uma vez que det [A+ o(ε)] = det(A) + o(ε), concluimos

Ĵt+ε = det(F̂t+ε) = det
[
(I + ε∇̂uuu)F̂t + o(ε)

]
= det

[
(I + ε∇̂uuu)F̂t

]
+ o(ε).

Atendendo à propriedade det(AB) = detA · detB, para A e B matrizes n × n

quaisquer, segue-se que

det
[
(I + ε∇̂uuu)F̂t

]
+ o(ε) = det(I + ε∇̂uuu) · det(F̂t) + o(ε).

Por outro lado, como

det

 1 + ε
∂u1

∂x1
ε
∂u1

∂x2

ε
∂u2

∂x1
1 + ε

∂u2

∂x2

 = 1 + ε tr∇uuu+ o(ε),

então

det(I + ε∇̂uuu) · det(F̂t) + o(ε) = (1 + ε tr∇̂uuu)Ĵt + o(ε).

Deste modo, podemos escrever

Ĵt+ε = det(F̂t+ε) = (1 + ε tr∇̂uuu)Ĵt + o(ε) = (1 + ε div ûuu)Ĵt + o(ε).

Por fim, aplicando a definição de derivada material e uma vez que Lt é cont́ınua,

temos

DJt
Dt

=

(
lim
ε→0

Ĵt+ε − Ĵt
ε

)
◦ L−1

t =

(
lim
ε→0

[(
1 + ε div ûuu− 1

ε

)
Ĵt +

o(ε)

ε

])
◦ L−1

t

= (div ûuu Ĵt) ◦ L−1
t = div uuu Jt.
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1.3 Teorema de Transporte de Reynolds

Recordemos o seguinte teorema elementar do Cálculo.

Teorema 1.1. Seja Vt ⊂ Ωt e considere-se a função f : I × Vt → R. Então, f é

integrável em Vt se e só se (f ◦ Lt)Jt é integrável em V0 = L−1
t (Vt) e

∫
Vt

f(t,xxx) dxxx =

∫
V0

f̂(t, x̂̂x̂x) Ĵt(t, x̂̂x̂x) dx̂̂x̂x.

Para simplificar a notação, iremos omitir, no que se segue, a dependência das

variáveis nos integrais, sendo que as funções dependem de t e da variável a integrar.

Estamos finalmente em condições de introduzir o Teorema de Transporte de

Reynolds.

Teorema 1.2 (Teorema de Transporte de Reynolds). Seja V0 ⊂ Ω0, Vt ⊂ Ωt tal

que Vt = Lt(V0) e f : I×Ωt → R uma função continuamente diferenciável a respeito

de xxx e t. Então,

d

dt

∫
Vt

f dxxx =

∫
Vt

(
Df

Dt
+ fdiv uuu

)
dxxx =

∫
Vt

(
∂f

∂t
+ div (fuuu)

)
dxxx. (1.16)

Demonstração. Pelo Teorema 1.1 e pela regra de derivação da multiplicação, segue-

se

d

dt

∫
Vt

f dxxx =
d

dt

∫
V0

f̂ Ĵt dx̂̂x̂x =

∫
V0

∂

∂t

(
f̂ Ĵt

)
dx̂̂x̂x =

∫
V0

(
∂f̂

∂t
Ĵt + f̂

∂Ĵt
∂t

)
dx̂̂x̂x.

(1.17)

Aplicando a relação (1.5) e o Teorema 1.1, podemos escrever

∫
V0

∂f̂

∂t
Ĵt dx̂̂x̂x =

∫
Vt

Df

Dt
dxxx. (1.18)

Usando ainda (1.5), podemos reescrever (1.13)

∂Ĵt
∂t

= Ĵt div uuu. (1.19)

Consequentemente, por (1.17) vem que

d

dt

∫
Vt

f dxxx =

∫
V0

∂f̂

∂t
Ĵt dx̂̂x̂x+

∫
V0

f̂
∂Ĵt
∂t

dx̂̂x̂x =

∫
Vt

Df

Dt
dxxx+

∫
V0

f̂ Ĵt div uuu dx̂̂x̂x

=

∫
Vt

Df

Dt
dxxx+

∫
Vt

f div uuu dxxx =

∫
Vt

Df

Dt
+ f div uuu dxxx,

9



Caṕıtulo 1 Equações de Navier-Stokes num doḿınio móvel

onde a segunda igualdade surge de (1.18) - (1.19) e a terceira igualdade surge do

Teorema 1.1.

A segunda igualdade da relação (1.16) obtém-se usando o Lema 1.1 e da identi-

dade

divfuuu = ∇f · uuu+ f div uuu. (1.20)

No sistema de coordenadas ALE, o Teorema de Transporte de Reynolds é for-

mulado da seguinte forma:

Teorema 1.3 (Teorema de Transporte de Reynolds ALE). Seja V0 ⊂ Ω0, V
At ⊂ Ωt

tal que V At = At(V0) e f : I × Ωt → R uma função continuamente diferenciável a

respeito de xxx e t. Então,

d

dt

∫
V At

f dxxx =

∫
V At

(
DAf

Dt
+ fdiv www

)
dxxx =

∫
V At

(
∂f

∂t
+ div (fwww)

)
dxxx. (1.21)

Demonstração. A sua prova é omitida, uma vez que segue uma demonstração aná-

loga à do Teorema 1.2.

1.4. Equação da Conservação da Massa

Estamos, agora, em condições de transcrever os prinćıpios da conservação da

mecânica de fluidos para equações que envolvam as quantidades introduzidas ante-

riormente.

Tomemos Vt ⊂ Ωt como sendo o volume total ocupado pelo fluido no instante

t tal que Vt = Lt(V0). Sejam uuu : I × Ωt → Rn uma função vetorial diferenciável

e ρ : I × Ωt → R uma função mensurável e diferenciável, com ρ > 0, chamada

densidade, [ρ] = kg/m3, tal que

m(Vt) =

∫
Vt

ρ dxxx,

onde m(Vt) é a massa do material contida em Vt.

O Prinćıpio da Conservação da Massa traduz-se em

d

dt

∫
Vt

ρ dxxx = 0, para todo o volume Vt.
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1.5 Equação do Momento

Aplicando o Teorema 1.2, obtemos

∫
Vt

(
Dρ

Dt
+ ρ div uuu

)
= 0. (1.22)

Assumindo que os termos do integral são cont́ınuos e utilizando (1.21), a arbi-

trariedade de Vt permite-nos escrever a equação da conservação da massa na forma

diferencial:
∂ρ

∂t
+ div ρuuu = 0. (1.23)

Assumindo que ρ é constante, a igualdade (1.23) reduz-se a

div uuu = 0, (1.24)

ou seja, a equação da conservação da massa no caso de um fluido de densidade

constante consiste em exigir que o campo das velocidades tenha divergência nula.

1.5. Equação do Momento

A segunda equação do sistema de equações de Navier-Stokes é obtida através do

Prinćıpio da Conservação do Momento Linear. Este pode ser enunciado na forma

integral da seguinte forma:

Para qualquer t ∈ I, em qualquer subconjunto Vt ( Ωt, temos

d

dt

∫
Vt

ρ(t,xxx)uuu(t,xxx) dxxx = Fc + Fs, (1.25)

onde Fc denota a resultante das forças corporais e Fs a resultante das forças de

superf́ıcie. Vejamos com maior detalhe estes dois tipos de forças neste contexto:

1. Forças corporais: são proporcionais à massa e são representadas pelo vetor

fff b : I × Ω → Rn e tem-se [fff b] = N/kg = m/s2. Uma força corporal exercida

num objeto em Vt é dada por

∫
Vt

ρ fff b dxxx, cuja dimensão é N , como é o exemplo

da força gravitacional.

2. Forças exercidas em superf́ıcies: representam as forças que são aplicadas no

meio através das superf́ıcies. São representadas pelo vetor te : I × Γnt → Rn,

chamado tensão aplicada, e [te] = N/m2. A força resultante que atua através

da superf́ıcie é dada por

∫
Γn
t

te ds. Por exemplo, a fricção do ar com a superf́ıcie

da água de um lago é um exemplo de uma força exercida em superf́ıcies.

11



Caṕıtulo 1 Equações de Navier-Stokes num doḿınio móvel

Existe, ainda, um terceiro tipo de forças a considerar: as forças internas. Estas

forças resultam da interação entre as part́ıculas do fluido.

De seguida, apresentamos o Prinćıpio de Cauchy que permite estabelecer uma

ligação entre as forças exercidas em superf́ıcies e o tensor de tensão de Cauchy.

Prinćıpio de Cauchy. Existe um vetor t, chamado tensão de Cauchy, t : I×Ωt×

D1 → Rn, com D1 = {ν ∈ Rn : |ν| = 1}, tal que o seu integral na superf́ıcie de cada

domı́nio Vt ⊂ Ωt, dado por

∫
∂Vt

t(t,xxx, ν) ds, é equivalente à resultante das forças

cont́ınuas a atuar em Vt. Mais ainda, temos que t = te em ∂Vt ∩ Γnt .

Conjugando o Prinćıpio de Cauchy com (1.25), obtemos que para qualquer t ∈ I,

em qualquer subconjunto Vt ( Ωt, temos

d

dt

∫
Vt

ρ(t,xxx)uuu(t,xxx) dxxx =

∫
Vt

ρ(t,xxx)fff b(t,xxx) dxxx︸ ︷︷ ︸
Fc

+

∫
∂Vt

t(t,xxx, ν) ds︸ ︷︷ ︸
Fs

. (1.26)

A ação das forças internas é introduzida e caracterizada pelo seguinte teorema:

Teorema 1.4 (Teorema do tensor de tensão de Cauchy). Suponhamos que, para todo

o t ∈ I, as forças corporais fff b, a densidade ρ e Duuu
Dt são funções limitadas em Ωt e o

vetor de tensão de Cauchy t é continuamente diferenciável em relação a xxx, para cada

ν ∈ D1, e cont́ınuo em relação a ν. Então existe um campo tensorial continuamente

diferenciável e simétrico, chamado tensor de tensão de Cauchy, T : I × Ωt →

Rn×n, [T] = N/m2, tal que t(t,xxx, ν) = T(t,xxx) · ν, ∀t ∈ I, ∀xxx ∈ Ωt, ∀ν ∈ D1.

Demonstração. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [18].

Conjugando o teorema anterior com o Prinćıpio de Cauchy, temos que

T · ν = te, em ∂Vt ∩ Γnt , (1.27)

onde a resultante das forças internas em ∂Vt é expressa por

∫
∂Vt

T · ν ds. Assim,

para qualquer t ∈ I, em qualquer subconjunto Vt ( Ωt, temos

d

dt

∫
Vt

ρuuu dxxx =

∫
Vt

ρ fff b dxxx+

∫
∂Vt

T · ν ds. (1.28)

Atendendo a (1.24) e admitindo ρ constante, do Teorema 1.2, segue-se que

d

dt

∫
Vt

ρuuu dxxx =

∫
Vt

(
D

Dt
(ρuuu) + ρuuu div uuu

)
dxxx =

∫
Vt

ρ
Duuu

Dt
dxxx.

12



1.6 Equações de Navier-Stokes

Usando o Teorema da Divergência1 e assumindo que div T é integrável, (1.28) é

equivalente a ∫
Vt

[
ρ
Duuu

Dt
− div T− ρfff b

]
dxxx = 0.

Assumindo que os termos no integral são cont́ınuos em Vt, temos

ρ
Duuu

Dt
− div T = ρfff b em Ωt. (1.29)

De modo a facilitar a notação, iremos omitir a letra b para indicar a força corporal

aplicada ao fluido, que será indicada simplesmente por fff .

Usando a relação (1.10), podemos escrever (1.29) como

ρ
∂uuu

∂t
+ ρ(uuu · ∇)uuu− div T = ρfff. (1.30)

O termo não linear ρ(uuu · ∇)uuu é denominado termo convectivo.

1.6. Equações de Navier-Stokes

Da dedução feita até agora, constitúımos o seguinte sistema de equações

 ρ
∂uuu

∂t
+ ρ(uuu · ∇)uuu− div T = ρfff em I × Ωt

div uuu = 0 em I × Ωt.

Vejamos, agora, como podemos relacionar o tensor de tensão de Cauchy e o

sistema anterior através de uma lei constitutiva que fornecerá uma caracterização

do comportamento mecânico do fluxo.

Assumimos que o fluido assume o comportamento de um fluido newtoniano, ou

seja, o tensor de tensão de Cauchy pode ser escrito como T = −P I + σ(∇uuu +

∇uuuT ), onde P denota uma função escalar chamada pressão, [P ] = N/m2, I a matriz

identidade e σ a viscosidade do fluido (σ > 0), [σ] = kg/ms.

Definindo o tensor D(uuu) =
(∇uuu+∇uuuT )

2
(chamado de tensor da taxa de defor-

mação), podemos escrever

T = −P I + 2σD(uuu). (1.31)

1Teorema da Divergência: Sejam E uma região sólida simples e S a superf́ıcie fronteira de
E orientada pela normal exterior ν. Seja F um campo vetorial cujas funções componentes têm
derivadas parciais cont́ınuas numa região aberta V ⊃ E. Então∫∫

S

F · ν dS =

∫∫∫
E

div F dV.
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Caṕıtulo 1 Equações de Navier-Stokes num doḿınio móvel

O termo 2σD(uuu) é, por vezes, referido como sendo a componente de tensão viscosa

do tensor de tensão.

A viscosidade pode variar relativamente ao espaço e ao tempo, dependendo, por

exemplo, da temperatura do fluido. No entanto, neste trabalho vamos admitir que

σ é constante.

Nota 1.2. Um fluido não-newtoniano é um fluido cuja viscosidade varia proporcio-

nalmente à energia cinética que lhe é impressa, o qual responde de forma instantâ-

nea. Um exemplo é o caso do amido de milho com água: se o movimento impresso

na mistura for rápido, esta reage como um sólido, caso contrário, reage como um

ĺıquido. Neste caso, σ depende das quantidades cinemáticas.

Usando a relação (1.31), a equação do momento (1.30) pode ser escrita da se-

guinte forma

ρfff = ρ
∂uuu

∂t
+ ρ(uuu · ∇)uuu+ div T) = ρ

∂uuu

∂t
+ ρ(uuu · ∇)uuu+ div(P I− 2σD(uuu))

= ρ
∂uuu

∂t
+ ρ(uuu · ∇)uuu+∇P − 2 div(σD(uuu)).

Uma vez que ρ é constante e positivo, podemos dividir a relação anterior por ρ,

obtendo
∂uuu

∂t
+ (uuu · ∇)uuu+∇p− 2 div(µD(uuu)) = fff, (1.32)

onde µ = σ/ρ é uma viscosidade cinemática, com [µ] = 1/sm2, e p = P/ρ é uma

pressão escalar, com [p] = m2/s2.

Observação 1.5. Sabendo que div ∇uuu = ∆uuu, então temos que div ∇uuuT = ∇(div uuu) =

0 (por (1.24)), a equação do momento para um fluido incompresśıvel newtoniano é

dada por
∂uuu

∂t
+ (uuu · ∇)uuu+∇p− µ∆uuu = fff. (1.33)

Obtemos, assim, as equações de Navier-Stokes para fluidos incompresśıveis:


∂uuu

∂t
+ (uuu · ∇)uuu+∇p− 2 div(µD(uuu)) = fff, em I × Ωt

div uuu = 0, em I × Ωt.
(1.34)

Além destas equações, necessitamos de uma condição inicial para a velocidade e

condições de fronteira apropriadas que permitam determinar a velocidade e a pressão

em todo o domı́nio I × Ωt.
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1.6 Equações de Navier-Stokes

Como condição inicial, vamos considerar, para t = t0, uuu = uuu0, xxx ∈ Ω0. Como

condições de fronteira, iremos considerar (2µD(uuu)− pI) ν = g1g1g1, em I × ΓNt

uuu = g2g2g2, em I × ΓDt ,
(1.35)

em que g1g1g1 e g2g2g2 são funções dadas e estão associadas, respetivamente, às condições de

fronteira de Neumann (definida em ΓNt ) e Dirichlet (definida em ΓDt ), onde ∂Ωt =

ΓNt ∪ ΓDt e ΓDt ∩ ΓNt = ∅.

Deste modo, o problema diferencial completo para as equações de Navier-Stokes

é o seguinte:

∂uuu

∂t
+ (uuu · ∇)uuu+∇p− 2 div(µD(uuu)) = fff, em I × Ωt

div uuu = 0, em I × Ωt

uuu = uuu0, em Ω0

(2µD(uuu)− pI) ν = g1g1g1, em I × ΓNt

uuu = g2g2g2, em I × ΓDt .

(1.36)

Utilizando o lema (1.8) para o campo da velocidade do domı́nio, o sistema (1.36)

pode ser reescrito usando a derivada material no sistema de coordenadas ALE da

seguinte forma:

DAuuu

Dt
+ [(uuu−www) · ∇]uuu+∇p− 2 div(µD(uuu)) = fff, em I × Ωt

div uuu = 0, em I × Ωt

uuu = uuu0, em Ω0

(2µD(uuu)− pI) ν = g1g1g1, em I × ΓNt

uuu = g2g2g2, em I × ΓDt .

(1.37)

Observação 1.6. A existência e unicidade de solução do problema (1.36) são resul-

tados que poderão ser encontrados em [4] e [5]. De salientar que o caso bidimensional

já foi provado, mas o tridimensional ainda se encontra em aberto.
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Caṕıtulo 2

Metodologia numérica

Neste caṕıtulo, vamos apresentar métodos numéricos a fim de podermos simular

as equações de Navier-Stokes.

Na primeira parte do caṕıtulo enunciamos alguns espaços de Sobolev que vão ser

necessários para o trabalho. A segunda parte incide sobre a derivação da formulação

fraca do problema cont́ınuo enunciado no caṕıtulo anterior.

Na terceira parte apresentamos o método dos elementos finitos que é a técnica

usada para aproximar, relativamente às variáveis espaciais, a solução das equações

de Navier-Stokes. Nesta fase do trabalho distinguimos dois casos posśıveis para as

equações de Navier-Stokes - o caso em que o domı́nio é fixo e o caso em que o domı́nio

é móvel (ou seja, a configuração do domı́nio pode variar com o tempo). Apresenta-

mos uma discretização temporal e espacial para ambos, utilizando diferenças finitas

para discretizar o termo da derivada no tempo e o método dos elementos finitos

para discretizar as equações no espaço. Adicionalmente, no caso em que o domı́nio

é móvel, apresentamos uma forma de calcular a função ALE a fim de descrever as

deformações do domı́nio pretendidas. Por fim, ilustramos cada um dos casos com

um exemplo de aplicação (utilizando o software FreeFem++).

2.1. Espaços de funções

Uma das propriedades mais importante para a construção e análise de métodos

numéricos é a suavidade da solução que procuramos, a qual depende da suavidade dos

dados com que trabalhamos. Deste modo, necessitamos de assumir certas caracteŕıs-

ticas sobre a solução em questão, considerando classes de funções com propriedades

espećıficas de diferenciabilidade e integrabilidade - os espaços de funções.

Nesta secção, vamos expor algumas definições e resultados sobre a teoria de

espaços de funções que vão ser necessários ao longo deste texto, dando especial

atenção ao espaços de funções cont́ınuas, espaços de funções integráveis e espaços de

Sobolev.
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2.1.1. Espaços de funções cont́ınuas

Seja Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 o domı́nio a utilizar nos próximos resultados, o qual é um

conjunto aberto e limitado com fronteira Lipschitz cont́ınua.

Denotamos por C0(Ω) o conjunto de todas as funções cont́ınuas definidas em Ω

e C0(Ω) o conjunto das funções u tais que u admite uma extensão cont́ınua a Ω.

Podemos munir C(Ω) com a norma

‖u‖C(Ω) = sup
xxx∈Ω
|u(xxx)| = max

xxx∈Ω
|u(xxx)|.

Adicionalmente, C1(Ω) denota o conjunto de todas as funções u definidas em Ω

tais que ∇u é cont́ınua e C1(Ω) o conjunto das funções u tais que ∇u admite uma

extensão cont́ınua a Ω. Podemos munir C1(Ω) com a norma

‖u‖C1(Ω) = sup
xxx∈Ω
|u(xxx)|+

n∑
i=1

sup
xxx∈Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ .

Definição 2.1. O suporte, supp u, de uma função cont́ınua u definida em Ω é

definido como o fecho do conjunto {xxx ∈ Ω : u(xxx) 6= 0}.

Denotamos por Ck0 (Ω) o conjunto de todas as funções u ∈ Ck(Ω), k = 0, 1 tais

que supp u ⊂ Ω e supp u é limitado.

2.1.2. Espaços de funções integráveis

Denotamos por L2(Ω) o conjunto de todas as funções u : Ω→ R tais que

∫
Ω
|u(xxx)|2 dxxx <∞.

Duas funções que coincidem em Ω exceto num conjunto de medida nula identificam-

se em L2(Ω). L2(Ω) está munido da norma

‖u‖L2(Ω) :=

(∫
Ω
|u(xxx)|2 dxxx

)1/2

e do produto interno

(u, v)Ω :=

∫
Ω
u(xxx)v(xxx) dxxx.

Por sua vez, iremos indicar por L2(Ω), o espaço de funções vetoriais uuu : Ω→ Rn

18
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cujas componentes pertencem a L2(Ω), sendo que a sua norma é definida por

‖uuu‖L2(Ω) =

(
n∑
i=1

‖ui‖2L2(Ω)

)1/2

.

Também iremos indicar por L2(Ω), o espaço de tensores T : Ω → Rn×n cujas

componentes estão em L2(Ω). Neste caso, temos a norma

‖T‖L2(Ω) =

 n∑
i=1

n∑
j=1

‖Tij‖2L2(Ω)

1/2

e o seguinte produto interno

(T,R) ≡ (T,R)L2(Ω) =

∫
Ω

T : R dxxx =
n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω
TijRij dxxx.

2.1.3. Espaços de Sobolev

Denotamos

H0(Ω) = L2(Ω)

como sendo o espaço de Sobolev de ordem 0. Está munido da norma e do produto

interno introduzidos anteriormente.

Adicionalmente, definimos

H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂xj
∈ L2(Ω), j = 1, . . . , n

}

como sendo o espaço de Sobolev de ordem 1. Está munido da norma

‖u‖H1(Ω) =

‖u‖2L2(Ω) +
n∑
j=1

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥2

L2(Ω)

1/2

e do produto interno

(u, v)H1(Ω) := (u, v)Ω + (∇u,∇v)Ω .

Por fim, introduzimos também

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : u = 0 em ∂Ω

}
e
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H1
Γ(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : u|Γ = 0 em Γ

}
,

onde Γ ⊂ ∂Ω é um conjunto de medida não nula.

Note-se que H1
0 (Ω) e H1

Γ(Ω) estão munidos da mesma norma e produto interno

que H1(Ω).

Por fim, iremos indicar por Hk(Ω), k = 0, 1, o espaço de funções vetoriais uuu :

Ω → Rn cujas componentes estão em Hk(Ω), k = 0, 1, sendo que a sua norma é

definida por

‖uuu‖Hk(Ω) =

(
n∑
i=1

‖ui‖2Hk(Ω)

)1/2

, k = 0, 1.

Introduzimos, agora, a fórmula de integração de Green.

Teorema 2.1 (Fórmula de integração de Green). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado

com fronteira Lipschitz cont́ınua e seja ν a normal exterior unitária na fronteira ∂Ω.

Dadas u, v ∈ H1(Ω), o integral ∫
∂Ω
uv νi ds

existe e é finito para cada νi. Temos ainda

∫
Ω

∂u

∂xi
v dxxx =

∫
∂Ω
uv νi ds−

∫
Ω
u
∂v

∂xi
dxxx, i = 1, . . . , n. (2.1)

Esta fórmula também é conhecida por fórmula de integração por partes.

2.2. Formulação fraca do problema cont́ınuo

Consideremos o sistema (1.37). Seja (uuu, p) uma solução clássica deste problema e

sejam vvv ∈ V0 e q ∈ Q as funções teste, com V0 e Q espaços a definir posteriormente.

Multiplicando vvv pela primeira equação e q pela segunda e integrando em Ωt, obtemos

o seguinte sistema:


(
DAuuu

Dt
,vvv

)
Ωt

+ ([(uuu−www) · ∇]uuu,vvv)Ωt
+ (∇p,vvv)Ωt

− (2div(µD(uuu)), vvv)Ωt
= (fff,vvv)Ωt

(div uuu, q)Ωt = 0.

(2.2)

Aplicando a fórmula de integração por partes e pela Observação 1.5, são válidas

as igualdades

∫
Ωt

∇p · vvv dxxx =

∫
∂Ωt

p · vvv · ν ds−
∫

Ωt

p · div vvv dxxx,
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2

∫
Ωt

div(µD(uuu)) · vvv dxxx = 2

∫
Ωt

µD(uuu) : D(vvv) dxxx.

Assim, (2.2) é equivalente a



(
DAuuu

Dt
,vvv

)
Ωt

− ((www · ∇)uuu,vvv)Ωt + ((uuu · ∇)uuu,vvv)Ωt − (p,div vvv)Ωt

+2

∫
Ωt

µD(uuu) : D(vvv) dxxx =

∫
∂Ωt

(2µD(uuu)− pI) · vvv · ν ds+ (fff,vvv)Ωt

(div uuu, q)Ωt = 0,

(2.3)

Os espaços naturais para procurar a solução (uuu, p) são V e Q definidos por

V =
{
vvv : I × Ωt → Rn : vvv = ṽvv ◦ A−1

t , ṽvv ∈ H1(Ω0)
}
,

Q =
{
q : I × Ωt → R : q = q̃ ◦ A−1

t , q̃ ∈ L2(Ω0)
}
.

Atendendo à formulação (2.3), escolhemos V0 tal que:

V0 =
{
vvv : I × Ωt → Rn : vvv = ṽvv ◦ A−1

t , ṽvv ∈ H1
ΓD
0

(Ω0)
}
.

Assim, obtemos a seguinte formulação fraca do problema (1.37):

Determinar uuu ∈ V e p ∈ Q tal que uuu(t) = g2g2g2(t) em ΓDt e



(
DAuuu

Dt
,vvv

)
Ωt

− c(uuu−www;uuu,vvv)Ωt − b(vvv, p)Ωt + a(uuu,vvv)Ωt

=

∫
ΓN
t

g1g1g1 · vvv · ν ds+ (fff,vvv)Ωt , ∀vvv ∈ V0,

b(uuu, q)Ωt = 0, ∀q ∈ Q,

(2.4)

onde

a(uuu,vvv)Ωt = 2

∫
Ωt

µD(uuu) : D(vvv) dxxx,

b(vvv, p)Ωt =

∫
Ωt

p div vvv dxxx,

c(uuu−www;uuu,vvv)Ωt =

∫
Ωt

((uuu−www) · ∇)uuu · vvv dxxx.

Nota 2.1. As funções g1g1g1 e g2g2g2 devem possuir a regularidade necessária para que

os integrais em (2.4) façam sentido, isto é, para t ∈ I, g1g1g1(t) ∈ L2(ΓNt ) e g2g2g2(t) ∈

L2(ΓDt ).

Observação 2.1. Quando o problema que estamos a estudar apenas tem condições

de fronteira de Dirichlet homogéneas, então o espaço a considerar para a sua reso-
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lução é H1
0 (Ω). Por outro lado, quando o problema tem condições de fronteira de

Dirichlet e Neumann, existe a necessidade de declarar o espaço H1
Γ(Ω) para indicar

o conjunto pretendido em que a função u é nula.

2.3. Espaços de elementos finitos

Nesta secção, vamos introduzir os espaços de elementos finitos necessários para

obter uma aproximação de elementos finitos no processo da metodologia numérica.

Vamos apenas considerar o caso bidimensional. Mais informação poderá ser encon-

trada em [4], [9] e [10].

Consideremos um domı́nio Ωh e tal que

Ωh =
⋃
K∈Th

K,

onde

(1) K é um triângulo tal que K 6= ∅, para todo K ∈ Th;

(2) Ki ∩Kj = ∅, para cada Ki,Kj ∈ Th, i 6= j;

(3) se F = Ki ∩Kj 6= ∅, com Ki,Kj elementos distintos de Th, então F é uma

aresta ou um vértice.

(4) diam(K) ≤ h, para cada K ∈ Th.

Th é denominada a triangulação de Ωh. Note-se que, de modo a obtermos uma

triangulação que cumpra os requisitos (1)-(4), Th tem de ter uma configuração ad-

misśıvel (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Triangulações admisśıvel (esquerda) e não admisśıvel (direita).

Os polinómios lineares cont́ınuos segmentados são denotados por P1(Th). Estas

funções são definidas por p(xxx) = a+ bx+ cy, em cada triângulo K ∈ Th.

Seja φi ∈ P1(Th) tal que

φi(βj) =

 1, i = j

0, i 6= j,
(2.5)
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onde βj , j = 1, . . . , Nh é o conjunto de nós de Th. Então {φ1, . . . , φNh
} define

Figura 2.2: Exemplo de representação de uma função base φi.

uma base de P1(Th), onde Nh é a dimensão deste espaço e u ∈ P1(Th) pode ser

escrita como combinação linear das funções base {φi}Nh
i=1 e dos respetivos coeficientes

{αi}Nh
i=1, com αi = u(βj), i = 1, . . . , Nh os valores dos nós de u, da seguinte forma

u =

Nh∑
i=1

αiφi.

Consideremos, ainda, o espaço de funções quadráticas cont́ınuas segmentadas, o

qual é denominado P2(Th). Estas funções são definidas por p(xxx) = a+bx+cy+dx2 +

exy + fy2, em cada triângulo K ∈ Th, com Th um poĺıgono do domı́nio Ωh ⊂ R2.

Para determinar os parâmetros a, b, c, d, e, f ∈ R, procedemos da mesma forma que

no caso do espaço P1(Th), adicionando três nós a cada K ∈ Th, como se pode verificar

na Figura 2.3.

Figura 2.3: Nós de um triângulo no espaço de funções P2(Th).

2.4. Discretização numérica

Relembremos que Ω0 é o domı́nio ocupado pelo fluido no instante inicial t0,

denominado por configuração de referência, e Ωt a porção de espaço ocupada pelo

fluido no instante de tempo t, denominado por configuração corrente.

Analisemos os dois casos posśıveis para a aproximação das equações de Navier-
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Stokes: o caso em que o domı́nio é fixo, ou seja, não existe deformação da malha

do domı́nio (secção 2.4.1) e o caso em que o domı́nio é móvel, em que o mapa ALE

induz alterações na malha (secção 2.4.2).

Os exemplos numéricos apresentados durante o texto foram realizados com a

ajuda do software FreeFem++.

2.4.1. Domı́nio fixo

Não existindo deformação do domı́nio Ωt, o sistema (1.36) pode escrever-se como:

∂uuu

∂t
+ (uuu · ∇)uuu+∇p− 2div(µD(uuu)) = fff, em I × Ω

div uuu = 0, em I × Ω

uuu = uuu0, em Ω

(2µD(uuu)− pI) ν = g1g1g1, em I × ΓN

uuu = g2g2g2, em I × ΓD

(2.6)

onde Ω = Ωt = Ω0, ΓNt = ΓN , ΓDt = ΓD, ∀t ∈ I.

De modo a aproximar a solução deste problema, recorremos a alguns métodos já

conhecidos: o método das diferenças finitas para discretizar o problema no tempo e

o método dos elementos finitos para discretizar o problema no espaço.

Seja Th uma triangulação do domı́nio Ω e consideremos uma partição em (t0, T ),

Ik = (tk, tk+1), com k = 0, . . . , N , onde tk+1 − tk = ∆t.

Vamos supor que a solução é conhecida em t = tk e pretendemos determinar a

solução no instante t = tk+1. Indicamos a solução aproximada no instante tk por

uuuk, ou seja, uuuk ≈ uuu(tk). No instante t = t0, a solução é conhecida e é dada por uuu0.

Como vimos na secção 2.2, a formulação fraca deste problema é:

Determinar, para t ∈ I,uuu(t) ∈ V tal que uuu|ΓD(t) = g2g2g2(t) e p(t) ∈ Q tal que

(
∂uuu

∂t
,vvv

)
Ω

+ ((uuu · ∇)uuu,vvv)Ω − (p, divvvv)Ω + 2

∫
Ω
µD(uuu) : D(vvv)

=

∫
ΓN

g1g1g1 · vvv · ν ds+ (fff,vvv)Ω, ∀vvv ∈ V0

(div uuu, q)Ω = 0, ∀q ∈ Q,

(2.7)

onde

V = H1(Ω), V0 = H1
ΓD(Ω), Q = L2(Ω).
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Discretização no tempo

Para obter uma discretização no tempo, vamos aplicar diferenças regressivas de

primeira ordem à derivada
∂uuu

∂t
:

∂uuu

∂t
(tk+1) =

uuu(tk+1)− uuu(tk)

∆t
+O(∆t),

onde O(∆t) é tal que O(∆t) ≤M∆t, para uma constante M .

Atendendo às caracteŕısticas do problema diferencial, iremos considerar um mé-

todo semi-impĺıcito.

Deste modo, reformulamos o problema (2.7):

Determinar uuuk+1 ∈ H1(Ω) tal que uuuk+1|ΓD = ggg2,k+1 e pk+1 ∈ L2(Ω) tal que



(uuuk+1

∆t
, vvv
)

Ω
+ ((uuuk · ∇)uuuk+1, vvv)Ω + (pk+1, divvvv)Ω + 2

∫
Ω
µD(uuuk+1) : D(vvv)

=
(uuuk

∆t
, vvv
)

Ω
+

∫
ΓN

ggg1,k+1 · vvv · ν ds+ (fffk+1, vvv)Ω, ∀vvv ∈ H1
ΓD(Ω)

(div uuuk+1, q)Ω = 0, ∀q ∈ L2(Ω),

(2.8)

onde gggi,k+1 = gigigi(tk+1), i = 1, 2, e fffk+1 = fff(tk+1).

Discretização no espaço

Sejam Qh = P1(Th) e Vh = [P2(Th)]n.

Nota 2.2. Para a pressão, é suficiente considerar o espaço das funções P1(Th). No

entanto, não podemos considerar os mesmos espaços para a velocidade e pressão,

uma vez que a velocidade necessita de um espaço de dimensão superior do que o das

funções cont́ınuas lineares segmentadas; caso contrário, o problema numérico não

terá uma única solução. As escolhas anteriores garantem que tal não acontece e são

conhecidas como elementos de Taylor-Hood. Mais informação sobre este assunto

pode ser encontrada em [4].

A solução numérica pode ser obtida em t = tk+1 da seguinte forma:

Determinar uuuk+1,h ∈ Vh tal que uuuk+1,h = g2g2g2(tk+1) em ΓD e pk+1,h ∈ Qh tal que



(uuuk+1,h

∆t
, vvvh

)
Ω

+ c (uuuk,h,uuuk+1,h, vvvh)Ω + b (vvvh, pk+1,h)Ω

+a (uuuk+1,h, vvvh)Ω =
(uuuk,h

∆t
, vvvh

)
Ω

+

∫
ΓN

ggg1,k+1 · vvvh · ν ds

+
(
fffk+1, vvvh

)
Ω
, ∀vvvh ∈ Vh ∩H1

ΓD(Ω),

b (uuuk+1,h, qh)Ω = 0, ∀qh ∈ Qh,

(2.9)
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onde

uuu0,h projeção L2(Ω) de uuu0,

a (uuuk+1,h, vvvh)Ω = 2

∫
Ω
µD(uuuk+1,h) : D(vvvh) dxxx,

b (vvvk+1,h, ph)Ω =

∫
Ω

div vvvk+1,h ph dxxx, b (vvvh, pk+1,h)Ω =

∫
Ω

div vvvh pk+1,h dxxx,

c (uuuk,h,uuuk+1,h, vvvh)Ω =

∫
Ω

(uuuk,h · ∇)uuuk+1,h · vvvh dxxx,

de modo a obtermos uma linearização do termo convectivo.

Admitindo que g2g2g2 = 0, consideremos V0
h = V∩H1

ΓD(Ω0) = span{φiφiφi}Nv
i=1 e Qh =

span{ψj}
Nq

j=1. Então, o problema (2.9) é equivalente a resolver o sistema

 Ak+1 Bk+1

−BT
k+1 0

 Uk+1

Pk+1

 =

 Fk+1

0

 , (2.10)

onde Uk+1 e Pk+1 representam uuuk+1 na base Vh e pk+1 na base Qh, respetivamente;

Fk+1 contém os termos do lado direito da primeira equação do problema; Bk+1 =

[−b(φi, ψj)]i,j ; Ak+1 é a matriz que envolve contribuições da matriz de massa (relativa

ao primeiro termo), do termo convectivo (relativa a c) e do termo difusivo (relativa

a a).

Nota 2.3. Para calcular os integrais em (2.9), é necessário aproximá-los por uma

regra de quadratura com suficiente grau de precisão. Mais informação sobre este

assunto pode ser encontrada em [9].

Observação 2.2. Caso o problema inicial (1.36) tenha condições de fronteira de

Dirichlet não homogéneas, podemos transformá-lo noutro com condições de Dirichlet

homogéneas, como discutido na secção 2.2.

No entanto, do ponto de vista numérico, existe uma abordagem alternativa e

mais simples de implementar. Esta abordagem consiste em discretizar (2.7) no es-

paço usando P2(Th) como espaço de elementos finitos para a velocidade e efetuar as

seguintes alterações nas submatrizes A, B e F resultantes:

(1) as entradas da linha i das submatrizes A e B correspondente aos nós que

estão no suporte da função φi (graus de liberdade) são substitúıdas por zeros

e colocamos o valor um na diagonal (ou seja, a coluna j = i da submatriz A

passa a ter o valor um);
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(2) no vetor F , substituimos Fi pelo valor da condição de fronteira.

Por fim, para a discretização no tempo esperamos obter uma ordem de conver-

gência um, ao passo que para a discretização no espaço esperamos obter uma ordem

dois. Podemos encontrar mais informação em [4] e [8].

Simulação numérica e validação

Consideremos o problema (1.36) onde Ω0 = (−1, 1)× (−1, 1), ΓNt = [−1, 1]×{0},

ΓDt = ∂Ω\ΓNt e I = [0, 1] e sejam fff,uuu0, g1g1g1, g2g2g2 calculados por forma a que µ = 0.01,

uuu(t,xxx) =

 sin(x1) sin(x2 + t)

cos(x1) cos(x2 + t)

 , p(t,xxx) = cos(x1) sin(x2 + t)

sejam solução do sistema (1.36). Aplicando o método (2.9), obtemos a solução

numérica da Figura 2.4 e respetiva evolução temporal do erro numérico na Figura

2.5. O erro numérico é calculado através das seguintes expressões:

euuu =

(
∆t

Nt∑
k=1

‖uuu(tk)− uuuk‖2H1(Ωtk)

)1/2

, ep =

(
∆t

Nt∑
k=1

‖p(tk)− pk‖2L2(Ωtk)

)1/2

,

onde uuu(tk) e p(tk) denotam, respetivamente, a solução numérica da velocidade e

da pressão no instante tk e uuuk e pk denotam, respetivamente, a solução exata da

velocidade e da pressão no instante tk.

Figura 2.4: Gráfico da magnitude da velocidade (esquerda) e da pressão (direita) no
instante T = 1 para ∆t = 10−3 e h = 0.041756.

Recorrendo aos valores da velocidade e da pressão da Tabela 2.1, uma aproxima-

ção numérica da ordem de convergência para a discretização no tempo é dado pela

expressão
log(ek/ek+1)

log(tk/tk+1)
,
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Figura 2.5: Evolução do erro para a velocidade e pressão num domı́nio fixo com
h = 0.041756.

∆t euuu ep
0.1 0.121145 0.083948

0.05 0.054617 0.041673

0.025 0.028184 0.020941

0.0125 0.014623 0.010506

0.00625 0.007313 0.005235

0.003125 0.003671 0.002597

Tabela 2.1: Tabela dos erros numéricos com h = 0.041756.

em que ek denota o erro da pressão ou da velocidade obtido no instante tk. No caso

da pressão, denotamos a ordem de convergência por pord e no caso da velocidade

denotamos por uuuord.

k pord uuuord
1 1.010383 1.149313

2 0.992783 0.954474

3 0.995117 0.946637

4 1.004952 0.999704

5 1.011344 0.994290

Tabela 2.2: Tabela da ordem de convergência do tempo num domı́nio fixo com
h = 0.041756.

Como podemos constatar pelos valores observados na Tabela 2.2, a ordem de

convergência tende para uma ordem de convergência um no tempo, tanto para o

caso da velocidade como da pressão.
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2.4.2. Domı́nio móvel

Consideremos o sistema de equações (1.37):



DAuuu

Dt
+ [(uuu−www) · ∇]uuu+∇p− 2 div(µD(uuu)) = fff, em I × Ωt

div uuu = 0, em I × Ωt

uuu = uuu0, em Ω0

(2µD(uuu)− pI) ν = g1g1g1, em I × ΓNt

uuu = g2g2g2, em I × ΓDt .

(2.11)

Queremos obter uma forma de calcular a função ALE e discretizar o problema

no tempo e no espaço. Com base nos resultados expostos na secção anterior, vamos

denotar por T0,h a triangulação na configuração de referência (Ω0,h) e Tt,h a triangu-

lação na configuração corrente (Ωt,h). Seja também Ik = (tk, tk+1), com k = 0, . . . , N

como anteriormente.

Relembremos que a solução aproximada no instante tk é indicada por uuuk, ou seja,

uuuk ≈ uuu(tk).

A discretização no tempo e espaço deste sistema segue as linhas gerais do que

foi feito no sistema (1.36). No entanto, os termos www e
DAuuu

Dt
necessitam de um

cuidado especial, assim como o facto do domı́nio Ωt depender de t. Uma leitura

mais detalhada sobre este assunto pode ser encontrada em [5] e [7].

Cálculo da transformação ALE

A formulação ALE induz uma forma natural de discretizar o problema (2.11).

Comecemos por gerar uma triangulação na configuração de referência T0,h e admitir

que conhecemos uma função gh : ∂Ω0,h → ∂Ωt que descreve o movimento da fron-

teira. Estendendo a função gh ao interior de Ω0,h, obtemos uma escolha posśıvel

para o mapa ALE, At,h. Desta forma, teremos Ωt,h = At,h(Ω0,h).

Suponhamos que conhecemos no instante t = tk+1 a posição da fronteira do domı́-

nio ∂Ωtk+1,h. A questão que se coloca é como construir Atk+1,h tal que Atk+1,h(T0,h)

define uma triangulação válida (ver Figura 2.6).

Nota 2.4. Por vezes, a malha obtida pode não ser válida, uma vez que os triângulos

gerados podem estar sobrepostos.

Para calcular a função Atk+1
, uma técnica usual é a extensão harmónica que

consiste em resolver o problema:
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Figura 2.6: Exemplo de uma triangulação do domı́nio de referência (esquerda) e do
domı́nio corrente (direita).

Determinar Atk+1
∈ H1(Ω0) tal que Atk+1

= gh em ∂Ω0 e

−∆Atk+1
= 0, em Ω0. (2.12)

A solução numérica de (2.12) pode obter-se com o método dos elementos finitos

como foi feito na secção anterior para as equações de Navier-Stokes.

Com efeito, temos o seguinte problema:

Determinar Atk+1
∈ H1(Ω0) tal que Atk+1

= gh em ∂Ω0 e

∫
Ω0

∇Atk+1
· ∇vvv dx̃̃x̃x =

∫
Ω0

fffvvv dx̃̃x̃x, ∀vvv ∈ H1
0(Ω0). (2.13)

Seja Dh subespaço de P1(T0,h) das funções que coincidem com gh nos vértices

da triangulação T0,h em ∂Ω0,h. A aproximação de elementos finitos do problema é a

seguinte:

Determinar Atk+1,h ∈ Dh tal que

∫
Ω0

∇Atk+1,h · ∇vvvh dx̃̃x̃x =

∫
Ω0

fffvvvh dx̃̃x̃x, ∀vvvh ∈ Dh ∩H1
0(Ω0), (2.14)

Seja Dh = span{φ1φ1φ1, . . . ,φNh
φNhφNh
}, em que φ1φ1φ1, . . . ,φNh

φNhφNh
são as funções base mencio-

nadas na secção anterior. Podemos escrever

Atk+1,h(x̃̃x̃x) =

Nh∑
i=1

Giφi(x̃̃x̃x).

Deste modo, a aproximação de elementos finitos pode ser reescrita da seguinte

forma:

Determinar G = (G1, . . . , GNh
)T ∈ RNh tal que

Nh∑
i=1

Gi

[∫
Ω0

∇φi · ∇φj dx̃̃x̃x
]

=

∫
Ω0

fffφj dx̃̃x̃x, j = 1, . . . , Nh. (2.15)
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Em notação matricial,

AG = F

onde

A = (aij)
Nh
i,j=1 = (aji)

Nh
i,j=1 =

∫
Ω0

∇φi · ∇φj dx̃̃x̃x,

G = (G1, . . . , GNh
)T e Fj =

∫
Ω0

fffφj dx̃̃x̃x.

Observação 2.3. De modo a incluirmos a condição de fronteira do problema (2.12),

é necessário efetuar transformações a ńıvel da matriz A e do vetor F como referido

anteriormente na Observação 2.2.

Resolvendo o problema (2.12) onde gh(t,xxx) = xxx+ d(t,xxx) é tal que

d(t,xxx) =

 0

0.02((x− 2.5)2 + 5)x(5− x)j(t)((1t≥1 + 1t≤3) + 1t>3))

 ,
j(t) = −0.15625t7 + 2.1875t6 − 12.46875t5 + 37.1875t4 − 62.34375t3 + 59.0625t2

−29.53125t+ 6.0625,

onde 1 : [t0, T ] → 0, 1 é a função caracteŕıstica, obtemos a solução numérica da

Figura 2.7.

Figura 2.7: Gráfico da segunda componente da função At, para T = 5, ∆ = 0.1 e
h = 1.47607.

Após obtermos a função Atk+1,h, podemos calcular uma aproximação para a

velocidade do domı́nio www que é dada por wwwh onde

wwwh(tk+1) =
Atk+1,h −Atk,h

∆t
◦ A−1

tk+1
.

Nota 2.5. Na prática, wwwh é calculado primeiramente na configuração de referência,

sendo posteriormente “transportado” para a configuração corrente.
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Discretização no tempo

Nesta secção, queremos obter uma discretização no tempo, como referido anteri-

ormente. Para isso, comecemos por obter uma discretização da derivada material.

Usando (1.7), temos que

∫
Ωtk+1

DAuuu

Dt
(tk+1,xxx) vvv dxxx =

∫
Ω0

∂ũuu

∂t
(tk+1, x̃̃x̃x) ṽvv JAtk+1

dx̃̃x̃x.

Recorrendo à fórmula de expansão de Taylor, segue-se que

∫
Ω0

∂ũuu

∂t
(tk+1, x̃̃x̃x) ṽvv JAtk+1

dx̃̃x̃x ≈
∫

Ω0

ũuuk+1 − ũuuk
∆t

ṽvv JAtk+1
dx̃̃x̃x.

Fazendo a mudança de variável x̃̃x̃x = A−1
tk+1

(xxx), concluimos que

∫
Ω0

ũuuk+1 − ũuuk
∆t

ṽvv JAtk+1
dx̃̃x̃x =

1

∆t

∫
Ωtk+1

uuuk+1 vvv dxxx−
1

∆t

∫
Ωtk+1

uuuk vvv dxxx,

onde uuuk está definido em Ωtk+1
, uma vez que

uuuk = uuuk ◦ Atk ◦ A
−1
tk+1

,

ou seja, uuuk surge do cálculo de uuuk na configuração de referência, sendo posteriormente

transportado para a configuração corrente.

Discretização no espaço

Consideremos a triangulação habitual definida anteriormente: T0,h do domı́nio

de referência e Ttk+1,h do domı́nio corrente.

Sejam Q̃h = P1(T0,h) e Ṽh = [P2(T0,h)]n.

Os correspondentes espaços na configuração corrente são dados por

Qtk+1,h = {qtk+1,h : qtk+1,h ◦ Atk+1,h ∈ Q̃h},

Vtk+1,h = {vvvtk+1,h : vvvtk+1,h ◦ Atk+1,h ∈ Ṽh}.

A solução numérica pode ser obtida em t = tk+1 da seguinte forma:

Determinar uuuk+1,h ∈ Vtk+1,h tal que uuuk+1,h = g2g2g2(tk+1) em ΓDtk+1
e pk+1,h ∈
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Qtk+1,h tal que



(uuuk+1,h

∆t
, vvvh

)
Ωtk+1

+ c (uuuk,h −wwwk,h;uuuk+1,h, vvvh)Ωtk+1
+ b (vvvh, pk+1,h)Ωtk+1

+a (uuuk+1,h, vvvh)Ωtk+1
=

(
uuuk,h
∆t

, vvvh

)
Ωtk+1

+

∫
ΓN
tk+1

ggg1,k+1 · vvvh · ν ds

+
(
fffk+1, vvvh

)
Ωtk+1

, ∀vvvh ∈ Vtk+1,h ∩H1
ΓD
t

(Ωt),

b (uuuk+1,h, qh)Ωtk+1
= 0, ∀qh ∈ Qtk+1,h,

(2.16)

onde

uuu0,h projeção L2(Ω) de uuu0 e fffk+1 = fff(tk+1),

b (vvvh, pk+1,h)Ωtk+1
=

∫
Ωtk+1

div vvvh pk+1,h dxxx,

b (vvvk+1,h, ph)Ωtk+1
=

∫
Ωtk+1

div vvvk+1,h ph dxxx,

a (uuuk+1,h, vvvh)Ωtk+1
= 2

∫
Ωtk+1

µD (uuuk+1,h) : D (vvvh) dxxx,

c (uuuk,h −wwwk,h;uuuk+1,h, vvvh)Ωtk+1
=

∫
Ωtk+1

((uuuk,h −wwwk,h) · ∇)uuuk+1,h · vvvh dxxx.

Simulação numérica e validação

Consideremos o problema (1.37) onde Ω0 = (0, 5)× (−1, 1), ΓNt = {5} × [−1, 1],

ΓDt = ∂Ω\ΓNt e I = [0, 5] e seja gh(t,xxx) = xxx+ d(t,xxx) tal que

d(t,xxx) =

 0

0.02((x− 2.5)2 + 5)x(5− x)j(t)((1t≥1 + 1t≤3) + 1t>3))

 ,
j(t) = −0.15625t7 + 2.1875t6 − 12.46875t5 + 37.1875t4 − 62.34375t3 + 59.0625t2

−29.53125t+ 6.0625,

e sejam fff = 0, µ = 1 e uuu0, g1g1g1, g2g2g2 calculados tais que

uuu(t,xxx) =

 1− y2

0

 , p(t,xxx) = −2µ(x− 5)

sejam solução do sistema (1.37). Aplicando o método (2.16), obtemos a solução

numérica da Figura 2.8 e respetiva evolução temporal do erro numérico na Figura
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2.9. O erro numérico é calculado através das seguintes expressões:

euuu =

(
∆t

Nt∑
k=1

‖uuu(tk)− uuuk‖2H1(Ωtk)

)1/2

, ep =

(
∆t

Nt∑
k=1

‖p(tk)− pk‖2L2(Ωtk)

)1/2

,

onde uuu(tk) e p(tk) denotam, respetivamente, a solução numérica da velocidade e

da pressão no instante tk e uuuk e pk denotam, respetivamente, a solução exata da

velocidade e da pressão no instante tk.

Figura 2.8: Gráfico da magnitude da velocidade (cima) e da pressão (baixo) no
instante T = 5 para ∆t = 0.1 e h = 0.041756.

Figura 2.9: Evolução do erro para a velocidade e pressão num domı́nio móvel.

Para calcular a ordem de convergência para a discretização no tempo, procedemos
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∆t euuu ep
0.5 0.023366 0.22607

0.25 0.012885 0.125169

0.125 0.006726 0.064008

0.0625 0.003434 0.032209

0.03125 0.001735 0.016136

0.015625 0.000872 0.008074

0.0078125 0.000437 0.004038

0.00390625 0.000219 0.002019

Tabela 2.3: Tabela dos erros numéricos com h = 0.168934.

de modo análogo ao exemplo da secção 2.4.1. Pelos valores da Tabela 2.4, temos

novamente uma ordem de convergência um.

k uuuord pord
1 0.858718 0.852892

2 0.937871 0.967553

3 0.969859 0.990788

4 0.984954 0.997181

5 0.992536 0.998927

6 0.996695 0.999643

7 0.996702 1

Tabela 2.4: Tabela da ordem de convergência do tempo num domı́nio móvel com
h = 0.168934.
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Caṕıtulo 3

Simulação Numérica

Neste caṕıtulo, vamos apresentar um exemplo de aplicação das equações de

Navier-Stokes.

Euglena é um género de alga unicelular que vive normalmente em águas conti-

nentais calmas.

Figura 3.1: Uma espécie do género Euglena.

Suponhamos que o ser unicelular ocupa o domı́nio da Figura 3.2 ocupado com

água, em que o referencial considerado se situa no ińıcio da sua cauda.

Figura 3.2: Domı́nio ocupado pelo ser unicelular.

Queremos estudar o efeito que o movimento da cauda provoca na água, ou seja,

queremos calcular a velocidade e pressão da água quando o ser unicelular desloca a

cauda na água. Para simular este problema, o sistema de equações a resolver é o

sistema (1.37):
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DAuuu

Dt
+ [(uuu−www) · ∇]uuu+∇p− 2 div(µD(uuu)) = fff, em I × Ωt

div uuu = 0, em I × Ωt

uuu = uuu0, em Ω0

(2µD(uuu)− pI) ν = g1g1g1, em I × ΓNt

uuu = g2g2g2, em I × ΓDt .

onde gh(txxx) = xxx+ d(t,xxx) é tal que

d(t,xxx) =

 0

αx2 sin(πt)


e µ = 0.01, fff = 0, uuu0 = 0, g1g1g1 = 0 e

g2g2g2 =



0, xxx ∈ [0, 10]× 0

0, xxx ∈ [0, 10]× 5

0, xxx ∈ 0× [0, 2.4]

0, xxx ∈ 0× [2.6, 5]

[βy(5− y)t 0]T , xxx ∈ [0, L]× 2.6

[βy(5− y)t 0]T , xxx ∈ [0, L]× 2.4

[βy(5− y)t 0]T , xxx ∈ L× [2.4, 2.6]

onde β = 0.03. Note-se que o valor de α tem de ser ajustado consoante o com-

primento da cauda L do ser unicelular. Isto acontece de modo a gerar uma malha

válida. Neste caso, vamos considerar para todos os testes α = 0.01. Vejamos que im-

plicações tem nos valores da velocidade e pressão o facto de se alterar o comprimento

da cauda, para vários instantes de tempo, t = 2.5, t = 7.5 e T = 10.

Pelas Figuras 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6, podemos então concluir que o facto de L au-

mentar provoca também um aumento da velocidade e pressão. Este acontecimento

seria de esperar, uma vez que a cauda tem maior área de contacto com a água.

Note-se ainda que na área à volta da cauda são geradas zonas de refluxo, pelo

facto da cauda provocar ondas quando em movimento.
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Figura 3.3: Evolução da magnitude da velocidade para L = 1, L = 3 e L = 5 para
t = 2.5, ∆t = 0.1 e h = 0.714509.
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Figura 3.4: Evolução da magnitude da velocidade para L = 1, L = 3 e L = 5 para
t = 7.5, ∆t = 0.1 e h = 0.714509.
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Figura 3.5: Evolução da magnitude da velocidade para L = 1, L = 3 e L = 5 para
T = 10, ∆t = 0.1 e h = 0.714509.
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Figura 3.6: Evolução da pressão para L = 1, L = 3 e L = 5 para ∆t = 0.1 e
h = 0.714509.
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Conclusão

Neste texto, o foco principal foi a modelação e simulação numérica das equações

de Navier-Stokes para fluidos incompresśıveis em domı́nios móveis.

Na fase inicial, para a derivação das equações de Navier-Stokes, foram apresenta-

dos três sistemas de coordenadas usados ao longo do texto - o sistema de coordenadas

euleriano, o lagrangeano e o euleriano-lagrangeano. De seguida, apresentámos al-

gumas quantidades cinemáticas associadas ao fluido, como a velocidade, aceleração

e derivada material. Para atingir o objetivo principal desta fase, baseámo-nos nas

leis de conservação da massa e do momento linear. Adicionalmente, o Teorema

de transporte de Reynolds é também relevante para a derivação das equações de

Navier-Stokes.

Na segunda fase deste trabalho, começámos por introduzir espaços de funções

necessários para o texto - L2 e H1. Estes são importantes na resolução do problema

cont́ınuo, ou seja, na formulação fraca do problema cont́ınuo. De modo a resolver

as equações de Navier-Stokes, foi necessário discretizar o problema no espaço e no

tempo. Desta forma, os métodos numéricos usados foram as diferenças finitas para

o tempo e o método dos elementos finitos para o espaço.

A discretização numérica das equações de Navier-Stokes foi realizado em dois

casos distintos: o caso em que o domı́nio é fixo e o caso em que é móvel, em que o

processo é idêntico em ambos. No entanto, no caso em que o domı́nio é móvel, existe

uma função que permite controlar as deformações no domı́nio - a função ALE. O

cálculo desta função foi, de igual modo, feito usando o método dos elementos finitos,

usando a técnica da extensão harmónica.

Por fim, aplicámos os conhecimentos desenvolvidos num caso prático, simulando

o movimento da cauda de um ser unicelular na água. Deste modo, foi posśıvel

analisar o efeito deste acontecimento na velocidade e pressão da água.

Devido às inúmeras aplicações das equações de Navier-Stokes, muitos dos pro-

blemas do dia-a-dia podem ser modelados por estas equações. Distinguem-se as
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áreas da hemodinâmica, engenharia aeroespacial, engenharia aeronáutica, entre ou-

tras. Em particular, a modelação de problemas na área da hemodinâmica usando

as equações de Navier-Stokes é muito frequente, uma vez que o sangue se encontra

nas condições do fluido referido durante este texto.

De entre os problemas simulados na área da hemodinâmica, destacam-se os pro-

blemas de fluido-estrutura que simulam o fluxo de sangue numa artéria. Estes pro-

blemas são de dif́ıcil simulação, uma vez que os dois sub-problemas existentes - o

problema do fluido e o da estrutura - são dif́ıceis de desassociar.
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Lausanne, 1999.

[8] Franco Brezzi e Jim Douglas, Jr. Stabilized Mixed Methods for the Stokes Pro-

blem. University of Minnesota, 1987.

[9] Mark S. Gockenbach. Understanding and Implementing the Finite Element

Method. SIAM, Michigan Technological University Houghton, 2006.

45
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[15] Ana Paula Santana e João Queiró. Álgebra Linear e Geometria Anaĺıtica. Uni-

versidade de Coimbra, 2009.

[16] Maria do Carmo Coimbra. Integrais de Linha e de Superf́ıcie. Universidade do

Porto, 2008.

[17] Victor L. Streeter. Fluid Mechanics. McGraw-Hill Book, 7th edition, 1979.

[18] Rutherford Aris. Vectors, Tensors and the Basic Equations of Fluid Mechanics.

Prentice Hall, 1962.

[19] Frédéric Hecht. FreeFem++. 3rd edition, Universite Pierre et Marie Curie.

46


