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Resumo

Existem muitos fenémenos que podem ser descritos por séries tempo-
rais de valores inteiros nao-negativos. Uma modelacao adequada destes
fenémenos exclui os modelos classicos, baseados em processos reais, como
os modelos ARMA. Ha ja uma larga classe de modelos de valores inteiros,
entre os quais se encontram os modelos INARMA, construidos a partir
de uma operacao aleatéria inteira que substitui a multiplicacao escalar
usual.

Neste trabalho, estudamos dois modelos desta classe, os modelos mé-
dias moveis GINMA e INMA(q), principalmente no que diz respeito a
caracterizacao da distribuicao limite do méaximo. Depois de estabelecida
a estacionaridade forte do processo e admitindo que a funcdo de distri-
buicdo marginal pertence & classe de Anderson, prova-se que a sucessao
de maximos, de amostras com dimensao assintoticamente geométrica,
converge em distribuicdo para uma variavel aleatéria com distribuicao
Gumbel discreta.

Palavras Chave: Séries temporais, classe de Anderson, distribui¢do assintotica

de maximos.

Abstract

There are many phenomena that should be described by positive
integer-valued time series. To model this type of phenomena, the classi-
cal models based on real valued processes, for instance ARMA models,
render inadequate. A large class of integer-valued models, including the
INARMA models, have been developed with the usual scalar multiplica-
tion replaced by an integer-valued random operation.

In this work, we study two models in this class, the GINMA and
the INMA(q) models, mainly in what concerns the limiting distribution
of the maximum. After proving that the underlying process is strict
stationarity, assuming that its margins belong to the Anderson’s class
we prove that the sequence of maxima converges in distribution to the
discrete Gumbel, when a geometric growing dimension of the sample is
considered.

Keywords: Time series, Anderson’s class, asymptotic distribution of maxima.
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Capitulo 1

Introducao

Muitas das séries temporais que se encontram na pratica sao pela sua natureza cons-
tituidas por variaveis aleatorias (v.a.) discretas, em particular inteiras ndo negativas.
Este tipo de dados surge naturalmente associado a processos de contagem, como por
exemplo: a variacdo de uma populacdo, o nimero de falhas de uma méaquina e o
nimero de anos hidrologios até que ocorra um fenémeno de impacto bastante signi-
ficativo. Para este tipo de fenémenos, é de todo o interesse o estudo de métodos de
modelacao e analise adequados ao caso discreto.

Ao longo das ultimas décadas tem-se assistido a um interesse crescente por séries
temporais de v.a. inteiras e existe ja um leque alargado de resultados de interesse,
em particular no que respeita a modelagao.

Na literatura podemos encontrar varios modelos de contagem. De entre as varias
classes deste tipo de modelos, encontra-se uma classe baseada num operador aleato-
rio aplicavel a inteiros denominada operagao aleatoria binomial ou operagao thinning.
Com esta operagao foi possivel construir modelos andlogos aos modelos autoregressi-
vos de média movel, usualmente designados modelos ARMA, bem como a muitas das
suas generalizagoes. A ideia fundamental consistiu em encontrar uma operagao que
pudesse substituir a operacao multiplicacdo de um ntmero real por uma v.a. real,
por uma outra operagao entre um escalar real e uma v.a. inteira cujo resultado ainda
fosse um numero inteiro. No dominio das variaveis continuas os modelos ARMA sao
j4 uma referéncia classica e, talvez por isso, a ideia de encontrar modelos anélogos
para dados de contagem tenha atraido a atencao de muitos autores, entre os quais
destacamos McKenzie, Al-Osh e Alzaid em muitas das suas publicagoes, por exemplo
[11] e [1].

Este trabalho foi construido em torno de varios objectivos, entre os quais salienta-
mos a caracterizagao da distribuigao assintética do méximo, sob normalizagao linear,
associado a dois modelos de v.a. inteiras. Referimo-nos aos modelos estacionérios

GINMA e INMA(q), introduzidos em [5] e em [11], respectivamente. Seguimos, para



Capitulo 1 Introducio

o efeito, fundamentalmente [5], |7], [11] e [15].

Esta dissertacao foi organizada, dividindo o trabalho realizado desde outubro de

2013, em quatro capitulos.

Para além desta introducao, que compreende o Capitulo 1, no Capitulo 2 sao
apresentados, e quase sempre demonstrados, os resultados considerados fundamen-
tais para os propositos dos Capitulos 3 e 4. Com efeito, o Capitulo 2 é bastante
extenso, quando comparado com os seguintes, devido a quantidade de definigbes e
resultados necessarios ao estudo de v.a. inteiras e do seu méaximo. Concretamente,
introduzimos a defini¢do de operador aleatorio binomial, acompanhada das suas pro-
priedades mais relevantes, e estudamos o efeito que tal operador exerce sobre as
caudas das distribuicoes, quando estas pertencem a uma classe especial, aqui desig-
nada Classe de Anderson e denotada por C 4. Esta classe é constituida por todas as

funcoes de distribuicao inteiras cuja cauda verifica
1— Fy(2) = [2)5r7H L4 (2), 2 = 400, (1.1)

com r > 1, e consequentemente

. 1—-F(n-1)
lim ——— T o 1.2
ot 1-F(n) (12)

De modo a podermos apresentar o estudo do comportamento limite do maximo
associado a sucessoes fortemente estacionarias, com fungao distribuicao (f.d.) comum
na classe de Anderson, na Secgao 2.3, expémos alguns resultados da Teoria de Valores
Extremos para este tipo de sucessoes, seguindo para tal, principalmente, [2], [8] e [14].
Referimo-nos a condigbes suficientes para a convergéncia em distribui¢ao do méaximo
M,, = max{X3,..., X,}, sob normalizagao linear, como a condi¢ao de independéncia
assintotica D(uy,) e a condi¢ao de dependéncia local D’ (u,,), devidas a [8], ao que se
acrescenta as suas adaptagoes Dy, (un) e Dy, (up), introduzidas em [14] e adequadas
a modelos com margens inteiras. E também dada evidéncia as condi¢des necessarias
e suficientes de existéncia de tal limite para o maximo. Concretamente

1-F
lim (z)

Town - F(x_) ( )



1.0

onde wp = sup{z € R : F(x) < 1}, é condi¢io necesssaria e suficiente para que
exista um sucessao real {u,} tal que n(1 — F(u,)) — 7 > 0, n — 400, ou seja
P(M, < u,) = F"(u,) = €77, n = 400, no caso em que as v.a. da sucessao
sao independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Em caso de dependéncia,
e sob estacionaridade forte, ha que acrescentar a validade da condigao D(u,,) para
que se obtenha um limite ndo degenerado para P(M, < u,). Mais ainda, para
v.a. inteiras que nao verificam (1.3), o limite (1.2) é condigao necesséria e suficiente
para a existéncia de {u,} real e de uma sucessao de inteiros positivos estritamente

crescente {k, } satisfazendo kz:l — 7 >1,n— 400, tais que ky(1—F(u,)) — 7 >0,

n — 4o00. Assim sendo, (1.2) é condi¢ao necesssaria e suficiente para a existéncia
de limite de F**(u,). Similarmente, sendo {X,} fortemente estacionaria, sob a

condigao Dy, (uy,), obtemos limite nao degenerado para a sucessao {P(Mj,, (un))}

O capitulo 3 ¢ dedicado ao estudo do modelo GINMA (Generalized Integer Mo-
ving Average), com génese em [11], onde recebeu esta designagao.

Trata-se de um processo com margens definidas por

+00
Xp = Z BioZn_; (14)

1=—00

onde o simbolo "o" representa a operacao aleatoria ja referida, {Z,,} representa uma
—+00

i oo Bi < 00, ou mais restritiva-

sucessao de v.a. inteiras i.i.d. e {f;} verifica )
mente, §; = O(|i|°), |i| — +oo, para algum § > 1. E nosso contributo (embora
com alguns contetidos muito semelhantes a outros ja existentes na literatura) a prova
de que esta sucessao é fortemente estacionaria. Seguindo de perto [5] provamos na
Secgao 3.2 que se {Z,} tem f.d. comum pertencente a uma sub-classe de C4, aqui
denotada por C%, entdo {X,} também possui f.d. na classe C%. Segue, na Secgao
3.3, a demonstragao de que a sucessao de maximos Mjy, , sob normalizacao linear
adequada, converge em distribui¢do para uma v.a. com distribuicdo de Gumbel dis-

creta G(z) = exp(—r~[*), z € R. Os resultados desta tltima sec¢do do Capitulo 3

seguem exaustivamente o trabalho desenvolvido em [7] e em [15].

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo de um modelo particular INMA de ordem
finita, introduzido em [11], principalmente no que diz respeito a estacionaridade forte
e, & semelhanga do que é apresentado no Capitulo 3, ao estudo da distribui¢ao limite

do maximo My, . Trata-se de um processo de média movel finito "em patamares",

3
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definido por

Bo o Zy, com probabilidade by
BooZn+ P10 Zn1 com probabilidade by

X, = (1.5)
Boo Zy~+ ...+ Bg—10Zp—gt1 com probabilidade by—1
BooZn+ ...+ Bg—10Zp—g+1 + Zn—q com probabilidade b,

com f; €]0,1[, i=0,1,...,g—1e

Bo sei=0
bi=q(1—-p)...(1=Bi_1)Bi seq—1>i>1,
(1—75o)...(1 = Bg—1) sei=q

onde {Z,} é uma sucessao de v.a. inteiras i.i.d. e todas as operagoes aleatorias sao
independentes entre si.

Em [5] e |7] é apresentado o comportamento distribucional limite do maximo
assumindo ambos que as margens do processo possuem f.d. Geométrica.
Neste trabalho estendemos os resultados obtidos por estas duas autoras, considerando
que tais margens tém f.d. na subclasse C%. Especificamente, depois de validar as
condigbes Dy, (un) e D, (un), provamos que a sucessao de méaximos { My, } tem como

limite em distribuigdo uma v.a. com f.d. Gumbel discreta.

Nesta disserta¢do denotamos por Fy a f.d. de qualquer sucessao {X,} de v.a.

identicamente distribuidas com X. Mais, denotamos por Sx o suporte da v.a. X.



Capitulo 2

Resultados fundamentais

2.1. Operador aleatério binomial

O operador aleatorio binomial ou operador thinning tem, como ja dissemos, por
papel principal a substitui¢cao da operagao multiplicacao no contexto das v.a. inteiras
ou de contagem. A definicdo que apresentamos de seguida de tal operador surge
naturalmente associada a v.a. de contagem, uma vez que, grosso modo, num conjunto
de acontecimentos aleatorios, estamos a seleccionar ou a eliminar cada um com uma

certa probabilidade.

Definigao 1. (/1)
Dd-se 0o nome de operador aleatorio binomial ao operador que transforma uwm niumero
real B € [0,1] e uma v.a. inteira estritamente positiva Z, numa varidvel aleatoria

inteira positiva X da sequinte forma
Z
X=poZ=> BiB) (2.1)
i=1

em que {B;(f)}i>1 € um sucesso de v.a. independentes com distribui¢do de Ber-

noulli de pardmetro 8 e independente de Z.

Notamos que se Sz = N entao Sx = Ny. Mais, a sucessdo {B;(8)}i>1 ¢ usual-
mente designada sucessdo de contagem do operador.

As propriedades da fungao geradora de probabilidades (f.g.p.), cuja defini¢ao
apresentamos de seguida, sao fundamentais nas demonstragbes que apresentamos

neste e nos proximos capitulos.

Definicao 2.

Seja X uma v.a. discreta com suporte Sy .

1. A fungao geradora de probabilidades de X (ou da sucesio {pj = P(X =j)}) €
definida por

Px(s) = Z pjs’ = B(sX), s € D(Px)
JESX

onde D representa o dominio da func¢do indicada.
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2. A funcgao geradora da sucessao {1 — F(j)} € dada por

Qx(s)= ) (1-F(j))s, s € D(Qx).
JESx
A funcao geradora de probabilidades {p;}, j > 1, é muitas vezes conveniente-
mente escrita na forma
h)= Y pj(l+n) =E(1+h)), heD(Px),
JESXx

tendo-se Px(h) = Px(1+ h).

1-F
Observagao 1. Notamos que se existir ngool—F(z(j—)l)

tério de D’Alembert, concluimos que Qx tem raio de convergéncia r. Usando o

=r > 1, entdo, pelo cri-

mesmo critério, também se prova que Px tem raio de convergéncia T, pois

1-Fz(2—1)
) — Fz(z—l) e L

1-Fz(2+1)
Fr(s) 1- 1)

P(Z=2) _ FZ(
Fz(z+

Ao longo deste trabalho, O, (g(x)), * — a, denota uma fungao f(z) que verifica

f(z)

‘ﬁ‘ < C,x — a, onde C representa uma constante, e 0,(g(x)), x — a, de-
m—)a g

nota uma fun¢ao h(z) que verifica h(z)/g(z) — 0,z — a. A igualdade assintotica

entre f e g, quando x — a, é denotada por f(x) ~ g(x), x — a.

Proposicao 1 (Propriedades do Operador, ([5])).

Seja X = o Z uma v.a. definida em (2.1). Para as fungoes geradoras introdu-

zidas na defini¢io 2 tem-se

1. Px(h) = Pz(5h)

2. Se Sz =N ou Ny entio Qx(s) = BQz(1 — 5+ Bs)
3. E(14+h)?)=1+hE(Z)+ox(1), h—0

4. E(X) = BE(Z)

5 Var(X) = p*Var(Z)+ B(1 — B)E(Z)
6.10Z=2 ¢ 00Z=0

7. Bro(BroZ) =" (B1f2) o Z



2.1 Operador aleatério binomial

8. Bro(Br0Z)=Bro(B102)
9. Bo(Z+Y)=4BoZ+ oY (com sucessées de contagem independentes)

10. BroZ + oo Z £ (B + B2) o Z

Demonstracao.

1. Com efeito tem-se

Px(h) = E((1 h)*) = E((Hh)zil&(a))

k
= (Ix(1=8)+B8x(1+h)P(Z=k)
keSz i=1

= (1+Bh)*P(Z = k) = E ((1 + Bh)?)

keSy
= Py(Bh).
2. Uma vez que Px(h) = Pz(h), tem-se
Px(1+h) = Px(h) = Pz(Bh) = Pz(1+ Bh) = Pz(1— B+ B(1 + h)).

Por outro lado Qx (s) = 1= Px(s) qonde

1-s

Oxls) = 1—PZ(11_—56+55):B

= PBQz(1 -+ ps).

1-Pz(1-p01—5))
A1 —s)

3. Admitamos, sem perda de generalidade, que Sz = Ny e que E((1+h)?) existe.

7
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. Devido & demonstracao anterior vem trivialmente

Pgyo(proz)(h) =

Z4+Y
o(Z+4+Y)=

ZB

Pz(B182h)

Z
=> Bi(B)+
=1

8

= pﬂwz(/@?h)

Z+Y

Z Bi(B)

i=Z+1

Tem-se
+oo
E(1+h)?) = Y (1+h)*P(Z=k)
k=0
= P(Z=0)+(1+h)P +Z +h)EP(Z = k)
= P(Z=0)+(1+h)P +Z(Z<> )P(Zk)
k=2 \ j=0 J
“+o0o
= P(Z=0)+(1+h)P(Z=1)+Y (1+kh+O(h*))P(Z =k)
+oo ‘]T'Z:
= Y P(Z=k)+hP(Z=1)+hY _ kP(Z =k)+ox(1)
k=0 k=2
= 14+ hE(Z)+o0x(1), h—0.
4. B(X) = B(E(X|2)) = E(ZE(B(8))) = E(3Z) = BE(Z).
5.
Var(X) = Var(E(X|2))+ E(Var(X|2))
= E(Z)B+E(Z)(E(Z) - 1) - E(2)°8* + B*E(Z*) - B*E(Z)?
= B*E(Z%) - B*E(2)’ + BE(Z) - B(Z)5*
= B*Var(Z)+ (1 - B)BE(Z).
z z
6. 10Z=) Bi(l)=2Z ¢ 00Z2=>Y_ Bi(0)=0.
j=1 Jj=1
7. Atendendo & primeira propriedade obtemos
P o(5y07)(h) = P,z (B1h) = Pz(B2prh) = P7(B182h) = Pg,p,)07(h).

= Payo(pr02)(h)-

=foZ+poY.



2.1 Operador aleatério binomial

10. Com os argumentos ja usados na demonstragao da Propriedade 1., tem-se

E[(1+ h)51oZ+BzoZ] = E[E[(1+ h)b’loZJrﬂzoZ”Z]
= EB[E[1+ )M Z][E[(1 + h)*?|Z]]

= > (a+8m") (A +Bh)) P(Z= k)

keSy

= > [+ Bh) 1+ Bh)P(Z = k)

keSy

— E((1+ (81 + Bo)h + B1B2h?)?).

Como a propriedade 1 establece que E((14h)P1152)°7) = B((1+(B1+52)h)%),

a diferenca fica comprovada com, por exemplo, 51 = B3 = 0.5.

Finalizamos esta sec¢ao com um lema sobre soma por partes de ntimeros reais.

Lema 1 (Soma por partes).
+o00

Sejam {a;}i>0, {bi}i>0 duas sucessoes reais tais que A; = E a; < oo. Entdo
j=it1

i1 (51
Z a;b; = Aio—lbio — Ailbil—i—l + Z Ai<bl‘+1 — bi), V19 < i1 €N (2.2)

=10 =10

Demonstracao.

Comegamos por provar que

i1

% 400
> Ailbivi =) = Y > aj(biv1 —b)

i=ig i=igj=i+1
i1 Jj—1 400 i1
B ST SUREIIRE S y e}
Jj=io+1 i=ig j=i1+1 i=ig
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j—1
Como Z(bi+1 — b;) = bj — by, (¢ uma soma telescopica), o tltimo termo déa lugar a
i=k

11 +o00

Z aj(bj — bio) + Z aj(biﬁ-l - bio)
vig+1 Jj=i1+1
11 +oo oo
B ST SETIRS Spr e
j=io+1 J=io+1 Jj=t+l
11
= Z a]bj — Aiobio + A’ilbil"‘l
jéi0+1
11
= Zajbj — ighiy — Aig—1biy — (Aig — Aig—1)biy + Ai; biy 11
J=io
11
= Zajbj - Aio—lbio + Ailbil—l-l'
J=io

i1 il
Provamos que ZAi(biH — b)) = Zajbj — Ajy—1bi, + A, biy+1 0 que é equivalente
i=ig J=to

a (2.2). O
2.2. Classe de Anderson

Apresentamos de seguida as defini¢oes de funcao de variacdo regular no infinito e de

funcdo de variacao lenta no infinito, as quais serao usadas adiante.

Definigao 3.
Diz-se que uma fungdo H : RT™ — R* € de variacdo reqular no infinito de expoente

a€eR, seVy >0

(&7

Diz-se que uma funcao L : RT — RY € de variacdo lenta no infinito, se Vy > 0

i LW2) _
z—+oo L(x)

Na proposicao seguinte sao apresentadas algumas propriedades das funcoes de

variagao lenta, as quais sao usadas em algumas demonstracoes.
Proposicao 2. (/15/)
1. Sejam L1 e Lo fungdes de variagao lenta no infinito.

o Vv >0, z7L(x) — 4+o00; x = +00 e x 'L(z) — 0, x — +00.

o Va € R, L*(z) € uma fungao de variagao lenta.

10



2.2 Classe de Anderson

o Li(x)+ La(x) e Li(x)La(x) sao fungoes de variagao lenta.
o Se Ly(x) — 400, z — +00, entdo Li(La(x)) € uma fungao de variagdo
lenta.

2. Seja U uma funcdo de variagdo reqular de expoente o no infinito.
e Existe uma fungao de variagao lenta L(x) tal que U(x) = x*L(x).
e Seja € > 0. Existe tg tal que, para t >ty e para x > 1, se tem

(I—-g)z*° < < (1+e)z™te.

Definigao 4. (Classe de Anderson, [5])

Dizemos que uma f.d. F pertence a classe de Anderson se
1—F(2) ~ 251 + N 7FIL(z), 2 — 400, (2.3)
onde £ € R, A€ RT e L € uma funcao de variagdo lenta no infinito.

A Classe de Anderson sera denotada por C4. Devemos observar que afirmar que

uma v.a. pertence a C4 significa que a sua f.d. pertence a C4.

Exemplo 1. Seja F a f.d. de uma v.a. com distribuicao Binomial Negativa Gene-

ralizada de parametros >0 e 0 €]0,1[. Para m > 1 tem-se

1—F(m—1) = io <’8+”_1><1—9)ﬂen

n
n=m

+oo
— B+ntm—1 _ p\Bpntm
B Z< n+m >(1 6)"6

n=0
—+00
- Beli  vaman (m+n+p-1)
= Q00 G )

_ \B—1, B—1lpm FT0 B-1 .
_ (@-0)"mPe 0”(1—0)H<m+n+l)

(B - 1)! n=0 i=1 m
_ g)f-LypB-lgm
_a 9()5_ i "t om.0.8)
onde
A n—i—z
C(m,0,5) = Z[H —) - ](1—9)9
=1



Capitulo 2 Resultados fundamentais

k k

Hffi - Hyz
i=1 i=1
pertencentes a ]0,1[, obtemos

k
< Z!ml — y;l|, vdlida para quaisquer x;,y;
i=1

Devido a desigualdade

i=1

+oo [B-1
P e

n+1 n
< m2n+65 12 n—i—ﬁ —0)0
+o0o
< BY (n+ Bt —0)6n
n=0

que € uma série convergente. Entao

0119 m
1~ Fm—1) = U 025_1)! (1 4 om(1))

B-1gm-1 (1—6)""1oms~!

= (m-1 (5~ Dlim — 1P

X (14 0m(1))

= (m—1)""1om 1L (m)

onde Lz(x) = (1(50)[;)'19 (%)’8 ! (14 0x(1)), z — +o0, € uma fungdo de variagao

lenta no infinito.

Assim, provamos que F pertence a classe de Anderson.

Exemplo 2. Numa fila de espera M/M/1, seja q;, i > 1, o comprimento mdximo da
fila mo i-ésimo periodo e Q, = maxg; o 0 comprimento mdzximo da fila até ao fim
do n-ésimo periodo. As v.a. g, i_Z_l, sao independentes e se a fila for inicialmente
vazia sGo também identicamente distribuidas.

Pode ser mostrado que quando a intensidade de trdfego p é menor do que 1, a f.d.

de q; € definida por F(n) = 15075’:1, n € N.

Facilmente se verifca que pertence a C4. De facto,

pn _ pn-i-l

L=Fn) =5t

12



2.2 Classe de Anderson

Por outro lado tem-se

1— F(n) _ pn _ pn-l—l 1— pn+2
1— F(n 4 1) - pn+1 _ pn+2 1— pn—i-l
11 _pn+2 . 1 Ll
= s —— - n Q.
pl—prtt = p’

Exemplo 3. A v.a com distribui¢ao de Gumbel discreta (ou discretizada) tem f.d.
dada por F(x) = exp (—T‘_[x]) , € R, r > 1. Neste caso tem-se
1—F(n)=1—exp(—r ") =r "+ 0 ") ~r™" n— +o0.

Proposicao 3. (/5/)
Seja Z uma varidvel aleatoria com suporte N. Nas condicdes da definicao do

operador aleatdrio binomial tem-se, para X = o Z,

+oo
1—Fx(k)=>)_ <Z> (1—B)" %11 - Fy(n)), k € No. (2.4)
n=~k
Demonstracao.

Sabe-se que sendo Qx a f.g.p. da sucessao {1 — Fx(j)}, se tem, de acordo com

a propriedade 2 da Proposigao 1, Qx(s) = fQz(1 — B+ Bs). Como tal

+oo
Qx(s) = BQz(1—p—Bs)= BZ(l — Fz(n))(1 = B+ fs)"

= 5;)1—& fj() B)"*(Bs)"

k=0

= io Z() By A (1 Fy(n))

ou seja

400 +o0 +oo n
> mx)st = 3 |(1) - ot - mo) o

k=0 k=0 n=k
Entao, dada a arbitrariedade de s, obtemos (2.4)

Na demonstragao do Teorema 1 é usado o resultado do lema que se segue.

Lema 2.

Sejam n > 0 e { X} uma sucessao de v.a. tais que E( =0e Var(kXT’“n) — 0,

r) =

k — +o0o. Seja g uma funcao continua e limitada. Entao

E <g(ki’“n)> s g(6), k = +o0.

13



Capitulo 2 Resultados fundamentais

Demonstragao. De acordo com o Teorema 5.8 de [4], concluimos que kXTkn —M4q 0,

k — 400. Assim Ak P 0, k — +oo. Por outro lado, pelo Teorema de Slutsky
k+n

Xk

) —P g(6), n — +o0c0. Como g é

([12], pag 169), como g é continua, obtemos g(
limitada, o Teorema da Convergéncia Dominada em £ (ver por exemplo [16]) permite

concluir a demonstracao. O

Teorema 1. ([6])
Seja Z uma v.a. com suporte N com f.d Fy pertencente a classe de Anderson. Seja

X =007 com fd. Fx. Entio Fx pertence a classe de Anderson e tem-se
1— Fy(2) ~ A[JS(1+ M/B) " FIL(2), 2 — +oo,

onde A= 0 <%)£H.

Demonstracao.

De acordo com a Proposicao 3, para k suficientemente grande, temos

—+00

RECED> (1) =450 = P
+0o0
= (" )aersas rer
~ f "R (1= B8 (4 B Ll + k(L + 2) 0D
n=0 n ’
b DE+E4+2) X n+k+E6+1\ (1-8\"
~ B T(k+1) g;< n )(1+A)
—k ¢ F(TL + k + 1)
X(1+XN)""(n+k) F(n+k+§+2)LZ(n+k)'
A formula de Stirling, T'(k + 1) ~ v27k(%)*, k — +o00, d4 origem a
L(k+£+2) ~ kS k= +oo.

T(k+ 1)(k+€+2)

Entao obtemos

1 — Fx(k)

Bm4ﬂk+£+2ﬂr+wﬁa+w<n+k+£+1><1—B>"

['(k+1)(\+ B)ktet2 n 1+ A

n=0

A+ B\ 2 Lo 4 k4 £+ 2)
1+ A n+k+&+2

ght1 [(k+€+2) (14 N)5F2
T(k+1)(k+&+2) (N + B)ktet2

+0o0
><Z:fk(n)U(n+/~e+£+2)
n=0

L*(k+¢+2)

Uk+£+2)

14



2.2 Classe de Anderson

onde L*(n) ~ L(n),n — 400, U(n) = L*(n)/n e fr(n) representa a fungao de
probabilidade de uma v.a Binomial Negativa Generalizada, mais concretamente, uma
v.a. Xj com distribuicdo BN (k+ & +2,(1 — 3))/(A+ B) de média (1 — 5)(k + & +
2)/(A+ B) e variancia (1 — 8)(k+ &+ 2)/ (A + ).

De acordo com a Proposicao 2, sobre fungoes de variacdo regular e funcgoes de

variagao lenta, concluimos que U é uma funcgao de variagao regular, bem como

(n 1)_1_6(1_6)§U(n+k+€+2)§( n +1)_1+6(1+e)

i Uk +€12) Kt Et2

para k suficientemente grande e n € N. Como % tem média %, nao dependente

de k, e varidncia % — 0,k — 400, devido ao Lema 2, comn =&+ 2 e

1 \1€ 1 1+e
g(x) = ( ) ou g(x) = ( ) continuas e limitadas em R™, obtemos

z+1 z+1
T+A) = Un+k+¢&+2)
2 < liminf
<A+5> = éfﬁ&nzof’“(n) Ulk+£+2)
+o0 —1+e€
: Un+k+&+2) (1+)\>
< limsu n < ,
= Mofn;f’“” Uk+€+2) ~\A+5

pois g(575) = (%)_&6. A arbitrariedade de € permite finalizar a demonstragao.

O

Nos resultados que se seguem consideramos o caso particular da classe de Ander-
son com Lz constante. Esta classe particular sera denotada por C%.

O lema que apresentamos de seguida estabelece essencialmente que a soma de
duas v.a independentes na classe C pertence ainda a mesma classe. Numa primeira
parte estabelece o mesmo resultado sobre a soma, exigindo apenas que uma das v.a.

pertenca a classe C7j e que a outra possua f.g.p. convergente.

Lema 3. ([5])

(1) Suponhamos que a v.a. Y1 satisfaz
1— Fy,(2) ~ K[z (1 + A\)7E 2 = 400, (2.5)
onde £ €R, K >0 e \X>0, e que € independente da v.a. inteira Yo que verifica

E[(1 4+ )] < 400,

15



Capitulo 2 Resultados fundamentais

para algum \* > X. Entdo

PY1 +Yy > 2) ~ KE[(1+N)2][2)5(1 + A)7F, 2 = 400.

(13) Suponhamos que Yy e Yy sao independentes e verificam
1— Fy(2) ~ K [2]5(1 4+ M) 7FL 2 = 400,
comé& €R,K; >0 eX>0parai€ {1,2}. Entao, se & =& =& < —1, temos

P(Y1+ Y2 > z) ~ (K1 E[(1 + N2 + Ko E[(1 4+ N)"]) 2151+ A) 7B, 2 = 400,
(2.6)

ese& > —1,& > —1, temos

L+ DI +1)

&1+&e+1 —[2]
TE 16 +2) [z] 1+ X" 2 — 4o0. (2.7)

P(Yl +Y > Z) ~ AK1 Ko

Demonstracao.

P(Y1>z—1)

Notemos que

A)Y2 < +o0. Entdo, com v €]0, 1], temos

+oo
PM+Ya>2) = Y P(Vi>z—i)dFi)
1=0
[v#] . +00
P(Y1 > z—1) . i .
= P(Yl >Z)ZWdFQ(Z)+ Z P(Yl >Z—Z)dF2(Z)
i=0 i=[yz+1]
[v2] A 400
< PMi>2)) (1+ N (1+o1)dF(i)+ Y dFy(2)
=0 i=[yz+1]

~ P(Y1 > 2)E[(1+\)"?] +o0,(1), 2 = +oo,

onde se aplica o Teorema da Convergéncia Dominada.

(ii) Dividindo adequadamente em trés parcelas, temos

PMi+Yy>2) = P(YQS [g],z—Ygng<+oo>

B R Y T )

2
[2/2] [2/2]

= Y PWi>z—i)dFR(i) + Y  P(Ys >z —i)dF(i) (2.8)
=0 =0

+O(257T82 (1 4 ) 72).
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2.2 Classe de Anderson

Como por (2.5)

A i\ & :
P(Yi >z —i) ~ Ki([z — )& (1 + A\ < K26 <1 - é) (1+X)7F(1 4+ 2
obtemos

(2/2] [
> P(Y1 >z —i)dFy(i) ~ K12 (14 A)F
1=0

SIS

<1 _ [i]f (14 \)dFy(i)

o

7=

De igual modo

(/2] 3] N .
> P(Yy >z —i)dFy(i) ~ Kol (14 X)) <1 - [z]) (14 \)dFy (i)
i=0 =0

Admitamos & = & = £ < —1. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

> (1 - [:]> (14 NdF(i) = Y (14 N)'dF(i) = B(1+ )", 2 — 4o,
i=0 =0

e portanto obtemos a primeira parcela do segundo membro de (2.6). Se, por outro
lado, &1 > —1 e & > —1, obtemos

B e

> (1 - ) (1+ N)!dFy(i) — 400, 2 — +00.

AN
Uilizando a soma por partes (Lema 1), temos

(5]

[ SIS

(1 — [;fl (1+ \)'dFy(i)

=0

=1- <1 - [Z/?i]“f (14 NEPFRS 27219 (1 + M)A - Fy(2/2)) +

[2/2] i\ &
~1+K2AZ<<1—M) 152).
=0

Por outro lado

1=0

[z/2]+1

1/2
~ z52+1/ (1 —y)*y*2dy, 2 — 400,
0
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Capitulo 2 Resultados fundamentais

donde

[2/2] 1/2
S P>z - )dFy(i) ~ Kyl (1+ )7 (HKQAW“ / <1—y>€1y€2dy>
=0 0

1/2
~ AK Ko[2]8 et (1 4 0 / (1—y)Sy%2dy.  (2.9)
0

Analogamente

[2/2] 1/2
> P(Yy >z —i)dFy (i) ~ XK Ko[]9 T2 (14 X)) / (1 —y)2ySidy. (2.10)
=0 0

Concluimos entao por (2.8) que

[2/2] (/2]
PYi+Yy>2) ~ Y P(Yi>z—i)dFy(i)+ > P(Yy>z—i)dF(i)
=0 =0

1
~ AK1K2[2]§1+€2+1(1 + )\)_[Z]/ (1-— y)flyfzdy.
0

Atendendo a relagao entre as fungoes Beta e Gama obtemos

! L& +1)I(&+1)
o182 40, —
A e e

o que conclui a demonstragao. O

Observagao 2. Notamos que no caso em que Y7 e Ys verificam (2.5) com A1 diferente

de A2 a aproximagao (2.6) (com & < —1 e & < —1) dd lugar a
P(Y14Ys > 2) ~ K1 E[(14X1) 2] 2] (140) F 4+ Ko E[(14200)V1][2)2 (14 20) B 2 = 40

Por outro lado, também se obtém (2.9) e (2.10) com X substituido por A\ e Ay e

assim, admitindo Ao > A1 o que implica (%)*[Z] — 0,2 — +00, (2.7) dd lugar a

P(Yi 4+ Y5 > 2) ~ K [2]972 (1 4 A)7E 2 5 40

2.3. Distribuicao assintotica do maximo

Existem muitas situagoes em que interessa caracterizar a f.d. do maximo de uma
amostra aleatoria, M,, = {X1, Xa,..., X, }. Na situagdo mais simples em que estas
v.a. podem ser consideradas i.i.d. com f.d. F, a v.a. M, tem f.d. F™. Sendo F
desconhecida, torna-se itil obter uma aproximagao assintotica para tal f.d. O facto

de F™(z) ter limite degenerado em 0 ou em 1, quando n — 400, motivou a procura

18



2.3 Distribuicdo assintética do maximo

de uma normalizacao {u,} com a qual se obtenha, como limite de F"(uy,), uma f.d.
G(z) nao degenerada. A normalizac¢ao usual é da forma u, = ap,x + b,.

No primeiro resultado desta seccao é estabelecida uma condi¢cdo necessaria e
suficiente de existéncia de tal limite.

A caracterizagao da classe de f.d. G que surge como limite de F"(a,x + b,) nao

foi alvo do nosso estudo.

Teorema 2. (/8/)

Seja { Xy} uma sucessao de v.a. i.i.d. com f.d. F tal que lim F(z) = 1. Para

ToWn
0 < 7 < 400, existe uma sucessao {u,} tal que lim F"(u,) = lim P(M, <
n— +oo n— +o0o
1-F Fx)— F(z™
up(x)) =€ 7, seesdse xILIBFH?(EEx)) = 1 ou equivalentemente wlggFm =

0.

Demonstragao. Suponhamos que 1 — F(uy,) ~ T, para algum 7 €]0, +-00[, mas que

. 1-F(z . . ~ . ~

lim 1= F@) = 1 nao se verifica. Entao existe € > 0 e uma sucessao {z,} que,
z—wpl — F(x7)

quando z,, = wp, verifica 11:5((23)) <1 — 2¢, ou seja

F(xy,) — F(z,) > 2¢(1 — F(x,,)). (2.11)

Vamos escolher a subsucessao {n;} tal que, Vj, 1 — nl] esté proximo do ponto médio
do salto que F possui em z; no seguinte sentido:

1-—<< — <1 .
1 2 nj+1

Para infinitos valores de j, Up; < Xj OU Up,; > Tj. Admitindo que se verifica Un,; < Tj,

entao, para tais valores de j, temos n;(1 — F(up,)) > n;(1 — F(z})). Assim

T F(z;)+ F(z;) F(zj)— F(z;
nj(l—=F(z;)) = 7+n; <<1—>— (z5) + (J)+ ( )2 (J)>

nj 2

> T4+mn; 5 — -

(F(x;) — F(z})) T T
- <n]~ nj+1>
> T+en;(1—-F(z;)) -

.
nj—i—l'

Obtém-se (1 —€)n;(1 - F(z;)) > 17— ﬁ Dado que n; — +00 e que, por hipdtese
7 €10, 4+00[, vem

limsupn;(1 — F(x;

j—+oo J )) -7

Consequentemente, da desigualdade n;(1 — F(up,)) > n;(1 — F(z})) resulta

limsupn;(1 — F(up;)) > T,
j—+oo
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Capitulo 2 Resultados fundamentais

o que contradiz a hipétese inicial em que se supés 1 — F(u,) ~ T. Provamos o caso

em que up; > z; de forma analoga.

1—-F(zx
Reciprocamente, suponhamos que lim 4 = 1 se verifica e consideremos
e—wpl — F (:1:_)
ainda uma sucesssao {u,} para a qual F(u,) <1— T < F(u,) (por exemplo u, =

inf{z : F(z) >1-I} = F}(1-1I)). As desigualdades anteriores reduzem-se as

desigualdades
1-F
1= Fn) 1= Plun)) <
1— F(up)
Uma vez que u, — wr, n — +00, concluimos que 1 — F'(u,) ~ . O

.~ . o .~ . ]_—F(x) o
Observamos que a condigao hmr_M; F(z) =1 e a condigao lim,_,,, T—F@=) = 1
sao trivialmente verificadas por qualquer f.d. F que seja continua numa vizinhanca
esquerda do limite superior do seu suporte. No entanto, é obvio que se excluem dos
resultados do teorema anterior f.d como a Binomial que verifica lim _, - F(z) < 1,
F

bem como a Binomial Negativa e a Gumbel discretizada (G(z) = exp(—r—[#),r >

1, x € R) para as quais se tem
=r>1. (2.12)

Sao também excluidas destes resultados f.d que como a Poisson verificam (2.12) com

T = +00.

Exemplo 4 (Distribuigdo de Poisson). Sendo X uma v.a. com distribui¢io P()\),

temos p, = P(X =r) = e”")—?, para A >0er=0,1,2,... e portanto

Dn B e AN _A/nl 1
1-— F(?’L — 1) N n—1 AT ) N - +oo n!
Y ren T

r=0 r=n r=n+1

O 1dltimo somatdrio no denominador pode ser reescrito na forma

—+00

Z(n+1) (n+s) <Z< ) 1_/;/ 0, n — +oo.

T’M%l,n%—f—oo

Portanto
Consequentemente o teorema anterior mostra que nao existe distribuicdo limite

nao degenerada para P(M, < u,), qualquer que seja a sucessao {uy}.

Exemplo 5 (Distribui¢do Geométrica). Seja X uma v.a. com distribuicao Geomé-
trica de parametro 1-p. Temosp, = P(X =7) =p" " }(1—p),0<p < 1, parar € N,

e portanto
Pn p _
1—F(n—1) ZT > pnt




2.3 Distribuicdo assintética do maximo

0 que mostra que nao existe limite nao degenerado para P(M, < u,), isto €, se

P(M, <wuy)—p entio p=0 ou p=1.

Para f.d. inteiras com extremo superior do suporte infinito que verifica (2.12)
surgiu em [2] um resultado bastante relevante que permite estabelecer um compor-
tamento "quase estavel" para a f.d. do maximo de n v.a. ii.d.. Concretamente
mostra-se que (2.12) é condigdo necesséria e suficiente para que exista uma suces-
sao real {b,} tal que F"(z 4 b,) seja limitada inferiormente e superiormente por
exp(—r~(#=1) e exp(—r~%), para qualquer z real.

Passamos a apresentar um conjunto de lemas que sdo necessérios 4 demonstragao

do resultado principal de [2].

Lema 4. ([2])
Seja F' uma f.d. com cauda F =1 — F e suponhamos que {u,} é uma sucessao

de reais tais que lim wu, = co. Entao

n—+0o0o
(i) liminf nF(u,) = —log(limsup F"(uy))
n—+0o0 n—-+o00
e
(i) limsup nF(u,) = —log(liminf F"(uy))
n—+00 n—+o0

Demonstragao. (i) Uma vez que a fungao log é continua e estritamente crescente,
temos

log( limsup F™(uy,)) = limsup (nlog F(uy)).

n—+o00 n—+oo
Uma vez que lim F(u,) = 0 e que log(1 —z) ~ —x, x — 0, tem-se log F'(uy) ~
n— oo
—F(up). Dai deduz-se que

limsup (nlog F(u,)) = limsup (—nF(u,)) = —liminf (nF(u,)).

n—00 n—00 n—00

Para o caso (ii) a demonstragao é anéloga. O

Do Lema 4 decorre imediatamente a equivaléncia entre n(l — F(uy,)) — 7 >

0, n = 400, e F"(uy)) — e 7, n — +o0.

Seja F' uma f.d. inteira com wp = +o0oe F =1— F. A F é associada uma f.d.
continua F, da seguinte forma. Consideremos inicialmente h(n) = —log F(n),n >
1, a qual é uma funcao estritamente crescente de inteiros positivos que verifica

lim h(n) = 4o00. Defina-se h, como a extensao de h dada por
n—+o0o

he(x) = h([z]) + (= — [2]) (h(lz + 1]) — h([2]))
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Capitulo 2 Resultados fundamentais

de modo que h. é continua, estritamente crescente e hIJP he(x) = 400. Entao
T—r+00

Fe(z) = e hel®) 2> 1,

representa a cauda de uma f.d F, que é continua e estritamente crescente. Além

disso F([z]) = F([z]) = F(z) e, uma vez que [1 + z] > x > [z], temos também

Flo+1) < Fela) < Fla).

Lema 5.

Com F e F. nas condi¢oes jd apresentadas tem-se

. F(n)
1 —— = 2.1
A Frn 70 (219
se e so se
: Fe(z)
1 — =Y . 2.14
Vy>0,$_1>r}rloo}_c($+y) e, a>0 (2.14)
Demonstragao. De (2.13) concluimos que
nll)I}_looh(TL +1)—h(n) = -« (2.15)
Por outro lado, pela definicao de h., obtemos
he(z +y) = he(z) = Az +y]) + (& +y - [z +y)(h(z+y+1]) - h(lz+y]))

= (M2]) + (& = [2]) (h([z + 1)) = h([z]))).

Observemos agora que, devido a (2.15), se tem ll}l_il_l h(lx+y+1) —h(lxr+vy]) =

—a, bem como lirf h(Jx + 1]) = h([z]) = —a. Como para x e y positivos se tem
T—r+00
[z +y] = [z] + [y] ou [z + y] = [z] + [y] + 1, obtemos, no primeiro caso,

lim he(z +y) — he(z) = —aly] — a(y — [y]) = —ay.

T—+00

No segundo caso obtemos o mesmo limite. Assim

lim log Fe(z) — log Fe(z + y) = ay,

T—+00

o que equivale a (2.14).
A implicacao contraria obtém-se trivialmente uma vez que F e F. sao iguais para

argumentos inteiros. O
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2.3 Distribuicdo assintética do maximo

Lema 6.

A f.d. H verifica

. 1—-H@+y)  _
lim — Y may 2.1
eotoo 1 H(z) (2.16)

para qualquer y real se e s6 se existe uma sucessao real {b,} tal que

lim n(l—-H(z+by)) =e ", Ve eR. (2.17)

n—-+oo

Demonstra¢ao. Seja G uma f.d. que verifica H(y) = G(e¥), Vy € R. Uma vez que

se tem
1-G(te) 1—H(In(tz)) 1—H(Int+Inx) (2.18)
1-G(t)  1—H(nt) 1- H(Ilnt) ‘
(2.16) é equivalente a
. 1 —G(tx) e

isto é, 1 — G é uma fungao de variagao regular de expoente —a. Entao, pelo Teorema
1.6.2 de [8], obtemos a existéncia de {f}n (1 — G(5y) ~ 1/n) tal que,

lim n(l — G(Bpz)) =2~ Vo >0, (2.20)

n—-+o0o

ou seja, obtemos (2.17) com b, = log f3,. A implicagao reciproca obtém-se de igual
modo, uma vez que o Teorema 1.6.2 de [8] estebelece a equivaléncia entre (2.19) e

(2.20). O
Apresentamos de seguida o teorema principal de [2].

Teorema 3. (/2])
Seja F' uma f.d. com suporte N. Entao, existe uma sucessao de reais {b,} tal
que
76_&(2_1 azx

e ' <lim inf F"(z + b,) < limsupF"(z + b,) <e ¢ | (2.21)

n—+00 n—s+00
para algum o > 0 e para qualquer x real, se e s se

F(n)

lim —Y__ _ o 2.22
ntoo F(n+1) (222)

Demonstra¢ao. Admitamos que F' satisfaz (2.22). Pelo Lema 5 podemos verificar

que, para qualquer y fixo, xETOO}% = e, ou seja
_ Fulogz)

lim ————= = k%, Vk > 0.
oo Fe(log kz)

De acordo com o Lema 6, com b,, definido por F.(b,) = 1/n, tem-se lim F'(x +

n—+00
by) = exp(—e™%).
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Assim (2.21) segue das desigualdades F(z + 1) < Fo(z) < F(x).
Suponhamos reciprocamente que (2.21) se verifica para alguma sucessao {by}.

Uma vez que F' e F, s@o iguais para argumentos inteiros sera suficiente provar

]:
lim 76(71)
n—+oo Fo(n + 1)
mos que nll)rilooFf(:c + b,) = exp(—e~ ).

= €%, 0 que por sua vez sera estabelecido pelo Lema 6, se mostrar-

Como {F"™(z + b,)} ¢ limitada, qualquer subsucessao {n;} contém uma subsu-
cessio {n}} tal que {F™(x + by;)} € convergente. Isto ¢, existe uma f.d. G tal que
n}iglooF";(x + by) = G(z). Ora de (2.21) resulta que exp(—e D) < G(y™) <
é(y) < exp(—e~ ) e, como limite de f.d. inteiras, G também é inteira. Entao

G(m) = exp(—e~*"), m € Z.. Assim para todos os pontos de continuidade z de G,

temos lim F™(z + bny) = exp(—e~ ). Da definicio da funcdo h e do Lema 4

n}—+o0
segue que
lim h(z +b,) —log(n}) = alz], x € R. (2.23)
nj—+00 g
Mostremos que
lim x + b, — [ + by| =2 — [z]. (2.24)
n;,—oo v B

De facto, se este limite nao se verificasse entao [z] —e+b,, > [x+b,/] ou [z]+e+b, <
[z + b,] para infinitos valores de n;.

No primeiro caso obtemos [[x] — & + by/| > [z 4 b,] e portanto
h([z] — e+ by) — log(n};) > h(z + by;) — log nj, vz,

para um namero infinito de n}, o que contradiz (2.23).

Analogamente se obtém uma contradicao se considerarmos [z]+e+b,; < [z+by],
para infinitos valores de n/.

De (2.23) e (2.24) e da definigao de he, temos que lim he(z+b,;) —log n, = az,

nj—4-o0
nos pontos = de continuidade de GG. Pelo Lema 4 isto é o mesmo que

lim Fcn;(ac +by;) = exp(—e” ).

ni—+o0

Como toda a subsucessao {F(x + by,)} de {F(z + b,)} contém uma subsucessao
{Fli(x + by,)} convergente para exp(—e~ ") , prova-se que {F¢'(z + by)} converge
para exp(—e~**). Como dito anteriormente, pelo Lema 6, obtemos

Fe(n)

lim ———— =
ntooFon+1)

67

e 0 mesmo para I L]
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2.3 Distribuicdo assintética do maximo

Como mostra a demonstragao do teorema anterior, para f.d. inteiras com wp
infinito, ao longo de certas subsucessoes, {F"} podera ter limite ndo degenerado.
Em [15] prova-se que

1-F(n-1)

—r>1,n— 40 2.25
1= F(n) ) ) (2.25)
é condig@o necessaria e suficiente para a existéncia de uma sucessao de inteiros po-

sitivos estritamente crescente {ky} a verificar

kn+1
kn,

—7r>1,n— 400, (2.26)

e de uma sucessao real {b,} tais que k,(1 — F(x + b,)) —nsee T > 0, 0Ou seja,
Fkn (z+bp) —n—oo € 7. Assim basta considerar o méximo de amostras de dimensao
k,, onde {k,} tem crescimento geométrico.

No mesmo trabalho ¢ identificada a f.d. limite de F*»(x 4 b,) como sendo a
Gumbel discreta. Este resultado constitui o teorema seguinte. Antes apresentamos

um lema necessério a sua demonstragao.

Lema 7. (Lema de Khintchine, [8])

Seja {Fy,} uma sucessao de f.d. e G uma f.d. nao degenerada. Sejam a, > 0
e b, constantes tais que nETan(anx + b,) = G(x). Entao, para alguma f.d. nao
degenerada G* e constantes o, > 0 e (3,, tem-se nETan(anw + 6n) = G*(x), se
1

an —a>0,n — +oo, ea, (B —by) = b€ R, n — +oo, donde

Gy(z) = G(ax + ).

e 80 se a,

Teorema 4. ([15])

Seja F uma f.d. com suporte igual a Ny. Se F verificar (2.25) e existir uma
sucessao real {bn,} e uma sucessao de inteiros positivos estritamente crescente {ky,}
que verifica (2.26), tais que kn(1 — F(z 4+ b)) — 7(x) > 0, z € R, entao 7(x) =
7(0)r~ [, z e R.

Demonstracdo. Uma vez que

kn(1—=F(bp+x))  1—=F(by+x) 1—F([b,] + [2] + 2z — [z])
kn(1—F(by)) 1= F([ba] +2) 1= F([bn])

(2.27)

_ 1=F(bp+x) 1= F(ba] + [z])
1= F(ba] +z) 11— F([ba))

da convergéncia do primeiro membro e do segundo termo do terceiro membro con-

cluimos que % converge quando n — +0oo.
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Capitulo 2 Resultados fundamentais

Nesse caso, de acordo com (2.25), %
1—F(z+by)

1—F(z+[bn])
F(z+b,)) = 7(z), x € R (hipotese) vem ky (1 — F(x + [b,])) — 7(x), n — +o0.

converge para 1 ou para 1/r. Se
existir z € R tal que — 1 (basta considerar x natural) entao, de kp(1 —

Entao, com G(z) = G*(z) = exp(—7(z)), pelo Teorema de Khintchine, conclui-
mos que

by, — [bp] — 0, n — 400,

e portanto, para qualquer z € R e n suficientemente elevado, temos [b, + z|] =

[[bn] + 2] = [ba] + [2].

Assim, para qualquer x real, % — 1, n — +o0, ficando excluido o limite
1/r.
Como de (2.25) decorre que %W — 771 n — +oo, atendendo a (2.27)

obtemos o pretendido.

O]

Notamos que no resultado anterior se pode alterar k, para [k,/7(0)] e obter

sempre o limite G(x) = exp(—r~[).

Exemplo 6. Seja F' uma f.d. inteira pertencente a classe C7, isto €, a satisfazer

1—Fz(2) ~ 261+ N B L(2), 2 = +00,2 €R, com A > 0. Com

Inn

e ()

obtemos, para qualquer x real,

exp(—(1+X) ") < lim inf F*(z-+by) < lim sup F"(2+bn) < exp(—(14+A) 7).

n—oo
Por outro lado, com ky, = [(1 + \)"K 1] e b, =n + %, obtemos
kn(1— F(z 4 b)) ~ ﬂ+MWm+n+—gnyﬂ+Arm%"
In(1+A)

~ nE(1 4+ A (1 4 ) TR
~ 1+N)7En 5 4o,

isto € FFn(z 4 b,) — exp(—(14+ X)), n — +o00. O mesmo limite pode ser obtido
com kp, = [K~H(1+ N)"n"¢] e b, = n.

Nos resultados apresentados até aqui sobre o maximo M, considerdmos o caso
restritivo em que as variaveis aleatorias sao i.i.d., situagdo em que P(M,, < u,) =

F™(uy,) ou P(My, < uy,)= F*(u,) no contexto do Teorema 4.
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2.3 Distribuicdo assintética do maximo

Se considerarmos sucessoes de v.a. estritamente estacionarias, em [8] prova-se
que sob certas restrigoes, P(M,, < uy) possui uma f.d. limite ndo degenerada igual
a que teria se as v.a. da sucessao fossem i.i.d. Referimo-nos as condigdes D(uy,) (que
confere a sucessao independéncia assintotica) e a condigdo D'(u,,), sob a qual as v.a.
da sucessao {X,, } assumem um comportamento oscilatério como ocorre no caso i.i.d.

Com o objectivo de estender este resultado ao caso das f.d. F' discretas, com wp

1-F 1—-F
infinito, que nao verificam lim & =1, mas sim lim A =7r >
r—wpl — F(x—)

n—+ool — F(zp_1)
1, onde {z,} coincide com o suporte de F' (no caso das v.a inteiras tem-se (2.25)),
em [14] sao adaptadas estas condigoes de Leadbeter, provando-se que P(My,, < u,)
e F*n(u,) possuem a mesma f.d. limite. Trata-se das condigdes Dy, (u,) e condicio
Dj, (uy) apresentadas adiante.

Recordamos que a sucessao de v.a. {X,} é fortemente estacionria se para quais-
quer indices j1,j2, ..., jn € para qualquer inteiro m, os vetores (X, Xj,,...,X;,) e
(X1 4m> Xjotm, - - - Xj,+m) forem igualmente distribuidos. Notamos que estes indices

se podem considerar consecutivos, situagao que consideramos neste trabalho.

Definigao 5. (/8/)
Seja {u,} uma sucessao real. A sucessao de v.a. {X,} satisfaz a condi¢ao D(uy,)
se, para quaisquer inteiros 1 < iy < ... <ip < j1 < ... < jg < m, com j1 — iy > by, se

tem
P p q

1P(({Xi, S un}y (AKX < un})=P([({Xi, < un}) P([(){XG S tn})] < gy,

s=1 s=1 m=1

(2.28)

onde lim g, =0 para algum £, = op(n).
n—-+00

Definigao 6. (/8/)
A condigao D' (uy,) verifica-se para { X, } se existe uma sucessao real {uy} tal que

lim; o0 lim sup,, ”Zgi P(XO > Un, Xj > un) = 0.

Teorema 5. (/8/)
Se a sucessao estaciondria {X,} verificar as condigoes D(uy) e D'(uy), entdo

n(l — F(un)) 2 nsoo ™ >0 se e 56 se P(My, < up) —p—oo € 7.

Observamos que, de acordo com o Teorema 2, o limite (2.25) invalida a existéncia
de {up} tal que n(1 — F(uy)) —n—oo 7 > 0. Em [10] prova-se um resultado paralelo
a este Teorema de Leadbetter, respeitante a sucessdes de v.a. inteiras fortemente
estacionarias com f.d. a verificar (2.25). Trata-se da generalizagao do Teorema 3 ao

caso em que a sucessao de v.a. é estacionéria, o qual passamos a apresentar.
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Capitulo 2 Resultados fundamentais

Teorema 6. (/10/)
Seja { X} uma sucessao estaciondria com f.d. marginal inteira F, com wp =

400, tal que
i L= F()
n—oo 1 — F(n + 1)

Se { X} verificar as condigoes D(uy) e D'(uy), em que un, = x + by, entao, Vx € R,

=14\ 1> 0. (2.29)

exp(—(1+X)" V) < lim inf F™(z+b,) < nan;osupF"(x+bn) <exp(—(1+X)7%).

n—o0
Como j4 referimos anteriormente, em [14] sao introduzidas as seguintes adapta-
goes de D(uy,) e D'(uy,), as quais permitem generalizar a equivaléncia do Teorema 5,

isto ¢, estabelecer que F*(u,) e P(My, < u,) possuem o mesmo limite, caso exista.

Definicao 7. ([14])

Seja {kn} uma sucessao de inteiros estritamente crescente e {u,} uma sucessao
real. A sucessao de v.a. {X,} satisfaz a condi¢io Dy, (uy) se, para quaisquer inteiros
1 <ip <o <y < 1 < oo < jg < ky, com ji—ip > Ly, se tem (2.28), onde

lim oy, =0 para algum £, = oy (ky).
n—-+4o0o

Definicao 8. ([14])
Sejam {kyn} e {sn} sucessoes de inteiros estritamente crescentes que verificam
lim % = 400, e {u,} uma sucessao real. A sucessio de v.a. {X,} satisfaz a
n—+o0o Sy,
condi¢io D), (uy) se
[kn/sn]
nll}rfoo kn P(X1 > up, Xj > u,) =0.
=2
Teorema 7. ([14])
Seja {kn,} uma sucessio de inteiros estritamente crescente a satisfazer (2.26).
Seja {X,} uma sucessao estaciondria {an} e {bn} sucessoes reais tais que {X,}

satisfaz Dy, (un) e Dy, (un), com up = x/an + by, para qualquer x real. Entdo

lim kn(l— F(up)) =7>0 < 400 se e sé se lim P(Mg, <wup)=ce .

n—-+o00 n—-+4o0o

Como consequéncia do Teorema 4 e do Teorema 7 obtemos o resultado seguinte.
Teorema 8.

Seja {Xp} uma sucessio estaciondria com f.d. marginal inteira F, com wp =
+oo, que satisfaz (2.29). Se existir uma sucessio de inteiros positivos estritamente
crescente que verifica (2.26) e uma sucessao real {b,} tais que { X} satisfaz Dy, (x+

bn) e D (x +by), para qualquer x real, entdo

lim P(My, <z+b,) = e*(H)‘)_M, zeR.

n—-+00

28



Capitulo 3

Modelo GINMA

3.1. Estacionaridade forte

Provamos seguidamente que a sucessao de v.a. GINMA, introduzida em (|5]), defi-

nida por

—+00
Xo= > BioZn (3.1)
1=—00
“+o00
é fortemente estacionaria, sob a hipotese, ja colocada, de que a série Z B; é con-
i=—00

vergente.

A prova encontra-se dividida em véarias proposicgoes.

Proposigao 4.
Sejam {X,,} e {Y,} duas sucessdes de varidveis aleatorias fortemente estaciondrias.
Se {X,} e {Y.} forem independentes, entao a sucessao {Z,}, definida por Z, =

X, +Y,, € fortemente estaciondria.

Demonstra¢ao. Com efeito, para quaisquer k e t e x; > minSx,4y,, ¢ = 1,...,k,

tem-se
PXi+Yi<zp,....,Xp + Y, < )

= > PXi<m—ji.., Xk S @k — k) X PV =1, Vi = i)
jiGSYi,i=1,...k

= > PXip<mi—gu Xepr S — k) X POVige = g1, Y = i)
jz‘GSYi,iZl,...k

=P(X14¢ + Y14t <2150, Xpppt + Yy < ).

Proposigao 5.
Seja N um inteiro positivo arbitrariamente fivo. A sucessao de v.a. {XéN)}n definida

N . . L.
por XT(L ) = Zz‘]\io Bi o Zn_; € fortemente estaciondria.

Demonstracao. A funcao geradora de probabilidades do vector (Xr(LN), XT(LJX)I, ceey XSEC)
x xW) x
é dada por E(sy™ s " .5 "),
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Capitulo 3 Modelo GINMA

Sejam sg, S1, . . . , S NAMEros reais para os quais esta esperanca matemaética existe.
Tem-se
(N) (N)
X(N) X Xn+k:
E (30 N S

L _10Z AN
_ E(SgNO n N)E<S(5]N 19Zn N+1S,fNO n N+1) %

_ Z _N— Z v o _ 7 B
X...XE(sgN kt198ntk—N 1s£f; ntk—N 1>E<85N kOZntk N‘”ng\]o n+k N) %

BooZn BroZn BooZn+1 Br—19Zn+1
><...><E(s0 S8y E s oSy X

B0 Zn+k-1 ﬁlozn+k 1 B0 Zn+k
XX B (st E(s]

k—1
_ HE H BN—j4+19Zn_N+j H E HSﬁN k—j+19Zn—N+k+j
Jj=0

J

= 18] lOZn+k 7
<12 (s
j =0
k—1 j N—k
_ HE HSBN—j+lOZn—N+j+t E H BN —k—j+19Zn—N+k+j+t
- l
7=0 1=0 Jj=0

||::]|

J
H s lOZn+k ot
=0

V) (V) X
_ E <50 n+t81 n+1+t L Sk n+k+t

para qualquer ¢ > 1, uma vez que as variaveis da sucessdo {Z,}, sdo i.i.d. Assim,

N N N N N ~ . .
os vectores (X( ) X,(LJF)I, . ,XT(LJr;g) e (XT(H_I), X75+2+1’ e ,Xfl+2+k) sao identicamente
distribuidos para quaisquer n,k e t. Isto &, { XN}, ¢ fortemente estacionaria. O
+oo
A convergéncia quase certa da série Z Bi o Z,,_; & estabelecida a partir do
1=—00

Teorema 4.2.1 de [9], cujo enunciado apresentamos de seguida.

Teorema 9. (/9/) .

Seja {Xn}n uma sucessio de varidveis aleatorias de média finita. Se ZE(|XnD é

n=1
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3.1 Estacionaridade forte

“+o0
convergente entao a Série g X, € quase certamente absolutamente convergente.

n=1
Proposigao 6.
N
A sucessao de varidveis aleatorias {X£N)}N definida por XT(LN) = Zﬁl 0 Lyp—; CON-
=0

+oo
verge quase certamente para Zﬁi 0 Zn_i, quando N — 40o0.
i=0

Demonstracao.

Uma vez que as variaveis (8; o Z,,_; sao positivas, para quaisquer n e ¢ inteiros, tem-se

+oo +o0o +oo
Y E(BioZn-i) =Y BiE(Zni) = E(Z1)> B
i=1 i=1

i=1
+0o0
Como Zﬂl é convergente, pelo Teorema 9 temos o resultado pretendido. O
=1

Proposigao 7.
+oo

A sucessdo de varidveis aleatérias { X5}, definida por X;F = E Bi o Zy_; € forte-
. . 1=0

mente estactondria.

Demonstracao.

Como a convergéncia quase certa de um vector é equivalente a convergéncia quase

certa das suas margens, atendendo & proposicao anterior, temos

(Xr(LN), X(N) .. X(N)) —Te (Xn,Xn+1a cee 7Xn+k)’ N — +oo,

ntlss s Ntk
bem como
N N N
(Xr(z+27X1(1+7)t+17 o "Xr(z-i-l)f—i-k) =T (Xppts Xntta1, - o Xngtrr), N — o0,

para quaisquer n, k e t. Por outro lado, convergéncia quase certa implica a convergén-

cia em distribuigao e assim, pela Proposigao 5, os vectores (X,(lN), X,(ﬁ)l, . ,XT(ZJXL)
e (XT(L]J\Q, XSX?&H’ e Xfﬁz+k) sdo igualmente distribuidos.

A unicidade do limite permite-nos concluir que os vetores (X,, Xp+1,- ., Xnik)
e (Xntt, Xnttt1s - Xnit+k) também sdo igualmente distribuidos. O

Proposigao 8.
+oo

A sucessao de varidveis aleatorias { X, }n dada por X, = E Bio Zn,_; € fortemente
1=—00
estaciondria.
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Capitulo 3 Modelo GINMA

Demonstracao.

-1
Tem-se X,, = X,7 + X, , com X, = Z Bio Zn_;.
1=—00
Analogamente as proposigoes anteriores, prova-se que {X, } é fortemente estacio-

naria. Assim X, é a soma de dois processos estacionarios independentes, pelo que

também é fortemente estacionario. O

3.2. Margens na classe de Anderson

No teorema seguinte prova-se que se as v.a. de {Z,} pertencem a classe C%, entao
“+o00

também X, = Z Bio Zy—; pertence a C. Notemos que no Teorema 1 ja se provou
1=—00
que as parcelas 3; o Z,,_; pertencem a C% e que no Lema 3 se estabelecem condigoes

para que a soma de duas v.a. pertencam a classe C7.

Em muitos dos resultados que se seguem serd ainda necessario acrescentar a

restricao
+oo
para algum § > 1. Notamos que esta hipotese implica a convergéncia de Z Bi.
1=—00
Teorema 10. (/5]/)
Seja { Xy }n a sucesssao estaciondria dada por X, = ;Oioo BioZn—i, Bi €]0,1],

Bmax Unico, e suponhamos que a f.d. das margens de {Z,} satisfaz (2.5), com

& # —1, e os coeficientes f3; satisfazem (3.2). Entao

P(X,>z2)=1-Fx(2) ~K'[zfQ + N) 7 2 5 400, (3.3)

Zﬁiozﬂ'

com X' =N fmaz € K' = K Bmax (5522 ) B | (14 X)#0

Demonstracao.

Uma vez que Fz verifica

1i;j(zn(j_)l)—>1+/\, n — 400, (3.4)
como j4 foi referido anteriormente na observacao 1, pelo critério D’Alembert, o raio
de convergéncia de Pz(h) é definido por |1 4 h| < 1 + . Consideremos h > 0.

Por outro lado, concluimos que pgoz(h) = Pz(ﬁh) é finita para 0 < Sh < A.

Denotemos por ig o valor de 7 para o qual Gy, € assumido e consideremos

00 400
Xo = Z Bi o Z_; = Bmax © Zf'io + Z Bio Z_;. (35)
{=—00 1=—00
%10
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3.2 Margens na classe de Anderson

De acordo com o Teorema 1 a v.a. Bpax © Z;, pertence i classe C* com A substi-
0 A
A

max

tuido por 3
+o0
Com o objectivo de aplicar o Lema 3 i) provemos que a v.a. Z Bi o Z_; tem

1=—00

iio
f.g.p finita. Seja 8* = max{f; : Bi # Bmax}-
Com efeito, temos
+oo
Z BioZ_;
E | (1+h) #io HE (1 + h)PioZ=i) HPZ,BZ
i=—00 i=—00
i#i 1740

onde Pz (B;h) < +oo para h < BA e #ip.
Devido a propriedade 3 da Proposigio 1 obtemos Pz (h) = 1+hE(Z)+op(1), h —

0. Ora, para qualquer e > 0 existe M = M(e) > 0 tal que < €. Assim para

M5 ,3*

i> M eh < 4 tem-se fih < C3 7 B* < €, donde Pz(Bih) = (1 + B;hE(Z))(1 + €),

com € > 0.
Entao
+oo
HPZ Bih) = exp | (1+€) ) In(l+ BhE(Z))
i=M
z;ézo 710
+00
< exp | (14€) ) (BhE(2))
i=M
i#10
< exp| (1+€)hE(Z Zﬂl < 4o00.
z;ézg
-M Mo
O mesmo se prova para H Pz(B;h). Como H Pz (B;h) é finito, fica estabelecido
1=—00 i=—M
i#io i#io

que H Py(B;h) é também finito.
1=—00
iio
Z?':OO_OO BioZ _;
Como h < 67/\* e 5% > )\, podemos escolher \* > X tal que E | (1 + \*) i#io

+00, e aplicar diretamente o Lema 3 i).

Entao (3.5) representa a soma de duas v.a. independentes nas condigoes do Lema 3

i), do que se obtém (3.3) com K’ = Kﬂmax(/\ig?rjax)E ((1 + )\’)Zi#io Biozﬂ') : O
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Capitulo 3 Modelo GINMA

Observagao 3. No caso em que existem s > 1 wvalores de B; iguais a Pmax, hd que
escrever (3.5) com as parcelas Bmax © Z—iy + Pmax © Z—iy + - . .+ Bmax © Z—i,_, isoladas

e aplicar o Lema 3 i) s — 1 vezes.

3.3. Distribuicao assintética do maximo

Esta seccao é dedicada ao estudo da convergéncia em distribuigao do méaximo My,
associado & sucessao GINMA em estudo.

Em [5] é demonstrado um conjunto de resultados onde se estabelece a validade
das condigoes D(x + by,) e D'(x + b,) de Leadbetter para a sucessao GINMA com
Bmax Gnico, & # —1 e coeficientes f3; a satisfazer (3.2). Apresentamos o Teorema

5.1.6 de [5] reescrito na forma seguinte.

Teorema 11. (/5])

Suponhamos que a sucesssao estaciondria GINMA, {X,}, wverifica as hipdte-
ses do Teorema 10. Entao {X,}, satisfaz D(z + b,) e D'(x + b,) com b, =
(In(1 + X))~ YInn+ Elnlnn +1In K'), onde X' e K' sio definidas no Teorema 10, e

consequentemente tem-se

e~ N i ing FR(z +by,) <limsup F(z +b,) < e 1FN°

n—+00 n—+o0

bem como

e~ (1HN) D < liminf P(M,, — b, < z) < limsup P(M,, — b, < z) < e~ (A7

n—-+00 n——+oo

para qualquer x € R.

Em |7] prova-se a existéncia de limite nao degenerado para P(My, < z+b,) sob
as hipoteses do teorema anterior, o que constitui o tultimo teorema deste capitulo.
De acordo com os Teoremas 7 e 8, tal prova passa necessariamente pela validagao das
condigbes Dy, (z +by) e D). (z +by) com ky, e b, devidamente relacionados. Assim,
com base em [7|, apresentamos e demonstramos um conjunto de resultados que serve

de suporte & demonstragao desse teorema final.

Proposicao 9. (/7))

Suponhamos que a sucessao GINMA definida anteriormente satisfaz as hipéteses
do Teorema 10. Se {hn} e {7y} sdo sucessoes de reais positivos tais que Z—: — 0,
n — 400, entao

—+oo

E((1+ hn)z’irmﬂ @'ozf’i) < 400
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3.3 Distribuicdo assintética do maximo

Demonstracao.

Note-se que Pz(h) = E((1+h)%) = 1+hE(Z)(1+0(1)), h — 0, e que log(1+x) <

x, para x > —1. Entao

+oo “+o00
B((Ut hp) 250 502y = g [T k)% ) = T B ((1+ ha)®e%)
=+l 1=yn+1

+oo
= H E ((1 + Blhn)z) .

1=Yn+1

Como para qualquer i > vy, +1 e J > 1 se tem

B B
0 < Bihn < Ci°hy < Cyn+1)0h, < 075 <C= .0, n— +oo,

n Tn

o altimo produtério é igual a

+00 oo
H (1+BihnE(Z)(1 +0n(1))) = €exp Z ln(l"i'ﬁihnE(Z)(l_"On(l))
i=yn+1 i=7yn+1

+0oo
exp | Y BitnE(Z)(1+ 0a(1))
1=vn+1

IN

+0o0

1
exp | ChoE(Z)(140n(1)) 5
i=Yn+1

IN

IN

h
Cq exp(—g) < (o, n — +00,
Tn

onde C, C1 e (5 representam constantes positivas. O

Em [5] prova-se que a sucessio {E ((1+ h)*°%)}; ¢ limitada considerando h

num intervalo adequado. Apresentamos de seguida tal resultado.

Proposicao 10. (/5/)

Consideremos que a sucessao GINMA satisfaz as hipdteses do Teorema 10. Sejam

B* = max{B; : B; # Bmax}, B = maxi>1 max;{f; + Biye} € B = max{s*, L}

Entao, para h tal que 28'h+ B'h% < X, tem-se E((1+h)XotXt) convergente, para

qualquer t > 1.
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Capitulo 3 Modelo GINMA

Demonstra¢ao. Tem-se

+o0o
> BioZ i+ BiyioZ
E((1+ h)XotXe)y = E [ (1+ h)i=—

+o00
= B (1 + h)ﬂioz_i—i-ﬁi_,_toz_i
iHOO ( ) (3.6)

—+00

= ] E(@+ B+ Bist)h + BiBireh®)?)

1=—00

+o00
- H Py ((Bi + Bist)h + BiBiyth?) .

1=—00

Uma vez que (B; + Bitt)h + BiBirth? < 28'h + B'h? < A, fica provado que
PZ((B@ + Bith)h + Bz’ﬁi+th2) < 4o00.

Por outro lado, para h €]0,\[, Pz(h) > 1 e

+o0o
Py(h) = B(Z(1L+1)7 ") =Y 2(1+ k)" P(Z = 2)

é convergente de acordo com o critério D’Alembert.
Assim, para hy > 0 e hg > 0 tais que h1 + ha < B'h% + 26'h < A, 0 Teorema do
Valor Médio garante que

Py(hi 4 ha) — Pz(h)

< ~é(hl + hz) < C,
ha

onde C representa uma constante. Entao
pz(hl + hg) < pz(hl) + ChQ < pz(hl) =+ pZ(hl)ChQ = pz(hl)(l + Chg),

pois Py >1.

Com base nestes resultados, temos

“+o00
H Py ((Bi + Bis1)h + BiBirth?)

1=—00

+oo

+oo
< TI B2(Bi+Bise)n) T] (1 + BiBiseh?) (3.7)

1=-400 1=—00

“+o0 —+o00

“+oo
< H Py(Bih) H (1+ CPBitth) H (1 + CBiBirth?).

i=—00 1=—00 i=—00
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3.3 Distribuicdo assintética do maximo

Procedendo como na demonstragao da Proposicao 9, obtemos

+00 too
I PzBih) < exp ( > BihE(Z)(l"'oh(l)))

1=—00 I=—00

IN

+oo
exp((1 +e)hE(Z)) exp ( > /ji) < +o0.

i=—00

Mais,

A

00 400
H (14 CBifirth) < exp ( Z C’ﬁlﬂi“l’ﬂ)

i=—00 i=—00

IN

+oo
exp(Ch?) exp ( Z 5zﬂz‘+t) < +00,

e 0 mesmo para o segundo produtério de (3.7).
Juntando (3.6) e (3.7) com a convergéncia dos trés produtérios envolvidos, fica

provado que, para qualquer ¢ > 1, F((1 + h)*0+Xt) & convergente. O]

Nas proposigoes seguintes sao estabelecidas as condi¢Oes necessarias a validade

das condigbes Dy, (un) e D), (up).

Proposicao 11. (/7])

Seja {X,} a sucessao definida por (3.1). Suponhamos que existe uma sucessao
real {by,} e uma sucessio estritamente crescente de inteiros {kyn} tais que kn(1 —
F(z+by)) — 7(z) > 0, n — +00. Se existirem sucessoes reais positivas {en} € {ln}

com en, — 0 e by, = o(ky) tais que

“+00
Jim kP ;5 oZ_i>en| =0 (3.8)

—An
dim E, P (_z_: BioZ_i> 5n> =0 (3.9)

entao a sucessao GINMA verifica a condi¢ao Dy, (uy,).

Demonstracao.
Sejam 1 < 11 <12 < ... <1y < J1 < ... < Jg <k, ntimeros inteiros tais que

J1 — ip > 24,,. Consideremos X} = Xj — Xj com

+o0o
5= mes

i=—Ln+1
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Capitulo 3 Modelo GINMA

Y. Yok
er—XJ XJ com

ln—1

X =Y BioZj.

1=—00

Uma vez que {X7,j < iy} e {X;",j > j1} sdo independentes tem-se

ﬂ{Xzs < up} ﬂ{ < un})
ﬂ{X* < upt ﬂ{X** < up})

ﬂ{X* <u,})P ﬂ{X** < up})
t=1

ﬂ{XZS Xi, S un})P(({Xj, — X, < un})
P(({

t=1

X;, < un + M, })P ﬂ i <up+ M, )

S=

< {P( ﬂ{Xis <up})+ P( U{un < Xi, Sup +M;;n})}

s=1 s=1

<{P ﬂ{Xﬂ<un} )+ P( U{un<XJt<un+Mkn})}

t=1

onde Mk = maxX eMk = max th
n 0<j<kn, ts n 0<j<kn

Como tal

P (ﬂ{Xis <un} (X, < un}> - P (ﬂ{Xis < un}> p (ﬂ{th < un}>
_2P(ij{un <X, <up+ M, })+ U{un X, <up+ M, })

p
<2P(|J{un < Xi, Sun+en}) +2P (M, > &)
s=1
q

+P(|J{un < Xj, S up +en}) + P(M,, > &)
t=1

< 2k (Fx (un 4 €n) — Fx(ug)) + 2k, P(X; > &)

o (Fx (un + €n) = Fx (un)) + ko P(X;, > €n) = 0n(1),

onde k‘nP(X;S > ¢g,) = 0,n — 400, devido a (3.9) e k‘nP(X],-,t > sn) —0,n — 400,
devido a (3.8).
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3.3 Distribuicdo assintética do maximo

De modo analogo se obtém a outra desigualdade. Com efeito

q

P(({Xi, < um}) P(({X;; < un})
s=1 t=1

<P(({X; <un})P m{X**<un}

s=1 t=1
p

= P < ) (05 < )

s=1 t=1

P q
P(({Xi, < un+ My} (X, < un + M, })

Q

p q
P(({Xi, < un} (X, Sua})+
s=1 t=1
2k (Fx (un + €n) — Fx(un)) + 2kn P(X; > €5)

= P([({Xi, < un} (1Ko < un) +o0(1).

Proposigao 12. ([7])

Seja { X }n a sucessao estaciondria GINMA definida por (3.1). Suponhamos que
existe uma sucessao real {b,} e uma sucessao estritamente crescente de inteiros {ky}
tais que k(1 — F(x +by,)) — 7(x) > 0, n — 4o0.

Se existir uma sucesssao real {y,} com v, < ];—Z ee >0 tal que

nEToog ZﬂZoZ_z >e| =0 (3.10)
1= =Yn
k2 7’777,*1
; n . ) _
Jim snP ,Z BioZ i>e| =0 (3.11)
1=—00
e
27n
lim k, Y P(Xo+ X;>2u,)=0 (3.12)
n—-+o0o 1
Jj=

entao { Xy }n verifica a condigao Dy (z + by).

Demonstracao.
o0 _'Yn_]-
Sejam Xo = X + X com X = Z BioZ_; e Xl = Z Bi o Z_;, e de modo
i=—"n i=—00

n +OO
anélogoXj:X;—l—Xj’. comX]?k: ZﬁioZ,ieX;*: Z Bio Z_;.

i=—00 i=vn+1
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Capitulo 3 Modelo GINMA

Notemos que X, e X;-‘ sao independentes, para j > 27,, porque envolvem as

variaveis Z., , Zy,—1,--- € ...y Lj—mpi1, Lj—r,. Assim
P(Xo > un, X; >up) < P(X{)+ X( > up, Xj > up, X <)+ P(X] >e¢)
< P(Xy>up —&,X; > up) + P(Xy > ¢)
< P(Xg>up —&, X; > up —¢)

+P(Xy >¢)+ P(X;" >¢)

P(X4 > up — ) P(X; > up — €)

+P(Xy >¢)+ P(X;" > ¢).

Por outro lado, como P(X{/ > —¢) = 1, obtemos

P(X} > up—¢)=P(X) > up—&,X] >—¢) < P(Xo > up — 2¢)
donde

knP (X > up —€) < kyP(Xo > up — 26) — 7(z — 2€), n — +00.
De igual modo se mostra que

knP(X5" > up —€) < knP(X; > up — 26) = 7(z — 2€), n — +00.

Entao
[kn/sn] [kn/sn]
kn, Z P(Xo > un, Xj >u,) < kyp Z P(X} > up — 6)P(X;-‘ > Uy — €)
G=2vn+1 j=1
kn " kn Kok
+k,—P(X§) >¢)+ an—P(Xj > ¢)
Sn n
1 [ Rt
< = —2))24+np o Z_; >
< OG@-2P 4 B3 froZuze)
k2 R
+;P(' Y BioZ.i>e)
1=Yn+1
= op(1).

Para as parcelas da forma P(Xg > uy, X; > uy), com j < 27v,, notemos que P(Xy >
Up, Xj > up) < P(Xo+ X; > 2uy,) e que assim, o limite (3.12) implica
29n
lim &, P(X() > un,Xj > un) =0.

n——+0oo -
J=1
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3.3 Distribuicdo assintética do maximo

Teorema 12.
Suponhamos que a sucessao GINMA wverifica as hipoteses do Teorema 10.
Entao existe {k,} que satisfaz k,’;—:l — 14+ M\ A > 0 e {by} real tais que a

sucessio GINMA satisfaz Dy, (x +by) e Dy (x4 byp). Assim
P(M;, <z +b,) = exp(—(1+ X)), z e R,
com N = X/ Bmaz-

Demonstracao.

Uma vez que, de acordo com o Teorema 10, temos
1— Fx(z +by) ~ K'[z 4 b,)5(1 + N)"letbal,
considerando ky,, = [(K’)~1b%(1 + X)P»], obtemos
kn(1 — Fx(z + b)) — (1 + M) n — 40

Vamos provar que se verificam (3.8) e (3.9).

Pela desigualdade de Markov, vem

+o00o
E( Z/BZ O Z,Z)
=0

+00
knP(Y BioZi>en) < hn——" <UE(2)Y 6
=Ly, " " i=0y,
o =1 kn 1
< CE(2) ) 5 <O E(2) 5

i=Lly

Com g, = kﬁ'g, B >0,e b, = ky,n €]0,1], tais que 1 + 8 < nd prova-se que
kn 1

o

Note—seque{(ﬁ,n)€R2:6>0,0<?7<1,1+B<775}:{(6,77)ERZ:%<
n<1l,0<B<dn—1}#0,V5> 1.

— 0. Assim provamos (3.8).

De igual modo se prova (3.9). Pela Proposigao 11 fica estabelecida a condi¢ao
Usemos a Proposigao 12 para provar D), (z + by).

De acordo com a desigualdade de Markov e com a Proposi¢ao 10, temos

. ” E((1 + h)Xot+X; o
P(Xo+X; > 2up) = P((1+h)*0% > (14n)%") < (((1 ¥ h)mn < (1 + h)%n
e entao
29n 1
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Capitulo 3 Modelo GINMA

Consideremos, por exemplo, b, = n, k, = [%n*(l—l—k’)”], sn = [k2], com o €]0, 1],
e Yy = (’;—z)“ com p €10, 1].

Uma vez que existe h tal que 28'h + B’h? < X (hipotese da Proposicao 10) e
(1+h)2 > 1+ X, consideramos 1 < 6 < 2 tal que (1 + h)2 = (1 + X)?. Assim

obtemos

MU S ./ U S
ey = "\, ) (T a)en

n—§(1+u)(1 + )\/)n(1+u)

: (n=&(1 + \)n)an (14 X))~

— Cn—§(1+u—cw)(1 + )\/)n(1+u—a#—9)
= COp S0Hr0-a)) (1 4 \yn(+u(l=a)=0)

= op(l), n = +o0,

desde que se escolham p €]0,1[ e @ €]0, 1] tais que p(l — ) < 6 — 1.

Fica assim provado o limite (3.12).

Por outro lado, continuando a usar a desigualdade de Markov, e de acordo com
o resultado da Proposi¢ao 9, temos

B2 k2 B((1+ hy) i P07y 32 g
-p E ;0 Z_; <-n - L :
fioleize| s (L + hy)? = s (hn)?

Sn

i=yn+1

2 2
Ora, com h¢ = (]Z—Z)p, onde p > 1, obtemos ]Z—Zﬁ = o,(1), n = 4o0.

Fica assim provado o limite (3.10). De igual modo se prova o limite (3.11). O
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Capitulo 4

Modelo INMA(q)

4.1. Definicao e estacionaridade forte

Neste capitulo estudamos uma sucessao média moével de ordem finita de v.a. inteiras,
{X,}, proposta por [11], onde recebe a designacao INMA(q) (abreviadamente Integer

Mowing Average). Esta sucessao é definida por

Bo o Zy, com probabilidade by
Boo Zn+pBro 2y com probabilidade by

X, = (4.1)
BooZy+ ...+ Bg—10Zpn—g+1 com probabilidade by_1
BooZy+ ...+ Bg—10Zpn—g41 + Zn—q com probabilidade by

com 3 €]0,1[, i=0,1,...,q—1e

Bo sei=0
bi=q(1—po)...(1—Bi_1)B seq—1>i>1,
(1—50)...(1—,8,1_1) sei:q
onde {Z,} é uma sucessao de v.a. inteiras i.i.d. e todas as operagoes aleatorias sao
independentes entre si. Todas as operacoes aleatorias envolvendo X, e X, n # m,
sao também consideradas independentes.
Assim definida a sucessao {X,} é q-dependente uma vez que, para qualquer n,
X, e X4+ sao dependentes se k < ¢ e independentes em caso contrario.
Notamos que {X,,} se pode escrever na forma

q J
X = 14, BioZn) (4.2)
=0

§=0

onde Ag, Ay, ..., A, constituem uma partigdo do espago 2 e Tn;,j = 0,1,...,q

representa a indicatriz do conjunto A;. As v.a l4,, j =0,1,...,¢, sao dependentes
J

mas, para cada j =0,1,...,¢q, T4, e Zﬂi o Zn,_; sao independentes.

=0
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Capitulo 4 Modelo INMA(q)

Em [11] considera-se que {Z,} tem margens com f.d. Geométrica de parametro
p e que assim {X,,} forma um sucessdo com as mesmas distribui¢ées marginais.

Provemos a estacionaridade forte da sucessao {X,}.

Proposigao 13.
A sucessao INMA(q) definida por (4.1) € fortemente estaciondria.

Demonstracao.
Escreva-se X,, na forma (4.2).
Sejaj € {0,1,...,q} arbitrariamente fixo. Por analogia com o que demonstramos

na Proposi¢ao 5, concluimos que a sucessao {Y;, j}» definida por

J
Y,;= Z Bi© Zn—i
=0

¢é fortemente estacionaria. Facilmente se prova que {an}n com W, ; =1 A, Y, ;¢

também fortemente estacionaria pois, para x; > min Sw;, i =1,...k,
P(Wn,j <ux,... 7Wn+k,j < xk) = P(YnJ < xzg,... ,Yn—i-k,j < xk)bj + (1 — bj).

Assim como X,, = Z?:o Wy, ; € a funcao mensuravel de uma sucessao fortemente

estacionéria, prova-se que {X,,} ¢ fortemente estacionaria (ver [3|, pag 30). O

4.2. Distribuicao assintética do maximo

Em [5] assume-se que a sucessao estacionaria {X,} possui margens com distribuicao
Geométrica e prova-se que sdo validas as condi¢oes D(x + by,) e D'(x + by,), com
Inn

by = “Inp 1. De acordo com o Teorema 6, fica entao estabelecido que

e < liminf P{M,, <z +b,} <limsup P{M,, <z +b,} < e "

n—oo n—o0o

para qualquer x real.

Em [7], supondo ainda que a distribuigdo comum de {Z,,} é Geométrica (e conse-

quentemente o mesmo para { X, }), prova-se o resultado que apresentamos de seguida.

Teorema 13. (/7])
Seja {X,} a sucessao estaciondria INMA(q) definida por (4.1) com distribuicao

marginal comum Geométrica de parametro p € [0,1[. Com u, = z+n—1 ek, = [p

tem-se kn(1 — Fx(z +n—1)) — pl¥l, n = 400 e
P(M;, <x+n—1) — exp(—p™),n = 400,
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4.2 Distribuicdo assintética do maximo

para qualquer x real.

Neste trabalho consideramos que as margens de {Z,} pertencem & classe C e

estendemos o resultado do teorema anterior.

Comegamos por provar um resultado analogo ao Teorema 1 onde se prova que se

{Z,} tem f.d. comum a satisfazer (2.5), o mesmo acontece a f.d. marginal de {X,,}.

Teorema 14.

Seja { Xy }n a sucessao de v.a. estaciondria definida por 4.1. Se a f.d. de {Z,}n
satisfizer (2.5), com & # —1, entao

P(Xp > 2) ~ Ag2f 1+ AN)7EL 2 = 400,

com
M T4 Pz(Bi)) By T2 (1 — Bic1)  se € > —1

KT g Pz(BiNBe—1 [Ii2o (1 — Bic1)  se &< —1

A=

Demonstracao. Tem-se

q J
P(X, >z = ZP (Z Bi o Zp_i > z) bj, z € RT. (4.3)

§=0 i=0

De acordo com o Teorema 1, a f.d. de ; o Z,,_; verifica (2.5) com A substituido por

A/B;i e k por kﬁ(%)&l.
Aplicando o Lema 3 repetidas vezes (independentemente de existirem valores
repetidos de (; para i € {0,1,...,q — 1}) obtemos, para j € {0,1,...,q — 1} e

5j,max — maX{/Biai — 07 o 7j}a

J
P(Y 610 Zni > ) ~ G201+ X)7H, 5 = oo,
=0

onde )\; = A/Bjmax > A e Cj & uma constante dependente das constantes iniciais
AN EeBo,..., 0B

Por outro lado, uma vez que max{fy,...,3;} = By = 1le >! (Bio Zy; =
In—q + Zg;ol Bi © Zn_;, onde Zg:_& Bi 0 Zy—_; tem f.g.p. finita, pelo Lema 3 i),

obtemos

q
P(Y " Bio Zn_i > 2) ~ Col25(1+ N 7F, 2 — oo
=0
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Capitulo 4 Modelo INMA(q)

com
e -1
> BioZ,
AEE((1+ X)i=0 ) se&>—1
Cq = g—1
> BioZ-
EE((1+ \)i=0 ) seé< -1
q—1
MJ[EQ+ BN se &> -1
= quO
E[[EQ+ 807 seé< -1
=0

De (4.3) concluimos que

J
P(X,>z) = P> BioZni> 2)b;

=0

M=

.
= o

~ Ci[2)5(1 + X)) Elb; + O[] (1 + X) "y,

Q

<.
Il
o

q—1
= Colalf(1+ N7 JT(1 = Bic1)(1 +02(1)), 2 — +o0,
1=0

1+,
uma vez que (1—:_/\])_[31 — 0, z — +oo, para qualquer j € {0,1,...,q — 1}. A
qg—1
demonstracao fica completa, considerando A, = Cqﬁq_ln(l — Bi—1). O
i=0

Enunciamos e demonstramos de seguida uma proposi¢ao anédloga & Proposicao
10 e que serve o mesmo objectivo relativamente & demonstragao da validade de
D, (z + by). Notamos que este resultado ¢ uma extensdo do Teorema 3.1.1 de [5],

considerando agora que as margens de {Z,} pertencem a classe C%.

Teorema 15.
Seja { Xy} a sucessao definida por (4.1). A f.g.p. de Xpn+ Xpn—j, j=1,...,q, €
finita, para h tal que (1 + B*)h + B*h? < X com B* = max{pB;,i = 0,1,...,q — 1}.

Demonstracao.

Comecemos por observar que

PX7L+Xn—j(]‘ + h‘)
— BI(1+ Ryt Xess] = BIE(L+ b)Y X5 Z, o,y Zegg)

= EBE(Q+h)*"Zn, Zn-1,- s Znq | E[(L+ 03| Zp, Zo1y oo oy Zone ]
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4.2 Distribuicdo assintética do maximo

eseja Bi(h) =14 Bih,para0 < 3; <1e0<i<q.

Relativamente as esperangas condicionais tem-se

_|_

Entao, devido & independéncia das variaveis da sucessao {Z,}, obtemos

> [ (4 0) LT # (58 0)

Px,ix,_;(L+h) =

/,:
+
>
~

pgg
;:N

—
~

I

o

B

Il

o

) (g I )

W TT B2 )
k=0

[]-
(7=
S
&
—~
Sy

3

" Zny Znets -+ ey Znqj | EI(1 + W)= 2, Zyy 1, . . .

» Zn—q—j]

=0 =0 k=0
Jj—1 ¢ l i
ijbi H B " " (h) H BkZ"—’f—j(h)
=0 =0 k=0 k=0
q q l i
SO b [T B [T B ()
I=j =0 k=0 k=0
j—1 q l i
> b [ B () H B (h)
1=0 i=0 k=0 _
q—j q j—1 | i ) |
ZE}MWHB"kllﬁﬁme&“Hw
m=0 =0 k=0 50
Jj—1 q l
D> b [ B () H B (h)
1=0 i=0 k=0 5—0
q—j m j—1 p i m ) |
> b [T B () T (Bras () Bie(h) =3 T] B (h)
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Uma vez que esta tltima expressdo envolve somas e produtos finitos, resta-nos

provar a convergéncia das f.g.p. envolvidas. Concretamente, de termos do tipo

E (B

Zn—k

(1) e de B ((Brs () By(h))2n-9).
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De acordo com o que afirmamos na Observagao 1, E (B,CZ""“ (h)) = E((1+B:h)?)

é convergente para Sph < A e
E ((Bisj(h)Bg(h))?=+7) = E((1 + (Bk+j + Bi)h + BryiBkh*)?)

¢ convergente para (Bgy; + Br)h + BrriBeh? < A Mas (1 + B*)h + B*h? < A
implica (Bktj + Br)h + Br+iBeh? < A bem como Byh < X para quaisquer j e k em
{0,1,...,q—1}.

Fica assim concluida a demonstracao.

Finalizamos o capitulo com o jé referido teorema onde se estabelece que a dis-
tribuigao limite da sucessao de maximos My, , sob normalizagao do tipo = + b, é a

distribui¢ado de Gumbel discreta.

Teorema 16.

Seja { X} a sucessao estaciondria INMA (q) definida por (4.1) com f.d. marginal
de {Z,} pertencente a classe C*. Seja k, = [n_sAq_l(l + A" com A, definido no

Teorema 14. Tem-se kn(1 — Fx(z +n)) — (1+X) " n — 400, bem como
P(My, <x+4n)— exp(—(1+ )\)7["”]), n — +00,
para qualquer x Teal.

Demonstracao.
Do Teorema 14 decorre que também {X,} tem margens na classe C% e assim
kn(1—Fx(z4n) =k, P(X1>x+n) ~ n &1+ N4 )¢

(4.4)
~ 14N n o 4.

De forma a obter a distribui¢ao limite da sucessao de maximos M}, usamos o Te-
orema 8, para provar que as condigdes Dy, (un) e Dy, (up) se verificam para {X,},
com u, = x + n. Uma vez que a sucessdo é g-dependente a condigao Dy, (un) €

trivialmente verificada.

Para estabelecer a condi¢ao D}, (u,) usa-se primeiro a g-dependéncia do processo
n
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4.2 Distribuicdo assintética do maximo

para obter

[kn/sn}
kn Z P(X1 > un,Xj > un)
j=2

q+1 [kn/sn]
=knY P(X1>un, Xj > un) + by Y P(X1>un, X; > up)
j=2 J=q+2
q+1 [kn/sn]
<knY P(X1>un, X >un) + b Y P(X1 > un)P(X; > up)
j=2 j=q+2
q+1
1 2
<kny P(X1+X;>2u,) + —(knP(X1 > un))
9 n
i
<knY P(X1+X; > 2up) + 0p(1).
j=2

atendendo a (4.4) e a que s, — +00.
De acordo com a Proposicao 15, E((1 4+ h)X1+%Xi) ¢ convergente para h tal que
(1+B*)h+ B*h? < X. Assim, para 2 < j < ¢+ 1, usando a desigualdade de Markov,

obtemos

P(X1+ X, >2u,) = P((1+h)5 % > (14 h)2un)

_ E((1+ h)X*1+X5) - C
= (A h)Zm T (1 R

onde C representa uma constante.
Uma vez que existe h tal que (1 + 8*)h + B*h% < Ae (1+h)? > (1 + )), seja
6 > 1 tal que (1+ h)? = (1+ \)?. Temos entdo

q+1 ¢ n
ns(1+A)
kn J:E 2P(X1 > Un,XJ > Un) S Clm = On(l),n — +00.

O

Devemos observar que no teorema anterior também se pode considerar k, =

[(L+ )" € by =1 — G5
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