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gressei na Licenciatura em Matemática e que se prolongou durante o Mestrado em
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si, motivo de regozijo. Apesar da sua longa experiência e do seu elevado estatuto,
teve a humildade de partilhar, com um simples estreante nestas lides, momentos de
grande intensidade intelectual que resultaram em enormes benef́ıcios para esta tese.
Obrigado Professor Roy.

Ainda pela Universidade Paris-Dauphine, fui também orientado pelo Professor
Doutor Vincent Mousseau. Foi com um enorme prazer que pude usufruir da sua
companhia durante as minhas estadas em Paris. Nestes momentos de maior proximi-
dade pude beneficiar das suas excelentes sugestões e de novos temas de investigação.
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Foi um privilégio enorme ter privado estes quatro anos com o Professor Figueira.
Pude contar sempre com a sua disponibilidade para me receber como também para
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e aos meus irmãos, uma qualidade de vida melhor do que aquela que eles tiveram
oportunidade de viver. Pelo seu exemplo e pelo seu amor o meu profundo sentimento
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3.2.1 Principais conceitos sobre a evolução de sistemas naturais . . 36

3.2.2 Adaptação ao meio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.3 Sistemas naturais versus artificiais . . . . . . . . . . . . . . . 39
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CONTEÚDO vii

6 Medidas de comparação de partições 81
6.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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8.1.2 Um modelo bi-critério de programação linear {0, 1} . . . . . . 125
8.1.3 Determinação do conjunto das soluções não dominadas . . . . 126
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Resumo

Actualmente, os problemas de partição de um território têm sido alvo de uma maior
atenção por parte da comunidade cient́ıfica, como por parte dos agentes de decisão.
Dependendo do contexto onde se insere, uma partição criteriosa de um território
pode representar um incremento de eficiência de uma actividade, um maior equiĺıbrio
de cargas de trabalho ou uma menor distância percorrida. Neste trabalho analisámos
os diferentes problemas de partição territorial que têm sido abordados até à actuali-
dade, por forma a classificá-los, quer na sua natureza quer na metodologia utilizada
para os resolver. Partindo desta análise tentámos preencher algumas lacunas, enri-
quecendo o conjunto de ferramentas teóricas da área da modelação, estabelecendo
uma taxonomia dos critérios e concebendo uma plataforma de comparação entre
diferentes partições, através da definição de medidas de similitude que traduzem
os conceitos aos quais associámos os termos compatibilidade, inclusão e distância.
Cada um destes conceitos foi testado através da implementação de uma medida
compat́ıvel com o que se pretende avaliar. Quando se consideram vários critérios,
o problema da enumeração de todas as soluções eficientes é conhecido como sendo
NP -dif́ıcil. Este facto implica o abandono de métodos exactos para a resolução de
instâncias de grande dimensão. A nossa resposta a esta constatação resultou no
desenvolvimento de um novo método para aproximar a fronteira de Pareto base-
ado em algoritmos evolutivos com pesquisa local, capaz de lidar com um qualquer
problema de partição de um território com dois critérios. O algoritmo concebido uti-
liza uma representação das soluções e operadores de cruzamento/mutação originais,
sendo composto por elementos suficientemente genéricos de modo a permitir uma
fácil adaptação a realidades distintas e que possibilite a sua integração num sistema
interactivo de apoio à decisão. Este permite resolver instâncias de grande dimensão
num tempo de CPU aceitável e gerar soluções de boa qualidade. O algoritmo foi
testado num ambiente de uma aplicação real com os dados que resultaram de um
estudo para a reforma do sistema de tarifação dos transportes públicos da região
metropolitana de Paris.

Palavras-chave: Problemas de partição de um território; Optimização Combi-
natória; Algoritmos evolutivos; Multicritério.
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Abstract

Currently, districting problems have a bigger attention from the scientific commu-
nity, as the decision maker’s. A careful districting map can represent an impro-
vement of efficiency of an activity, a bigger work load balance or a lesser distance
covered, depending on the problem context. In this work we analyzed the different
districting problems that have been studied until now, in view of classifying them,
according to its very nature and in the used methodology to solve them. From this
analysis we tried to fill some gaps, enriching the set of modelling theoretical to-
ols, establishing a taxonomy of the criteria and designing a platform of comparison
between different districts maps, through the definition of measures of similarity
that translate the concepts which we associated the terms compatibility, inclusion,
and distance. Each one of these concepts was tested through the implementation
of a compatible measure with what it is intended to evaluate. The problem of the
enumeration of all the efficient solutions is known as being NP -hard, when it is
considered more than one criterion. This fact implies the abandonment of exacts
methods to solve a large-size instances. Our reply to this evidence resulted in the
development of a new method to approach the Pareto front, based on evolutionary
algorithms with local search, capable to deal with any districting problems with
two criteria. The developed algorithm uses a new solution representation and cros-
sover/mutation operators, composed of generic elements in order to allow an easy
adaptation the distinct realities and that it makes possible its integration in an in-
teractive decision support system. Our algorithm solved large-size instances in an
acceptable CPU time and generated solutions of good quality. The algorithm was
tested with data of a real-world problem, that resulted from a study to reform the
pricing system of public transports in metropolitan Paris region.

Keywords : Districting Problems; Combinatorial optimization; Evolutionary algo-
rithms; Multiple criteria.
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Introdução

No vasto leque de áreas da Investigação Operacional (IO) esta tese insere-se na op-
timização combinatória com múltiplos critérios. O tema tratado é o da partição
multicritério de um território em zonas, sendo habitualmente modelado através do
problema da partição de um grafo em subgrafos conexos. Este trabalho foi realizado
no Laboratoire d’Analyse et Modélisation de Systèmes pour l’Aide à la Décision
(LAMSADE) da Universidade Paris-Dauphine e na Faculdade de Economia da Uni-
versidade de Coimbra, ao abrigo do regime constante do protocolo de co-tutela entre
as duas instituições.

Podem destacar-se três objectivos principais: o primeiro consiste no estudo de
diferentes problemas de partição territorial que têm sido abordados, até à presente
data, numa perspectiva de os tentar classificar, quer na sua natureza quer na meto-
dologia utilizada para os resolver; o segundo objectivo visa enriquecer o conjunto de
ferramentas teóricas para este tipo de problemas, do ponto de vista da modelação; o
terceiro passa pela concepção e implementação de um algoritmo de resolução apro-
ximada, de componentes suficientemente genéricas de modo a permitir uma fácil
adaptação a realidades distintas e que possibilite a sua integração num sistema in-
teractivo de apoio à decisão.

Desde cedo que a humanidade se tem confrontado com problemas de partição
territorial. Se o problema de dividir uma quinta por um conjunto de herdeiros
poderá não apresentar grande complexidade, o mesmo não se pode afirmar no caso
da divisão de um páıs ou região em zonas administrativas. É de todo conveniente
evitar-se situações como a de populações integradas em zonas/regiões com as quais
não têm uma afinidade cultural suficientemente forte ou então casos de populações
que, por estarem integradas em diferentes áreas, têm de se deslocar a várias sedes de
áreas administrativas para satisfazerem necessidades similares. Muito provavelmente
não estaremos a ser pessimistas se admitirmos que a abordagem utilizada, aquando
das primeiras divisões em áreas administrativas de um qualquer páıs, foi desprovida
de qualquer rigor cient́ıfico. Actualmente, não nos parece aceitável que se abordem
estes problemas sem se fazer uso de ferramentas como os modelos matemáticos e/ou
a capacidade de cálculo das tecnologias recentes. Se uma partição imprudente, no
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caso de uma divisão em unidades religiosas (paróquias), poderá não resultar em
prejúızos consideráveis, o mesmo não se pode afirmar no caso de uma divisão de
um território em zonas de trabalho de vendedores de uma multinacional. Tal pode
resultar num excessivo número de quilómetros percorridos, num desequiĺıbrio entre
cargas de trabalho, numa fraca especialização na intervenção dos seus agentes, etc.

Nas últimas décadas, o problema da partição de um território em zonas tem
sido alvo de maior atenção por parte dos investigadores em IO. Podem destacar-se
duas abordagens, que de uma certa forma, se encontram em pólos opostos. Uma
resulta do facto de um território ser encarado como uma unidade “cont́ınua” sem se
admitir qualquer fragmentação por mais pequena que seja. A outra é o resultado
da visualização de um território como um conjunto finito de fragmentos adjacentes
que designaremos por unidades elementares territoriais ou simplesmente unidades
territoriais. No primeiro caso, a formação das diferentes zonas passa pela definição
de uma estratégia de “corte” enquanto no segundo caso é definida uma estratégia
de agrupamento de unidades territoriais. Por um lado, esta segunda abordagem
torna mais viável a utilização de modelos matemáticos de fácil manuseamento como
também permite uma melhor proximidade a alguns problemas onde é exigido o
respeito pela integridade de unidades territoriais existentes. Por outro lado, pode
tornar-se mais dif́ıcil encontrarem-se soluções de “boa” qualidade quando existem
unidades territoriais desproporcionadas, segundo um qualquer atributo, como por
exemplo, a área, o número de habitantes, o número de automóveis, etc.

Quando se opta por se encarar um território como um conjunto de unidades
territoriais adjacentes ou quando tal é posśıvel, tem-se acesso a uma área da ma-
temática discreta bem consolidada, a Teoria de Grafos. Desta forma, dispõe-se de
um conjunto de recursos que impulsionam um qualquer trabalho sobre a temática da
partição de um território em zonas. Neste caso é posśıvel representar um território
através de um grafo do seguinte modo: a cada unidade territorial é associado um
vértice e a todo o par de unidades territoriais adjacentes (com uma fronteira comum)
é associada uma aresta. Chegados a este ponto podemos dispor de um outro recurso
considerável: a Programação Linear {0,1}.

O problema de decisão nas sociedades actuais que mais atenção atraiu aos in-
vestigadores e que mais motivou a utilização de modelos matemáticos diz respeito
à definição de ćırculos eleitorais. Data de 1961 o primeiro trabalho sobre este pro-
blema [89], tratado com algum rigor matemático, tendo sido publicado em 1965 o
primeiro artigo onde é apresentada uma formulação nos termos da programação ma-
temática [43]. Desde cedo, nas democracias actuais, que a divisão de um território
em ćırculos eleitorais se revelou um problema dif́ıcil; a divisão eleitoral não pode
ser manipulada pelos poĺıticos de modo a beneficiar uma força partidária. Afim de
fornecer ferramentas de racionalização deste problema, a IO desenvolveu numerosos
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métodos ditos “neutros” ou “imparciais” com o objectivo de ajudar os governan-
tes na definição de ćırculos eleitorais em conformidade com diferentes critérios: o
respeito pelo prinćıpio “um homem um voto”, o carácter compacto das zonas, a
conexidade dos territórios, a consideração de outras divisões administrativas, etc.
Desta forma, são minimizadas as suspeitas de uma qualquer manipulação visando o
benef́ıcio de um qualquer grupo.

Para além do problema da definição de ćırculos eleitorais, outros têm merecido
a atenção de quem trabalha na área. Sem apresentar uma lista exaustiva das dife-
rentes áreas onde são publicados trabalhos sobre esta temática, iremos destacar as
seguintes:

1. criação de zonas a atribuir a vendedores [28, 42, 82, 91];

2. definição de áreas a patrulhar por forças de segurança [20];

3. definição de áreas de influência escolar [30];

4. definição de zonas a atribuir a companhias de distribuição de energia eléctri-
ca [7].

Outra área com forte possibilidade de aplicação, da qual desconhecemos qualquer
tipo de trabalho, está associada à divisão da floresta em zonas a atribuir a equipas
de intervenção urgente no caso de incêndio florestal. Uma divisão criteriosa pode re-
sultar em benef́ıcios consideráveis, quer ao ńıvel dos custos quer ao ńıvel da eficácia
de actuação. Por exemplo, uma divisão formada por zonas homogéneas do ponto de
vista topográfico permite uma maior economia na utilização de meios de locomoção,
pois pode deixar de ser imperativa a utilização de meios de transportes de versati-
lidade máxima em todas as equipas. Isto pode ser conseguido caso se concentre no
menor número de zonas as áreas mais acidentadas. Para se fomentar a eficácia da
actuação de cada grupo de intervenção urgente podem criar-se zonas homogéneas
do ponto de vista do comportamento de um incêndio em função de cada tipo de
vegetação. Desta forma, pode-se obter um grau de especialização mais elevado.

Com a elaboração do suporte teórico das técnicas de optimização matemática,
o desenvolvimento da informática e o sucesso de algumas aplicações, gerou-se uma
tendência para valorizar a utilização dos modelos matemáticos de optimização. Nas
aplicações das técnicas de IO tornou-se dominante a ideia de que todos os mode-
los se baseiam na optimização de uma única função objectivo. A formulação desta
função era considerado um problema menor. Em última instância a função traduzia
uma medida monetária que representava o resultado de uma actividade. Com a
crescente complexidade dos problemas reais de decisão e com a actual tendência de
aproximação dos processos automáticos à natureza humana, revelou-se inadequada
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a utilização sistemática de modelos monocritério. Na maior parte dos problemas
concretos, existe um confronto entre diferentes objectivos onde a função do decisor
acaba por ser a de árbitro em vez de pesquisador de soluções óptimas. O conceito
de solução não dominada substitui assim o de solução óptima. Uma solução diz-se
não dominada se não for posśıvel melhorar o desempenho de um critério sem piorar
o desempenho de pelo menos um dos restantes. Esta tendência conduziu ao apare-
cimento de um novo ramo da programação matemática, a programação matemática
com critérios múltiplos. Na obra de R. Steuer [84] podemos encontrar uma excelente
apresentação desta disciplina, surgida numa época de grande expansão desta área.

O problema da enumeração de todas as suas soluções não dominadas através
de um modelo matemático é conhecido como sendo NP -dif́ıcil, o que implica o
abandono de uma abordagem com um método exacto para resolver instâncias de
problemas de dimensão real. O facto de lidarmos com múltiplos critérios amplifica
o grau de complexidade computacional, como também torna mais complexa uma
qualquer abordagem através de algoritmos aproximados. A comprovada dificuldade
destes problemas conduziu-nos à exploração de algoritmos aproximados com capa-
cidade para lidar com múltiplos critérios. Nos últimos vinte anos foram propostas
numerosas técnicas com esta capacidade. Mais especificamente, na última década a
expansão dos algoritmos evolutivos permitiu revelar a sua particular vocação para
lidar com múltiplos critérios em simultâneo. Data de 1984 a primeira proposta nesta
área [78] com o algoritmo Vector Evaluated Genetic Algorithm (VEGA). Esta par-
ticular vocação não é alheia ao facto dos algoritmos evolutivos lidarem com uma
“população” de soluções permitindo uma aproximação à fronteira eficiente numa
única tentativa. Têm ainda a vantagem de serem menos suscept́ıveis à natureza
da forma da fronteira eficiente e à sua continuidade, isto é, facilmente podem lidar
com fronteiras descont́ınuas ou côncavas [15]. As numerosas técnicas que têm sido
propostas visam, fundamentalmente, duas questões: a proximidade das soluções à
fronteira eficiente e a sua diversificação. Não só é fundamental obterem-se soluções
de qualidade como também é importante que elas se distribuam uniformemente pela
fronteira eficiente. A solução apresentada por nós passou pela concepção e imple-
mentação de um algoritmo evolutivo em cooperação com um mecanismo de pesquisa
local.

Esta tese está dividida em três partes: Generalidades; Partição de um território;
Um algoritmo evolutivo. A primeira parte é formada por três caṕıtulos, onde são
apresentados alguns problemas t́ıpicos de partição territorial, são resumidos, de
forma muito sucinta, as áreas do conhecimento utilizados nesta tese, nomeadamente
as abordagens t́ıpicas da optimização multicritério e algoritmos evolutivos. Na se-
gunda parte é abordado o tema principal desta tese: a partição de um território;
sendo esta composta por três caṕıtulos. Nestes é introduzido um modelo matemático
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e uma proposta de classificação dos seus critérios, o estado da arte para os casos mo-
nocritério e multicritério e um conjunto de medidas de comparação entre partições.
Finalmente, na terceira parte é apresentada a nossa proposta de resolução. É des-
crito um algoritmo evolutivo com pesquisa local por nós concebido e implementado,
e são apresentados os testes realizados visando a avaliação do seu desempenho.

No Caṕıtulo 1 serão apresentados três problemas t́ıpicos de partição territorial:
definição de ćırculos eleitorais; criação de zonas de vendedores e concepção de zonas
de tarifação de transportes públicos. Estes problemas podem ser modelados através
da partição de um grafo em subgrafos conexos. Este facto transporta-o para uma
classe de problemas ainda mais vasta e de grande variedade. É o caso do problema de
agrupamento de sub-programas de um programa principal no contexto da concepção
de software ou a análise de dados, que, apesar de terem uma natureza bem diversa,
partilham o facto de poderem ser modelados de forma equivalente.

No Caṕıtulo 2 será apresentado um breve resumo das principais abordagens da
optimização multicritério. Após uma pequena introdução que contextualiza o tema,
serão descritos os principais métodos desta área.

No Caṕıtulo 3 introduziremos alguns tópicos sobre algoritmos evolutivos. Come-
ça-se por descrever alguns conteúdos sobre meta-heuŕısticas onde se tenta traçar o
seu panorama geral. Sobre o tema, em particular, é feita uma breve introdução
que apresenta as suas linhas directrizes. Serão também apresentados os principais
conceitos da biologia que inspiraram este tema e serão estabelecidas as principais
relações entre sistemas naturais e artificiais. O tema dos algoritmos evolutivos ter-
mina com a apresentação de um algoritmo evolutivo genérico. Neste Caṕıtulo será
ainda dado alguma ênfase à frutuosa cooperação entre pesquisa local e algoritmos
evolutivos e ainda à sua adaptação a ambientes multicritério.

O Capitulo 4 diz respeito ao principal modelo para o problema tratado. Começará
por apresentar o grafo de conexidade de um território que é usado por uma boa parte
dos modelos existentes. Será proposta uma taxonomia, por nós concebida, para os
critérios pasśıveis de serem definidos para a generalidade deste tipo de problemas.
Serão também descritas as restrições t́ıpicas que surgem na literatura. Neste âmbito
será apresentada uma formulação original para a conexidade de cada zona de uma
partição.

No Caṕıtulos 5 será feita a apresentação e descrição de alguns modelos mono-
critério e multicritério que foram surgindo na literatura. Não existe a intenção de
apresentar uma lista exaustiva de todos os trabalhos na área. A localização pouco
usual da exposição do estado da arte deveu-se ao facto de termos optado por dividir
esta tese em partes, sendo a primeira dedicada a generalidades, onde abordámos
algumas ferramentas que utilizámos sem que fossem o objecto de estudo. Este facto
remeteu o Caṕıtulo sobre o estado da arte para a segunda parte, depois da introdução
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de alguma linguagem associada ao problema em estudo.
O Caṕıtulo 6 será dedicado à descrição de um conjunto de medidas de com-

paração entre partições. Este trabalho resultou de uma lacuna que encontrámos na
literatura. Concebemos três classes de medidas que representam diferentes necessi-
dades de comparação. Para cada classe apresentaremos uma posśıvel implementação
e provaremos as propriedades desejadas. O Caṕıtulo terminará com a descrição de
um estudo emṕırico de cada uma das implementações.

O algoritmo evolutivo implementado será descrito no Caṕıtulo 7. Após uma
breve introdução e apresentação da representação das soluções, serão descritas as
etapas do nosso algoritmo. Será apresentada a técnica de condensar os valores
dos critérios numa única medida de fitness, técnica baseada no método sugerido
por Srinivias e Deb [83], Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA). Serão
também apresentados o processo de selecção das soluções e os operadores genéticos.
Este Caṕıtulo terminará com a descrição da estrutura de vizinhança por nós definida
e algumas particularidades de implementação.

No Caṕıtulo 8 descreveremos os testes efectuados, tanto com um conjunto de
instâncias de pequena dimensão como também com uma instância de grande di-
mensão em problemas bi-critério. Para os testes de pequena dimensão foram obti-
das, a priori, todas as soluções não dominadas exactas, permitindo uma avaliação
rigorosa do seu desempenho. No caso da instância de grande dimensão tal não foi
posśıvel, no entanto os critérios foram concebidos por forma a ter-se conhecimento
antecipado de duas soluções eficazes: as óptimas de cada um dos critérios. Den-
tro desta classe de testes, verificaremos o comportamento do nosso algoritmo num
ambiente de uma aplicação real, com dados que resultaram de um estudo para a
reforma do sistema de tarifação dos transportes públicos da região metropolitana
de Paris. Neste Caṕıtulo apresentaremos heuŕısticas especificas para os critérios das
instâncias de teste que permitem gerar “boas” soluções para a população inicial,
como também permitem aumentar a eficácia dos operadores genéticos.

Finalmente, no último caṕıtulo, reservado para as conclusões e trabalho futuro,
exporemos uma opinião cŕıtica sobre o trabalho realizado como também deixaremos
algumas linhas de posśıvel investigação futura.
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Generalidades
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Caṕıtulo 1

Aplicações

Dada a natureza da IO, com uma forte vocação em áreas do conheci-
mento de grande aplicabilidade à realidade humana, é de bom senso,
que este documento comece por apresentar alguns problemas da vida real
ligados à area em estudo. Cremos que desta forma é incrementada a cu-
riosidade e a motivação do leitor para o estudo de problemas de partição
territorial.

Neste Caṕıtulo apresentaremos três problemas t́ıpicos de partição ter-
ritorial: definição de ćırculos eleitorais; criação de zonas de vendedores
e concepção de zonas de tarifação de transportes públicos. A escolha
destes problemas deveu-se ao facto de serem os que mais atenção têm
recebido por parte da comunidade cient́ıfica e por pertencerem a realida-
des bem diversas. No entanto, esta selecção poderia ter sido outra, dada
a diversidade de diferentes problemas de partição de um território.

9
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1.1 Problemas de partição de um território em

zonas

Nesta Secção são apresentados três exemplos dos problemas de partição territo-
rial mais comuns na literatura. Fica subentendido que todos eles têm por base
a divisão de uma dado território em subunidades, sendo cada uma designada por
zona. Geralmente, em cada um dos exemplos apresentados, o processo de divisão
pode ser implementado através do agrupamento de “pequenas” unidades territori-
ais cont́ıguas até formar uma zona. As principais diferenças entre eles residem nos
critérios e nas restrições que permitem avaliar/aceitar uma dada partição.

1.1.1 Definição de ćırculos eleitorais

As democracias actuais têm de lidar com o problema da passagem do poder le-
gislativo de cada eleitor a um conjunto de representantes a quem é delegado esse
poder. Essa passagem de poder é definida pelo sistema eleitoral vigente que, na
generalidade dos casos, pode ser enquadrado entre dois extremos:

• por um lado, a totalidade dos representantes de cada força partidária é cons-
titúıda tomando em consideração a totalidade dos votos de uma nação;

• por outro lado, a totalidade dos representantes de cada força partidária é o re-
sultado da soma de representantes onde cada parcela dessa soma é constitúıda
tomando em consideração uma fracção dos votos, habitualmente associados a
uma porção do território.

Um sistema eleitoral enquadrado no segundo caso levanta o problema da deli-
mitação geográfica de cada fracção de território ao qual são afectos os candidatos
a representantes. Estas fracções territoriais são designadas por ćırculos eleitorais.
Note-se que no primeiro caso existe um único ćırculo eleitoral que abrange todo
o território. Nesta situação é posśıvel atingir uma proximidade máxima entre a
proporção de votos e a proporção de representantes eleitos, enquanto no segundo
caso podem surgir desvios. Estes desvios podem assumir valores consideráveis em
sistemas eleitorais maioritários, onde a força vencedora num ćırculo eleitoral elege a
totalidade de mandatos.

O problema da definição de ćırculos eleitorais consiste na divisão do território de
uma nação ou outra unidade poĺıtica (estado, região, etc.) num conjunto de ćırculos
eleitorais por forma a “optimizar” um ou mais critérios. Este problema pode ser
ultrapassado se definirmos os ćırculos eleitorais com base numa outra qualquer di-
visão administrativa existente, ponderando o número de mandatos em função do
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peso eleitoral de cada ćırculo. Desta forma é posśıvel manter cada ćırculo eleito-
ral imutável, pois de cada vez que ocorra uma variação do total de eleitores que
atinja um dado valor, o número de mandatos é ajustado em função dessa variação.
No entanto, em sistemas eleitorais formados por ćırculos uninominais, onde cada
ćırculo elege um único representante, dificilmente se poderá adoptar uma estratégia
semelhante. Neste caso, o total de ćırculos eleitorais tem que coincidir com o total
de mandatos e o total de eleitores de cada ćırculo deverá estar compreendido entre
um valor mı́nimo e um valor máximo. Para além disso, flutuações do peso eleitoral
de um ćırculo podem impor um ajustamento das suas fronteiras. Isto obriga a en-
carar o problema da definição de ćırculos eleitorais e da revisão periódica das suas
fronteiras.

A atribuição da tarefa da definição de ćırculos eleitorais deve ser um acto reves-
tido de um cuidado especial para se evitar o aparecimento de suspeitas de qualquer
tipo de incompatibilidade entre a entidade que executa esta tarefa e as forças par-
tidárias em jogo. Também a estratégia a adoptar para a realização desta tarefa deve
ser suficientemente clara para minimizar a hipótese de surgimento de suspeitas de
qualquer tipo de manipulação que vise o benef́ıcio de algum dos interessados. Este
tipo de cuidados está associado à possibilidade de delimitação dos ćırculos eleitorais
por forma a beneficiar uma das forças em jogo, especialmente no caso dos ćırculos
uninominais. De facto, por um lado, é posśıvel prejudicar um concorrente a um
escrut́ınio concentrando os seus eleitores por forma a obter uma vantagem máxima
nos ćırculos onde conquista a vitória e, por outro lado, dispersando-os para que nos
ćırculos onde perca, a desvantagem seja mı́nima. Ao contrário, para beneficiar um
concorrente é posśıvel minimizar o desperd́ıcio de votos fazendo com que as vitórias
tenham margem mı́nima. É óbvio que estas estratégias exigem o conhecimento
prévio da tendência de voto das populações.

Neste tema, são bem conhecidos os factos ocorridos no ano de 1812 quando o
Governador do Estado de Massachusetts, Elbridge Gerry (1744-1814), vendo-se na
iminência de perder as eleições, consegue a aprovação de um novo mapa eleitoral
para beneficiar o seu partido em prejúızo dos seus opositores. Um dos ćırculos, para
reunir um número mı́nimo de apoiantes, resulta numa forma bizarra que não passou
despercebida a um cartonista de um jornal local que a caricaturou através de um
“cartoon” poĺıtico, (ver Figura 1.1). Este acontecimento resultou na adopção do
termo “gerrymandering” (contracção do nome Gerry com a palavra “Salamander”)
para significar a manipulação do desenho de ćırculos eleitorais visando o benef́ıcio
de um dos concorrentes.

Para o bom funcionamento das democracias actuais, e perante esta possibili-
dade de “gerrymandering”, torna-se vital a adopção de técnicas, com fundamento
cient́ıfico, na resolução deste tipo de problemas. Os critérios a adoptar devem ser
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Figura 1.1: Cartoon original do ćırculo eleitoral com a forma de dragão (Boston
Gazette, 1812).

bem claros de modo a promover a confiança dos eleitores em todo o processo eleito-
ral. Os três critérios/restrições adoptados com maior regularidade são:

1. conexidade de cada ćırculo;

2. compacidade de cada ćırculo;

3. equiĺıbrio do poder de voto.

No primeiro caso, a conexidade de cada ćırculo, é habitualmente tratada como uma
restrição. O objectivo é excluir ćırculos formados por duas ou mais fracções territo-
riais separadas entre si, i.e., ćırculos com duas localizações distintas sem uma ligação
dentro do próprio ćırculo. Esta restrição nem sempre considera eventuais barreiras
geográficas. Por exemplo, duas unidades territoriais separadas por um rio podem ser
consideradas cont́ıguas mesmo que não exista uma ponte entre as respectivas mar-
gens. Uma das razões para a existência deste critério está associada precisamente
à possibilidade de “gerrymandering”. Seria muito suspeito agregar uma área a um
dado ćırculo sem uma ligação geográfica!

Também para dissipar as hipóteses de “gerrymandering” usa-se como critério a
compacidade que visa a definição de ćırculos com uma forma geográfica compacta
próxima de um ćırculo ou um quadrado. Nas últimas décadas vários autores criaram
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medidas para avaliar a compacidade de uma partição. Num artigo cient́ıfico de
1993 [46] encontra-se uma lista de mais de 30 medidas de compacidade.

O equiĺıbrio do poder de voto está associado ao prinćıpio de “um homem um
voto”, que visa dar o mesmo peso ou poder de voto a todos os eleitores. Para tal,
pretende-se que cada ćırculo eleitoral tenha um total de eleitores dentro de um dado
intervalo, que terá que ser o mesmo no caso de ćırculos uninominais.

Entre os problemas de partição de um território, este é o que tem recebido
uma maior atenção por parte da comunidade cient́ıfica. Data de 1961 o primeiro
trabalho de carácter cient́ıfico dedicado a este tema [89]. Nele é descrito um pro-
cesso heuŕıstico que permite construir uma zona em cada iteração. Mais tarde, em
1965, é proposto o primeiro modelo, em programação matemática, que o formula
como um problema de localização/alocação [43]. Posteriormente têm surgido na
literatura cient́ıfica enumeras publicações onde este problema é tratado do ponto
de vista da programação matemática e/ou da utilização de heuŕısticas dedicadas ao
problema, [10, 38, 44, 61].

1.1.2 Definição de zonas de vendedores

No decorrer das últimas décadas a competitividade entre grupos empresariais tem
assumido proporções consideráveis. Todo e qualquer contributo para o aumento da
eficácia dos seus processos pode marcar a diferença entre o sucesso e o fracasso. O
caso da divisão “cuidada” de um território em zonas onde deverá actuar uma equipa
de vendedores poderá dar um contributo válido para o aumento de eficácia da sua
acção e/ou para a utilização criteriosa de recursos.

Suponha-se que se conhece o ńıvel médio de instrução académica da população
de cada unidade territorial. Partindo desta informação é posśıvel obter-se o grau de
homogeneidade de cada zona relativamente ao ńıvel de instrução académica, o que,
por sua vez, permite construir uma medida de homogeneidade sobre toda a partição.
Tendo como critério uma medida deste tipo pode-se procurar uma partição composta
por zonas com um “bom” grau de homogeneidade, ou seja, a população de cada zona
deverá ter um ńıvel de instrução académica o mais próxima posśıvel. Desta forma
é posśıvel especializar a actuação de cada agente em função do ńıvel da zona onde
trabalha e tirar proveito dessa especialização.

A forma geométrica de cada zona pode condicionar a distância percorrida pelo
agente à qual está afecto. Desta forma, uma partição composta por zonas compactas
pode representar uma economia considerável nos custos associados a deslocações.

Entre as diferentes áreas de decisão com que se depara um responsável de um
departamento de vendas, desde a dimensão e organização da sua equipa até à fixação
de quotas e selecção/formação de pessoal, aquela que tem sido mais permeável à
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utilização de metodologias cient́ıficas é a definição de zonas de vendedores [91]. Este
facto deve-se essencialmente a três factores:

1. Entre os problemas de decisão, este é o que surge com mais frequência. Quando
um novo produto é introduzido no mercado ou quando ocorrem alterações nos
hábitos dos consumidores pode implicar a redefinição das zonas actuais. O
mesmo pode acontecer quando a dimensão da equipa e a sua organização
sofrem algumas alterações ou quando é necessário restabelecer o equiĺıbrio da
carga de trabalho em cada zona.

2. O processo de definição e redefinição de zonas é habitualmente muito cus-
toso quando se utilizam processos “manuais”. Consequentemente, qualquer
abordagem que torne esta tarefa mais expedita é apreciada.

3. Entre os problemas de decisão que se colocam a um responsável de um depar-
tamento de vendas, este é aquele para o qual é mais fácil recolher informação.

Neste tipo de problemas os critérios mais utilizados são constrúıdos tendo por
base os atributos seguintes:

1. carga de trabalho;

2. volume de vendas;

3. potencial de crescimento;

4. medidas de distância.

No entanto, alguns atributos associados à população poderão ser usados na cons-
trução de critérios que permitam seleccionar partições que, segundo esses critérios,
resultem numa mais valia para o desempenho de uma equipa de vendedores. En-
tre esses atributos destaca-se o ńıvel económico. Caso seja posśıvel obter-se uma
partição onde o poder de compra de cada zona seja homogéneo, i.e., o poder de
compra das famı́lias de cada zona é próximo, poderá especializar-se a actuação de
cada agente em função do poder de compra da zona onde trabalha. Desta forma,
para uma zona de elevado poder de compra, poderá ser afecto um agente com melhor
formação/vocação para trabalhar nesse estrato social.

Este problema é o que tem sido mais estudado, logo depois do problema da de-
finição de ćırculos eleitorais. Na literatura encontram-se diferentes abordagens a este
tipo de problemas. Na referência [82] é utilizada uma técnica baseada no problema
de partição de conjuntos (“set-partitioning”) e em [42, 81] utilizam-se problemas de
afectação. Num trabalho de Zoltners e Sinha [90] podemos encontrar uma revisão so-
bre a aplicação da programação inteira a este tipo de problemas. Em [28] utilizou-se
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uma abordagem heuŕıstica baseada na pesquisa local. Fleischmann e Paraschis [31]
relatam o caso de um fabricante alemão de bens de consumo com uma carteira de
vários milhares de clientes. A divisão do território que servia de base à afectação
de vendedores estava em vigor há 8 anos e já mostrava sinais de estar desadequada,
devido essencialmente à destribuição desigual da carga de trabalho pelas diferentes
zonas. Em [11] podemos encontrar um interessante trabalho no âmbito do mercado
das telecomunicações em território português.

1.1.3 Tarifação de transportes públicos

Nas grandes áreas metropolitanas actuais, o serviço de uma boa rede de transportes
públicos é imprescind́ıvel. A deslocação das populações nestas áreas densamente
povoadas assume um papel preponderante no desenvolvimento socio-económico de
toda uma região. Para que esta tarefa se realize de forma eficiente, a utilização de
transportes públicos é largamente vantajosa relativamente ao transporte privado.

Actualmente, os responsáveis pela gestão de redes de transportes públicos depa-
ram-se com a tarefa de convencer os potenciais utentes a aderirem a esta modalidade
de transporte. Entre os múltiplos factores que contribuem para a adesão do público
destaca-se a adequação do sistema de tarifação que define o custo de transporte de
um percurso entre duas localizações.

O sistema de tarifação tradicional é definido através de zonas concêntricas cujo
centro se situa na metrópole. O custo de uma viagem é definido pela zona mais exte-
rior onde pertence pelo menos um dos pontos de partida e chegada (ver Figura 1.2).
Esta estratégia de divisão é uma consequência da expansão das grandes metrópoles
ao longo do tempo. À medida que estas se expandiam para a periferia eram criadas
novas zonas com a forma de uma coroa circular. Também a maioria das deslocações
se efectuavam de e para o centro. Por estas razões, este tipo de divisão era a que
mais se adequava à realidade existente.

Na actualidade, algumas das razões que apoiavam a manutenção dos actuais
sistemas de tarifação deixaram de existir, como também novas realidades têm con-
tribúıdo para o afastamento dos utentes. Em muitas das grandes metrópoles, devido
ao custo da habitação, entre outros factores, o número de habitantes tem vindo a
decrescer. Além disso, tem-se observado uma tendência de deslocalização de serviços
do centro para a periferia como também a criação de novos pólos aglutinadores fora
das grandes cidades. Estes factos têm contribúıdo para uma alteração do padrão de
trajectos dos utentes tornando os actuais sistemas de tarifação pouco adequados às
suas necessidades.

Uma alternativa aos actuais sistemas de tarifação passa pela construção de um
sistema baseado na partição do território em zonas não concêntricas, sem inclusões,
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Figura 1.2: Exemplo: “Carte Orange”

por forma a tornar o sistema mais flex́ıvel para se poder dar uma resposta persona-
lizada a necessidades locais.

Num trabalho realizado por Mousseau et al. [64] podemos encontrar um estudo
que visa a construção de uma ferramenta para auxiliar a tomada de decisão num
processo de reforma do actual sistema de tarifação dos transportes públicos da região
metropolitana de Paris. Nesse estudo foi identificado um conjunto de atributos
sobre o território que permitiu construir critérios para avaliar a “qualidade” de cada
partição proposta. Uma parte desses atributos está associada à rede de transportes,
como, por exemplo, o número e localização de estações de Comboios/Metro, número
de autocarros, densidade de oferta, etc. Outros atributos são associados a estruturas
de mobilidade, como é o caso dos acessos à rede de comboios e interfaces entre redes.
Existem ainda os atributos que constituem centros de atracção onde se incluem a
localização e o número de centros comerciais, hospitais, etc. Um outro atributo
que poderá desempenhar um papel importante na selecção de diferentes soluções
está associado a pares de unidades básicas territoriais e que representa o número de
utentes que se deslocam entre essas unidades.
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1.2 Conclusão

A abordagem ao problema de partição territorial tendo por base métodos rigorosos
com uma base cient́ıfica, pode constituir uma mais valia, para o incremento da
eficácia dos processos subjacentes a cada problema de partição de um território.

Entre as diferentes aplicações, aquela que mais tem sido estudada é o problema
da definição de ćırculos eleitorais. Publica-se um número considerável de artigos ci-
ent́ıficos como também algumas teses de doutoramento sobre este tema. A principal
razão que justifica este facto está associada à necessidade de transmitir confiança
ao eleitorado sobre todo o processo eleitoral. Note-se que a credibilidade destes
processos é um dos pilares das democracias actuais.

A aplicação ao caso da afectação de zonas a vendedores é também um problema
frequentemente abordado na literatura cient́ıfica. Quando está em causa um número
considerável de vendedores e um território de grande dimensão, não se pode negli-
genciar a mais valia resultante. Estes dois tipos de problemas têm em comum o facto
de serem motivo de interesse de organizações de poder. No primeiro caso, qualquer
democracia pode beneficiar deste tipo de trabalho, enquanto no segundo beneficiam
as grandes multinacionais.





Caṕıtulo 2

Optimização multicritério:
diferentes abordagens

Dado que o problema abordado nesta tese não se limita ao caso mo-
nocritério, considerámos que seria adequado incluir um Caṕıtulo que
abordasse o tema da “Optimização multicritério”. Não é nossa pretensão
explanar sobre o tema de forma exaustiva, nem mesmo escrever um texto
que possa constituir um resumo que aborde cada área deste tema. O nosso
objectivo passa essencialmente por focar a atenção nas consequências
da passagem para o caso em que mais que um critério é considerado.
Também introduzimos as principais metodologias multicritério do ponto
de vista do analista: métodos escalares, métodos de Pareto e métodos não
escalares nem de Pareto. Para cada um dos métodos é feita uma breve
descrição e dão-se algumas referências de trabalhos que os utilizaram.
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2.1 Introdução

Actualmente, em processos de tomada de decisão de grande complexidade, envol-
vendo em geral mais que um decisor ou agente de decisão, recorre-se a metodologias
e técnicas com fundamento cient́ıfico, que auxiliam esta tarefa de forma a que as
suas consequências sejam as “melhores”, ou pelo menos melhores do que seriam
sem esse aux́ılio. Em geral, as consequências de uma decisão podem ser conheci-
das: quando se decide pela compra de um dado automóvel sabemos em que custos
incorremos ou quando se opta por uma dada localização para a construção de uma
infra-estrutura podemos saber de modo “aproximado” qual o seu impacto ambi-
ental. As consequências conhecidas que reflectem diferentes pontos de vista e que
permitem atestar a qualidade de uma decisão, conduzem àquilo a que se designa por
critérios ou objectivos, na teoria do apoio multicritério à decisão. Estes dois ter-
mos serão usados indiferentemente ao longo desta dissertação, apesar de não serem
equivalentes.

Quando é posśıvel avaliar as consequências de cada decisão através de um único
critério, o problema de decisão, propriamente dito, é trivial. Nestes casos, através de
uma técnica de optimização adequada é posśıvel identificar a “melhor” decisão/solu-
ção, ou pelo menos uma solução de qualidade satisfatória, não sendo necessária a
intervenção do decisor nesta etapa do processo. Nos casos em que estão envolvidos
mais que um critério, a decisão perde a trivialidade do caso anterior. Por exemplo,
no processo de escolha de um automóvel, a alternativa de menor custo não tem,
normalmente, um valor para a velocidade máxima entre os melhores, como também
a alternativa mais veloz não se encontra, normalmente, entre as de menor custo. O
ideal seria encontrar um automóvel que fosse o melhor em todos os aspectos!

Quando é considerado um conjunto de critérios que, por natureza, se confrontam
(custo/qualidade, conforto/velocidade, etc.), torna-se necessária a intervenção do
decisor para orientar a escolha de uma solução de “compromisso”. O esforço máximo
que um sistema de apoio à decisão pode dispender, sem levantar qualquer tipo de
discussão, consiste na eliminação das alternativas que são “claramente” suplantadas
por outras, designadas por dominadas, ou seja, aquelas para as quais existem outras
que não sendo piores em nenhum dos critérios, são melhores em pelo menos um deles.
As soluções não eliminadas são designadas por não dominadas, ou seja, aquelas que
não são suplantadas por nenhuma outra. Para estas soluções não é óbvio afirmar-se
que uma seja melhor que outra, pois, se segundo um critério uma prevalece sobre a
outra, os “papeis” invertem-se para um outro critério.

Uma das primeiras abordagens ao apoio multicritério à decisão centrou-se na
capacidade do analista modelar a realidade com que se confrontava. A importância
do decisor residia apenas na fase inicial de recolha da informação a fornecer ao
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analista, sendo posteriormente colocado em segundo plano. O trabalho do analista
passava, em grande medida, por traduzir cada critério para uma mesma unidade
que seria optimizada. Cada critério era então convertido numa mesma unidade,
coerente com a realidade em estudo. Esta unidade traduz-se habitualmente numa
unidade monetária, permitindo a utilização de modelos monocritério através da
agregação dos critérios originais ou, melhor, através do amalgamar da diversidade
dos critérios anteriores num único, com uma unidade de medida única também.
Esta abordagem está associada à maior parte dos métodos provenientes da Teoria
da Utilidade Multicritério. Em [49] podemos encontrar uma boa introdução ao tema.

Com a crescente complexidade dos problemas de decisão e dado que o processo
de tomada de decisão se baseia em convicções humanas que vão para além da racio-
nalidade das leis das ciências exactas, os modelos monocritério nem sempre davam
uma resposta que fosse ao encontro das preferências do decisor. Para além disso,
também não é bem aceite pela sociedade a conversão numa unidade monetária de
um eventual impacto negativo que uma decisão possa causar no meio ambiente ou
na qualidade de vida de uma população. Estes factos estiveram na base do desen-
volvimento de uma outra abordagem de apoio multicritério à decisão que passa pela
manutenção dos critérios de forma expĺıcita, tornando os modelos mais realistas.
Dada a incomparabilidade das soluções não dominadas, visto que a relação de do-
minância não é uma relação de ordem total, torna-se necessária a intervenção do
decisor no processo de pesquisa para que possa indicar as suas preferências. Desta
forma dá-se uma maior relevância ao decisor face aos meios técnicos, fomentando
o carácter humano no apoio à decisão. Geralmente, os resultados finais vão mais
ao encontro das expectativas do decisor. Em [76] podemos encontrar uma boa in-
trodução ao tema.

2.2 Resolução de problemas multiobjectivo

Um problema de optimização multiobjectivo pode ser formulado como se segue:

max{f1(x) = z1}
max{f2(x) = z2}

...
max{fl(x) = zl}
s.a: x ∈ X

ou
“max” Z = {G(x) = z ∈ Rl | x ∈ X}

onde,
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- l é o número de objectivos;

- x é o vector das variáveis de decisão de dimensão M ;

- fi é uma função real definida em R
M representando o iesimo objectivo;

- zi é o valor do iesimo objectivo;

- X é a região admisśıvel no espaço decisional ;

- “max” significa que todas as funções objectivo são a maximizar;

- G é uma função vectorial cujas funções coordenadas são as funções fi, i = 1, 2, . . . , l;

- z é o vector com as componentes zi, i = 1, 2, . . . , l;

- Z é a região admisśıvel no espaço dos objectivos.

O termo “prevalecer” usado anteriormente traduz a definição de dominância
apresentada a seguir.

Definição 2.1. Sejam z, z′ ∈ Z dois vectores no espaço dos objectivos. Diz-se que
z domina z′ se z ≥ z′ e z 6= z′, i.e., zi ≥ z′i para todo i e existe pelo menos um i tal
que zi > z′i.

Definição 2.2. Um vector z ∈ Z diz-se não-dominado se não existe um outro vector
z ∈ Z tal que z domina z . Caso contrário, z é um vector de objectivos dominado.

Definição 2.3. O conjunto, Znd ⊆ Z, formado por todos os vectores não dominados
no espaço dos objectivos é designado por conjunto não dominado ou fronteira de
Pareto.

Definição 2.4. Uma solução x ∈ X diz-se eficiente ou óptima de Pareto se o
correspondente vector dos objectivos, z = G(x), é não-dominado.

O conjunto de todas as soluções eficientes é designado por conjunto eficiente ou
conjunto óptimo de Pareto sendo representado por Xef . Este pode ser dividido em
duas classes: soluções suportadas e não-suportadas.

Definição 2.5. Uma solução eficiente x ∈ Xef diz-se suportada se o correspondente
vector z = G(x)Z se encontra sobre a fronteira do invólucro convexo de Z, conv(Z).
As soluções que estão no seu interior dizem-se não-suportadas.
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Muitos dos problemas de optimização têm um grau de complexidade de tal or-
dem que torna inviável qualquer abordagem que vise a pesquisa da(s) solução(ões)
óptima(s), caso dos problemas da classe de complexidade NP -dif́ıcil. No caso de um
problema multiobjectivo, se com um dos objectivos só por si, o problema for NP -
dif́ıcil, então com todos os objectivos o problema não é também resolúvel em tempo
polinomial. Este facto verifica-se mesmo quando os restantes objectivos tornam
o problema Polinomial, excepto nalgumas situações particulares [29]. Estes casos
condicionam a utilização de métodos exactos, encorajando a utilização de métodos
aproximados, heuŕısticas ou meta-heuŕısticas, que aproximem a fronteira de Pareto.

A utilização de uma meta-heuŕıstica para aproximar a fronteira de Pareto resulta
em soluções que não são necessariamente não dominadas. Este facto traz consigo
um novo conceito: solução potencialmente não dominada. Seja Ẑnd ⊆ Z uma apro-
ximação da fronteira de Pareto.

Definição 2.6. Seja Ẑ ⊆ Z um subconjunto do espaço dos objectivos. Um vector ẑ
diz-se uma solução potencialmente não dominada relativamente a Ẑ se não existir
outra solução z ∈ Ẑ tal que z ≥ ẑ e z 6= ẑ. Caso contrário, diz-se que ẑ é um vector
dominado.

De forma análoga se estabelecem estes conceitos para o espaço decisional. A
omissão do conjunto Ẑ significa que o próprio contexto o determina. Normalmente
Ẑ representa o conjunto das soluções “visitadas” por um dado algoritmo. O conjunto
Ẑnd ⊆ Z representa as soluções potencialmente não dominadas relativamente a Ẑ.

2.2.1 Classificação dos métodos de resolução

A presença de vários objectivos que geralmente concorrem entre si, implica a ausência
de uma ordem total no espaço dos objectivos. Este facto exige a utilização de es-
tratégias capazes de lidar com estas particularidades. Tais estratégias podem ser
classificadas em duas categorias, consoante o ponto de vista dos intervenientes do
processo de tomada de decisão: o decisor e o analista.

Ponto de vista do decisor. A solução formal de um problema multiobjectivo é
constitúıda por um conjunto de soluções, as soluções eficientes. No entanto, em pro-
blemas reais, a resposta final a fornecer a um decisor é em geral uma única solução,
pois este apenas pode tomar uma única decisão. Isto implica que o decisor tem que
fazer escolhas, indicar as suas preferências. A agregação das suas preferências pode
ser feita antes ou depois da fase de cálculo ou ainda de forma alternada [88]. Assim
temos:
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1. Métodos em que é feita uma agregação a priori das preferências do decisor
antes de qualquer fase de cálculo, apesar dos vários critérios serem modelados
explicitamente. Desta forma, o problema multicritério é transformado num
problema monocritério. A maior dificuldade destes métodos prende-se com a
construção de um operador do tipo função de utilidade que agregue fielmente
as preferências do decisor.

2. Métodos em que o decisor apenas incorpora as suas preferências a posteriori,
designados também métodos geradores de soluções eficientes. Neste caso, todas
as soluções eficientes são previamente determinadas, sem qualquer articulação
com as preferências do decisor. Esta estratégia exige um grande esforço com-
putacional como também dificulta a tarefa do decisor em comparar e avaliar
um elevado número de soluções.

3. Métodos de articulação progressiva das preferências do decisor designados
também por métodos interactivos. Estes métodos consistem na alternância
de fases de cálculo e de diálogo permitindo que o decisor incorpore progres-
sivamente as suas preferências durante o processo interactivo do tipo questão-
resposta. Neste caso não se exige a construção a priori de uma função utili-
dade nem se confronta o decisor com um número elevado de soluções. Esta
estratégia fomenta uma auto-aprendizagem quer do decisor quer do analista
permitindo encontrar uma solução de compromisso que melhor corresponda às
expectativas do decisor.

Apesar destas três abordagens se demarcarem umas das outras de forma bem
clara, nem sempre o modus operandi de quem trabalha na área encaixa de forma
ineqúıvoca num dos métodos. Com frequência, os analistas são levados a usarem
métodos h́ıbridos onde, por exemplo, há uma informação preferencial introduzida
a priori, mas não suficiente para a escolha da “melhor” solução, seguindo-se um
processo de geração de soluções num espaço mais reduzido.

Ponto de vista do analista. Segundo o ponto de vista do analista, a “resolução”
de um problema multicritério pode ser classificada em três categorias, dependendo
dos métodos utilizados na fase de cálculo, quando se pretende gerar um conjunto de
soluções a apresentar ao decisor:

1. Métodos escalares; estratégias que se baseiam na transformação do problema
num com apenas um objectivo.

2. Métodos de Pareto; estratégias que se baseiam no conceito de solução eficiente.
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3. Métodos não escalares nem de Pareto; estratégias que não transformam os
diferentes objectivos num único, como também não utilizam directamente o
conceito de solução eficiente. Neste caso os diferentes objectivos são tratados
separadamente.

2.2.2 Métodos escalares

Os métodos escalares constituem uma das primeiras tentativas de lidar com objec-
tivos múltiplos, sendo dos mais utilizados em métodos interactivos. Dado que eram
conhecidas técnicas para resolver problemas com um único objectivo, as primeiras
abordagens começavam por transformar o problema multiobjectivo num outro com
apenas um objectivo.

Métodos de agregação. Estes métodos foram dos primeiros a serem utilizados
para gerar soluções eficientes. Através de uma função linear,

U(x) =
l

∑

i=1

λifi(x)

o problema original é transformado num problema com uma única função a opti-
mizar. Apesar da função U poder ter qualquer natureza, as mais utilizadas são as
lineares. Cada “peso” λi, que representa um coeficiente de ponderação atribúıdo ao
objectivo fi, está entre 0 e 1 e verifica

∑l

i=1 λi = 1. Para cada solução suportada
existe um conjunto de “pesos” que a geram, no entanto, as não-suportadas não são
geradas através deste método [22].

Métodos baseados na definição de um vector de metas. Neste tipo de
métodos o decisor define previamente um valor para cada critério que o satisfaça.
A solução pesquisada é aquela que minimiza a “diferença” entre o correspondente
ponto em Z da solução corrente e o vector constitúıdo pelos valores definidos previ-
amente. Este valores são designados por metas. Ao contrário dos métodos descritos
anteriormente, é posśıvel determinar-se soluções não-suportadas [14].

Numa das variantes destes métodos, para além do vector de metas, também é de-
finida uma direcção segundo a qual se realiza a pesquisa da solução mais “próxima”.
Noutros casos usa-se uma função objectivo definida por uma norma que representa
a distância em relação ao vector de metas.

Estes métodos foram usados para a determinação óptima dos contra-pesos de
um braço de robot [17] e em optimização estruturada [40, 77].
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Método “ǫ−constraint”. Neste método é optimizada uma única função objec-
tivo fk, enquanto as restantes são sujeitas a restrições do tipo fj(x) ≤ ǫj , j = 1, . . . , l,
j 6= k(ver [84], Secção 8.5). O conjunto óptimo de Pareto Xef , soluções suportadas e
não suportadas, é obtido quando se faz variar os valores ǫj . Um inconveniente deste
método reside no esforço computacional dispendido devido ao aumento de restrições
e à dimensão do conjunto de valores atribúıdos aos ǫj ’s.

Este método foi usado para a concepção de embarcações [53] e de sistemas tole-
rantes a falhas [80].

2.2.3 Métodos de Pareto

Esta abordagem foi desenvolvida no contexto dos algoritmos evolutivos quando apli-
cados a problemas de optimização multiobjectivo. O conceito de solução dominada
é utilizado directamente no âmbito da atribuição do valor de desempenho a cada
indiv́ıduo/solução da população.

Uma técnica que representa bem esta classe é designada por NSGA (Non-domina-
ted Sorting Genetic Algorithm) é deve-se a Srinivas e Deb [23, 83]. Em cada iteração
a população de soluções é dividida em camadas, sendo a primeira delas composta
pelas soluções potencialmente não dominadas, a segunda contém as soluções po-
tencialmente não dominadas que resultam da supressão das soluções da primeira
camada, e assim sucessivamente. Este método incorpora um mecanismo que pro-
move a diversidade, penalizando as soluções que se encontram concentradas quando
é atribúıdo o valor de desempenho. De um modo geral, o conjunto de soluções não
dominadas é aproximado de forma uniforme sem fomentar a pesquisa em torno das
soluções extremas.

A estratégia NSGA tem sido aplicada a problemas de determinação de trajectos
robustos [8], dinâmica de flúıdos computacionais [57] e determinação de órbitas
óptimas de satélites [59].

2.2.4 Métodos não escalares nem de Pareto

Estes métodos são desenvolvidos tendo por base populações de soluções. A ori-
entação na procura de soluções não utiliza directamente a agregação dos objectivos
por uma função escalar nem o conceito de solução eficiente. Esta baseia-se conside-
rando cada objectivo isoladamente.

Selecção paralela Nesta categoria incluem-se métodos não exactos, desenvolvi-
dos no contexto dos algoritmos evolutivos, sem utilizarem a noção de solução óptima
de Pareto. O método mais representativo desta classe deve-se a Schaffer [78, 79], e
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designa-se por VEGA . A principal caracteŕıstica deste algoritmo reside no meca-
nismo de selecção onde cada indiv́ıduo é escolhido tendo em consideração um único
objectivo. Em cada iteração são geradas sub-populações em número igual ao dos
objectivos, tendo cada uma a mesma dimensão, sem constitúırem necessariamente
uma partição da população. As sub-populações são fundidas numa única, onde são
aplicados os operadores genéticos. Dado que este algoritmo não dispõe de mecanis-
mos de diversidade, existe uma tendência para concentrar a pesquisa em zonas do
espaço dos objectivos o que pode resultar em soluções extremas, sem compromissos
entre os objectivos.

Este método foi usado em problemas de concepção de circuitos combinatórios [16],
problemas de controlo de águas polúıdas [70] e problemas de optimização aero-
dinâmica [72].

Ordem lexicográfica Este método tem por base uma ordenação decrescente dos
objectivos segundo o grau de “importância” [34]. Para se determinar a solução
óptima calcula-se inicialmente o valor óptimo do objectivo mais “importante”, depois
entre as soluções óptimas para o primeiro objectivo determina-se o valor óptimo para
o segundo objectivo, e assim sucessivamente.

Exemplos de aplicação deste método são a compressão de trajectos simbólicos [34],
pesquisa de trajectos óptimos para um autómato [35] e escalonamento de pes-
soal [63].

2.3 Conclusão

Neste Caṕıtulo fizemos uma breve introdução à optimização multicritério. Não foi
nossa intenção fazer uma descrição aprofundada das diferentes metodologias desta
área. No entanto, pensamos que qualquer leitor sem experiência na área poderá
ficar em condições de responder as seguintes questões: do que se trata? para que
serve? que técnicas utiliza?

Do que foi aflorado neste Caṕıtulo podemos percepcionar a mais valia que pode
constituir a utilização de técnicas de apoio multicritério à decisão no aux́ılio à tomada
de decisão. Apesar do desenvolvimento que se tem assistido nas últimas décadas,
quer no apuramento de técnicas de optimização, quer nos fundamentos teóricos
desta área, ainda há algum caminho a percorrer na aproximação entre comunidade
académica e a sociedade civil, especialmente no meio empresarial fora das grandes
multinacionais. Por parte da comunidade académica ainda existe um espaço por
preencher, junto das pequenas e médias empresas, na divulgação da mais valia que
pode representar a aplicação destas metodologias.





Caṕıtulo 3

Algoritmos evolutivos e pesquisa
local

Esta tese é suportada em parte pela concepção e implementação de
um algoritmo evolutivo que incorpora pesquisa local. Este facto justifica
a inclusão de um caṕıtulo que aborde esta temática para que contextualize
algumas das opções tomadas no decorrer desta tese.

Este Caṕıtulo começa por introduzir o tema das meta-heuŕısticas.
Justifica-se a existência de técnicas heuŕısticas, introduz-se o conceito
de meta-heuŕıstica, e faz-se a sua classificação e avaliação. É apresen-
tada a meta-heuŕıstica “Algoritmos Evolutivos”: aborda-se a sua fonte
inspiradora; definem-se os seus traços gerais; estabelece-se um parale-
lismo entre sistemas naturais e sistemas artificiais; e apresenta-se um
algoritmo evolutivo genérico. São abordados os benef́ıcios da união entre
algoritmos evolutivos e pesquisa local, e a sua adequação para lidar com
problemas de optimização multicritério.

29
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3.1 Meta-heuŕısticas

Uma heuŕıstica é uma técnica que procura “boas” soluções com um custo compu-
tacional razoável, sem ser capaz de garantir a optimalidade ou admissibilidade, ou
mesmo em alguns casos, avaliar o quão próximo está uma solução admisśıvel da
solução óptima [67]. Certamente que uma das razões subjacente ao sucesso das
técnicas heuŕısticas não é alheia ao significado do ditado popular: “o óptimo é ini-
migo do bom”. De facto, em muitas situações práticas surgem problemas para os
quais, apesar de serem conhecidas técnicas de resolução exacta, estas têm custos
computacionais não suportáveis devido ao facto de estes aumentarem de forma ex-
ponencial em função da sua dimensão. Nestes casos, se se abandonar a procura do
óptimo global e se optar por técnicas de resolução aproximada, podem encontrar-
se “boas” soluções rapidamente, reforçando, desta forma, o sentido da expressão
supra-citada.

Existem algumas boas razões que justificam a utilização de técnicas heuŕısticas,
para além da citada no parágrafo anterior. Podem destacar-se as seguintes:

• Incerteza nos dados de um problema. Em muitos problemas reais não existe
um conhecimento perfeito dos seus dados. Nestas situações não seria de bom
senso dispender um grande esforço na procura de um óptimo global se este
poderá estar “contaminado” com o conhecimento imperfeito dos dados.

• Inexactidão dos modelos. Geralmente, num problema de optimização é resol-
vido um modelo que representa de forma “aproximada” uma dada realidade.
Logo, não existe a garantia de simultaneidade entre a solução óptima para o
modelo e o problema real por ele representado. Este argumento dá legitimi-
dade à questão seguinte: será prefeŕıvel uma solução exacta de um modelo
“aproximado” ou uma solução aproximada de um modelo que incorpore as-
pectos não manejáveis por uma técnica exacta.

• Tempo real. Mesmo quando são conhecidos métodos exactos eficientes, estes
poderão não ser suficientemente rápidos para se obter uma resposta em tempo
real. Nestes casos é usual sacrificar-se a optimalidade de uma solução em
função da rapidez de resposta.

Geralmente, uma heuŕıstica é concebida para um problema em particular. Desta
forma, ela deverá incorporar as especificidades do problema a ser resolvido para que
sejam encontradas soluções satisfatórias num espaço de tempo razoável.

O exerćıcio de encontrar boas heuŕısticas para um dado problema pode reve-
lar-se de extrema dificuldade. No entanto, existem alguns conjuntos de regras que
visam simplificar esta tarefa. Podemos considerar cada conjunto de regras como
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uma “heuŕıstica para encontrar heuŕısticas”. Essas regras e conceitos são sistemati-
zadas em métodos a que se chamam meta-heuŕısticas. Uma boa definição pode ser
encontrada em [1]:

“Uma meta-heuŕıstica é um conjunto de conceitos que pode ser utili-
zado para construir técnicas heuŕısticas aplicáveis a uma vasta gama de
problemas diferentes. Por outras palavras, uma meta-heuŕıstica pode ser
vista como uma estrutura algoŕıtmica geral para ser aplicada a diferentes
problemas de optimização com, relativamente, poucas modificações para
adaptá-la a um problema espećıfico.”

As meta-heuŕısticas mais conhecidas são:

1. GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedures).

2. Arrefecimento simulado.

3. Pesquisa Tabu.

4. Algoritmos Genéticos.

5. Redes Neuronais.

Devido ao seu carácter geral, o resultado da aplicação de uma meta-heuŕıstica
é, normalmente, de inferior qualidade que o resultado produzido pelos métodos
heuŕısticos especializados. De facto, a importância das meta-heuŕısticas deve-se a
outras caracteŕısticas. Por descreverem métodos adaptáveis, as meta-heuŕısticas
fornecem ideias que podem ser aplicadas a problemas de optimização para os quais
não são conhecidas outras abordagens eficientes.

3.1.1 Classificação de heuŕısticas

As diferentes técnicas heuŕısticas podem classificar-se em duas classes, heuŕısticas
de construção e heuŕısticas de melhoramento:

1. Na primeira classe é gerada uma solução sem se utilizar, a priori, qualquer
conhecimento de uma solução inicial.

2. Por outro lado, as técnicas da segunda classe “trabalham” no espaço das
soluções completas. Uma heuŕıstica de melhoramento começa com uma solução
inicial e vai tentando encontrar uma solução melhor que a actual, entre aquelas
que lhe estão “próximas”. Estas heuŕısticas visam, essencialmente, prevenir
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a apresentação de soluções que possam ser facilmente melhoradas por inter-
venção humana. Assim sendo, muitas delas simulam a estratégia que um
humano utilizaria para testar a qualidade de uma solução.

Entre as heuŕısticas construtivas destacam-se as seguintes:

• Soluções aleatórias. Esta é a heuŕıstica de construção mais simples: consiste
na escolha aleatória de uma solução. Para o problema do caixeiro viajante
(TSP, Travelling Salesperson Problem), por exemplo, tal corresponde a esco-
lher aleatoriamente a cidade seguinte a visitar, entre as não visitadas.

• Algoritmos gulosos (Greedy algorithms). Nestes métodos assume-se que toda a
solução é composta por unidades elementares e que o agrupamento admisśıvel
dessas unidades formam uma solução completa. É também assumida a possi-
bilidade de se avaliar o contributo de cada uma dessas componentes na função
objectivo do problema, permitindo construir uma função objectivo parcial, ha-
bitualmente designada por função heuŕıstica. Desta forma, um método guloso
começa com uma solução parcial vazia e, iterativamente, vão sendo incorpo-
radas unidades elementares até se completar uma solução. Entre as unidades
elementares pasśıveis de serem eleitas, escolhe-se aquela que melhor optimiza a
função heuŕıstica. Um exemplo de uma heuŕıstica desta natureza aplicada ao
TSP consiste em visitar a cidade que está mais próxima, entre as não visitadas.

• Heuŕısticas de simplificação. Estas heuŕısticas consistem em utilizar casos
particulares de um problema para os quais se conhecem métodos exactos efi-
cientes. A partir destes casos particulares tenta-se aproximar as soluções do
caso geral.

• Heuŕısticas de divisão e combinação (Break-combine). Para muitos problemas
é posśıvel resolver pequenas instâncias ou, então, identificar algumas partes
independentes de outras componentes. A metodologia desta heuŕıstica consiste
na divisão de um problema em pequenas partes e sua resolução de forma
independente. Posteriormente todas as soluções são agrupadas formando uma
solução do problema.

As heuŕısticas de melhoramento consideradas mais importantes são:

• Pesquisa Local (Local search). A melhoria de uma solução passa por a sujeitar
a pequenas alterações e averiguar o seu resultado na função objectivo. A
definição de “pequenas alterações” trás consigo o conceito de estrutura de
vizinhança. Este conceito defini-se como sendo uma aplicação N : X → P(X),
tal que, para cada x ∈ X, N(x) ⊆ X é um subconjunto de soluções que estão,
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num certo sentido, próximas de x. O conjunto N(x) é designado por vizinhança
de x. Por convenção, assume-se que x ∈ N(x) para todo x ∈ X.

Um algoritmo de pesquisa local começa com uma solução inicial e procura
na sua vizinhança uma melhor. Caso esta exista, ela substituirá a solução
corrente, continuando o processo de pesquisa. Caso contrário, é apresentada
o solução corrente, sendo esta considerada um óptimo local.

• Pesquisa local iterada (Iterated local search). Frequentemente, a solução de
uma heuŕıstica de melhoramento aplicada a uma solução inicial, resulta num
óptimo local de má qualidade. Uma estratégia para atenuar esta possibilidade
passa por correr um dado número de vezes o algoritmo de pesquisa local com
diferentes soluções iniciais, resultando, muitas vezes, em diferentes óptimos
locais. A solução final é o melhor dos óptimos locais.

3.1.2 Avaliação de heuŕısticas

Quando se avalia uma heuŕıstica pretende-se essencialmente medir o seu desempenho
que é o resultado da qualidade das soluções (proximidade e diversidade) e do tempo
consumido para as obter. Outros parâmetros poderão ter algum interesse como a
facilidade de compreensão do modo de funcionamento, a facilidade de implementação
e a flexibilidade.

Para se avaliar a qualidade das soluções podem utilizar-se as seguintes aborda-
gens: métodos anaĺıticos; análises emṕıricas; análises probabiĺısticas.

1. Métodos anaĺıticos. Os métodos mais comuns neste tipo de abordagem são:
estudo do pior dos casos, caso médio e a determinação de valores limite (ou
simplesmente limites) para a solução óptima.

• Estudo do pior dos casos. Com o estudo do pior dos casos pretende-se
saber o quão ineficiente pode ser um heuŕıstica. Com este tipo de estudo
tem-se, por um lado, a garantia dos resultados para qualquer instância e
podem permitir a descoberta de alguns dos seus pontos fracos. Por outro
lado, não se podem tirar conclusões para cada instância particular nem
para a média. Apenas heuŕısticas muito simples são pasśıveis deste tipo
de estudo.

• Estudo do caso médio. Para a generalidade dos problemas não existem
instâncias onde se verifique o pior dos casos, ou existindo é demasiado
“patológico”. Logo será mais correcto estudar-se o comportamento das
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heuŕısticas em exemplos t́ıpicos. Neste caso, são criados modelos pro-
babiĺısticos que reflictam o panorama dos “problemas reais” nos quais é
estudado o seu comportamento.

• Determinação de limites. Em alguns problema ou classes de instâncias
de um dado problema é posśıvel determinar limites para a qualidade
da solução óptima. Por outras palavras, pode afirmar-se que não existe
uma solução melhor que um dado valor. Desta forma, se uma solução
heuŕıstica estiver próxima desse valor, então mais próxima estará da
solução óptima.

2. Análises emṕıricas. Um dos tipos de análise mais comum consiste em comparar
o desempenho de uma heuŕıstica com outras bem conhecidas em instâncias-
teste. É esperado que estas instâncias reflictam o comportamento das heuŕıs-
ticas no universo desejado.

3. Análises probabiĺısticas. Este tipo de análises exige a especificação de uma
distribuição de probabilidade para o conjunto de instâncias do problema. Os
dados do problema são encarados como realizações de variáveis aleatórias,
logo os tempos de execução e os valores das soluções heuŕısticas são também
variáveis aleatórias e o seu comportamento pode ser estudado a priori. Esta
análise é recomendada para heuŕısticas destinadas a serem aplicadas a muitas
instâncias de grandes dimensões e com caracteŕısticas idênticas. Este tipo de
estudo nada garante para cada instância em particular e só é válido quando
aplicado a instâncias de grande dimensão.

A qualidade das soluções não é suficiente para se avaliar o desempenho de uma
heuŕıstica. Também é importante medir o tempo computacional necessário para de-
terminar uma solução. Recorde-se que uma das razões que justifica a utilização de
uma heuŕıstica prende-se com o facto da utilização dos métodos exactos ser dema-
siado onerosa a ńıvel de tempo computacional. Além do mais, as heuŕısticas com
tempos de execução pequenos têm a vantagem de poderem ser executadas mais que
uma vez, permitindo escolher o melhor dos resultados. Em sistemas de tempo real
é fulcral obterem-se respostas rapidamente. Uma boa resposta fora de tempo pode
não ter valor. Em aplicações reais é usual dispor-se do tempo dispońıvel/aceitável
para se obter uma solução de melhor qualidade. Se um “cliente” considerar aceitável
aguardar t segundos, é normal fazer-se uso desse tempo para se procurar a melhor
solução posśıvel.

Para além desta abordagem experimental, também é útil fazer-se o estudo anaĺı-
tico do tempo consumido em função dos parâmetros (iterações, dimensão de po-
pulações, etc.) e dimensão dos dados. Desta forma é posśıvel prever a quantidade
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de tempo necessária para se obterem resultados em função, por exemplo, da di-
mensão dos dados.

3.2 Algoritmos evolutivos

A evolução natural das espécies é um processo cont́ınuo de adaptação no qual os
indiv́ıduos, ao longo de gerações, se adaptam ao meio em que se inserem. Este
processo de evolução das espécies pode ser simulado em modelos computacionais
que aplicados a problemas de optimização permitem obter “boas” soluções, apesar
de não garantirem a(s) solução(ões) óptima(s) (ou eficientes). Tais modelos são
especialmente relevantes em problemas para os quais não existem métodos capazes
de obter a(s) solução(ões) óptima(s)(ou eficientes), ou quando existem, não são
computacionalmente eficientes.

Estes modelos têm sido aplicados a uma grande variedade de problemas, nomea-
damente na área da optimização não linear onde as abordagens clássicas, tais como,
método do gradiente, ascendentes determińısticos e pesquisa aleatória, se mostra-
ram ineficientes [5]. É dif́ıcil aplicar com sucesso as abordagens clássicas na pesquisa
do óptimo global, quando este está “rodeado” de óptimos locais [5]. Contudo, este
problema poderá ser ultrapassado se aplicarmos um método inteligente que utilize
o conhecimento que vai adquirindo ao longo da pesquisa e que incorpore alguma
aleatoriedade, para permitir o acesso a novas soluções do problema. Um exemplo
destes métodos consiste na simulação da evolução natural [5, 6].

As diferenças fundamentais entre esta abordagem e as abordagens clássicas en-
contram-se nos seguintes pontos:

• codificação das soluções;

• número de soluções analisadas em cada passo da pesquisa;

• manipulação da informação dada pela função objectivo;

• utilização de regras probabiĺısticas.

Em 1991 criou-se a área da computação evolutiva onde se integram os diferentes
tipos de algoritmos evolutivos, que têm sido aplicados com sucesso nas mais diversas
áreas, tais como o planeamento, design, controlo e classificação [5]. Estes algoritmos
representam modelos computacionais que implementam mecanismos equivalentes
aos da selecção natural e aos processos genéticos. Podem ser classificados como
métodos adaptativos de pesquisa que se baseiam nos prinćıpios da teoria da evolução
das espécies e da genética e que incorporam a escolha aleatória como uma ferramenta
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na orientação da pesquisa. Os algoritmos evolutivos (AEs) mais relevantes surgiram
numa versão primitiva em meados dos anos 60. Estes são divididos em três classes:

• Algoritmos Genéticos (AGs).

• Programação Evolutiva (PE).

• Estratégias Evolutivas (EEs).

Todas as classes de algoritmos evolutivos partilham um conceito base, que con-
siste na evolução de estruturas de dados através da simulação, com operações com-
putacionais, dos processos de selecção natural e reprodução. As estruturas de dados
são soluções no espaço de pesquisa do problema de optimização que representam
indiv́ıduos. A estratégia passa por submeter uma população inicial a processos de
selecção e reprodução, que corresponde a simular a evolução dessa mesma população
ao longo de diferentes gerações. Em cada geração, os indiv́ıduos melhor adaptados
têm maior probabilidade de sobreviver, reproduzir-se e, consequentemente, trans-
mitir os seus genes às futuras gerações. Isto porque, tal como explica a teoria de
Darwin [21], os seres vivos que se observam na natureza são consequência da selecção
natural ao longo do tempo, a qual tem como base a adaptação dos indiv́ıduos ao
seu meio. Além disso, numa população de indiv́ıduos, a variedade influencia a taxa
de sobrevivência, nomeadamente em situações de escassez de recursos, em que se
verifica uma grande competição entre os indiv́ıduos da população e só os mais aptos
conseguirão sobreviver. Assim, a população tende a ser constitúıda por indiv́ıduos
cada vez melhor adaptados ao meio.

Nos AEs define-se o operador selecção, que determina os critérios a seguir na
selecção dos indiv́ıduos da população, e os operadores genéticos de recombinação (ou
crossover) e/ou mutação, que permitem criar novos indiv́ıduos. A cada indiv́ıduo
é atribúıdo um valor, designado por fitness, que mede a sua adaptação ao meio,
através da avaliação desse indiv́ıduo relativamente ao objectivo do problema.

3.2.1 Principais conceitos sobre a evolução de sistemas na-
turais

A natureza é a fonte de inspiração dos algoritmos evolutivos, pelo que, nesta Secção,
apresentam-se algumas noções relacionadas com a evolução dos sistemas naturais, e
faz-se o paralelismo entre sistemas naturais e artificiais.

O primeiro estudo dos modelos de evolução biológica deve-se a Charles Darwin [21]
que, em 1859, apresentou a teoria de evolução das espécies. Segundo Darwin, as
formas vivas que se observam na natureza não surgiram espontaneamente, mas des-
cendem umas das outras. Essas formas, ainda segundo Darwin, não são fixas,
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modificam-se ao longo de grandes peŕıodos de tempo. Os conceitos chave desta
teoria são: reprodução, luta pela sobrevivência, variação e selecção natural.

Em condições favoráveis as populações tendem a crescer exponencialmente. No
entanto, o meio não suporta números muito elevados de indiv́ıduos, pelo que es-
tes são obrigados a lutar pela sua sobrevivência e pela possibilidade de ter uma
descendência numerosa. Dada a variabilidade dos indiv́ıduos de uma população,
alguns têm caracteŕısticas que lhes proporcionam uma vantagem competitiva em
determinadas condições ambientais, o que lhes permitirá sobreviver e produzir mais
descendentes. Por outro lado, existirão indiv́ıduos com caracteŕısticas desvantajo-
sas que serão eliminados. Assim, o processo de selecção natural não é mais do
que um conjunto de forças ambientais que actuam na população, favorecendo os
indiv́ıduos bem adaptados ao meio e reduzindo a possibilidade dos indiv́ıduos pior
adaptados deixarem descendência. Refira-se que a selecção pode ser estabilizadora,
quando mantém as caracteŕısticas da população, ou evolutiva, quando conduz a uma
alteração das caracteŕısticas da população.

Darwin não explica a origem das variações que se verificam entre indiv́ıduos da
mesma espécie. Não obstante, a sua teoria é ainda hoje aceite como uma correcta
explicação macroscópica da evolução. As referidas variações foram, entretanto, es-
tudadas a ńıvel microscópico pela bioqúımica e pela genética, que produziram as
teorias explicativas que deram origem ao neodarwinismo. Esta teoria baseia-se no
conceito de gene como véıculo de transmissão de caracteŕısticas hereditárias, para
o qual contribúıram os trabalhos de Gregor Mendel [71]. Um gene é uma unidade
hereditária que actua na formação de uma determinada caracteŕıstica do indiv́ıduo,
tendo diferentes configurações designadas por alelos. Estes, por sua vez, podem
sofrer alterações devido a um acontecimento raro que se denomina de mutação.
Quimicamente, os genes são moléculas de ácido desoxirribonucleico, o denominado
ADN. Cada gene é constitúıdo por uma sequência de bases de ADN que especifica
a produção de uma certa protéına. O ADN é a principal substância genética da
célula, sendo responsável pela transmissão da informação codificada de célula para
célula e de organismo para organismo.

Um conjunto de genes agrupados, ligados e ordenados formam um cromossoma.
Neste, cada gene ocupa uma determinada posição, chamada locus. A constituição
genética de um organismo denomina-se de genótipo, que é formado por um conjunto
de cromossomas. As caracteŕısticas viśıveis de um organismo constituem o fenótipo,
que resulta da expressão no organismo da informação genética.

A reprodução dos indiv́ıduos, dependendo das espécies, pode efectuar-se por via
assexual ou sexual. Na primeira apenas é exigida a intervenção de um indiv́ıduo,
podendo dizer-se que produz “clones”, ou seja, a sua informação genética é transmi-
tida aos descendentes sem modificações, com excepção das mutações. Na reprodução
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sexual estão envolvidos dois indiv́ıduos, os progenitores, e a informação genética
dos descendentes resulta de uma combinação aleatória de informação genética de
cada um dos progenitores. Assim, com este tipo de reprodução, obtém-se uma
descendência diversificada, apesar de os descendentes terem similaridades com os
progenitores. Portanto, qualquer que seja o processo de reprodução, dada uma po-
pulação de indiv́ıduos é transmitida informação de geração para geração, sendo esta
que determina as caracteŕısticas dos descendentes. Esta informação é designada de
património hereditário do indiv́ıduo.

A adaptação ao meio, no caso de seres com reprodução assexual, é condici-
onada pelo facto de os indiv́ıduos serem idênticos com excepção das eventuais
mutações. Pelo contrário, a diversidade conseguida com a reprodução sexuada faci-
lita a adaptação ao meio e, portanto, a evolução [74].

A reprodução sexuada é t́ıpica dos seres diplóides, seres nos quais as células
contêm duas cópias homólogas1 de cada cromossoma. Esta reprodução assenta na
formação de determinadas células sexuais (gâmetas), cuja fusão conduz à formação
de novos indiv́ıduos. Os gâmetas são células haplóides2 que resultam do processo
de meiose aplicado a células diplóides. Este processo assegura a recuperação do
número diplóide de cromossomas após a fertilização.

A meiose cria as células gâmetas através de uma divisão reducional de células
diplóides. Este processo consiste em transmitir a cada gâmeta um cromossoma de
cada par de homólogos escolhido aleatoriamente. Desta forma, reduz-se a metade
o número de cromossomas, pelo que os gâmetas são células haplóides. Durante
a separação dos cromossomas homólogos podem ocorrer pontos de “quebra” nos
cromossomas, a que se segue a fusão dos segmentos quebrados, ocorrendo trocas
entre homólogos. Este acontecimento denomina-se de “crossover”, e corresponde a
uma troca de material genético entre os cromossomas homólogos [74].

A fusão de dois gâmetas, um “feminino” e um “masculino” escolhidos aleatoria-
mente, dá origem a um zigoto que contém toda a informação genética do novo ser, ou
seja, o genoma de um novo organismo. Todas as células “normais” deste organismo
são diplóides: contêm pares de cromossomas homólogos, metade de origem paterna
e metade de origem materna.

3.2.2 Adaptação ao meio

Definidas as operações genéticas envolvidas na reprodução sexual aborda-se de se-
guida o processo evolutivo ao ńıvel da adaptação dos indiv́ıduos ao meio.

1Têm os mesmos genes e a mesma sequência.
2Contêm metade dos cromossomas das restantes células.
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Para cada indiv́ıduo de uma qualquer população, o grau de adaptação ao meio
em que se insere determina, com alguma aleatoriedade, as possibilidades que tem de
se reproduzir e, como tal, de transmitir a sua informação genética à próxima geração.
O processo de evolução implica que os indiv́ıduos estejam cada vez melhor adaptados
ao meio mas, para tal, é fundamental manter diversidade na população e deixá-la
evoluir durante um significativo número de gerações. A diversidade pode ser vista
ao ńıvel do fenótipo e do genótipo. A reprodução sexual garante a diversidade pela
separação ao acaso dos homólogos e pelo crossover. Apesar das grandes diferenças
de genótipo, elas não serão tão relevantes em termos de fenótipo. As alterações no
genótipo que se traduzem em significativas diferenças de fenótipo são produzidas
pela mutação. As mutações podem alterar a mensagem contida no ADN, o número
ou arranjo dos genes nos cromossomas ou ainda o número de cromossomas, o que se
irá reflectir nas caracteŕısticas evidenciadas pelos organismos. As mutações podem,
por um lado, provocar alterações tão profundas nos indiv́ıduos que os torna inviáveis,
pelo que serão eliminados. Pode, por outro lado, acontecer que a mutação seja fixada
na população, constituindo um importante factor de variabilidade. A mutação pode
fixar-se por se traduzir numa caracteŕıstica que se revelou importante na adaptação
ao meio. Assim, sujeitando a população à selecção natural, tal como Darwin a
descreveu, os indiv́ıduos com esta caracteŕıstica foram favorecidos por serem bem
adaptados ao meio e os restantes eliminados, por serem mal adaptados.

Já foram referidos vários factores que influenciam a variabilidade da informação
genética nas populações, tais como a meiose, fusão dos gâmetas, selecção natural
e mutação. A estes factores podemos acrescentar o isolamento de populações, já
que uma evolução independente pode manter e aprofundar a variabilidade inter-
populacional.

3.2.3 Sistemas naturais versus artificiais

A aplicação de algoritmos evolutivos na resolução de um qualquer problema implica
que seja definida uma estrutura de dados adequada que irá representar de forma
codificada uma qualquer solução. Esta estrutura corresponde ao genoma dos siste-
mas evolutivos naturais, correspondendo uma solução a um indiv́ıduo. Supondo que
todas as caracteŕısticas de uma solução se codificam num vector, fazendo a analo-
gia com um sistema biológico este será o genoma do indiv́ıduo e cada um dos seus
elementos um cromossoma. Por sua vez, cada cromossoma pode ser uma estrutura
complexa. A cada uma das componentes desta estrutura complexa corresponde um
gene, sendo o seu valor um alelo e a sua posição o locus.

Nos AEs é fundamental que a estrutura de dados que representa uma solução,
codifique as suas caracteŕısticas de forma simples e eficiente. Tal como já se referiu,
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esta estrutura de dados identifica-se com o genótipo, sendo o correspondente fenótipo
a descodificação do genótipo que se apresenta ao utilizador e que é da responsabi-
lidade do programador. Existe uma grande variedade de formas para codificar e
descodificar soluções.

Nos sistemas naturais fala-se em evolução de uma população de indiv́ıduos, en-
quanto nos sistemas artificiais trata-se da evolução de um conjunto de soluções,
que corresponde a uma pesquisa no espaço de soluções do problema. Nos sistemas
artificiais, à semelhança dos naturais, devem verificar-se as seguintes caracteŕısticas:

• variabilidade de soluções;

• capacidade de perpetuar a variabilidade;

• promoção da reprodução das melhores soluções.

Estas caracteŕısticas permitem a exploração do espaço de soluções e a intensificação
da pesquisa na vizinhança das boas soluções.

Após a escolha da codificação a utilizar, é necessário um conjunto de soluções
iniciais para que o sistema evolutivo artificial simule a evolução.

Existem diversos processos para gerar uma população inicial, sendo o mais sim-
ples a geração aleatória. No entanto, se se pretender introduzir boas soluções de
ińıcio, pode optar-se por utilizar uma heuŕıstica “gulosa” desde que haja alguma
componente aleatória.

Cada solução será avaliada por uma função que depende do problema em causa,
e que, no caso de um problema de optimização, é(são) a(s) função(ões) objectivo.
Pode dizer-se que esta(s) função(ões) avalia(m) o desempenho (fitness) das soluções
e que corresponde a uma medida de adaptação dos indiv́ıduos ao meio. A medida
de fitness, é utilizada no processo de selecção das soluções que serão sujeitas à
reprodução, sendo geralmente o número de soluções descendentes tanto maior quanto
melhor for o valor de fitness da solução progenitora.

O processo de selecção simula o que nos sistemas naturais se designa por “so-
brevivência do melhor”, ou seja, serão seleccionados com maior probabilidade os
indiv́ıduos com melhor medida de adaptação. Através do processo de selecção cria-
-se o subconjunto de indiv́ıduos que irão ser utilizados para reprodução.

O processo de reprodução consiste em aplicar operadores genéticos, também
designados operadores de pesquisa. Estes operadores são criados à imagem dos
processos genéticos naturais, e permitem introduzir variação na população. Em
alguns tipos de algoritmos evolutivos a reprodução está associada a operadores de
meiose, crossover e mutação. Dependendo dos algoritmos, pode aplicar-se um ou
mais destes operadores, da forma que se exemplifica de seguida.
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Considere-se que a recombinação de indiv́ıduos consiste na aplicação dos opera-
dores de meiose e crossover e onde a ocorrência de crossover depende da ocorrência
de meiose. O operador meiose condiciona a ocorrência de crossover e pode deter-
minar o peso de cada cromossoma no crossover. O operador de crossover consiste
em gerar um novo cromossoma combinando partes dos cromossomas progenitores, o
que permite introduzir novas combinações de caracteŕısticas na população. Consi-
derando ainda um vector como representação de um indiv́ıduo, temos como posśıvel
implementação do operador crossover o denominado operador clássico que consiste
na escolha aleatória, de acordo com uma distribuição uniforme, de um valor inteiro
i ∈ {1, . . . , n−1} que representa o ı́ndice de cruzamento entre dois vectores, sendo n
a sua dimensão. Os segmentos dos dois vectores serão trocados entre a posição i+1
e n, gerando duas novas soluções. Este processo apenas combina informação que já
existe na população, com o objectivo de procurar indiv́ıduos melhor adaptados.

No operador genético de mutação será introduzida uma perturbação aleatória
na população. A sua forma de actuar consiste em efectuar alterações aleatórias nos
valores dos genes, alterando o genoma. Este operador permite inserir diversidade
na população, idealmente possibilitando o acesso a qualquer solução no espaço de
pesquisa. Considerando a representação anterior e supondo que temos um vector
binário, em que o conjunto dos alelos são {0, 1}, o operador mutação selecciona
aleatoriamente uma posição do vector e altera o valor de 0 para 1 ou vice-versa.

Após a aplicação do processo de selecção e dos operadores genéticos ficamos
com uma nova geração de indiv́ıduos que irá substituir a população actual, para
o que é necessário definir o processo de substituição. Uma possibilidade consiste
em substituir todos os elementos da actual população pela nova geração, mas exis-
tem estratégias mais eficazes. Nos sistemas evolutivos naturais é a adaptação dos
indiv́ıduos ao meio que determina a sua sobrevivência.

3.2.4 Algoritmo evolutivo genérico

Os AEs partilham um conjunto de componentes, que têm uma concretização di-
ferente em cada género. Contudo, podemos proceder à formalização de um AE
genérico para problemas de optimização com base nas seguintes componentes [4]:

• codificação dos indiv́ıduos;

• operador de selecção de progenitores;

• operadores genéticos;

• forma de avaliar os indiv́ıduos;
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• operador de substituição da população.

Das componentes apresentadas, a primeira a definir num AE é a codificação das
soluções ou indiv́ıduos, para a qual devemos procurar estruturas simples.

Um AE é um processo que actua sobre uma população de soluções ou indiv́ıduos,
fazendo-as evoluir ao longo de um determinado número de iterações ou gerações.
Este processo é descrito no Algoritmo 3.1. Assim, antes de iniciar a aplicação do
processo de evolução artificial realizam-se os passos seguintes:

• inicializar o contador de gerações (passo 1);

• gerar a população inicial (passo 2);

• avaliar a população inicial (passo 3);

• inicializar a variável com a solução do processo evolutivo (passo 4).

A população inicial pode ser gerada aleatoriamente ou obtida por aplicação de
um algoritmo de inicialização que permita criar boas soluções. Quando os AEs
são aplicados a problemas de optimização, a função de avaliação dos indiv́ıduos
da população é definida com base na(s) função(ões) objectivo(s) do problema em
estudo, e o seu valor é uma medida do desempenho dos indiv́ıduos.

O processo de evolução parte da população inicial e prossegue ao longo de um
determinado número de gerações, sendo este número dependente do critério de para-
gem do algoritmo. Este critério pode ser escolhido de entre um conjunto de critérios,
nomeadamente a diversidade dos elementos da população, a evolução do valor de
fitness ao longo das gerações, ou simplesmente a definição de um número máximo
de gerações ou de avaliações da função objectivo.

Enquanto não for satisfeito o critério de paragem, dada a população de indiv́ıduos
da geração corrente t, P (t), a transição para a próxima geração t + 1, consiste na
aplicação ordenada das seguintes operações:

• selecção de progenitores ou pais (passo 7);

• geração dos filhos por aplicação dos operadores genéticos aos pais (passos 8 e
9);

• avaliação dos filhos (passo 10);

• identificação do melhor descendente (passo 11);

• actualização da variável que regista a solução para o problema em estudo
obtida com o AE (passo 12);
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Algoritmo 3.1 Algoritmo evolutivo genérico.

Output: soluçãoAE
1: t← 0
2: P (t)← InicializarPopulação()
3: Avaliar(P (t))
4: soluçãoAE ← melhor solução de P (t)
5: enquanto termina() 6= verdadeiro fazer
6: t← t + 1
7: Pais(t)← Seleccionar(P (t))
8: Filhos(t)←Crossover(Pais(t))
9: Mutar(Filhos(t))

10: Avaliar(Filhos(t))
11: melhorFilho ← melhor solução de Filhos(t)
12: se melhorFilho melhor que soluçãoAE então
13: soluçãoAE ← melhorFilho
14: fim se
15: P (t + 1)← Substituição(P (t),Filhos(t))
16: fim enquanto

• substituição da população P (t) pela P (t + 1) (passo 15).

Nem todos os AEs aplicam os operadores crossover e mutação; alguns apenas
aplicam um deles. Por exemplo, a programação evolutiva apenas aplica a mutação.
Nestes casos, temos de proceder a pequenos ajustes nos passos (8) e (9). Além disso,
o operador substituição da população pode utilizar a população da geração corrente
e a população de filhos, ou apenas a população de filhos. Este operador actua com
base no valor de fitness dos indiv́ıduos.

As componentes que se apresentaram, nomeadamente os operadores genéticos, o
operador selecção de progenitores e o operador de substituição da população, podem
depender de parâmetros de controlo. Por exemplo, o operador mutação pode ter
como parâmetro a probabilidade de ocorrência, à qual temos de atribuir um valor
para que o AE funcione.

3.3 Cooperação entre algoritmos evolutivos e pes-

quisa local

Nos primórdios do desenvolvimento das meta-heuŕısticas era usual aplicar-se uma
meta-heuŕıstica no seu estado “puro”, respeitando, na totalidade, a sua definição.
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Com a experiência que se tem acumulado nos últimos anos tem-se observado que esta
atitude limita o desempenho dos algoritmo implementados, deixando de se cumprir
com o seu objectivo principal que é encontrar “boas” soluções. Concluiu-se então que
uma combinação hábil dos conceitos das diferentes meta-heuŕısticas pode resultar
em algoritmos com um comportamento mais eficiente e com uma maior flexibilidade
para lidar com os problemas reais de grande dimensão. As heuŕısticas resultantes
destas técnicas são habitualmente designadas por meta-heuŕısticas h́ıbridas.

Uma das uniões que tem revelado um maior potencial na procura de boas soluções
em problemas de optimização combinatória, trata-se da combinação entre algorit-
mos evolutivos e pesquisa local. Esta união é habitualmente designada por Al-
goritmos Meméticos [18, 41]. Este sucesso é comprovado pela vasta literatura ci-
ent́ıfica que tem sido publicada na última década: problemas de estabilidade em
redes eléctricas [3]; problema da coloração de um grafo [27, 36]; problema do cai-
xeiro viajante [62, 37]; problema da satisfação booleana [51, 56] e problemas de
optimização combinatória multiobjectivo [47].

A principal motivação desta união reside na capacidade simultânea de diversi-
ficar a população através dos operadores genéticos e de intensificar a pesquisa nas
proximidades de boas soluções através da pesquisa local. Por um lado os operadores
genéticos têm capacidade de explorar diferentes áreas do espaço de soluções sem,
no entanto, estarem vocacionados para intensificarem a pesquisa numa região bem
determinada, por outro lado, a pesquisa local tem capacidade de pesquisar de forma
exaustiva partes do espaço de soluções sem, no entanto, conseguirem diversificar as
soluções pesquisadas. Desta união ocorre uma supressão das dificuldades de cada
uma das estratégias.

3.4 Algoritmos evolutivos em problemas multiob-

jectivo

O conceito de optimalidade no caso multiobjectivo não se resume a uma única
solução mas sim a um conjunto de soluções, as chamadas soluções eficientes ou de
Pareto. A generalidade das diferentes técnicas de programação matemática para
lidar com o caso multiobjectivo é determinada uma única solução de uma única
vez o que implica a repetição do processo mais que uma vez. Ora, nos algoritmos
evolutivos a convergência para a solução óptima faz-se através de um conjunto de
soluções (conjunto designado por população). Quando se introduzem factores de di-
versificação de soluções, essa convergência realiza-se ao longo da fronteira de Pareto,
permitindo que de uma única vez se aproxime/determine as soluções pretendidas.

Esta adaptação própria dos algoritmos evolutivos a problemas de optimização
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multiobjectivo foi primeiramente observada por Rosenberg [73] em 1967. No en-
tanto, a primeira implementação de um algoritmo evolutivo multiobjectivo surgiu
em 1984 e deveu-se David Schaffer com o seu “Vector Evaluated Genetic Algorithm”
(VEGA) [78]. Nove anos mais tarde, em 1993, Carlos Fonseca e Peter Fleming [32]
propuseram o seu “Multiobjective Optimization Genetic Algorithm” (MOGA), um
dos mais populares até à actualidade. Em 1994, J. Horn concebeu um algoritmo de-
signado por “Niched Pareto Genetic Algorithm” (NPGA) [45]. Um ano mais tarde,
em 1994, N. Srinivas e K. Deb propuseram o seu algoritmo, Nondominated Sorting
Genetic Algorithm [83], que se baseia na ordenação de Pareto dispondo toda a po-
pulação em camadas segundo a relação de não-dominância. Também é introduzido
um mecanismo para promover a diversidade que é implementado através da parti-
lha do valor de desempenho entre indiv́ıduos “próximos”. Uma nova versão deste
algoritmo, NSGA-II, é apresentada em 2002 [24], exibindo ńıveis de desempenho me-
lhores que a versão anterior. São melhorados aspectos associados à ordenação das
soluções como também as gerações próximas são determinadas entre as soluções que
resultam da união dos descendentes e progenitores. Este algoritmo é actualmente a
referência nesta área.

Foi com base no NSGA que concebemos o algoritmo descrito no Caṕıtulo 7 que
se propõe encontrar “boas” soluções para o problema em estudo no caso bicritério.

Em 1999, é proposto por Eckart Zitzler um novo algoritmo, Strength Pareto
Evolutionary Algorithm (SPEA) [52]. Ainda neste ano, Joshua D. Knowles apre-
senta o algoritmo “Pareto Archive Evolution Strategy” (PAES) [50]. Nesta área
existe ainda uma referência fundamental para quem áı trabalha: o livro de Kalyan-
moy Deb, publicado em 2001, já na terceira edição, que sintetiza todo o trabalho
publicado até à data [25].

3.5 Conclusão

Neste Caṕıtulo abordámos a temática das heuŕısticas. Para além de apresentarmos
uma definição de heuŕıstica, enquadrámos a sua aplicabilidade, dando alguns argu-
mentos que justificam a sua utilização. Fizemos a divisão dos métodos heuŕısticos
em duas classes, heuŕısticas de construção e heuŕısticas de melhoramento, fornecendo
exemplos de cada uma delas. Apresentámos ainda uma avaliação tendo por base o
seu desempenho, facilidade de compreensão do modo de funcionamento, facilidade
de implementação e flexibilidade.

Listámos as meta-heuŕısticas mais conhecidas e escolhemos a meta-heuŕıstica
“Algoritmos Evolutivos”, para fazer um resumo introdutório, dado que o algoritmo
que concebemos se enquadra nesta área. Nesse resumo abordámos a sua fonte inspi-



46 CAPÍTULO 3. ALGORITMOS EVOLUTIVOS E PESQUISA LOCAL

radora, definimos os seus traços mais gerais e apresentámos um algoritmo evolutivo
genérico.

Focámos alguma atenção na complementaridade entre algoritmos evolutivos e
pesquisa local, e ainda fizemos referência à “vocação” natural destes para lidar com
problemas de optimização multicritério. Motivado por essa “vocação” tem-se publi-
cado um número considerável de trabalhos, da qual demos as referências mais im-
portantes. Na página web http://delta.cs.cinvestav.mx/∼ccoello/EMOO com
“mirror” em http://www.lania.mx/∼ccoello/EMOO, devido a Carlos Coello Co-
ello, podemos encontrar um vasto repositório de literatura sobre esta temática.

Foi posśıvel constatar o grande desenvolvimento que a programação evolutiva
tem sofrido nas últimas décadas. Este fenómenos trazem consigo alguma instabili-
dade dos conceitos, definições e notações. Esta área, em particular, é mais permeável
a estes acontecimentos dada a sua natureza experimental. Estes factos são obser-
vados na falta de unidade da representação das soluções e consequente dispersão de
diferentes teorias dentro da programação evolutiva. Isto mostra a necessidade de se
trabalhar nos seus fundamentos teóricos por forma a criar uma estrutura matemática
que abranja todas as representações e onde se possam acomodar os diferentes de-
senvolvimentos que se tem assistido nos últimos anos.
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Caṕıtulo 4

Modelação do problema

Neste Caṕıtulo apresentamos o modelo base, geralmente utilizado quan-
do se pretende “resolver” um qualquer problema de partição territorial:
o grafo de conexidade. Quando se tenta representar uma realidade da
vida humana através de um modelo matemático, não é espectável que se
capture toda e qualquer dimensão dessa realidade. Como é óbvio, este
caso presente não é uma excepção da asserção anterior. No entanto, o
grafo de conexidade é um começo suficientemente abrangente que permite
chegar a um modelo que represente o essencial deste tipo de problemas.

Em resultado do estudo dos critérios utilizados para este tipo de
problemas, conceptualizamos uma taxonomia formada por quatro clas-
ses: critérios de homogeneidade; critérios geográficos; critérios de fluxo;
critérios de similaridade. Essa taxonomia é também apresentada neste
Caṕıtulo.

São também apresentadas as restrições t́ıpicas deste tipo de proble-
mas: conexidade e ausência de “buracos” ou inclusões. Será apresentada
uma formulação matemática para impor a conexidade de cada zona, ou
seja, cada zona deverá ser formada por um território uno.
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4.1 Introdução

As diferentes abordagens ao problema da partição territorial podem ser divididas
em duas categorias. Numa das categorias agrupam-se as abordagens baseadas na
divisão e na outra as abordagens baseadas na agregação. Quando um território é en-
carado como sendo uma unidade inteira sem admitir qualquer tipo de subdivisão, as
técnicas resultantes pertencem à primeira categoria. Essas técnicas consistem num
qualquer método de corte/divisão do território em zonas. Quando um território ad-
mite uma subdivisão em “pequenas” unidades elementares adjacentes e indiviśıveis,
uma qualquer técnica de resolução passa pela agregação dessas unidades formando
um conjunto de zonas. Neste caso, as abordagens utilizadas pertencem à segunda
categoria.

A aplicação de uma técnica de agregação impõe a existência de uma subdivisão
do território em unidades elementares que não admitem qualquer divisão. Apesar
de, aparentemente, esta imposição limitar a utilização deste tipo de técnicas, tal
não se verifica em problemas da vida real, pois, quase sempre existe uma subdivisão
suficientemente fina. Desta forma não ocorrerá a necessidade de subdividir uma
dessas unidades elementares.

No caso de um território admitir uma subdivisão em unidades elementares é
posśıvel representá-lo através de um grafo conexo e planar: o grafo de conexidade.
Com este modelo base faz-se apelo ao conhecimento da Teoria de Grafos, o que nos
permite tornar mais eficaz o processo de concepção de bons algoritmos.

Dado um território formado por unidades territoriais elementares indiviśıveis, o
respectivo grafo de conexidade define-se como um grafo conexo G = (V, E), onde
V = {1, 2, . . . , n} representa o conjunto de vértices que modelam as unidades ele-
mentares territoriais e E = {e1, e2, . . . , ek, . . . , em} ⊂ V × V representa o conjunto
de arestas, tal que ek = {i, j}, simboliza a fronteira comum entre duas unidades ter-
ritoriais cont́ıguas i e j. Na Figura 4.1 está representada a construção de um grafo
de conexidade. Enquanto o lado esquerdo simboliza um território com 7 unidades
territoriais elementares, no lado direito encontra-se o respectivo grafo de conexidade.

Uma vez definido o grafo de conexidade G = (V, E), a partição de um território
pode ser encarada como uma partição de V em subconjuntos conexos de vértices.
Da mesma forma, todos os dados ligados às unidades territoriais (população, área,
etc.) são associados aos respectivos vértices, i.e., a cada i ∈ V associa-se o vector
ci = (c1

i , c
2
i , ..., c

r
i ) com r valores ou componentes. Analogamente, os dados associados

a pares de unidades territoriais cont́ıguas (comprimento de uma fronteira comum,
por exemplo), são também associados às respectivas arestas, ou seja, para cada
aresta, ej ∈ E, define-se um vector de dimensão s, dj = (d1

j , c
2
j , ..., c

s
j). Pode ser

também necessário definir-se para cada par de vértices (i, j) um ou mais valores fij
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representando uma transferência de fluxo de i para j. Saliente-se que i e j podem
não representar um par de unidades territoriais cont́ıguas.

Neste contexto, uma solução Y é representada como uma partição de V como se
segue,

Y = {y1, y2, . . . , yK}
onde,

yu ∩ yv = ∅, u 6= v e ∪K
u=1 yu = V.

(4.1)

4.2 Critérios

Quando surge um problema de dividir um território em diferentes zonas, em geral,
considera-se um conjunto ou famı́lia de critérios, que podem ser de diferentes tipos.
Por outro lado, surgem também diferentes tipos de restrições que se pretendem
satisfazer. Nesta Secção é proposta uma taxonomia para os diferentes critérios
assim como as restrições mais frequentes que surgem nestes problemas de partição.

Em [9] e [19] é apresentada uma lista exaustiva de critérios para o problema da
definição de ćırculos eleitorais. Estes podem ser generalizados para outros tipos de
problemas. Neste trabalho é proposta uma classificação dos diferentes critérios em
4 categorias:

1. Critérios de homogeneidade. Aqueles que visam a homogeneização de um dado
atributo (serviços, população, etc.). A homogeneização pode estar associada
a cada zona individualmente ou à partição como um todo.

2. Critérios geográficos. Os que visam a definição de zonas que se aproximem de
um qualquer atributo geográfico como, por exemplo, a forma das zonas que

1
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Figura 4.1: Construção do grafo de conexidade
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compõem uma partição.

3. Critérios de fluxo. Assumindo que existe a transferência de qualquer fluxo
entre zonas (população, bens, etc.) pode pretender-se optimizar essa trans-
ferência de fluxo entre zonas.

4. Critérios de similaridade. Estes visam a definição de partições tão “similares”
quanto posśıvel com outras partições territoriais existentes.

4.2.1 De homogeneidade

Os critérios de homogeneidade podem ser classificados em duas sub-categorias.

Critérios inter-zonas

Este tipo de critérios visam a distribuição uniforme de um qualquer atributo por
todas as zonas de uma partição. No problema da definição de ćırculos eleitorais,
o número de eleitores em cada zona deve ser ajustado segundo o prinćıpio “uma
pessoa um voto”. Logo, o número de eleitores por candidato eleito, em cada zona,
deverá ser homogeneizado.

Suponha-se que ci representa o valor de um atributo do vértice i, a partir do qual
se avalia uma zona yu segundo a fórmula pu =

∑

i∈yu
ci. Então para que as somas

pu, relativamente a todas as zonas, sejam tão próximas quanto posśıvel podemos:

1. Minimizar a diferença entre a maior e a menor das somas:

min

{

max
1≤u≤K

{pu} − min
1≤u≤K

{pu}

}

(4.2)

2. Ou, então, minimizar a soma dos desvios em relação à média:

min

K
∑

u=1

|pu − p| (4.3)

onde

p =
1

K

n
∑

i=1

ci

Outros critérios de homogeneização podem ser posśıveis. A este tipo de homoge-
neização chamamos homogeneização inter-zonas.
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Critérios intra-zonas

Para alguns problemas interessam partições onde cada zona seja tão homogénea
quanto posśıvel segundo um qualquer atributo. Note-se que o “grau” de homoge-
neização de cada zona é independente das restantes. Por exemplo, quando se divide
um território em zonas a atribuir a uma equipa de vendedores terá todo o interesse
que estas sejam tão uniformes quanto posśıvel segundo um qualquer atributo da
população (por exemplo, instrução académica), numa perspectiva de especializar o
modus operandi de cada elemento. Um critério deste tipo pode ser modelado, por
exemplo, de duas formas distintas:

1. Minimizar a soma das diferenças entre o máximo e o mı́nimo de cada zona:

min
K

∑

u=1

(Mu −mu) (4.4)

onde
Mu = max

i∈yu

{ci} e mu = min
i∈yu

{ci}

2. Minimizar a “pior” das diferenças entre o máximo e o mı́nimo de cada zona:

min

{

max
1≤u≤K

(Mu −mu)

}

(4.5)

A este tipo de homogeneização chamamos homogeneização intra-zonas.

4.2.2 Geográficos

Nesta classe pretendem-se agrupar critérios que, de alguma forma, estejam associ-
ados a atributos de carácter geográfico. Nalguns problemas é importante que as
zonas de uma partição estejam tão próximas quanto posśıvel de uma dada forma
geométrica. Por exemplo, quando se pretende dividir um território em zonas para
posteriormente afectá-las a vendedores, estes terão que as percorrer. Logo é reco-
mendável que cada zona seja tão “compacta” quanto posśıvel, por exemplo, com
uma forma geométrica similar a um ćırculo ou quadrado. Caso contrário, se uma
zona for comprida e estreita as distâncias percorridas são, obviamente, maiores.
Este critério é designado por compacidade e, como já referido, pode estar associado
ao grau de proximidade de uma zona com um quadrado ou ćırculo. Vários autores
têm contribúıdo com diferentes ı́ndices que avaliam o grau de compacidade de uma
partição. Em [46] pode ser encontrada uma lista bastante completa destes ı́ndices.
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Um ı́ndice de compacidade de uma partição depende sempre do ı́ndice de compa-
cidade de uma zona. Habitualmente, para se avaliar a compacidade de uma partição
soma-se o valor do ı́ndice em cada uma das zonas ou então considera-se o pior desses
valores.

Um ı́ndice de fácil construção e que não exige muita informação, apenas distâncias
e áreas, resulta do quociente entre a área de uma zona e a área da circunferência de
diâmetro igual à distância máxima entre dois pontos dessa zona. Se a área de uma
zona, yu, é Au e se a sua distância máxima entre dois pontos é Du então o ı́ndice de
compacidade de yu pode escrever-se da seguinte forma:

4Au

πD2
u

. (4.6)

Note-se que o valor máximo que este ı́ndice pode tomar é 1 e verifica-se quando yu

coincide com um ćırculo.
Outro critério que pode ser inclúıdo nesta classe surge quando um dado atributo

de elevada importância (hospitais, escolas, etc.) deverá ficar no centro de uma
zona. Uma forma de atingir este objectivo passa por minimizar a distância entre
a localização do atributo e o baricentro da zona a que pertence. Outra alternativa
passa por maximizar a distância mı́nima entre a localização do atributo e a fronteira
da sua zona. Considerando esta última alternativa, seja dij a distância entre as
unidades i e j, e Fyu

o conjunto de unidades fronteira da zona yu. Considere-se
ainda SY o conjunto de zonas com algum dos atributos e syu

a unidade territorial
de yu que contém o atributo. Logo deve-se maximizar

min
yu∈SZ

m(yu), onde m(yu) = min
i∈Fyu

{dsyu i}. (4.7)

Ou seja, deve maximizar-se a distância entre a localização do atributo e a fronteira
na zona onde essa distância é menor. Esta classe de critérios designa-se de critérios
geográficos.

4.2.3 De fluxo

Esta classe de critérios pretende modelar os casos em que ocorre transferência de
um qualquer atributo entre unidades territoriais, e consequente transferência entre
zonas. Nestes casos pode ser conveniente optimizar as transferências entre zonas
resultantes da divisão de um território. Por exemplo, no problema da criação de
zonas de tarifação de transportes públicos, conhecendo para cada par de unidades
territoriais o número de viagens entre ambas, poderá ser aconselhável, do ponto de
vista do utente, minimizar as deslocações entre zonas.
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Para uma partição Y , o conjunto

EY = {{i, j} : i ∈ yu, j ∈ yv, u 6= v}

representa todos os pares ordenados de vértices que estão em zonas diferentes. Note-
se que estes pares de vértices não têm que ser adjacentes para serem considerados.
Então, representando fij uma quantidade de fluxo a transferir de i para j, deve-se:

min
∑

{i,j}∈EY

fij (4.8)

Esta classe de critérios designa-se de critérios de fluxo.

4.2.4 De similaridade

Por fim, admitindo que um dado território já se encontra dividido em zonas, pode
ser desejável que uma nova partição seja tão “semelhante” quanto posśıvel à actual.
Neste caso deverá utilizar-se uma medida que avalie o grau de semelhança entre
partições, segundo um sentido apropriado que se dê ao termo “semelhança”. No
Caṕıtulo 6 iremos desenvolver este tema, apresentando três conceitos de comparação
de partições territoriais:

1. Compatibilidade. As medidas inclúıdas neste conceito têm por objectivo avaliar
até que ponto uma zona da primeira partição é igual a um conjunto de zonas da
segunda ou se um grupo de zonas da primeira é igual a uma zona da segunda
partição.

2. Inclusão. Neste caso pretende-se agrupar as medidas que reflictam o conceito
de finura entre duas partições, ou seja, uma medida desta classe deve avaliar,
até que ponto, as zonas da primeira partição são o resultado da divisão de
zonas da segunda.

3. Distância. Esta classe inclui as medidas que reflictam toda e qualquer dis-
crepância entre duas partições.

Serão ainda apresentadas sugestões de medidas que reflictam cada um destes con-
ceitos.

4.3 Restrições

A grande maioria dos problemas que têm por base a partição de um território,
impõem de forma impĺıcita dois tipos restrições: a conexidade e a ausência de in-
clusões. No primeiro tipo, uma zona diz-se conexa se for formada por uma única
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porção de terra tal que um qualquer ponto é alcançável a partir de um outro sem
ser necessário cruzar uma fronteira. No segundo tipo, uma zona diz-se sem inclusões
ou “buracos” se não tiver outras zonas “embutidas” nela própria.

Um problema particular pode trazer consigo restrições espećıficas de natureza
muito diversa. Por exemplo, pode-se impor um limite superior/inferior para um
atributo das zonas ou fixar-se o número de zonas por partição. Outras restrições
podem resultar da imposição de valores extremos para um ou mais critérios.

4.3.1 Conexidade

Quando um território é modelado por um grafo como o descrito na Secção 4.1,
a tradução da conexidade de uma zona para o grafo de conexidade resume-se à
conexidade do subgrafo que a representa, i.e., uma zona é conexa se e só se o
subgrafo associado é também conexo.

Com a modelação de um território através do grafo de conexidade torna-se viável
a tentativa de formular matematicamente este tipo de restrições. Na maioria dos
trabalhos publicados nesta área em que a conexidade das zonas é considerada, não
é apresentada qualquer formulação matemática que a imponha. A sua imposição
através de um modelo de programação matemática resulta num número exponencial
de restrições em função do número de vértices [61]. Em consequência, na maior parte
dos modelos, os autores impõem a conexidade através de algoritmos em oposição à
formulação matemática.

Nalguns problemas é posśıvel ignorar esta imposição devido à garantia que na
optimalidade a solução é composta por zonas conexas. Por exemplo o modelo apre-
sentado na Secção 5.2.4, quando se ignoram as restrições que impõem um limite
superior e inferior para o “peso” de cada zona e supondo que os valores associados
a cada aresta são não negativos, tem-se a garantia que cada subgrafo da solução
óptima é conexo. Esta garantia resulta do facto de toda a solução com pelo menos
um subgrafo não conexo poder ser transformada numa equivalente, “concatenando”
uma(s) das componentes conexas a um dos subgrafos vizinhos, sem piorar o valor
da função objectivo e mantendo o número de subgrafos da partição. No entanto,
com a imposição de limites para o peso de cada subgrafo, mantendo a suposição da
não negatividade dos valores associados aos arcos, a garantia da conexidade de cada
subgrafo, na solução óptima, deixa de ser válida. O exemplo da Figura 4.2 permite
mostrar que o modelo descrito na Secção 5.2.4, pode não impor a conexidade da
solução óptima. Quando se pretendem partições de duas componentes com pesos
entre b1 = 15 e b2 = 23, a solução para o qual a soma dos valores associados aos
arcos dos subgrafos é máxima tem uma componente formada pelos vértices 1,2, 3 e
6 e a outra pelos vértices 4 e 5. Note-se que “concatenando” o vértice 6 à segunda
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Figura 4.2: Conexidade: contra-exemplo.

componente, esta fica com um peso total de 25, violando as restrições que lhe estão
associadas.

Nas secções seguintes é exibida uma formulação para impor a conexidade em
cada subgrafo.

Variáveis de decisão

Como no modelo de Mehrotra (1992), (ver Secção 5.2.4) associamos a cada par
vértice/zona do grafo de conexidade G = (V, A) uma variável binária xk

i com o
significado:

xk
i =

{

1 se o vértice i pertencer à zona k;
0 caso contrário.

Utilizando este tipo de variáveis, a formulação da partição do conjunto de vértices,
V , em K zonas, impõe que cada vértice i ∈ V pertence a uma e uma só zona k:

K
∑

k=1

xk
i = 1, i = 1, 2, . . . , n;

e que existem exactamente K zonas:

n
∑

i=1

xk
i ≥ 1, k = 1, 2, . . . , K,

ou seja, não existem zonas vazias.
Ora, desta forma, apenas se impõe uma partição do conjunto de vértices V ,

não havendo a garantia que cada elemento dessa partição represente um subgrafo
conexo.
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Conexidade versus matriz de adjacência

Proposição 4.1. Um grafo G = (V, E) é não conexo se e somente se, a menos de
uma permutação em V , a sua matriz de adjacência, A = [aij ], é diagonal em blocos.

Demonstração.
(⇒) Suponhamos que G é não conexo com K componentes conexas, y1, y2, . . . , yK,

onde |yi| = ki , i = 1, 2, . . . , K. Numerem-se sequencialmente os vértices de G; os
vértices de yj são numerados com os inteiros {1 +

∑j−1
i=1 ki, 2 +

∑j−1
i=1 ki, . . . , kj −

1 +
∑j−1

i=1 ki,
∑j

i=1 ki}. Logo, pela definição de matriz de adjacência de um grafo, os

elementos entre as linhas 1 e
∑j

i=1 ki, e as colunas de
∑j

i=1 ki + 1 até n são nulos,
para j = 1, . . . , K − 1. Dado que A é uma matriz simétrica, podemos concluir que
é diagonal em blocos com K componentes.

(⇐) Suponhamos agora que para uma dada permutação α em V a respectiva ma-
triz de adjacência é diagonal em blocos, i.e., existe uma partição Y = {y1, y2, . . . , yK}
de V tal que ∀ i ∈ yl l = 1, . . . , K, aα(i)α(j) = 0 ∀ j ∈ V \yl. Tal facto significa
que não existe um caminho de um qualquer vértice de yl para os restantes vértices.
Logo G é não conexo.

Relativamente a uma matriz diagonal em blocos podemos escrever o facto se-
guinte, ilustrado na Figura 4.3:

Nota 4.1. Se uma matriz A é diagonal em blocos então existe l0 ∈ {1, . . . , n − 1}
tal que

l0
∑

i=1

n
∑

j=l0+1

aij = 0.

Corolário 4.2. G é um grafo conexo se e somente se para toda a permutação α em
V e para todo k = 1, . . . , n− 1

k
∑

i=1

n
∑

j=k+1

aα(i)α(j) ≥ 1 (4.9)

Demonstração.
(⇒) Caso exista uma permutação α em V e um k0 ∈ {1, . . . , n − 1} tal que

∑k

i=1

∑n

j=k+1 aα(i)α(j) � 1, então aα(i)α(j) = 0 para todo i = 1, . . . , k e j = k+1 . . . , n,
pois, pela definição de matriz de adjacência, aij = 1 ou aij = 0. Logo, A é diagonal
em blocos, e consequentemente, G é não conexo com pelo menos duas componentes
conexas.

(⇐) Suponhamos agora que para qualquer permutação α em V e para todo
k = 1, . . . , n− 1,

∑k

i=1

∑n

j=k+1 aα(i)α(j) ≥ 1, então para toda a permutação em V , a
matriz de adjacência A não é diagonal em blocos. Logo G é conexo.
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l0

l0+1

0

Figura 4.3: Matriz diagonal em blocos.

Conexidade em cada zona

O desafio seguinte passa por adaptar os resultados anteriores de modo a permitir a
sua utilização em cada zona de uma partição.

Para aplicarmos a Expressão 4.9 a uma dada zona yl ∈ Y = {y1, y2, . . . , yK}
torna-se necessário suprimir as parcelas associadas a pares de vértices que não per-
tencem a yl. Se um vértice i não pertence a yl a variável de decisão xl

i é nula, logo
podemos afectar cada parcela de 4.9 por xl

α(i) e xl
α(j) desde que i ∈ yl ⇒ α(i) ∈ yl.

Tal facto conduz-nos à seguinte definição.

Definição 4.3. Uma permutação α é compat́ıvel com a zona yl se ∀ i ∈ yl, α(i) ∈
Vl, ou seja, α é fechada em yl.

Logo, pelo corolário 4.2, uma zona yl é conexa se e somente se, para toda a
permutação α compat́ıvel com yl,

k
∑

i=1

n
∑

j=k+1

xl
α(i)x

l
α(j)aα(i)α(j) ≥ 1 para todo k = 1, . . . , n− 1 (4.10)

A utilização da condição anterior na formulação da conexidade de uma zona yl

requer o abandono da exigência da compatibilidade da permutação α, pois, pela
definição de compatibilidade de uma permutação com uma zona, esta depende da
própria solução que queremos restringir. Logo a condição 4.10 deverá ser reescrita
por forma a garantirmos a sua veracidade no caso da não compatibilidade de α. Na
presença da compatibilidade entre α e yl deveremos garantir a sua equivalência com
a condições inicial.
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Proposição 4.4. Uma permutação α é não compat́ıvel com uma zona yl se e so-
mente se

n
∑

i=1

xl
i(x

l
i − xl

α(i)) ≥ 1. (4.11)

Demonstração.
(⇒) Sendo α não compat́ıvel com yl existe pelo menos um vértice i ∈ yl tal que

α(i) /∈ yl, o que implica que xl
i−xl

α(i) = 1. Dado que para todo i ∈ yl, xl
i−xl

α(i) ≥ 1,

então
∑n

i=1 xl
i(x

l
i − xl

α(i)) ≥ 1.

(⇐) Sendo a soma
∑n

i=1 xl
i(x

l
i − xl

α(i)) ≥ 1 e dado que para todo i ∈ V xl
i(x

l
i −

xl
α(i)) ≥ 0 então existe i ∈ yl tal que xl

i − xl
α(i) ≥ 1, ou seja xl

α(i). Logo podemos
concluir que α é não compat́ıvel com yl.

A desigualdade 4.11 permite “filtrar” as permutações α não compat́ıveis com
uma zona yl, sendo posśıvel a utilização da condição 4.10. Esta condição pode ser
alargada a todas as permutações em V , ficando provada a seguinte proposição:

Teorema 4.5. Considere-se uma partição Y = {y1, y2, . . . , yK} de um grafo G =
(V, A). Uma componente yl ∈ Y é conexa se e somente se para toda a permutação
α em V ,

k
∑

i=1

n
∑

j=k+1

xl
α(i)x

l
α(j)aα(i)α(j) +

n
∑

i=1

xl
i(x

l
i − xl

α(i)) ≥ 1, k = 1, 2, . . . , n− 1. (4.12)

�

A dedução da Expressão 4.12 resultou numa restrição não linear, pois obtivemos
os produtos xl

ix
l
j . A integração deste tipo de restrições num programa linear, impõe

a sua linearização. Tal pode ser conseguido, por exemplo, através da substituição
de cada produto por uma nova variável, yl

ij, e acrescentando as restrições:

xl
i + xl

j ≥ 2yl
ij

xl
i + xl

j − 1 ≤ yl
ij

Como podemos verificar, a aplicação desta formulação da conexidade a um pro-
blema de dimensão real não é viável. Claramente, o número de restrições é da ordem
O(n!).
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4.3.2 Ausência de “Inclusões”

Este tipo de restrição visa excluir partições com zonas que tenham no seu interior ou-
tras zonas “embutidas”. A formulação desta imposição nos termos da programação
matemática aparenta ser ainda de maior dificuldade que a imposição da conexidade.
Não é conhecida qualquer formulação deste tipo de restrição.

Na maioria dos trabalhos publicados nesta área a questão da ausência de inclusões
é resolvida através da via algoŕıtmica. Não é dif́ıcil, do ponto de vista algoŕıtmico,
testar este tipo de restrição. É fácil provar-se o resultado: “se uma zona não for
ausente de inclusões então o seu complementar é desconexo”, excluindo o caso pa-
tológico de uma zona constitúıda por todas as unidades territoriais da fronteira.
Então, se o complementar de uma zona for conexo tem-se a garantia da ausência de
inclusões dessa zona.

Nos casos em que a homogeneização da área e compacidade são dois dos critérios
de um qualquer problema, este tipo de restrição pode ser ignorado. É óbvio que
se uma zona tiver no seu interior outra, um dos dois critérios será fortemente pe-
nalizado. Por exemplo, se as duas zonas tiverem uma área próxima uma da outra,
então a zona exterior terá um fraco valor de compacidade.

4.4 Conclusão

Neste Caṕıtulo apresentámos o modelo base que permite lidar com o problema da
partição de um território, o grafo de conexidade. A partir do grafo de conexidade de
um dado território torna-se mais acesśıvel a construção de modelos de programação
matemática como também a concepção de algoritmos eficientes que tenham por
objectivo encontrar “boas” soluções. Concebemos e apresentámos uma taxonomia
para os critérios que possam ser definidos sobre uma dada partição. Pensamos
que com as classes que estabelecemos são suficientemente abstractas por forma a
podermos abranger uma qualquer realidade que represente um dado critério, já
conhecido ou que possa vir a ser definido.

Relativamente às restrições t́ıpicas neste género de problemas, conexidade e
ausência de inclusões, constrúımos uma formulação, nos termos da programação
linear, para impor a conexidade das zonas que constituem uma partição. Ficou
clara a natureza exponencial do grau de complexidade deste problema. Foi posśıvel
concluir que a via mais realista para lidar com esta restrição passa por uma abor-
dagem algoŕıtmica e não pela modelação através da programação linear.





Caṕıtulo 5

Modelos e algoritmos: estado da
arte

Qualquer trabalho que tenha a ambição de contribuir com um pouco
mais de saber para o universo do conhecimento não pode deixar de mos-
trar a fronteira onde pretende juntar esse saber. Logo, nesta tese, não
podeŕıamos deixar de fazer um resumo do estado da arte onde se en-
quadra o presente trabalho. Não é nosso objectivo fazer uma pesquisa
exaustiva de tudo o que foi feito até à presente data, mas sim apresentar
os trabalhos mais importantes ou que tenham um significado simbólico.

Este Caṕıtulo é composto por uma Secção introdutória onde é apre-
sentada uma classificação para diferentes ńıveis hierárquicos, outra de-
dicada ao caso monocritério e outra ainda para o caso multicritério. A
Secção para o caso monocritério foi dividida de acordo com a classifica-
ção apresentada na Introdução, onde os trabalhos mais importantes são
referidos segundo a ordem da sua classe. No caso multicritério, optámos
por dividir a sua Secção segundo os trabalhos nela descritos.

63
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5.1 Introdução

Desde o momento em que se tornou claro que a partição territorial podia exercer
alguma influência nas actividades onde o problema se colocava, se tentou benefi-
ciar dessa mesma influência. Inicialmente, as ferramentas utilizadas para esse efeito
resumiam-se, essencialmente, a mapas e à intuição de quem executava essa tarefa.
A partir de meados dos anos 60 surgiram os primeiros trabalhos onde o problema
é modelado no contexto da programação matemática [33, 39, 43, 87, 89]. A gene-
ralidade destes trabalhos pioneiros tratavam do problema da definição de ćırculos
eleitorais.

As diferentes soluções que têm sido propostas consideram mais que um critério,
no entanto, optimizam apenas uma função objectivo. Alguns trabalhos mais recentes
não só consideram vários critérios como também lidam com todos eles em simultâneo
através de uma técnica multiobjectivo.

Entre os critérios mais frequentes na literatura sobre divisão territorial, três
deles destacam-se de forma ineqúıvoca: critérios de homogeneização; compacidade
e similitude em relação a outras partições:

1. Homogeneização. Estes critérios surgem quando se pretende uniformizar
uma dada caracteŕıstica das zonas que compõem uma partição. Tal verifica-se
no caso do problema da definição de ćırculos eleitorais quando se procuram
partições compostas por zonas com o mesmo número de eleitores ou no caso
do problema da definição de zonas de vendedores quando se pretendem zonas
com igual número de clientes.

2. Compacidade. Neste caso, pretende-se que as zonas tenham uma forma
geográfica compacta, próxima de um ćırculo ou quadrado. Este critério pode
ultrapassar o carácter geométrico a ele associado. Isto verifica-se quando cada
unidade territorial é ponderada com um atributo que tenha significado no
contexto do problema em estudo. Por exemplo, no problema da definição de
ćırculos eleitorais cada unidade territorial pode ser ponderada com o número
de eleitores ou no caso da definição de zonas de vendedores com o número de
clientes.

3. Similitude. Frequentemente, uma partição territorial requer ajustes por
forma a recuperar um dado ńıvel de um indicador. Nesta situação pretende-se
obter uma nova partição que recupere o ńıvel perdido e que não se afaste da
partição anterior. Estas situações requerem um critério que avalie as “dife-
renças” entre duas partições.
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Cortona et al. 1999 [19] classificam os trabalhos realizados nesta área em dois grupos
consoante o modo como é encarada a composição de um território:

Estratégias de corte Estas estratégias são utilizadas quando o território a dividir
é encarado como um todo sem se admitir a existência de unidades territoriais
indiviśıveis. Neste caso, para se resolver o problema tem que se definir uma
estratégia de corte que resulte numa partição do território.

Estratégias de agregação Neste caso um território é encarado como sendo for-
mado por um conjunto de pequenas unidades territoriais elementares indi-
viśıveis. As técnicas dentro desta estratégia têm por objectivo criar subcon-
juntos destas unidades territoriais que representem zonas.

Apesar das estratégias de corte terem sido das primeiras a serem utilizadas para di-
vidir um território em zonas, não foram sujeitas a uma atenção particular por parte
da comunidade cient́ıfica. Este facto está associado à dificuldade na utilização de
modelos de programação matemática que tenham por base esta abordagem. Den-
tro desta estratégia, dois trabalhos são frequentemente referenciados na literatura:
estratégia de “dicotomias sucessivas” devido a Forrest 1964 [33] e método de “corte
de arestas” de Chance 1965 [13]. Forrest sugere um método iterativo onde em cada
iteração é considerado um sub-território que é dividido em duas partes iguais. O
método pára quando o número de zonas definido inicialmente é atingido. Chance [13]
propôs um método que consiste no corte do território em “fatias” como no caso de
um “bolo”. Isto implica a partilha de um ponto (centro do território) entre todas
as zonas e numa fraca compacidade. Ainda é referenciada a estratégia designada
por eating up, onde a construção das zonas é caracterizada pela definição de uma
linha com ińıcio num dado ponto da fronteira do território e fim num outro ponto.
O efeito resultante deste processo assemelha-se a uma “dentada” dada no território.

A grande maioria dos trabalhos publicados nesta área enquadram-se dentro das
estratégias de agregação. Em Ricca e Simeome [69] podemos encontrar uma lista
de modelos aplicados ao problema da definição de ćırculos eleitorais. As soluções
apresentadas têm por base um modelo de programação matemática ou então simples-
mente descrevem um algoritmo. Estas soluções podem ser agrupadas nas categorias
seguintes:

1. Localização/alocação. Alguns autores formulam o problema da partição de
um território, no contexto da programação matemática, como um problema de
localização/alocação onde cada unidade elementar é associada a um e um só
centro, que pode ser representado pelo centro geográfico de uma zona, sendo
que o conjunto de unidades associadas ao mesmo centro formam uma zona.
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2. Partição de conjuntos. Esta abordagem é composta por duas fases: numa
primeira etapa é gerado um conjunto de zonas admisśıveis segundo as restrições
do problema em estudo (conexidade, compacidade, etc.); numa segunda etapa
são escolhidas zonas do conjunto gerado previamente, que não se sobreponham
e que cubram todo o território.

3. Classificação. Este tipo de estratégia começa por considerar cada unidade
elementar como uma zona. Então, sucessivamente agrupam-se pares de zo-
nas até se atingir o número de zonas fixado previamente. Esta estratégia foi
aplicada apenas ao caso multicritério, pelo que será apresentada no Caṕıtulo
seguinte.

4. Expansão de núcleos. Nestes métodos começa-se por seleccionar um con-
junto de unidades elementares que passam a representar o centro das zonas
a gerar. Então, de forma iterativa, as unidades elementares mais próximas
são agregadas aos centros até que as zonas atinjam um dado ńıvel pretendido
(área, população, etc.).

5. Partição de grafos. Esta classe agrupa as abordagens que utilizam um grafo
como modelo para representar o território. Desta forma, uma partição do
correspondente grafo em subgrafos conexos implica uma divisão do território
a ele associado.

6. Meta-heuŕısticas. Nesta categoria estão agrupadas as abordagens que se
baseiam nas meta-heuŕısticas mais usuais como o Arrefecimento Simulado,
Pesquisa Tabu e Algoritmos Evolutivos.

5.2 Caso monocritério

A generalidade dos trabalhos publicados sobre esta temática aborda apenas o caso
monocritério. Optámos por apresentar as publicações principais seguindo a sequência
de categorias apresentadas na Secção anterior.

5.2.1 Modelos de localização/alocação

O primeiro modelo de programação matemática foi proposto por Hess et al. [43] em
1965, no contexto do problema da definição de ćırculos eleitorais. O problema foi
formulado como o problema da K-mediana com restrições de capacidade, um dos
problemas de localização mais conhecidos. Este problema consiste na determinação
da localização de K serviços e correspondente afectação a n clientes por forma a
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minimizar a soma total das distâncias entre cada ponto de localização e respectivos
clientes, admitindo que cada serviço tem uma dada capacidade. Ora, no caso do
problema da definição de ćırculos eleitorais, cada cliente corresponde a uma unidade
elementar e os pontos candidatos à localização de “serviços” são todas as unidades
elementares. A capacidade de cada serviço está associada à tolerância permitida
para o poder de voto de cada zona. A unidade elementar onde é instalado um
“serviço” é designada por centro. A resolução do problema passa por escolher um
conjunto de unidades elementares como centros e em simultâneo associar as unidades
elementares aos centros escolhidos. As unidades afectas ao mesmo centro constituem
uma zona.

A formulação proposta por Hess et al. [43] consiste em:

minimizar

n
∑

i=1

n
∑

j=1

d2
ijpixij

sujeito a:
n

∑

j=1

xij = 1 i = 1, 2, . . . , n

n
∑

j=1

xjj = K

n
∑

i=1

pixij ≤
b

100
pxjj j = 1, 2, . . . , n

n
∑

i=1

pixij ≥
a

100
pxjj j = 1, 2, . . . , n

xij ∈ {0, 1}

onde,

• pi representa o número de eleitores da iésima unidade territorial, i = 1, 2, . . . , n

• dij é a distância entre os centros das unidades territoriais i e j; i, j = 1, 2, . . . , n

• xij =

{

1 se a iésima unidade é afecta ao j ésima centro
0 caso contrário

• a é percentagem relativamente ao número médio de eleitores por zona para o
extremo inferior do intervalo de variação.

• b é percentagem relativamente ao número médio de eleitores por zona para o
extremo superior do intervalo de variação.
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• K é o número de zonas.

• p = 1
K

∑n

i=1 pi; i.e., o número médio de eleitores por zona.

Nesta formulação a função objectivo representa uma medida de compacidade da
partição calculada como a soma dos momentos de inércia de cada zona em relação
ao centro em que a massa é representada pelos seus eleitores. Os quatro tipos de
restrições impõem que cada unidade elementar seja afecta a um e um único centro,
i.e., esteja numa única zona; têm que ser formadas exactamente K zonas; e o total
de eleitores de cada zona deverá estar compreendido entre a% e b% relativamente à
média de eleitores por zona. Note-se que a conexidade de cada zona não é imposta,
no entanto, dado que a função objectivo é uma medida de compacidade, a sua
minimização gera frequentemente zonas conexas.

Dada a complexidade computacional deste problema, a sua formulação não teve
consequências práticas para a resolução. Hess et al. [43] propuseram então um
procedimento heuŕıstico para resolverem o problema que pode ser descrito em seis
etapas:

1. Escolha dos centros;

2. Afectação dos eleitores aos centros através de um algoritmo de transportes que
impõe igualdade no número de eleitores em cada centro, minimizando a soma
dos quadrados das distâncias, d2

ij, entre centros e unidades elementares;

3. Ajuste da afectação por forma a que cada unidade elementar fique afecta a um
único centro;

4. Cálculo dos centróides de cada zona por forma a melhorar a localização dos
actuais centros;

5. Repetir a segunda etapa até à convergência da solução;

6. Repetir todo o procedimento na tentativa de se obter uma melhor solução.

Após Hess et al. [43] outros autores utilizaram modelos de localização/alocação
na abordagem a este tipo de problemas. Na fase de localização dos centros, em
Fleischmann e Paraschis [31], é resolvido um problema de 1-mediana para ajustar
o centro em cada zona constrúıda na alocação anterior. Em Kalcsics et al. [48],
os centros das zonas determinadas na iteração anterior são perturbados, utilizando
uma técnica de pesquisa local, resultando em novas localizações para os centros.
A localização dos centros pode permanecer fixa no decorrer do processo, sendo de-
terminada através de uma Relaxação Lagrangeana (ver Hojati [44]). Este trabalho
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mostra de forma evidente que impacto pode ter a escolha dos centros: uma má esco-
lha pode tornar uma pesquisa infrut́ıfera. Após esta escolha as unidades elementares
são afectas aos centros através de um algoritmo de transportes, permitindo desta
forma que a mesma unidade elementar fique afecta a mais que um centro. Para se
forçar a unicidade da afectação é resolvida uma sequência de problemas de trans-
portes com limites de capacidade. Hojati [44] formulou o problema através de um
programa linear misto:

minimizar

n
∑

i=1

n
∑

j=1

d2
ijpixijxij

sujeito a
n

∑

j=1

xij = 1 i = 1, 2, . . . , n

n
∑

i=1

pixij = pyj j = 1, 2, . . . , n

n
∑

j=1

yj = K

0 ≤ xij ≤ yj i, j = 1, 2, . . . , n

yj ∈ {0, 1} j = 1, 2, . . . , n

onde,

• xij representa a proporção dos eleitores da unidade i afecta ao centro j;

• yj =

{

1 se a unidade j é escolhida como um centro
0 caso contrário.

A restante notação está de acordo com o modelo apresentado anteriormente.
Neste tipo de abordagens, após uma etapa de localização dos centros passa-se

para a fase de afectação das unidades elementares aos centros seleccionados. Numa
parte dos casos a afectação é orientada pela função objectivo que minimiza a soma
das distâncias entre centros e unidades a eles afectas, ponderada com o número de
eleitores. É o caso de Hess et al. [43] e Hojati [44]. Em Marlin [58] são utilizadas
as distâncias em linha recta em vez das distâncias reais. Neste trabalho, aplicado
ao problema da definição de zonas de vendedores, é observado que a utilização das
distâncias reais resulta em zonas mais compactas, mas, com mais frequência surgem
zonas desconexas.

Na generalidade dos trabalhos publicados a afectação é feita após o relaxamento
das restrição que garantem a unicidade da afectação de cada unidade, atingindo o
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modelo de um problema de transportes com restrições de capacidade para o qual
existem algoritmos eficientes. Esta estratégia obriga a um processamento posterior
para se recuperar a integralidade das unidades que ficam afectas a mais que um
centro. Neste sentido, em Hess e Samuels [42], é apresentada uma regra designada
por AssignMax que consiste na escolha do centro com a maior proporção da unidade
elementar que se encontra dividida por mais que um centro. Em Fleischmann e
Paraschis [31] a utilização desta regra conduziu a resultados fracos, pois em 50%
das zonas a restrição de tamanho é violada.

5.2.2 Modelos de partição de conjuntos

Garfinkel e Nemhauser [38] propuseram um modelo baseado na partição de conjuntos
aplicado ao problema da definição de ćırculos eleitorais. Numa primeira fase é gerado
um conjunto S com um número de zonas admisśıveis suficientemente grande, i.e.,
zonas conexas, compactas e com um número de eleitores dentro do intervalo de
tolerância imposto. Numa segunda fase são seleccionadas zonas do conjunto S por
forma a cobrir todo o território sem sobreposições e que minimize o maior dos desvios
entre o número de eleitores de cada zona e o seu valor médio. A formulação proposta
é a seguinte:

minimizar max
j∈S

cjxj

sujeito a:
∑

j∈S

aijxj = 1 i = 1, 2, . . . , n

∑

j∈S

xj = K

xj ∈ {0, 1} j ∈ S

onde,

• xj , variável binária que indica se a zona j é ou não seleccionada;

• aij = 1 se a unidade elementar i pertence a zona j e 0 caso contrário;

• cj =
|pj−p̄|

αp̄
, com α entre 0 e 1.

O primeiro tipo de restrições garante que as zonas de S seleccionadas constituem
uma partição do território, i.e., toda a unidade elementar está numa e numa só zona
seleccionada, enquanto o segundo tipo impõe a selecção de exactamente K zonas.

Entre os trabalhos apresentados durante as décadas de 60 e 70, apenas este
se propõe resolver o problema de forma exacta através de um algoritmo que tem
por base a formulação apresentada. Neste, na primeira fase, para se enumerarem
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todas as zonas admisśıveis utiliza-se um método de pesquisa em árvore. Durante o
processo de formação de uma zona é adicionada ao ramo correspondente na árvore
de pesquisa uma unidade elementar adjacente de cada vez, tendo em consideração
as restrições do problema. Para limitar a dimensão do conjunto S é recomendado
aumentar o grau de exigência para a admissibilidade. Em simultâneo à construção
de S são também geradas as colunas da matriz de incidência unidade elementar/zona
e efectuadas operações de redução por forma reduzir a dimensão de S.

Na segunda fase a pesquisa da combinação óptima de zonas é efectuada através
de um algoritmo de pesquisa em árvore. Em cada vértice é adicionada uma nova
zona proveniente de S, dando prioridade as zonas com um menor desvio entre o seu
número de eleitores e o número médio.

Ainda neste tipo de abordagens, Mehrotra et al. [61] partiram deste modelo
modificando a função objectivo para se passar a minimizar a compacidade total das
zonas. Foi desenvolvido um algoritmo heuŕıstico baseado na técnica de geração de
colunas. Esta abordagem revelou-se capaz de lidar com um maior número de zonas
potenciais que o método usado por Garfinkel e Nemhauser [38]. Ainda podemos
encontrar uma abordagem análoga devida a Nygreen [65]. Este autor considera o
grafo de conexidade para representar o território. Desta forma, uma partição é o
resultado de um processo de eliminação de arestas até se obter uma floresta com um
número de árvores igual ao número de zonas. Com esta representação do território
a conexidade das zonas é uma consequência da conexidade das árvores. A função
objectivo visa a igualdade do número de eleitores em cada zona, sendo implementada
como a soma do quadrado dos desvios entre o número de eleitores de cada zona e o
valor médio p̄. O algoritmo concebido também se pode decompor em duas etapas:
numa é gerado um conjunto de zonas admisśıveis enquanto na outra algumas das
zonas são combinadas de modo a formar uma partição do território.

5.2.3 Modelos de expansão de núcleos

Esta metodologia é caracterizada pela escolha inicial de um conjunto de unidades
elementares às quais lhe é atribúıdo o estatuto de semente ou centro das futuras zo-
nas a construir e posterior agregação de unidades adjacentes. O primeiro a aplicar
esta metodologia foi Vickrey [89] em 1961, no contexto do problema da definição de
ćırculos eleitorais. Neste trabalho apenas se constrói uma zona de cada vez. Inicial-
mente é escolhida uma unidade elementar de forma aleatória (a primeira semente)
em torno da qual se agrupam novas unidade até se atingir um dado número de eleito-
res definido no ińıcio da construção de cada zona. A semente seguinte será a unidade
elementar, ainda não agrupada, mais afastada da semente anterior. O número de
eleitores que cada zona deverá atingir é a divisão entre o total de eleitores ainda
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não afectos e o número de zonas que falta construir. Este processo é interrompido
quando se atingir o número de zonas fixado previamente. A compacidade de cada
zona é o resultado da afectação das unidades mais próximas de semente actual.

Posteriormente surgiram três trabalhos, Thoreson e Liittschwage [87], Gearhart
e Liittschwage [39] e Liittschwage [54] dentro da mesma metodologia e tema; im-
plementaram alguns melhoramentos do trabalho inicial de Vickery [89]. O primeiro
sugere a construção em simultâneo de todas as zonas, gerando inicialmente todas
as sementes de forma aleatória e também lida de outra forma com a compacidade e
a igualdade do poder de voto. No segundo trabalho são sugeridas novas regras de
afectação de unidades elementares às sementes como também reduzem a probabili-
dade de ocorrência de enclaves, i.e., zonas não conexas. No último dos trabalhos, a
probabilidade do surgimento de enclaves é totalmente anulada e também se imple-
mentou uma pesquisa local para melhorar as partições constrúıdas

5.2.4 Modelos de partição de grafos

Em 1992, Mehrotra [60] formulou o problema da partição de um grafo com restrições
de capacidade como um problema de programação linear inteira. Entre uma varie-
dade de problemas pasśıveis de serem modelados desta forma, como por exemplo, a
minimização dos custos de comunicação em sistemas paralelos, a concepção de com-
piladores ou ainda problemas de classificação de dados, encontra-se o problema da
partição de um território. Este problema é modelado como um problema de partição
de uma grafo, G = (V, E), quando se associa a cada unidade elementar um vértice
i ∈ V , e a cada par de unidades cont́ıguas uma aresta e ∈ E entre vértices corres-
pondentes às unidades cont́ıguas (ver Figura 4.1, página 51). O “peso” associado a
cada vértice pode representar o total de eleitores da unidade correspondente. Uma
partição do território é representada por uma partição do conjunto dos vértices tal
que cada subconjunto induz um subgrafo conexo de G.

A formulação proposta utiliza as variáveis binárias xk
i que tomam o valor 1 caso

o vértice i pertença à zona k e 0 caso contrário, e ainda as variáveis zk
e que tomam
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o valor 1 quando a aresta e pertence à zona k e 0 caso contrário, resultando em:

maximizar

K
∑

k=1

∑

e∈E

cez
k
e

sujeito a:
zk

e ≤ xk
i

zk
e ≤ xk

j

}

e = {i, j} ∈ E

zk
e ≥ xk

i + xk
j − 1 e = {i, j} ∈ E

K
∑

k=1

xk
i = 1 i = 1, 2, . . . , n

n
∑

i=1

xk
i ≥ 1 k = 1, 2, . . . , K

b1 ≤
n

∑

i=1

wix
k
i ≤ b2 k = 1, 2, . . . , K

xk
i , z

k
e ∈ {0, 1}.

Nesta formulação a função objectivo maximiza a soma dos “custos” das arestas
que pertencem às zonas, o que equivale a minimizar a soma dos “custos” das arestas
que estão entre zonas. No contexto da partição territorial esta soma pode equivaler
a uma medida de compacidade. Se o custo ce, para e = {i, j} ∈ E, representar o
comprimento da fronteira entre as unidades elementares representadas pelos vértices
i e j, então a segunda soma indica o comprimento total das fronteiras resultantes
da partição do território. Ora, esta medida é um bom indicador da compacidade
das zonas que compõem uma partição. Os dois primeiros grupos de restrições estão
associados à integridade do significado das variáveis de decisão, significando que se
uma aresta e = {i, j} está na zona k então os vértices i e j também estão em k e
que se para uma aresta e = {i, j} os vértices i e j estão em k também a aresta e terá
que estar em k. No terceiro grupo garante-se que cada vértice está numa e numa só
zona, enquanto no quarto grupo impõe-se que existam exactamente K zonas, i.e.,
cada zona tem, pelo menos, um vértice. O último grupo está associado ao “peso”
que cada zona deverá ter.

A estratégia de resolução proposta em Mehrotra [60] passa por uma metodologia
de decomposição e geração de colunas. Para se resolver de forma eficiente o subpro-
blema da geração de coluna através de planos de corte é explorada a estrutura das
faces do poliedro associado à formulação do subproblema de programação inteira.

Esta abordagem tem o mérito de não incluir o conceito de “centro” como no
caso dos modelos de localização. Um problema de partição territorial não transporta
consigo o conceito de “centro” dado que o objectivo não passa pela localização de um
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qualquer serviço. Desta forma, os indicadores utilizados não dependem dos centros
mas apenas da partição propriamente dita. Note-se que nos modelos de localização é
posśıvel ter-se diferentes valores para os indicadores quando para a mesma partição
se escolhem diferentes “centros”.

5.2.5 Modelos meta-heuŕısticos

Uma das vias mais explorada recentemente tem sido a aplicação de meta-heuŕısticas,
em particular o Arrefecimento Simulado, Pesquisa Tabu e Algoritmos Evolutivos.
Um trabalho de Browdy [12] de 1990 propõe um algoritmo de Arrefecimento Simu-
lado, aplicado ao problema da definição de ćırculos eleitorais. Na sua implementação
a energia1 é representada através da soma ponderada da compacidade, conexidade
e igualdade de poder de voto. A compacidade é calculada como a soma dos mo-
mentos de inércia de cada zona em relação ao centro em que a massa é representada
pelos seus eleitores, a conexidade é medida como o número de zonas não-conexas e a
igualdade do poder de voto é medida como a soma dos desvios absolutos do número
de eleitores e o valor médio. O algoritmo começa com uma partição inicial e gera
novas soluções, de forma iterativa, trocando unidades elementares entre zonas adja-
centes. As soluções melhoradas são sempre aceites enquanto as que pioram o valor
da função objectivo são aceites ocasionalmente, momentos esses que vão rareando
com o desenrolar do processo. No trabalho de D’Amico et al. [20] de 2002 também
se utilizou um algoritmo de Arrefecimento Simulado aplicado ao problema da de-
finição de zonas de comando policial, onde era exigida a conexidade, compacidade,
convexidade e dimensão adequada em cada zona.

Um dos primeiros trabalhos nesta área a usar algoritmos genéticos data de 2003
e é devido a Bergey et al. [7], onde se abordou o problema da divisão de uma
rede eléctrica por diferentes fornecedores, no contexto da liberalização do mercado
no sector energético na República do Gana. Foi utilizado um algoritmo h́ıbrido
que concilia o arrefecimento simulado com algoritmos genéticos. Neste trabalho é
de realçar a forma como é garantida a conexidade após a aplicação dos operadores
genéticos. Para além da habitual representação dos cromossomas, também se utiliza
uma representação das bases do ADN na tentativa de se garantir a conexidade das
zonas.

1No contexto do Arrefecimento Simulado o termo energia representa a função objectivo.
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5.3 Caso multicritério

O número de publicações dedicadas ao caso multicritério é incomparavelmente infe-
rior ao do caso monocritério. No entanto, parte dos trabalhos monocritério podem
ser adaptados para tratar o caso multicritério. Data de 1979, devido a Richard Dec-
kro [26], o primeiro trabalho nesta área onde se utilizou uma técnica de optimização
multiobjectivo para lidar com mais que um objectivo. Na generalidade destes tra-
balhos utilizaram-se os mesmos modelos de programação matemática que no caso
monocritério. De igual forma, os critérios considerados também já eram conhecidos.

Entre as diferentes estratégias utilizadas para lidarem com mais que um critério
destacam-se os métodos de agregação e a ordem lexicográfica dos critérios.

5.3.1 Deckro (1979)

Este autor propõe uma heuŕıstica multiobjectivo baseada numa técnica de classi-
ficação, pasśıvel de ser aplicada a um qualquer problema de partição territorial e
com um qualquer número de critérios. Esta técnica, quando aplicada ao problema
da partição territorial, começa por considerar cada unidade elementar como uma
zona. Então, sucessivamente, agrupam-se pares de zonas até se atingir um número
fixado previamente.

Neste trabalho os objectivos avaliam zonas e não uma partição propriamente
dita. Logo, fi(y) representa o valor da zona y segundo o objectivo i. Assume-se que
estes estão ordenados segundo o seu grau de importância, do mais para o menos
importante, e que todos eles aumentam o seu valor quando uma unidade elementar
territorial é adicionada à zona y. Além disso, define-se um valor como meta para cada
objectivo, como também um intervalo de tolerância, não necessariamente centrado
nesse valor meta.

Os objectivos são considerados um de cada vez, começando no mais importante
(f1), sendo todas as zonas ordenadas por ordem crescente segundo esse objectivo.
Enquanto existirem zonas que ainda não são dadas como completas, escolhe-se
aquela com o menor valor segundo f1, seja y, e pesquisam-se todas as zonas que
lhe são adjacentes ainda não completas com o objectivo de uma posśıvel união. Três
casos podem ocorrer quando se tenta efectuar essa união:

1. após a união entre y e uma qualquer das zonas adjacentes ainda não completas
é ultrapassado o valor máximo permitido para f1;

2. inversamente, após esta união, o valor mı́nimo imposto nunca é atingido;

3. existe pelo menos uma zona adjacente de y, não completa, tal que, após a sua
união a y, o valor de f1 respeita o seu intervalo de tolerância.
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No caso 1 a zona y é dada como completa. Em 2, a zona y é agregada à zona
adjacente com o menor valor para f1, continuando a nova zona resultante ainda
não completa. No caso 3, se existir uma única zona adjacente de y em condições
para a união entre ambas, essa união é efectuada. Caso contrário, é considerado o
segundo critério mais importante (f2) que tomará o lugar de f1. De igual forma três
casos podem ocorrer. No caso 1, ao contrário do descrito anteriormente, a união é
efectuada com a zona adjacente com o menor valor segundo f2. Note-se que neste
caso irá ocorrer uma violação do extremo superior do intervalo de tolerância de f2.
Nos outros dois casos a união é efectuada como descrito anteriormente, utilizando
se necessário os restantes objectivos. O algoritmo pára quando todas as zonas forem
dadas como completas.

Este procedimento pode ser repetido para diferentes ordens dos objectivos como
também para diferentes intervalos de tolerância. As soluções obtidas em cada escolha
da ordem dos objectivos são deixadas à consideração de um decisor para que possa
optar pela solução que melhor corresponda às suas preferências.

5.3.2 Bourjolly et al. (1981)

Estes autores desenvolveram um algoritmo heuŕıstico para resolverem um problema
de definição de ćırculos eleitorais na região de Montreal (Canadá). Consideraram
como critérios a igualdade do número de eleitores e a compacidade. Para além destes
dois critérios também se considerou um critério que avalia a integridade de minorias
étnicas para se garantir a sua representação nos órgãos de poder. A função que é
optimizada é o resultado de uma média ponderada dos três objectivos considerados.

O método proposto parte de uma solução inicial (uma partição do território) que
pode ter origem numa partição já existente ou gerada de forma aleatória escolhendo
um conjunto de centros e afectando as unidades elementares ao centro mais próximo,
resolvendo um problema K-mediana. Então, de forma iterativa, uma unidade ele-
mentar é transferida de uma zona para outra adjacente. A unidade transferida é
aquela que mais contribui para o melhoramento da função objectivo.

5.3.3 Arcese et al. (1992)

Estes autores apresentam uma heuŕıstica que tem por base o grafo de conexidade
do território como descrito no Caṕıtulo 4, aplicada ao problema da definição de
ćırculos eleitorais. Foram considerados como critérios a igualdade do número de
eleitores, compacidade e a similitude com outras divisões administrativas, ver [19,
Secção 12.4].
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Este trabalho foi aplicado à Itália, páıs que se encontra dividido em região admi-
nistrativas. Este facto implica que nenhum ćırculo eleitoral poderá ser formado por
unidades elementares de mais que uma região, ou seja, a divisão em ćırculos eleito-
rais tem que estar totalmente contida na divisão em regiões administrativas, segundo
a definição apresentada no Caṕıtulo 6, Secção 6.4.1, página 90. Este facto implicou
a concepção de um algoritmo formado por duas etapas: numa etapa procede-se à
partição de cada região administrativa, optimização regional, enquanto numa se-
gunda etapa faz-se a optimização nacional, escolhendo em cada região uma das
partições determinada.

Na primeira etapa começa-se por determinar o número de ćırculos que cada região
deverá conter. Para um dado ćırculo k, determina-se o quociente qk = Pk

P
K, sendo

Pk e P o número de leitores da região k e de toda a nação, respectivamente, enquanto
K é o número de mandatos a ńıvel nacional. Para cada região k são constrúıdas
duas “boas” partições, uma com ⌊qk⌋ ćırculos e a outra com ⌈qk⌉. Quando qk é
inteiro as duas partições coincidem. O processo de construção de uma partição para
uma região pode ser sintetizado em quatro passos:

1. Escolha preliminar dos centros. Este passo consiste numa primeira escolha
dos centros para a formação dos futuros ćırculos no passo 3. Normalmente é
escolhido um número de centros superior ao número dos ćırculos a formar por
forma a ter-se mais flexibilidade na escolha final dos centros no passo 2. Os
candidatos a centros são seleccionados longe uns dos outros e uniformemente
distribúıdos pela região em estudo. Geralmente são escolhidas as unidades
mais povoadas por forma a atingir-se mais facilmente a admissibilidade.

2. Algoritmo de localização/alocação. Para uma dada escolha de ⌊qk⌋ ou ⌈qk⌉
centros entre a lista candidata determinada no passo anterior é identificada a
zona de influência de cada centro como sendo o conjunto de vértices que estão
mais perto desse centro do que qualquer outro. Este passo é definido por um
processo iterativo de localização/alocação que começa com uma escolha inicial
de ⌊qk⌋ ou ⌈qk⌉ centros e gradualmente são alterados até que cada um fique o
mais próximo posśıvel do ponto central da sua zona de influência

3. Algoritmo de expansão de núcleos. Inicialmente todos os ćırculos são formados
apenas pelo seu centro. Cada ćırculo D tem associado a si uma lista de vértices
adjacentes que podem vir a ser inclúıdos em D. Os ćırculos são formados um
de cada vez sendo cada um deles dado como completo quando a sua lista de
vértices adjacentes ficar vazia. Em cada iteração é seleccionado o ćırculo com o
menor número de eleitores e uma unidade elementar da sua lista de adjacência
é integrada por forma a optimizar uma função que agrega os três critérios.
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4. Algoritmo descendente. A partição obtida no passo anterior é melhorada
através de um algoritmo que faz transferências admisśıveis de vértices entre
ćırculos adjacentes.

Na segunda etapa é resolvido um problema do saco mochila binário através de
uma heuŕıstica gulosa para escolher um dos números ⌊qk⌋ ou ⌈qk⌉ para cada região
k por forma a optimizar um indicador global.

5.3.4 Bozkaya et al. (2003)

Em 2003, no trabalho de Bozkaya et al. [10], é implementado um algoritmo de pes-
quisa tabu aplicado ao problema da definição de ćırculos eleitorais, onde os critérios
utilizados foram: igualdade do poder de voto; compacidade; homogeneidade socio-
economica; similitude com a divisão em vigor; e, respeito pela integridade das co-
munidades. A função objectivo agrega medidas de todos estes critérios através de
uma soma ponderada.

A meta-heuŕıstica pesquisa tabu é um método de pesquisa local que parte de
uma solução admisśıvel inicial e tenta avançar para a melhor solução na sua vizi-
nhança, mesmo que se degrade o valor da função objectivo, até que um determinado
critério de paragem seja satisfeito. Este método é caracterizado pela existência das
chamadas listas tabu que contêm soluções não permitidas que visam, essencialmente
a prevenção da entrada em ciclo (cycling). Na sua forma mais básica, contêm os
últimos elementos visitados. Os diferentes elementos do algoritmo implementado
podem ser resumidos como se segue:

1. Solução inicial. Na construção da solução inicial utilizou-se a mesma técnica
que Vickrey [89]. Inicialmente selecciona-se uma unidade elementar como cen-
tro de uma zona a construir e, gradualmente, anexam-se unidades elementares
adjacentes até que se atinja um número de eleitores dentro de um intervalo
de tolerância, aquando da primeira zona, ou até que a zona a construir deixe
de ter unidades elementares adjacentes. Este processo de construção de uma
partição pode resultar num número de zonas diferente do estabelecido. Quando
o número de zonas ficar aquém do pretendido seleccionam-se as zonas com
mais eleitores e dividem-se em duas partes aproximadamente iguais. No caso
contrário, a zona mais pequena é unida à sua vizinha mais pequena.

2. Vizinhanças. Foram definidas duas estruturas de vizinhança, N1(Y ) e N2(Y ).
Na primeira, N1(Y ) é constitúıda por todas as partições que resultam da trans-
ferência de uma unidade elementar da sua zona actual para outra sua vizinha,
sem se perder a conexidade das zonas. A segunda estrutura de vizinhança,
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N2(Y ), contém todas as partições que se obtêm através da troca de duas uni-
dades elementares entre zonas vizinhas de Y .

3. Lista tabu. Em cada iteração, quando se realiza um movimento numa das
duas estruturas de vizinhança, é declarado tabu todo a movimento inverso
durante as próximas θ iterações, onde θ é seleccionado aleatoriamente num
intervalo [θmin, θmax].

4. Critério de paragem. O algoritmo guarda o valor da melhor solução ad-
misśıvel conhecida, F ∗

1 , e o melhor valor entre as soluções admisśıveis e não
admisśıveis conhecidas, F ∗

2 . A pesquisa é interrompida quando não se melhora
F ∗

1 ou F ∗
2 durante um dado número de iterações, ou quando se atinge um dado

total de iterações.

Neste trabalho foi ainda integrado um mecanismo de “memória adaptativa” que
se baseia no prinćıpio de que componentes de boa qualidade de uma solução podem
ser utilizadas para gerar outras soluções de boa qualidade.

5.4 Conclusão

Na generalidade dos estudos sobre este tema, o problema da divisão territorial é
reconhecido como sendo um problema de optimização combinatória. Cada zona é
constrúıda a partir de pequenas unidade territoriais elementares que cobrem todo
o território. Desta forma, o problema consiste em determinar uma partição de n
unidades elementares em K subconjuntos, sendo K o número de zonas a formar.

Da breve descrição dos trabalhos mais importantes desta área ficou clara a difi-
culdade em modelar alguns aspectos deste problema, no contexto da programação
linear. Na generalidade dos trabalhos onde é apresentada uma formulação, não é
com base nessa formulação que se constroem as soluções propostas, aplicando um
método exacto para o modelo em causa, mas sim através de métodos heuŕısticos.
Essa dificuldade tornou-se evidente na formulação da conexidade concebida por nós,
que resultou num conjunto de restrições em número exponencial. Ainda se fize-
ram tentativas de formulação da ausência de inclusões, no contexto da programação
linear, que resultaram em fracasso. Apesar da dificuldade evidenciada ficámos con-
victos da existência de alguns espaços para progressão. No trabalho efectuado nesta
área em particular, não explorámos as propriedades do grafo de conexidade. O facto
deste grafo ser planar pode permitir reduzir o número de restrições, pois o número
de arestas é aproximadamente três vezes o número de vértices.

Entre as posśıveis aplicações, o problema da definição de ćırculos eleitorais é o que
tem despertado mais atenção entre a comunidade cient́ıfica. A este facto não é alheia
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a importância que tem para as democracias actuais, a confiança dos eleitores em todo
o processo eleitoral. Na última década temos assistido ao alargamento da aplicação
do problema em estudo a outras áreas menos tradicionais. No entanto, a mais valia
que pode constituir este tipo de estudo, ainda não está suficientemente disseminada
entre os agentes de decisão e mesmo entre a comunidade académica, por forma a
alargá-lo a um número maior de aplicações. Por exemplo, uma área com potencial
de aplicação, e para a qual não encontrámos qualquer trabalho na literatura, diz
respeito à divisão da floresta em zonas a atribuir a equipas de intervenção urgente
no caso de incêndio florestal. Uma divisão criteriosa pode resultar em benef́ıcios
consideráveis, quer ao ńıvel dos custos quer ao ńıvel da eficácia de actuação.



Caṕıtulo 6

Medidas de comparação de
partições

Neste Caṕıtulo é apresentado um estudo de medidas de comparação de
duas partições territoriais. Este trabalho tem um carácter inovador, quer
pela abordagem utilizada, quer pelo seu conteúdo. O seu contexto teórico
insere-se na comparação entre duas partições de um grafo não orientado,
conexo e planar.

Foram identificadas três classes de medidas de comparação que de-
signámos por compatibilidade, inclusão e distância. Definimos cada
uma dessas classes e enunciámos as propriedade básicas que deverão
respeitar. Para cada classe é proposto um ı́ndice, sendo realizada a
verificação formal das propriedades esperadas. Realizou-se um estudo
emṕırico que passou pela simulação de um ambiente real, onde se pôde
observar o comportamento dos ı́ndices propostos.

81
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6.1 Introdução

Na literatura cient́ıfica sobre o problema da partição territorial é comum encontrar-
mos critérios que resultam da avaliação de diferenças entre duas partições. Quando
se pretende melhorar uma partição vigente, segundo um qualquer aspecto, é habitual
procurar-se uma nova divisão territorial que não se “afaste” muito da actual.

Em qualquer sistema eleitoral, o prinćıpio de “um homem um voto” desempenha
um papel fundamental na sua aceitação por parte dos eleitores. Com a deslocação de
populações entre diferentes regiões pode ocorrer uma degradação do grau de respeito
deste prinćıpio. Este fenómeno pode revelar-se cŕıtico em sistemas eleitorais unino-
minais1, onde cada ćırculo deverá ter um número de eleitores tão próximo quanto
posśıvel dos restantes. Nos ćırculos com um maior número de eleitores o peso do
voto de cada um é inferior ao peso do restante eleitorado. Quando o desfasamento
do número de eleitores em cada ćırculo ultrapassa um dado ńıvel, é recomendável
que se redesenhe o mapa eleitoral corrente por forma a aproximar o número de
eleitores em cada ćırculo. Nestes casos um dos critérios do problema consiste em
minimizar as “diferenças” relativamente ao mapa vigente. Duas boas razões justifi-
cam este procedimento [10]: a manutenção da qualidade dos restantes critérios como
a compacidade, homogeneidade sócio-económica, etc.; e a preferência dos poĺıticos
em manter o seu eleitorado justificando-se com o conhecimento e experiência que
têm do seu ćırculo eleitoral.

A necessidade de comparar duas partições de um mesmo território surge também
em problemas doutras áreas como é o caso da definição de áreas escolares. Neste
caso a avaliação das diferenças entre duas partições pode ter uma natureza bem
diversa do caso anterior, quando é comparada com uma divisão do território em
zonas de tarifação de transportes públicos. Nesta situação, é da conveniência dos
utentes do sistema de ensino que cada área escolar esteja contida numa única zona
de tarifação para que o percurso casa/escola seja efectuado sob a tarifa mı́nima. A
comparação de duas divisões deste tipo baseia-se em prinćıpios diferentes do caso
anterior.

Em resultado da análise dos diversos problemas de divisão territorial descritos na
literatura, identificámos diferentes necessidades de comparação de duas partições de
um mesmo território, baseadas em prinćıpios diversos. Em consequência, propomos
uma classificação das diferentes necessidades em três classes [85]:

1. Compatibilidade. Esta classe representa um conjunto de medidas que avaliem
até que ponto uma zona da primeira partição é igual a um conjunto de zonas da
segunda ou se um grupo de zonas da primeira é igual a uma zona da segunda

1Cada ćırculo eleitoral elege um único representante.
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partição.

2. Inclusão. Neste caso pretende-se agrupar as medidas que reflictam o conceito
de finura entre duas partições, ou seja, uma medida desta classe deve avaliar,
até que ponto, as zonas da primeira partição são o resultado da divisão de
zonas da segunda.

3. Distância. Esta classe inclui as medidas que reflictam toda e qualquer dis-
crepância entre duas partições.

O contexto teórico deste estudo pode inserir-se na comparação de partições de
um grafo conexo, não-orientado e planar, segundo um dado atributo. Actualmente,
este tema não se encontra muito explorado na literatura. Apenas encontrámos dois
trabalhos onde este assunto foi abordado. Em ambos é avaliado o grau de semelhança
entre partições no caso do problema da criação de ćırculos eleitorais [10, 19].

6.2 Conceitos e notação espećıfica

Considere-se a notação seguinte:

• A = {a1, a2, . . . , ai, . . . , an} representa um território, onde ai denota uma uni-
dade elementar indiviśıvel;

• y = {â1, â2, . . . , âi, . . . , âL} denota um conjunto de unidades elementares cont́ı-
guas designado zona;

• Y = {y1, y2, . . . , yu, . . . , yK} denota uma partição (ou divisão) do território
A; para cada unidade elementar ai existe uma única zona yu ∈ Y tal que ai

pertence a yu;

• Y = {Y ′, Y ′′, . . . , Y (m), . . . , Y (M)} denota o conjunto de todas as partições ad-
misśıveis do territorio A.

Ao longo deste Caṕıtulo, por uma questão de simplicidade, uma unidade elemen-
tar de território, ai, será também representada pelo seu ı́ndice i. A Figura 6.1 (a)
mostra um território formado por 16 unidades elementares e dividido em 4 zonas,
Y = {y1, y2, y3, y4}.

O grafo de conexidade G = (V, E), de um dado território A = {1, 2, . . . , i, . . . , n},
é um grafo não-orientado, conexo e planar, onde o conjunto dos seus vértices,
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(a)

a1 a2 a3 a4

a5 a6 a7 a8

a9 a10 a11 a12

a13 a14 a15 a16

y1 y2

y3 y4

(b)

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Figura 6.1: Um território e o respectivo grafo de conexidade.

V = {1, 2, . . . , i, . . . , n}, representa o conjunto das unidades elementares de ter-
ritório e cada aresta ek = {i, j} do conjunto E = {e1, e2, . . . , ek, . . . , em} ⊂ V × V
corresponde a uma fronteira comum entre as unidades elementares i e j, como de-
finido na Secção 4.1. A Figura 6.1 (b) mostra o grafo de conexidade associado ao
território da Figura 6.1 (a). Ao longo do texto será considerado indiferentemente
um território A ou o seu conjunto de vértices V .

Definição 6.1 (Atributo). Considere-se um grafo de conexidade G = (V, E). Um
atributo P em V é uma função real não-negativa definida em V . Para cada vértice
i ∈ V , o valor P (i) ∈ R+ será representado por pi.

Para um qualquer subconjunto ȳ ⊆ V de unidades elementares, Pȳ =
∑

i∈ȳ pi

representa o valor total de atributo P em ȳ, e P =
∑

i∈V pi é o total de atributo P
do grafo G (por convenção, Pȳ = 0 quando ȳ = ∅).

Considerem-se duas partições de V ,

Y = {y1, y2, . . . , yu, . . . , yK}

e
Y ′ = {y′

1, y
′
2, . . . , y

′
v, . . . , y

′
K ′},

onde |Y | = K e |Y ′| = K ′.

Definição 6.2 (Inclusão entre duas zonas). Considerem-se duas zonas y ∈ Y e
y′ ∈ Y ′. Diz-se que y está contida em y′ segundo P (y ⊆P y′), se Py\y′ = 0, i.e.,
para todo i ∈ y tal que i /∈ y′, pi = 0.

Definição 6.3 (Igualdade entre duas zonas). Diz-se que y ∈ Y é igual a y′ ∈ Y ′

segundo o atributo P , y =P y′, se y ⊆P y′ e y′ ⊆P y.
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y1 y2

y3 y4

Y

y′
1 y′

2 y′
3

y′
4 y′

5

Y ′

y′′
1 y′′

2

y′′
3 y′′

4

Y ′′

y′′′
1 y′′′

2

y′′′
3 y′′′

4

Y ′′′

Figura 6.2: Partições: Y , Y ′, Y ′′ e Y ′′′.

Definição 6.4 (Igualdade entre duas partições). Duas partições Y, Y ′ ∈ Y são
iguais, segundo o atributo P , Y =P Y ′, se para todo o par de zonas {y, y′} ∈ Y ×Y ′,
y =P y′ ou Py∩y′ = 0.

Definição 6.5 (Zona de referência). Considerem-se duas zonas Y, Y ′ ∈ Y. A função
RY ′

RY ′ : Y −→ Y ′

y 7−→ RY ′(y)

é designada por função de zona de referência, onde RY ′(y) ∈ Y ′ define-se como
sendo a zona de Y ′ que torna máximo o valor Py∩y′

v
, v = 1, . . . , K ′. A RY ′(y)

chamamos zona de referência de y em Y ′.

Por outras palavras, RY ′(y) é a zona de Y ′ que contém a maior fracção do
atributo P de y.

Nota 6.1. No caso de Py∩y′
v

atingir o valor máximo em mais que uma zona y′
v ∈ Y ′,

escolhe-se aquela que tem o menor ı́ndice.

As Figuras 6.2 e 6.3 ilustram as definições anteriores. A zona y′
1 está contida

em y′′
1 , qualquer que seja o atributo. Considerando o atributo P 1, y′′

1 também está
contida em y′

1, i.e., y′′
1 ⊆P 1 y′

1. Neste caso verifica-se a igualdade segundo P 1, entre
y′

1 e y′′
1 . Considerando P 2, a zona de referência de y′′

2 em Y ′ é RY ′(y′′
2) = y′

3. No
entanto, quando se considera P 1, tal deixa de ser válido. Note-se que neste caso
RY ′(y′′

2) = y′
5, porque P 1

y′′
2
∩y′

5
= 10 = max

1≤u≤5
{Py′′

2
∩y′

u
}.
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1 1 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 10

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

P 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

P 2

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

P 3

Figura 6.3: Atributos: P 1, P 2 e P 3.

y1 y2

y3

Y

y′
1

y′
2 y′

3 y′
4

Y ′

y′′
1 y′′

2

y′′
3 y′′

4 y′′
5

Y ′′

Figura 6.4: Exemplo de compatibilidade entre partições.

6.3 Índice de compatibilidade

Nesta Secção é definido e implementado um ı́ndice que avalia o grau de compatibi-
lidade entre duas partições. Duas partições Y e Y ′ são compat́ıveis se para todo o
par de zonas, y ∈ Y e y′ ∈ Y ′, que se sobrepõem, ou y está contida em y′ ou y′ está
contida em y. A Figura 6.4 ilustra duas partições compat́ıveis.

6.3.1 Definição e propriedades elementares

Definição 6.6 (Compatibilidade total). Duas partições Y e Y ′ são totalmente com-
pat́ıveis segundo o atributo P , Y ≡P Y ′, se para todo o par de zonas {y, y′} ∈ Y ×Y ′

tais que Py∩y′ > 0, uma das seguintes inclusões verifica-se, y ⊆P y′ ou y′ ⊆P y.

Na Figura 6.4, Y e Y ′ são totalmente compat́ıveis, qualquer que seja o atributo
P . Contudo, a compatibilidade total entre Y ′ e Y ′′ depende do atributo P .



6.3. ÍNDICE DE COMPATIBILIDADE 87

y

y′

(a)

y

y′

(b)

y

y′

(c)

Figura 6.5: Pares de zonas sobrepostas.

Definição 6.7 (Zonas sobrepostas). Duas zonas {y, y′} ∈ Y × Y ′ dizem-se sobre-
postas se Py∩y′ > 0, y *P y′ e y′ *P y.

Por outras palavras, duas zonas de partições diferentes são sobrepostas quando
têm algum atributo em comum sem que uma esteja contida na outra.

Nota 6.2. Dois factores deverão contribuir para a degradação do grau de apro-
ximação à compatibilidade total:

• O número de pares de zonas sobrepostas: a “distância” à compatibilidade total
deverá aumentar quando o número de pares de zonas sobrepostas cresce.

• O modo como duas zonas se sobrepõem: na Figura 6.5(a) y′ e y estão quase
totalmente contidas uma na outra. Estes pares de zonas não deverão dar
um grande contributo para um ı́ndice de compatibilidade. Ao par de zonas
em 6.5(c) é atribúıdo um papel semelhante ao do par anterior, pois a inter-
secção entre ambas é quase vazia. Na situação oposta, encontra-se o par de
zonas em 6.5(b). Neste caso, as quantidades de atributo em y∩y′, y\y′ e y′\y
estão muito próximas, sendo esta a pior configuração para a compatibilidade
total.

Nota 6.3. Dada a natureza de um ı́ndice CP que avalie a compatibilidade entre
duas partições Y e Y ′ de um mesmo território, tal como definida anteriormente, as
propriedades seguintes deverão ser verificadas:

1. compatibilidade total: Y ≡P Y ′ sse CP (Y, Y ′) = 1;

2. idempotência: ∀ Y ∈ Y, CP (Y, Y ) = 1;

3. simetria: CP (Y, Y ′) = CP (Y ′, Y ).

Estas propriedades podem ser interpretadas como se segue:
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1. A primeira propriedade significa que o ı́ndice de compatibilidade CP atinge o
seu valor máximo quando duas partições são totalmente compat́ıveis e apenas
neste caso.

2. A segunda propriedade significa que qualquer partição é totalmente compat́ıvel
consigo própria.

3. A última propriedade significa que o ı́ndice deve ser simétrico.

6.3.2 Implementação

Nesta Secção é proposta uma implementação de um ı́ndice que avalie o grau de
compatibilidade entre duas partições. Durante o processo de construção foram con-
sideradas as propriedades descritas na Nota 6.3. O seu valor final é obtido conside-
rando o valor mı́nimo entre os elementos Py\y′ , Py∩y′ e Py′\y para cada par de zonas
(y, y′) ∈ Y × Y ′, cuja fórmula é apresentada na expressão 6.1.

CP (Y, Y ′) = 1−
1

P

∑

y∈Y

∑

y′∈Y ′

min{Py\y′ , Py∩y′ , Py′\y} (6.1)

Considerem-se as partições da Figura 6.2, na página 85. O cálculo do ı́ndice de
compatibilidade entre Y e Y ′′ toma em consideração dois pares de zonas sobrepostas,
{y1, y

′′
2} e {y4, y

′′
2}, quando P = P 2. O valor do ı́ndice será CP 2(Y, Y ′) = 1 −

1
36

(min{8, 1, 9} + min{8, 1, 9}) = 1 − 2
36

= 34
36

. No caso das partições Y ′ e Y ′′′,
apenas existe um par de zonas sobrepostas, {y′

5, y
′′′
2 }. Logo, CP 2(Y ′, Y ′′′) = 1 −

1
36

min{6, 3, 9} = 33
36

. Quando P = P 3, Y ′ e Y ′′′ são totalmente compat́ıveis, uma
vez que P 3

y′
5
∩y′′′

2

= 0.

6.3.3 Estudo da implementação proposta

Considere-se um território A como um conjunto de unidades elementares, onde cada
unidade elementar constitui um elemento. Obviamente que uma partição do ter-
ritório A é também uma partição do conjunto A, nos termos da teoria elementar de
conjuntos. É bem conhecido que o conjunto Π = {y∩ y′ 6= ∅ : y ∈ Y, y′ ∈ Y ′} cons-
titui uma partição do conjunto A, onde Y e Y ′ representam partições do território
A. Assim,

∑

{y,y′}∈Y ×Y ′

Py∩y′ = P

A proposição seguinte mostra que o ı́ndice CP é limitado inferior e superiormente.
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y1

y2

y3

Y

y′
1 y′

2 y′
3 y′

4 y′
5 y′

6

Y ′

Figura 6.6: Partições totalmente “incompat́ıveis”.

Proposição 6.8. Considere-se um território A formado por n unidades elementares
e um atributo P definido em A. Para todo o par de partições Y, Y ′ ∈ Y, 0 ≤
CP (Y, Y ′) ≤ 1, sendo o seu mı́nimo e máximo 0 e 1, respectivamente.

Demonstração.
Por um lado, dado que min{Py\y′ , Py∩y′, Py′\y} ≤ Py∩y′ para qualquer {y, y′} ∈
Y × Y ′, então 1

P

∑

y∈Y

∑

y′∈Y ′ min{Py\y′ , Py∩y′ , Py′\y} ≤ 1. Logo, CP (Y, Y ′) ≥ 0.
Por outro lado, dado que o atributo P é não-negativo, o somatório em CP (Y, Y ′) é
também não-negativo. Consequentemente, CP (Y, Y ′) ≤ 1.

Vamos agora provar que 0 e 1 são também o mı́nimo e o máximo de CP , res-
pectivamente. Suponhamos que Y e Y ′ são totalmente compat́ıveis. Assim, quando
Py∩y′ > 0, uma das inclusões, y ⊆P y′, y′ ⊆P y, é verificada, i.e., quando Py∩y′ > 0,
ou Py\y′ = 0 ou Py′\y = 0. Logo

∑

y∈Y

∑

y′∈Y ′ min{Py\y′ , Py∩y′ , Py′\y} = 0, e, con-
sequentemente, CP (Y, Y ′) = 1. Suponha-se agora que Y e Y ′ são duas partições
tais que, para qualquer par {y, y′} ∈ Y × Y ′, Py∩y′ = min{Py\y′ , Py∩y′ , Py′\y},
(ver Figura 6.6 e considere-se o atributo P 2 da Figura 6.3, na página 86). Assim,
CP (Y, Y ′) = 1− 1

P

∑

y∈Y

∑

y′∈Y ′ Py∩y′ = 1− 1
P
P = 0.

Na proposição seguinte são demonstradas as propriedades descritas na Nota 6.3.

Proposição 6.9. Considere-se um território A formado por n unidades elementa-
res, um atributo P definido em A e duas partições Y, Y ′ ∈ Y. O ı́ndice CP verifica
as propriedades seguintes:

1. compatibilidade total: Y ≡P Y ′ sse CP (Y, Y ′) = 1;

2. idempotência: CP (Y, Y ) = 1;

3. simetria: CP (Y, Y ′) = CP (Y ′, Y ).



90 CAPÍTULO 6. MEDIDAS DE COMPARAÇÃO DE PARTIÇÕES

Demonstração.

1. A implicação “se Y ≡p Y ′ então CP (Y, Y ′) = 1”, foi provada na Proposição 6.8.

Considere-se agora o rećıproco. Se CP (Y, Y ′) = 1 então
∑

y∈Y

∑

y′∈Y ′ min{Py\y′ ,
Py∩y′ , Py′\y} = 0. Uma vez que todos os seus elementos são não-negativos,
então min{Py\y′ , Py∩y′ , Py′\y} = 0, para todo o par {y, y′} ∈ Y × Y ′. Logo, se
Py∩y′ > 0 então Py\y′ = 0 ou Py′\y = 0, i.e., y ⊆P y′ ou y′ ⊆P y. Consequente-
mente Y ≡p Y ′.

2. Dado que, quando Py∩ŷ > 0 verifica-se y ⊆P ŷ e ŷ ⊆P y, para todo o par de
zonas y, ŷ ∈ Y , então CP (Y, Y ) = 1.

3. Uma vez que a soma, intersecção e o operador “min” são comutativos, então
CP (Y ′, Y ) = CP (Y, Y ′).

6.4 Índice de inclusão

Nesta Secção pretendemos definir e implementar um ı́ndice de inclusão, IP (Y, Y ′),
que avalie em que medida as zonas da partição Y estão contidas nas zonas de Y ′.
Por outras palavras, pretendemos medir o grau de “inclusão” de cada zona y ∈ Y
em Y ′. Esta medida avalia até que ponto cada zona y ∈ Y está contida na sua zona
de “referência” em Y ′. O conceito de inclusão está próximo do de compatibilidade
embora não se verifique a simetria.

6.4.1 Definição e propriedades elementares

Definição 6.10 (Inclusão total). A partição Y está totalmente contida em Y ′ se-
gundo um atributo P , Y ⊆P Y ′, se qualquer que seja y ∈ Y existe uma zona y′ ∈ Y ′

tal que y ⊆P y′.

Na Figura 6.2 (página 85), a partição Y ′ está totalmente contida em Y , qualquer
que seja o atributo P . Contudo, a inclusão inversa, Y ⊆P Y ′, não é verificada quando
se considera o atributo P 2 (ver Figura 6.3). No entanto, segundo P 1, também é ve-
rificada a inclusão inversa. Note-se que as duas partições Y ′′ e Y ′′′ estão totalmente
contidas segundo P 3 em Y.

Nota 6.4. O conceito subjacente ao ı́ndice que se pretende construir impõe as pro-
priedades seguintes:



6.4. ÍNDICE DE INCLUSÃO 91

1. inclusão total: Y ⊆P Y ′ sse IP (Y, Y ′) = 1;

2. idempotência: ∀ Y ∈ Y, IP (Y, Y ) = 1;

3. anti-simetria: Se IP (Y, Y ′) = 1 e Y 6=P Y ′ então IP (Y ′, Y ) < 1;

4. transitividade: Se IP (Y, Y ′) = 1 e IP (Y ′, Y ′′) = 1 então IP (Y, Y ′′) = 1.

Estas propriedades podem ser descritas como se segue:

1. A primeira propriedade significa que, IP (Y, Y ′), atinge um valor máximo quando
Y está totalmente contida em Y ′ e apenas neste caso.

2. A propriedade 2 significa que qualquer partição está contida em si própria.

3. A propriedade 3 significa que quando se verifica a inclusão total entre duas
partições diferentes então a inclusão total inversa é falsa.

4. A última propriedade significa que quando se verifica a inclusão total entre Y
e Y ′ e também entre Y ′ e Y ′′ então Y está totalmente contida em Y ′′.

6.4.2 Implementação

Nesta Secção será proposta uma implementação do ı́ndice, IP , que avalia o grau
de inclusão total entre duas partições, Y e Y ′. A sua construção tem por base o
conceito de zona de referência, sendo modelado na Expressão 6.2:

IP (Y, Y ′) =
1

P

∑

y∈Y

Py∩RY ′(y) (6.2)

O ı́ndice IP (Y, Y ′) representa a soma total, para cada zona y, da proporção
da quantidade Py que pertence à sua zona de referência. Logo, resulta que um
majorante de IP (Y, Y ′) é 1.

Nota 6.5. Note-se que o valor do ı́ndice, IP (Y, Y ′), não depende da escolha da zona
de referência nos casos em que existe mais que uma zona em Y ′ com o mesmo valor
máximo de atributo em comum com uma dada zona y ∈ Y .

Considerem-se as Figuras 6.2 e 6.3, na página 86. Assim, o ı́ndice de inclusão,
IP 2(Y ′′, Y ) = 8+9+9+8

36
= 34

36
, segundo o atributo P 2. Note-se que apenas y′′

2 não está
totalmente contida em alguma zona de Y ; y2 é a sua zona de referência em Y . No
caso de considerarmos o atributo P 1 a zona de referência de y′′

2 não é a mesma.
Note-se que o atributo total de y′′

2 , P 1
y′′
2

, é 19 e a zona de Y com a maior fracção do

seu atributo é y4 com 10 unidades. Como as zonas y′′
1 , y′′

3 e y′′
4 estão contidas em y1,

y3 e y4, respectivamente, qualquer que seja o atributo, logo IP 1(Y ′′, Y ) = 6+10+9+8
42

=
33
42

. Este valor é também o resultado de IP 1(Y ′′, Y ′). Note-se que y′′
1 ⊆P1

y′
1.
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6.4.3 Estudo da implementação proposta

A proposição seguinte mostra que o ı́ndice IP é limitado inferior e superiormente.

Proposição 6.11. Considere-se um território A formado por n unidades elemen-
tares e um atributo P definido em A. Para todo o par de partições Y, Y ′ ∈ Y,
1
n
≤ IP (Y, Y ′) ≤ 1, sendo o seu mı́nimo e máximo 1

n
e 1, respectivamente.

Demonstração.
Uma vez que Py∩RY ′(y) ≤ Py, para todo y ∈ Y ,

∑

y∈Y Py∩RY ′(y) ≤
∑

y∈Y Py. Logo,

IP (Y, Y ′) = 1
P

∑

y∈Y Py∩RY ′(y) ≤
1
P

∑

y∈Y Py = 1. Este é também o valor máximo de
IP , porque quando Y ⊆P Y ′, y ⊆P RY ′(y), para todo y ∈ Y , e, consequentemente
Py∩RY ′(y) = Py. Deste modo, IP (Y, Y ′) = 1.

Para cada y ∈ Y , Py∩RY ′ (y) é mı́nimo quando todo o seu atributo, Py, está
igualmente distribúıdo por todas as zonas de Y ′. Logo, para qualquer y ∈ Y , Py∩y′ =
Py

K ′ . Consequentemente, Py∩R′
Y

(y) = Py

K ′ . Neste caso, IP (Y, Y ′) = 1
P

∑

y∈Y

Py

K ′ =
1

K ′
1
P
P = 1

K ′ . Assim, com o aumento do número de zonas em Y ′, o valor de IP (Y, Y ′)
degrada-se. A condição “todo o atributo, Py, está igualmente distribúıdo por todas
as zonas de Y ′” impõe um majorante para o número de zonas, K ′, em Y ′. O valor
máximo posśıvel para K ′ é n

K
, se n for um múltiplo de K e pi = P

n
, i.e., qualquer

unidade elementar tem a mesma quantidade de atributo. Por conseguinte, o valor
máximo que K ′ pode assumir é obtido quando K é mı́nimo, i.e., quando Y é formado
por uma única zona (K = 1). Assim, assumindo que cada unidade elementar tem
a mesma quantidade de atributo, K = 1 e K ′ = n, o ı́ndice IP (Y, Y ′) atinge o seu
valor mı́nimo igual a 1

n
.

A proposição seguinte diz respeito às propriedades enunciadas na Nota 6.4.

Proposição 6.12. Considere-se um território A formado por n unidades elemen-
tares, um atributo P definido em A e duas partições Y, Y ′ ∈ Y. O ı́ndice IP verifica
as propriedades seguintes:

1. inclusão total: Y ⊆P Y ′ sse IP (Y, Y ′) = 1;

2. idempotência: IP (Y, Y ) = 1;

3. anti-simetria: Se IP (Y, Y ′) = 1 e Y 6=P Y ′ então IP (Y ′, Y ) < 1;

4. transitividade: Se IP (Y, Y ′) = 1 e IP (Y ′, Y ′′) = 1 então IP (Y, Y ′′) = 1.

Demonstração.
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1. A implicação “se Y ⊆P Y ′ então IP (Y, Y ′) = 1” foi provada na proposição 6.11.
Considere-se agora o rećıproco. Caso exista yu0

∈ Y tal que yu0
*p y′ para

toda a zona y′ ∈ Y ′, i.e., Y *P Y ′, então Pyu0
∩RY ′(yu0

) < Pyu0
. Logo, uma vez

que Py∩RY ′(y) ≤ Py,
∑

y∈Y Py∩RY ′(y) <
∑

y∈Y Py = P. Ou seja IP (Y, Y ′) < 1.
Então, se IP (Y, Y ′) = 1 resulta que Y ⊆P Y ′.

2. Para todo Y ∈ Y, Y ⊆P Y , então IP (Y, Y ) = 1.

3. Se IP (Y, Y ′) = 1 e Y 6=P Y ′ então existe pelo menos uma zona y′
v0
∈ Y ′ para a

qual, existem yu1
, . . . , yuKv0

∈ Y tais que y′
v0

=P

⋃Kv0

u=1 yui
, e Py′

v0
∩yui

> 0, para

mais que uma yui
. Consequentemente, Py′

v0
∩RY (y′

v0
) < Py′

v0
. Logo, IP (Y ′, Y ) <

1.

4. Se IP (Y, Y ′) = 1 e IP (Y ′, Y ′′) = 1, então Y ⊆P Y ′ e Y ′ ⊆P Y ′′. Assim, para
cada y ∈ Y existe y′ ∈ Y ′ tal que y ⊆P y′ e para a qual existe y′′ ∈ Y ′′ que
verifica, y′ ⊆P y′′. Provemos agora que y ⊆P y′′. Uma vez que y ⊆ y′ então
Py∩y′ > 0, i.e., ∃ i ∈ y ∩ y′ tal que pi > 0. Como y′ ⊆ y′′ então, também,
i ∈ y′′. Logo, Py∩y′′ > 0. Vamos supor que existe uma unidade elementar i ∈ y
tal que i /∈ y′′. Por reductio ad absurdum, suponha-se que pi 6= 0. Logo, i ∈ y′

porque y ⊆P y′. Então, dado que y′ ⊆P y′′, pi = 0. Contradição! Tal significa
que pi = 0. Logo, y ⊆P y′′ e, consequentemente, Y ⊆P Y ′′, i.e., IP (Y, Y ′′) = 1.

6.5 Índice de distância

Nesta Secção pretendemos definir e implementar um ı́ndice de distância, DP , se-
gundo um atributo P , que avalie o quão diferentes são duas partições. Passamos a
considerar o atributo P como uma função estritamente positiva, i.e., pi > 0, para
todo i ∈ V .

6.5.1 Definição e propriedades elementares

A construção deste ı́ndice tem por base o conceito de igualdade entre partições,
segundo um atributo P , introduzido na definição 6.4, na página 85.

Nota 6.6. Note-se que a igualdade entre partições é dependente do atributo P . Por
exemplo, na Figura 6.2 (página 85) as partições Y e Y ′ são iguais segundo P 3 (ver
também a Figura 6.3).
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Nota 6.7. O ı́ndice que pretendemos construir, DP em Y, deverá verificar as pro-
priedades da definição de uma métrica. Ou seja, dadas três partições Y, Y ′, Y ′′ ∈ Y,
deverão verificar-se as propriedades seguintes:

1. DP (Y, Y ′) = 0 sse Y =P Y ′;

2. simetria: DP (Y, Y ′) = DP (Y ′, Y );

3. desigualdade triangular: DP (Y, Y ′′) ≤ DP (Y, Y ′) + DP (Y ′, Y ′′).

6.5.2 Implementação

A implementação que iremos propor para o ı́ndice de distância considera todas as
arestas, {i, j} ∈ E, que estão associadas à fronteira de uma zona de apenas uma das
partições.

Considere-se a notação seguinte:

• IY = {{i, j} ∈ E : ∃ y ∈ Y, i, j ∈ y};

• BY = {{i, j} ∈ E : ∀ y ∈ Y, i, j /∈ y};

onde, IY representa o conjunto de arestas que estão no interior de alguma das zonas,
e BY representa o conjunto de arestas associadas à fronteira das zonas, para qualquer
Y ∈ Y. Note-se que IY ∪ BY = E e IY ∩ BY = ∅.

Considere-se agora o conjunto IBY Y ′ ⊆ E, definido como se segue:

IBY Y ′ = BY ∩ IY ′ ∪BY ′ ∩ IY

onde Y, Y ′ ∈ Y. Ou seja, IBY Y ′, representa o conjunto de arestas associadas a
vértices adjacentes que pertencem à mesma zona numa das partições e a zonas
diferentes na outra.

A distância DP entre Y e Y ′, segundo o atributo P , é definida como se segue:

DP (Y, Y ′) =
1

∆

∑

e∈IBY Y ′

δe (6.3)

onde, δe = min{pi, pj} e ∆ =
∑

e∈E δe, para cada e = {i, j} ∈ E.
A distância, DP (Y, Y ′), entre as partições Y e Y ′, representadas na Figura 6.2

(página 85), e segundo P 1, é igual a zero. Note-se que o conjunto IBY Y ′ é formado
por três arestas, as que estão associadas à fronteira entre y′

1 e y′
2. Contudo, os valores

δe são nulos, pois P 1
y′
2

= 0. Considerando agora Y , Y ′′ e o atributo P 1, o conjunto

IBY Y ′′ é composto por seis arestas. Para três arestas o valor δe é zero e para as
restantes é igual a 1. Assim, DP 1(Y, Y ′′) = 1

51
(0 + 0 + 0 + 1 + 1 + 1) = 3

51
.
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uma zona n zonas

Figura 6.7: Duas partições triviais.

6.5.3 Estudo da implementação proposta

A proposição seguinte mostra que o ı́ndice DP é limitado inferior e superiormente.

Proposição 6.13. Considere-se um território A formado por n unidades elemen-
tares e um atributo P definido em A. Para todo o par de partições Y, Y ′ ∈ Y,
0 ≤ DP (Y, Y ′) ≤ 1, sendo o seu mı́nimo e máximo 0 e 1, respectivamente.

Demonstração.
Como pi ≥ 0 ∀i ∈ V , então δe ≥ 0. Consequentemente, DP (Y, Y ′) ≥ 0. Uma vez
que IBY Y ′ ⊆ E, então

∑

e∈IBY Y ′
δe ≤ ∆. Logo, DP (Y, Y ′) ≤ 1.

Vamos provar que 0 e 1 são também os mı́nimo e máximo de DP , respectiva-
mente. Obviamente, IBY Y = ∅, então DP (Y, Y ) = 0. Considere-se que a partição
Y é formada por uma única zona e Y ′ é composta por n zonas (ver Figura 6.7).
Obviamente, IBY Y ′ = E. Logo, DP (Y, Y ′) = 1.

A proposição seguinte diz respeito às propriedade enunciadas na Nota 6.7.

Proposição 6.14. O ı́ndice DP , definido na Expressão (6.3) é uma métrica, i.e.,
DP verifica as propriedades seguintes:

1. DP (Y, Y ′) = 0 sse Y =P Y ′;

2. simetria: DP (Y, Y ′) = DP (Y ′, Y );

3. desigualdade triangular: DP (Y, Y ′′) ≤ DP (Y, Y ′) + DP (Y ′, Y ′′).

Demonstração.

1. (⇒) Suponha-se que Y 6=P Y ′, i.e., existe um par {y, y′} ∈ Y × Y ′ tal que
y 6=P y′ e Py∩y′ > 0. Sem perda de generalidade, assuma-se que y *P y′
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i.e.,
∑

i∈y\y′ pi > 0. Consequentemente, como cada zona é conexa, existe pelo

menos uma aresta e = {i, j}, tal que, i ∈ y \ y′ e j ∈ y ∩ y′, i.e., e ∈ IBY Y ′.
Uma vez que o atributo é estritamente positivo, então DP (Y, Y ′) > 0.
(⇐) Se DP (Y, Y ′) > 0 então existe e = {i, j} ∈ IBY Y ′, tal que, min{pi, pj} > 0.
Suponha-se que e ∈ BY ∩IY ′. Então ∃ y′ ∈ Y ′ : i, j ∈ y′ e ∃ y ∈ Y, i ∈ y e j /∈ y
ou j ∈ y e i /∈ y. Assim y′ *P y, i.e., y′ 6=P y. Consequentemente, uma vez
que Py∩y′ > 0, Y 6=P Y ′.

2. Como IBY Y ′ = IBY ′Y , então DP (Y, Y ′) = DP (Y ′, Y ).

3. É óbvio que se IBY Y ′′ ⊆ IBY Y ′ ∪ IBY ′Y ′′ então DP (Y, Y ′′) ≤ DP (Y, Y ′) +
DP (Y ′, Y ′′). Vamos provar que IBY Y ′′ ⊆ IBY Y ′ ∪ IBY ′Y ′′ . Considere-se e ∈
IBY Y ′′. Pela definição de IBY Y ′′, ou

e ∈ BY ∩ IY ′′ (6.4)

ou
e ∈ BY ′′ ∩ IY (6.5)

Relativamente à partição Y ′, ou e ∈ IY ′ ou e ∈ BY ′ . No primeiro caso,
se (6.4) se verificar então e ∈ IBY Y ′ . Caso contrário, por (6.5), e ∈ IBY ′Y ′′.
Analogamente, no segundo caso (e ∈ BY ′), se (6.4) se verificar então e ∈
IBY ′Y ′′ . Caso contrário, por (6.5), e ∈ IBY Y ′. Logo, temos sempre que,
e ∈ IBY Y ′ ∪ IBY ′Y ′′ .

Nesta Secção foi necessário considerar-se P como uma função estritamente posi-
tiva. Sem esta restrição a Propriedade 1 da Proposição 6.14 não seria válida. Esta
imposição não representa uma considerável perda de aplicabilidade a problemas re-
ais, pois na maior parte dos casos um posśıvel atributo sobre um território pode ser
representado por um número estritamente positivo. Caso a implementação do ı́ndice
de distância definido na Expressão 6.3 se revelar inapropriado para modelar algum
problema, esta pode ser adaptada, mantendo-se válidas as propriedades provadas
nesta Secção. Esta adaptação passa pela redefinição dos conjuntos IY e BY como se
segue:

• I ′
Y = {{i, j} ∈ V × V : ∃ y ∈ Y, i, j ∈ y};

• B′
Y = {{i, j} ∈ V × V : ∀ y ∈ Y, i, j /∈ y}.

Ou seja, I ′
Y e B′

Y , são subconjuntos de pares de vértices. O conjunto IBY Y ′ mantém
a definição anterior. Esta alteração aumenta o esforço de cálculo do ı́ndice, pois o
número de operações elementares é limitado por O(n2). Com a definição anterior o
cálculo de DP (Y, Y ′) é feito em O(n) operações elementares.
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· Unidade elementar de território

— Um par de unidades adjacentes

Figura 6.8: O grafo de conexidade da região de Paris.
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6.6 Estudo emṕırico do comportamento dos ı́ndi-

ces

Nesta Secção é apresentado um estudo experimental que visa a apreensão de al-
guns aspectos do comportamento dos três ı́ndices propostos. Este estudo tem por
base o território da região de Paris, formado por 1300 unidades elementares que
representam o equivalente às nossas juntas de freguesia (ver Figura 6.8, o grafo de
conexidade G = (V, E), onde |V | = 1300 e |E| = 3719). O atributo considerado é a
população activa, (P = população activa).

Neste estudo considerámos duas partições: a partição base Y B e a partição ac-
tual, Y . Durante os testes realizados a partição Y B permanece inalterada enquanto
Y é progressivamente modificada através de perturbações elementares. Uma per-
turbação elementar (PE) consiste na transferência admisśıvel de um vértice entre
zonas vizinhas. A Figura 6.9 mostra o resultado da aplicação de PEs sucessivas a
uma partição inicial formada por 30 zonas (a), após 100 PEs (b), e após 500 PEs
(c).

6.6.1 Índice de compatibilidade

No estudo do ı́ndice de compatibilidade consideram-se duas partições (Y B, Y ) to-
talmente compat́ıveis (Y B ≡P Y logo CP (Y B, Y ) = 1). A partição Y α representa o
resultado da aplicação sucessiva de α PEs a Y . Para 100 instâncias de Y α, geradas
aleatoriamente, determinámos o ı́ndice de compatibilidade entre Y e Y α.

Os resultados obtidos encontram-se descritos na Figura 6.10. Podemos observar
a evolução de CP (Y B, Y α) fazendo variar α, α = 100, 200, . . . , 1000. Como esperado
o valor do ı́ndice CP (Y B, Y α) diminui com o aumento de α. É de realçar alguma
estabilidade na evolução do mı́nimo e do máximo.

6.6.2 Índice de inclusão

Como no caso anterior, também considerámos duas partições (Y B, Y ) que verificam
a definição de inclusão total, ou seja, Y B ⊆P Y (IP (Y B, Y ) = 1). A aplicação
sucessiva de α PEs a Y resulta na partição representada por Y α. Para 100 instâncias
de Y α, geradas aleatoriamente, determinámos o ı́ndice de inclusão entre Y e Y α.

Na gráfico da Figura 6.11 encontram-se os resultados do cálculo do ı́ndice de
inclusão, onde para cada α sinalizámos os valores mı́nimo, médio e máximo do ı́ndice
relativamente às 100 instâncias de Y α. Como esperado o valor do ı́ndice IP (Y B, Y α)
degrada-se com o aumento de α. É de realçar que o valor mı́nimo observado, 0.619
para α=900, está distante do valor mı́nimo posśıvel. Note-se que este valor é atingido
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(a) Partição inicial

(b) Após 100 PEs

(c) Após 500 PEs

Figura 6.9: Sucessivas perturbações elementares (PE’s).
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Figura 6.10: Comportamento do ı́ndice de compatibilidade.

no caso muito espećıfico de uma partição formada por uma única zona e a outra
formada por n zonas.

6.6.3 Índice de distância

No caso da distância, considerámos o par de partições (Y B,Y B) para as quais
DP (Y B, Y B) = 0. A partição Y Bα

representa o resultado da aplicação sucessiva
de α PEs a Y B. Para 100 instâncias de Y Bα

, geradas aleatoriamente, determinámos
o ı́ndice de distância entre Y B e Y Bα

.

Na Figura 6.12 é exibido o gráfico que mostra a evolução do ı́ndice de distância
entre Y B e Y Bα

para α = 100, 200, . . . , 1000. Podemos observar que a distância,
DP (Y B, Y Bα

), cresce com o aumento de α, embora o factor de crescimento diminua.
Este facto permite-nos concluir que a distância deverá estabilizar-se próximo de 0.5,
sem que se aproxime de 1, o pior valor do ı́ndice. Esta conclusão explica-se pelo
facto do valor do ı́ndice depender da diferença entre o número de zonas e, nos testes
realizados, este número manteve-se constante.
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Figura 6.11: Comportamento do ı́ndice de inclusão.
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6.7 Utilização de ı́ndices de comparação no con-

texto decisório

Nas secções anteriores apresentámos três ı́ndices de comparação entre partições de
um mesmo território, que modelam modos distintos de comparar duas partições:
compatibilidade, inclusão e distância. Nesta Secção pretendemos mostrar a utilidade
destes ı́ndices em problemas de divisão territorial.

6.7.1 Índice de compatibilidade

A divisão territorial visando a criação de zonas a atribuir a vendedores de uma dada
empresa é um dos problemas mais bem estudados nesta área. Neste caso, cada zona
é afecta a um vendedor [28, 91, 31].

Considere-se uma multinacional que comercializa um conjunto de produtos clas-
sificados em várias classes, sendo cada vendedor especializado numa das classes de
produtos. Habitualmente, para cada classe é definida uma partição do mesmo ter-
ritório. Dado que o mesmo cliente pode consumir produtos de diferentes classes, a
procura não se encontra geograficamente homogeneizada relativamente às diferen-
tes classes. Consequentemente, as divisões territoriais para cada classe não deverão
coincidir.

Considerem-se duas classes de produtos A e B e as correspondentes partições Y A

e Y B. Nestas condições, as partições Y A e Y B devem ser concebidas por forma a
fomentar a partilha de informações entre vendedores com clientes em comum. Mais
precisamente, cada zona deve ser definida por forma a que um vendedor da classe
A ou partilhe clientes com um único vendedor da classe B ou com um grupo de
vendedores da classe B que, por sua vez, apenas partilhem clientes com ele. Este
facto leva a que uma zona de Y A esteja totalmente contida numa zona de Y B ou
que corresponda à união de um conjunto de zonas de Y B.

O exemplo exposto acima poder ser perfeitamente modelado através do conceito
de compatibilidade total entre duas partições, apresentado na Secção 6.3 (página 86),
quando o atributo é o número de clientes de cada unidade territorial. Consequente-
mente, o ı́ndice de compatibilidade CP (Y A, Y B) releva-se de grande utilidade neste
contexto, pois permite avaliar até que ponto as partições Y A e Y B contribuem para
uma boa gestão da partilha de experiências entre vendedores das classes A e B.

6.7.2 Índice de inclusão

A utilidade de um ı́ndice de inclusão num contexto decisório será ilustrada através
de um sistema de tarifação de transportes públicos.
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O sistema de tarifação dos transportes públicos da região parisiense é definido
com base em zonas de tarifação. O actual sistema de preços tem sido analisado pelo
STIF2, a actual autoridade do sector, visando a sua reforma [64]. O mapa actual de
zonas de tarifação é formado por zonas concêntricas, cujo centro está localizado na
cidade de Paris. Este modelo de partição do território deixou de estar adequado ao
padrão de deslocações da população. Do estudo realizado pelo STIF concluiu-se que
uma divisão do território baseada em zonas autónomas, sem inclusões, adequa-se
melhor às necessidades dos utentes. Uma divisão deste tipo deverá definir um novo
sistema de tarifação.

Na concepção de uma partição deste tipo tomou-se em consideração uma outra
partição existente sob o mesmo território: o “mapa escolar”. No sistema escolar
francês o mapa escolar define qual o estabelecimento de ensino que cada estudante
deverá frequentar: cada utente do sistema de ensino deverá frequentar o estabeleci-
mento da sua área de residência (ver [2]). O tamanho de cada zona está directamente
relacionado com a dimensão do estabelecimento e com a densidade populacional
dessa área geográfica.

Um critério importante a ter em consideração na definição do novo sistema de
tarifação passa pela forma como se considera o actual mapa escolar. Do ponto de
vista de um utente do sistema de ensino e transportes públicos, deverá ser posśıvel
que o percurso casa/escola se realize dentro da mesma zona de tarifação. Este
facto implica que cada zona do mapa escolar esteja contida numa zona de tarifação.
Quando consideramos como atributo de cada unidade elementar o número de utentes
do sistema de ensino e do sistema de transportes públicos, constatamos que o ı́ndice
de inclusão apresentado na Secção 6.4 (página 90) avalia a adequação de uma divisão
do território em zonas de tarifação ao mapa escolar.

6.7.3 Índice de distância

A maior parte dos trabalhos sobre problemas de partição territorial são dedicados ao
problema da definição de ćırculos eleitorais [10, 38, 44, 61]. Nas democracias actuais
cada eleito com assento num parlamento está a representar os eleitores que o elege-
ram de uma dada zona territorial. Este facto implica que um território seja dividido
em ćırculos eleitorais. Nos sistemas eleitorais formados por ćırculos uninominais é de
vital importância que o número de eleitores de cada ćırculo pertença a um intervalo
de menor amplitude posśıvel. A manutenção da proximidade do número de eleitores
de cada ćırculo exige revisões regulares do mapa eleitoral corrente.

A evolução demográfica de uma dada região, resultante quer das taxas de na-
talidade e mortalidade quer da deslocação de populações, impõe a revisão regular

2Syndicat des Transports de Île-de-France.
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do mapa eleitoral. A modificação de um mapa eleitoral levanta algumas questões
senśıveis que devem ser consideradas. Nomeadamente, os eleitores terão dificulda-
des em aceitar uma alteração profunda do seu actual ćırculo, como também um
representante não aceitaria facilmente uma revisão drástica do seu ćırculo eleitoral.
Nestas condições iria perder parte do conhecimento adquirido das necessidades das
populações que serve.

No exemplo apresentado torna-se necessária uma medida que avalie toda e qual-
quer diferença entre duas partições de um mesmo território. Note-se que a nova
partição resultante da revisão da partição vigente deverá ser o mais parecida posśıvel
desta. Logo, um posśıvel critério que permita seleccionar uma nova partição poderá
ser o ı́ndice de distância como definido na Secção 6.5 (página 93), em que o atributo
é o número de eleitores.

6.8 Conclusões

Nos últimos anos, o número de publicações, de modelos e de software dedicados
ao problema da partição territorial sofreu um grande crescimento. O problema da
criação/revisão de ćırculos eleitorais, o problema da criação de zonas de vendas e o
problema da criação de um mapa escolar são, muito provavelmente, os problemas
mais representativos desta área. O aumento da utilização de modelos para resolver
este tipo de problemas trouxe consigo a necessidade de comparar duas partições do
mesmo território, traduzindo essa comparação em valores numéricos. No caso do
problema da revisão de ćırculos eleitorais é muito frequente utilizar-se um critério
que avalie as diferenças entre uma partição candidata e a partição vigente por forma
a determinar-se uma nova partição tão próxima quanto posśıvel da actual.

Neste Caṕıtulo tentámos caracterizar as medidas de comparação para o problema
da partição territorial. Especificamente, identificámos três classes: compatibilidade,
inclusão e distância. Acreditamos que esta taxonomia pode englobar qualquer tipo
de medida. A classe compatibilidade incorpora as medidas que verificam se uma
zona da primeira partição é o resultado da união de um grupo de zonas da segunda
ou se juntamente com outras perfaz uma zona da segunda partição. A classe inclusão
engloba todas as medidas que pretendam avaliar o grau de finura de uma partição
relativamente a uma outra. No caso da classe distância pretende-se englobar as
medidas que reflictam toda e qualquer distância entre duas partições.

Para cada classe enunciámos um conjunto de propriedades elementares que estão
associadas à sua natureza intŕınseca. Também apresentámos uma implementação
de um ı́ndice para cada classe e verificámos a validade das propriedades enunciadas.

Os conceitos e medidas introduzidas neste Caṕıtulo não consideram cada unidade
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elementar por si só, mas sim um qualquer atributo a ela associado que dependerá
de cada problema em particular. Desta forma, conseguimos um maior ńıvel de
abstracção o que contribui para aumentar o universo de aplicabilidade.

As propostas de implementação de cada classe foram testadas num ambiente
com dimensão real o que permitiu concluir que os resultados obtidos correspondem
as expectativas. Os testes realizados passaram pela progressiva degradação da se-
melhança entre duas partições iniciais e consequente análise dos seus efeitos no valor
das medidas.





Parte III

Um algoritmo evolutivo
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Caṕıtulo 7

Um algoritmo evolutivo com
pesquisa local

Um dos principais trabalhos de pesquisa desta tese encontra-se descrito
neste Caṕıtulo: concepção e implementação de um algoritmo evolutivo
que aproxime a fronteira não dominada. Este trabalho passou pela es-
colha de uma codificação das soluções, adequada à partição de um grafo
e compat́ıvel com a concepção e implementação de operadores genéticos
eficientes. Esta eficiência é o resultado da introdução de heuŕısticas com
capacidade de orientar a pesquisa no sentidos dos critérios a optimi-
zar, sem comprometer a complexidade computacional. Posteriormente
integrámos no processo de procura de soluções um procedimento de pes-
quisa local que permitiu melhorar o seu desempenho.

Após uma breve introdução é feita a apresentação do algoritmo em
termos genéricos, onde são descritas as estratégias adoptadas para a
construção da função de desempenho, dos operadores genéticos (cruza-
mento e mutação) e da pesquisa local. A passagem da concepção para
uma implementação é descrita de seguida onde se apresentam as princi-
pais escolhas efectuadas.
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7.1 Introdução

Um Algoritmo Evolutivo com Pesquisa Local (AEPL), resulta da integração da
pesquisa local num AE. A expressão algoritmo evolutivo h́ıbrido é também usada
neste contexto. Não existe nenhum formalismo que defina um conjunto de directivas
para disciplinar a integração da pesquisa local num algoritmo evolutivo. Em geral,
cada autor é regido pela sua peŕıcia e experiência quando tem que escolher uma
técnica particular.

A combinação de diferentes estratégias heuŕısticas tem sido utilizada nos últimos
anos, iniciando uma nova área de investigação: os algoritmos h́ıbridos [66]. Esta
área tem revelado um enorme potencial na pesquisa de “bons” óptimos locais. Em
geral os operadores genéticos não são adequados para pesquisar “boas” soluções
próximas de outras já determinadas [75]. Assim, a integração de pesquisa local em
algoritmos evolutivos apresenta-se como uma óptima complementaridade de ambas
as estratégias [68]. No caso de problemas de optimização com critérios múltiplos, a
utilização de algoritmos evolutivos tem-se revelado particularmente adequada, pois,
em simultâneo, um conjunto de soluções aproxima a fronteira não dominada durante
uma única execução.

A principal caracteŕıstica do nosso algoritmo é encontrar, com um baixo custo de
tempo CPU, um conjunto de soluções potencialmente não dominadas que aproxime
o conjunto exacto de soluções não dominadas. Em cada iteração, após se atribuir um
valor de desempenho (fitness) a cada indiv́ıduo, um conjunto de pares de indiv́ıduos é
seleccionado com vista à aplicação dos operadores cruzamento (crossover) e mutação
e consequente formação de uma nova geração. Em simultâneo é constrúıda uma lista
de soluções potencialmente não dominadas cujo objectivo é a aplicação, a posteriori,
da pesquisa local [86].

7.2 Descrição genérica

Esta Secção contém a descrição do algoritmo AEPL. Nesta descrição adoptámos
uma estratégia que visa o menor compromisso posśıvel em alguns pontos chave do
algoritmo. O nosso objectivo é flexibilizar a sua adopção a outros problemas.

7.2.1 Função de desempenho

A etapa de um algoritmo evolutivo relativa à atribuição de um valor de desempenho a
cada indiv́ıduo, para um problema de optimização com critérios múltiplos, revela um
incremento de complexidade relativamente ao caso nono-critério. Esta complexidade
deve-se ao facto de cada indiv́ıduo ter associado a si próprio mais do que um critério,
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resultando na perda da universalidade da afirmação1: o indiv́ıduo x é melhor que ou
indiferente a y ou o indiv́ıduo y é melhor que ou indiferente a x. Logo, deixa de ser
óbvio resumir um conjunto de valores dos critérios num único número.

De entre as diferentes estratégias de atribuição de um valor de fitness aos in-
div́ıduos de uma população optámos pela técnica sugerida por Ded [83] designada
por Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA).

Esta técnica é baseada na ordenação de Pareto onde todos os indiv́ıduos da
população são ordenados em vários ńıveis ou camadas segundo o conceito de do-
minância. Começa-se por identificar todos os indiv́ıduos não-dominados presentes
na população (que é uma aproximação da fronteira não dominada), os quais formam
a primeira camada. A cada um destes indiv́ıduos é associado um valor de fitness
fict́ıcio, F , suficientemente grande. Para se promover a diversidade na população,
este valor de fitness inicial é partilhado por outros indiv́ıduos segundo uma relação
de proximidade.

O valor de fitness partilhado de cada indiv́ıduo, Fi, é determinado dividindo F
pela quantidade

αi =
∑

j∈Ẑnd

sh(dij)

onde,

sh(dij) =







1− (
dij

σshare
)2 se dij < σshare

0 caso contrário.

O valor dij representa a distância Euclidiana entre duas soluções Yi e Yj, e σshare é
a distância máxima para que duas soluções pertençam ao mesmo nicho2. A quanti-
dade, αi, é proporcional ao número de indiv́ıduos presentes numa dada vizinhança.
Logo, o valor de fitness final é definido da seguinte forma:

Fi =
F

αi

Após o processamento desta primeira camada de soluções não dominadas, estas
são temporariamente ignoradas sendo determinada a segunda camada. A estas
soluções é atribúıdo um valor de fitness inicial, menor que o mı́nimo dos valores finais
do ńıvel anterior. Depois do processamento das soluções da segunda camada, estas
são ignoradas sendo, então, determinada uma terceira camada e assim por diante,
até que todas as soluções da população estejam processadas. Este procedimento
está descrito no Algoritmo 7.1, onde p ∈]0, 1[ representa um parâmetro que garante
uma diminuição efectiva no valor de fitness entre soluções de camadas sucessivas.

1Em termos matemáticos podemos afirmar que a relação de ordem deixa de ser total.
2Pode ser definido como sendo um conjunto de soluções com uma dada caracteŕıstica em comum.
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Algoritmo 7.1 Atribuição de um valor de fitness a cada indiv́ıduo

Input: Uma população P = {Y1, Y2, . . . , YN}
Output: Um valor de desempenho Fi para cada Yi

Paux ← P;
F ← M, onde M é um valor de fitness fict́ıcio suficientemente grande;
enquanto Paux 6= ∅ fazer

Ẑnd ← o conjunto dos indiv́ıduos potencialmente não-dominados em Paux;
para todo Yi ∈ Ẑnd fazer

Calcular αi;
Fi ←

F
αi

;
fim para
Paux ← Paux − Ẑnd;
F ← min{Fi : Yi ∈ Ẑnd} × p;

fim enquanto

A ideia subjacente desta técnica é penalizar as soluções próximas umas das outras
no espaço dos critérios. A Figura 7.1 esquematiza o cálculo de Fi para a primeira
camada de soluções não dominadas. Note-se que a dimensão de cada ponto é inver-
samente proporcional ao número de soluções do seu nicho.

7.2.2 O operador de cruzamento

A concepção do operador cruzamento teve em consideração as seguintes linhas ori-
entadoras:

1. O cruzamento de dois progenitores com algum grau de equivalência deverá
resultar em descendentes igualmente equivalentes.

2. A população deverá manter alguma diversidade.

3. As “melhores” caracteŕısticas dos progenitores deverão ser herdadas pelos des-
cendentes.

Os custos de implementação dos pontos acima referidos são aceitáveis, uma vez que
o grau de proximidade entre as soluções do problema em estudo (uma partição de
um território) e a sua representação e consequente implementação permitem o seu
manuseamento com custos baixos em termos computacionais.

Dados dois progenitores,

Y = {y1, y2, . . . , yK}
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-
z1

6
⊙ soluções já processadas
• segunda camada
× soluções ainda não processadas

z2

×

×
×

×

×

Figura 7.1: NSGA: processamento das soluções da primeira camada.

e
Y ′ = {y′

1, y
′
2, . . . , y

′
K ′}

o seu cruzamento e consequente geração de um descendente é descrito nas etapas
seguintes:

1. escolher aleatoriamente um número inteiro k no intervalo [1
4
K, K − 1

4
K];

2. escolha k zonas, y1, y2, . . . , yk em Y . Estas k zonas irão fazer parte da solução
descendente;

3. construir a relação de equivalência, ∽, definida em V ′ = V \ (
⋃k

j=1 yj) da
seguinte forma:

• dados v1, v2 ∈ V ′;

• v1 ∽ v2 ⇔ ∃ j ∈ {1, . . . , K ′} tal que existe um caminho entre

v1 e v2 em yj \
⋃k

j=1 yj;

4. acrescentar às zonas y1, y2, . . . , yk, aquelas que resultam das classes de equi-
valência de relação, ∽;

5. aplicar a rotina Fundir Zonas (Algoritmo 7.2, página 119) à solução resul-
tante.
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Como pretendido, este operador cruzamento vai ao encontro das linhas orientadoras
que definiram a sua construção.

Relativamente ao ponto 1 verifica-se que, no caso extremo de igualdade entre
progenitores, o descendente é uma cópia dos seus progenitores. Para além de ter
as k zonas do primeiro progenitor, as classes de equivalência são, exactamente, as
zonas que faltam para se obter a igualdade com os seus progenitores.

Não só o operador mutação é responsável pela introdução de alguma diversi-
dade na população, como se pretende no ponto 2, mas também o cruzamento gera
elementos diversificados. Esta diversidade é conseguida com a escolha aleatória do
número k (número de zonas a copiar do primeiro progenitor para o descendente)
como também pela definição de relação de equivalência.

Quando se efectua a escolha das k zonas do primeiro progenitor, esta pode ser
aleatória ou definida de acordo com algum(ns) critério(s). Neste último caso, quando
o valor final de um critério depender de indicadores individuais de cada zona, podem
ser usados estes valores para se efectuar a escolha das zonas. Por exemplo, no
caso da presença de um critério de homogeneização inter-zonas, como definido na
Expressão (4.2), página 52, as k zonas seleccionadas poderão corresponder às k
zonas intermédias após uma ordenação de todas as zonas. Desta forma, ficam por
seleccionar as zonas com indicadores mais d́ıspares, indo ao encontro do objectivo
expresso no ponto 3.

De realçar que a relação de equivalência, ∽ , definida sobre V ′, permite “re-
cuperar” zonas de Y ′ integrando-as na solução descendente. As suas classes de
equivalência são as componentes conexas que resultam da supressão dos vértices de
∪k

j=1yj em Y ′.

Geralmente, após a integração das zonas de Y ′ para formar a solução descen-
dente, esta fica com um número de zonas superior ao fixado inicialmente. Este facto
obriga à aplicação da rotina Fundir Zonas (Algoritmo 7.2, página 119) no intuito de
agrupar zonas vizinhas até se atingir o número de zonas pretendido (ver Figura 7.6,
página 119).

A Figura 7.2 esquematiza a aplicação do operador cruzamento. As k zonas
seleccionadas, com k = 1, do progenitor Y é a zona y2 (neste caso apenas uma)
que será integrada na solução descendente. As componentes conexas do progenitor
Y ′, resultantes da supressão dos vértices de y2, são as zonas y′′

1 , y′′
3 e y′′

4 . Após esta
etapa do operador cruzamento, o número de zonas actual supera em uma unidade
o número fixado inicialmente, supondo que este número é três. Com a aplicação da
rotina Fundir Zonas, as zonas y′′

1 e y′′
4 são agrupadas formando uma única.
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Figura 7.2: Operador cruzamento

7.2.3 O operador mutação

O operador mutação é sempre aplicado a uma cópia de cada um dos descendentes
resultantes do cruzamento, ou seja, a probabilidade de aplicação da mutação é igual
1. A justificação desta probabilidade deve-se ao facto do operador implementado
permitir orientar as transformações efectuadas nas soluções no sentido da melhoria
do valor dos critérios. Deste modo, no final de cada iteração do algoritmo o total
de descendentes é igual ao dobro do número de vezes de aplicação do operador
cruzamento.

O operador começa por “fragmentar” um conjunto de zonas seleccionadas ale-
atoriamente ou segundo algum critério de modo a que cada um dos seus vértices
constitua uma zona. Com esta operação o número de zonas é, normalmente, incre-
mentado, ultrapassando o número previamente fixado. Consequentemente, a rotina
Fundir Zonas (Algoritmo 7.2, página 119) é aplicada para se atingir o número pre-
tendido de zonas (ver Figura 7.6, página 119).

Na Figura 7.3 está representado o funcionamento deste operador. Este começa
por seleccionar a zona y2 fragmentando-a em zonas com apenas um vértice. Com a
aplicação da rotina Fundir Zonas os vértices 4 e 5 passam a constituir uma única
zona e o vértice 2 passa a integrar a zona y1.
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Figura 7.3: Operador mutação.
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Figura 7.4: Estrutura de vizinhança.

7.2.4 Pesquisa local

A estrutura de vizinhança de uma solução Y é formada por todas as soluções que
resultam da transferência “admisśıvel” de, quanto muito, um vértice entre zonas
vizinhas. Esta operação está representada na Figura 7.4.

Em cada zona averigua-se a possibilidade de transferir de cada um dos seus
vértices para cada uma das suas zonas vizinhas. Para cada transferência posśıvel
verifica-se se a nova solução é melhor em alguns dos critérios. Caso tal aconteça é
testada a sua não dominância potencial, visando a sua inclusão na lista de soluções
potencialmente não dominadas.

O sentido da palavra “admisśıvel” no primeiro parágrafo desta Secção está associ-
ado a eventuais restrições existentes sobre as zonas de cada problema em particular,
como também à restrição primária da conexidade das zonas. Na Figura 7.4, a trans-
ferência do vértice 2 da zona y2 para a zona y1 é admisśıvel, assumindo que respeita
eventuais restrições sobre as zonas, ambas permanecem conexas. No entanto, não
é admisśıvel a transferência do vértice 8 para a zona y2 visto que y3 tornar-se-ia
desconexa.

A pesquisa local é iniciada após a fase da geração dos descendentes com a
aplicação dos operadores cruzamento e mutação. Durante esta fase, todos os des-
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cendentes que são adicionados à lista das soluções potencialmente não dominadas,
são também acrescentados a outra lista. É com esta lista que é iniciada a fase da
pesquisa local. A cada uma das suas soluções é aplicada pesquisa local, podendo
gerar-se novas soluções potencialmente não dominadas. Quando tal acontece, estas
são inseridas no fim da mesma lista de onde poderão ser extráıdas mais tarde. Desta
forma, gera-se um fenómeno recursivo. A pesquisa local é aplicada enquanto a lista
não se encontrar vazia, ou quando se atingir um número de soluções pesquisadas
que depende do total de soluções presentes inicialmente na lista.

Esta estrutura de vizinhança é pesquisada num tempo polinomial, O(n).

7.3 Alguns aspectos sobre a implementação

A descrição do algoritmo AEPL efectuada na Secção anterior deixa em aberto alguns
aspectos que deverão ser concretizados quando se empreende a sua implementação.
Nesta Secção damos ênfase a algumas decisões que tomámos relativamente à es-
tratégia de representação e geração das soluções, e sua selecção para a aplicação dos
operadores genéticos.

7.3.1 Representação das soluções

A representação de uma solução, Y , resulta do facto desta ser encarada como uma
partição, Y = {y1, y2, . . . , yK}, do conjunto de vértices V . Cada subconjunto yi é o
conjunto de vértices de um subgrafo conexo de G. Assim, a representação de uma
solução é implementada através de uma lista de listas onde cada lista representa um
elemento de Y . A partição seguinte,

Y =
{

y1 = {1, 3}, y2 = {2, 5, 4}, y3 = {2, 7, 8}
}

é representada na Figura 7.5. Cada elemento, yi, de Y é designado por zona.

7.3.2 Geração de soluções

Na maioria dos problemas de partição de um território impõem-se restrições sobre as
zonas. Por exemplo, existem problemas onde cada unidade territorial, ou vértice no
correspondente grafo de conexidade, tem associado um peso e, consequentemente,
cada zona deverá ter um peso total entre um limite inferior e/ou superior. Este
facto implica que o procedimento de geração de novas soluções integre mecanismos
que previnam o surgimento de soluções não admisśıveis. Este procedimento também
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Figura 7.5: Partição de um grafo

implementa mecanismos que visam a obtenção de soluções com “bons” valores para
os diferentes critérios.

A população inicial, P0, é composta por um conjunto de N indiv́ıduos ou soluções,

P0 = {Y1, Y2, . . . , YN}.

O procedimento de geração de um indiv́ıduo é iniciado pela solução trivial onde
cada subconjunto, yi, de uma partição é composto por um único vértice. Para
cada indiv́ıduo, a ordem de cada zona na lista de listas é gerada aleatoriamente.
Após esta etapa é utilizada uma rotina, designada por Fundir Zonas, que consiste
na fusão de zonas vizinhas numa única zona até que se atinja o número de zonas
previamente fixado (ver Algoritmo 7.2). Esta rotina tem uma posição de destaque
no algoritmo implementado, pois também é chamada pelos operadores cruzamento
e mutação (ver Figura 7.6).

Os mecanismos que visam a admissibilidade e a obtenção de “bons” valores
dos critérios estão presentes na escolha do par de zonas vizinhas a fundir. Por
exemplo, caso se pretendam obter soluções cujo número de vértices por cada zona
seja o mais uniforme posśıvel, pode-se adoptar uma estratégia de construção “gulosa”
(greedy) escolhendo a zona com o menor número de vértices e entre as suas zonas
vizinhas seleccionar também aquela com o menor número de vértices. Caso também
se pretendam soluções com “bons” valores dos critérios, a escolha da segunda zona
poderá depender de uma soma ponderada dos critérios.

Tendo em vista um incremento de aleatoriedade na rotina Fundir Zonas, a lista
de arestas incidentes de cada vértice é reordenada de forma aleatória por cada vez
que é chamada.
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Algoritmo 7.2 Fundir Zonas

Input: Uma solução Y = {y1, y2, . . . , yK}
Output: Uma solução W = {w1, w2, . . . , wL} tal que L ≤ K

enquanto (K ≥ que um determinado número de zonas) fazer
Considerar duas zonas vizinhas, yi e yj, seleccionadas segundo uma heuŕıstica

definida para cada tipo de critério;
Fundir Zonas(yj ,yi);
K ← K − 1;

fim enquanto

Fundir Zonas

cruzamento

novas soluções mutação

Figura 7.6: Fusão de zonas
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n0 aleatório = 0.708

Figura 7.7: Método da roleta.

7.3.3 O processo de selecção

A selecção de cada indiv́ıduo é feita através do método da roleta, ver Figura 7.7. A
cada solução faz-se corresponder uma “tranche” da roleta proporcional ao seu valor
de fitness, após o qual é gerado um número aleatório segundo uma variável uniforme
de 0 a 1. Dado que o valor de fitness de uma solução é sempre inferior ao valor de
fitness de uma qualquer solução de um ńıvel anterior, as soluções do primeiro ńıvel
têm uma maior probabilidade de serem seleccionadas que as de ńıveis posteriores.

7.4 Resumo do algoritmo

O AEPL é resumido no algoritmo 7.3. Nessa descrição a notação Ẑnd representa o
conjunto de soluções potencialmente não dominadas (ver Definição 2.3, página 22),
relativamente a todas as soluções visitadas pelo algoritmo. O termo “Descendentes”
representa o conjunto formado pela soluções que resultam do operador cruzamento
enquanto o termo “Mutantes” designa o conjunto de todas as soluções de “Descen-
dentes” após a aplicação do operador mutação. Às novas soluções potencialmente
não dominadas é aplicada pesquisa local.
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Algoritmo 7.3 AEPL
t ← 0
Gerar uma população inicial, P0

Calcular o valor de Fitness em P0

Inicializar o conjunto de soluções potencialmente não dominadas, Ẑnd, a partir de
P0

enquanto (não se verifica a condição de paragem) fazer
Descendentes ← Cruzamento(Pt)
Mutantes ← Mutação(Descendentes)
Actualizar Ẑnd com Descendentes ∪ Mutantes.
Pesquisa Local(Ẑnd)
Calcular o valor de fitness em Pt ∪ Descendentes ∪Mutantes
Pt+1 ← os melhores de Pt ∪ Descendentes ∪Mutantes
t← t + 1

fim enquanto

7.5 Algumas particularidades sobre a implemen-

tação

A concepção e implementação deste algoritmo exigiu um cuidado redobrado na ul-
trapassagem de algumas dificuldades. Destacamos dois pontos:

1. Selecção de soluções. Em geral, num algoritmo evolutivo, são seleccionadas
duas soluções da população para a aplicação do operador cruzamento. No
nosso caso, paralelamente à população, existe uma lista de soluções potencial-
mente não dominadas de cada instante. Uma das soluções do par seleccionado
é extráıda desta lista, dado que as novas soluções potencialmente não domina-
das resultantes da pesquisa local são lá colocadas directamente. Desta forma,
estas soluções têm uma oportunidade de se cruzarem. Esta estratégia também
contribui para o acelerar da convergência dado que existe a garantia que um
dos progenitores é uma solução potencialmente não dominada.

2. Pesquisa local. Durante a aplicação dos operadores genéticos, cada nova
solução potencialmente não dominada é armazenada numa estrutura FIFO
(first-in-first-out). Nesta fase é utilizada esta estrutura, quer para se extráırem
as soluções onde é aplicada a pesquisa local quer também para se armazena-
rem as novas soluções potencialmente não dominadas entretanto determinadas.
Desta forma ,é gerado um processo recursivo que é interrompido quando a es-
trutura ficar vazia ou quando se atingir um dado número de iterações.
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7.6 Conclusão

Neste Caṕıtulo apresentámos um novo algoritmo evolutivo com pesquisa local. Este
resulta de uma combinação entre os operadores genéticos e pesquisa local. Esta
união permite pesquisar todas as soluções eficientes que estão próximas das soluções
novas. Optámos por uma codificação das soluções com uma estrutura de dados que
representa de forma fiel as soluções propriamente ditas. Este facto permitiu-nos inte-
grar sem custos elevados, “pequenos” processos heuŕısticos nos operadores genéticos
que, retirando alguma aleatoriedade, permitem acelerar o processo de convergência.
Esse incremento na velocidade de convergência resulta da capacidade de orientar o
processo de pesquisa em função dos critérios.

O algoritmo que concebemos permite integrar, sem grande esforço de imple-
mentação, um qualquer critério e adaptar os diferentes processos heuŕısticos em
função desses mesmos critérios. Destacamos este aspecto como um dos pontos for-
tes dado que permite aplicá-lo a um qualquer problema de divisão territorial.



Caṕıtulo 8

Testes ao algoritmo AEPL

Este Caṕıtulo foi reservado à descrição dos testes efectuados para
avaliar o desempenho do algoritmo implementado. Dado que o problema
abordado neste trabalho não é dos mais estudados pela comunidade ci-
ent́ıfica, deparámos-nos com a ausência de uma base de testes que per-
mita avaliar o seu desempenho. Este facto levou-nos a construir um
conjunto de instâncias que dividimos em duas classes em função da sua
dimensão. A dimensão das instâncias mais pequenas foi consequência
das limitações a ńıvel de tempo e capacidade de cálculo resultantes da
aplicação de uma estratégia de obtenção das soluções exactas. Partindo
destas instâncias constrúımos outras, quatro vezes maiores, para as quais
ainda foi posśıvel aceder a todas as soluções exactas. Estas últimas per-
mitiram avaliar com maior rigor as capacidades do algoritmo proposto.
Para as instâncias de grande dimensão usámos objectivos e dados por
nós escolhidos que nos permitiram conhecer antecipadamente a solução
óptima para cada um dos objectivos. Esta estratégia permitiu-nos tirar
algumas conclusões sobre a qualidade dos resultados obtidos.

A organização deste Caṕıtulo reflecte a sequência cronológica dos tes-
tes efectuados. A primeira Secção é dedicada aos testes em instâncias
de pequena dimensão onde apresentamos os objectivos selecionados, a
metodologia para a determinação das soluções não dominadas e os re-
sultados obtidos. Na segunda Secção descrevemos os testes realizados em
instâncias de grande dimensão e os resultados obtidos.

123
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Figura 8.1: Grafo de testes

8.1 Instâncias de pequena dimensão

Qualquer trabalho que passe pela implementação de um algoritmo que tenha a
aspiração de resolver problemas reais deve ser submetido a um conjunto de testes
que verifiquem o seu comportamento. O conjunto de testes a que o AEPL foi
submetido é constitúıdo, em parte, por instâncias de pequena dimensão. Esta opção
deve-se ao facto de, nestas condições, ser posśıvel determinar o conjunto de soluções
não dominadas, permitindo assim, comparar com as soluções obtidas pelo AEPL.

As instâncias de pequena dimensão têm por base um grafo G = (V, E) constitúıdo
por 22 vértices e 49 arestas (ver Figura 8.1). As diferentes instâncias resultam da
escolha de diferentes conjuntos de coeficientes da função objectivo e da variação das
restrições. Esses coeficientes resultam do par de valores associado a cada aresta.

8.1.1 Critérios

Para este tipo de testes foram utilizados dois critérios do tipo fluxo (ver Secção 4.2.3).
A cada aresta {i, j} ∈ E associou-se um par de valores, c1

ij e c2
ij , representando

cada um, uma transferência de fluxo entre dois vértices adjacentes. Pretende-se
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maximizar os dois critérios

fl(Y ) =
∑

{i,j}∈EY

cl
ij para l = 1, 2

onde

EY = {{i, j} ∈ E : i, j ∈ yu, u = 1, 2, . . . , K},

representa o conjunto de arestas pertencentes a alguma zona de uma partição Y =
{y1, y2, . . . , yK}. Por outras palavras, cada critério representa o total de trans-
ferências internas de uma partição que se pretende maximizar. Estes critérios são
equivalentes a minimizar o total de transferências entre zonas de uma partição.

8.1.2 Um modelo bi-critério de programação linear {0, 1}

Para se determinar o conjunto das soluções não dominadas optou-se por um modelo
bi-critério de programação linear (PL) baseado no modelo de Mehrotra (1992) para
o problema da partição de um grafo [60].

Considerem-se x = (xk
i ) e r = (rk

ij) as variáveis de decisão definidas como se
segue:

xk
i =

{

1 se o vértice i pertencer à zona k
0 caso contrário.

rk
ij =

{

1 se a aresta {i, j} pertencer à zona k
0 caso contrário.

No modelo de PL que se segue, assume-se que o número de zonas a formar é K,
tendo cada uma, no mı́nimo, L vértices.
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max z1 = f1(x, r) =

K
∑

k=1

∑

{i,j}∈E

c1
ijr

k
ij

max z2 = f2(x, r) =

K
∑

k=1

∑

{i,j}∈E

c2
ijr

k
ij

sujeito a

rk
ij ≤ xk

i

rk
ij ≤ xk

j

}

{i, j} ∈ E (8.1)

rk
ij ≥ xk

i + xk
j − 1 {i, j} ∈ E (8.2)

K
∑

k=1

xk
i = 1 i = 1, 2, . . . , n (8.3)

n
∑

i=1

xk
i ≥ L k = 1, 2, . . . , K (8.4)

xk
i , r

k
ij ∈ {0, 1}

As restrições (8.1) e (8.2) impõem a integridade do significado das variáveis de
decisão, i.e., previnem situações como o caso de para uma aresta {i, j} os vértices i
e j estarem numa zona yk sem que a própria aresta também esteja em yk ou, estando
a aresta em k, pelo menos um dos vértices i e j não estar nessa zona. Por outras
palavras, (8.1) e (8.2) garantem que toda a aresta {i, j}, está numa zona k se e só se
i e j estiverem também em k. A desigualdade (8.3) garante que todo o vértice está
numa e numa só zona e (8.4) impõe que toda a zona tem pelo menos L vértices.

8.1.3 Determinação do conjunto das soluções não domina-
das

O conjunto das soluções não dominadas foi determinado através da resolução de
uma sucessão de PL’s por aplicação da técnica “ǫ-constraint” (ver Steuer [84]). A
solução de cada PL foi obtida com o solver LINGO [55].

Para o mesmo grafo da Figura 8.1 utilizaram-se três classes de valores correspon-
dentes aos intervalos [1, 9], [1, 20] e [10, 50] de onde se escolheram valores a atribuir
a c1

ij e c2
ij . Para cada um dos três casos o número de zonas foi fixado em 4 e 5, tendo

cada uma delas o número mı́nimo de 4 e 3 vértices, respectivamente. Dáı resultaram
seis instâncias diferentes. A Tabela 8.1 contém o número de soluções não dominadas
exactas para cada instância.
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Valores das arestas Inst. K min. vértices sol. não dominadas

c1
e ∈ [1, 9] 1 4 4 16

c2
e ∈ [1, 9] 2 5 3 19

c1
e ∈ [1, 20] 3 4 4 15

c2
e ∈ [1, 20] 4 5 3 17

c1
e ∈ [10, 50] 5 4 4 20

c2
e ∈ [10, 50] 6 5 3 37

Tabela 8.1: Instâncias de teste

8.1.4 Implementação de uma heuŕıstica

Para cada tipo de critério foi concebida uma heuŕıstica espećıfica que intervém na
rotina Fundir Zonas. Cada heuŕıstica resume-se ao estabelecimento de regras que
permitem escolher duas zonas vizinhas visando o seu agrupamento. Estas regras
dependem dos critérios e/ou das restrições.

Para os testes de pequena dimensão foi concebida uma heuŕıstica espećıfica cujo
critério de escolha da segunda zona do par de zonas a agrupar, depende dos pesos
das arestas entre os seus vértices. Os passos principais são os seguintes:

1. Escolher a zona, ym, com o menor número de vértices.

2. Para cada zona vizinha, yk, de ym calcular a soma σk
1 (σk

2) resultante da adição
dos valores c1

ij(c
2
ij) associados às arestas entre as zonas yk e ym. Todas as

suas zonas vizinhas são ordenadas por ordem decrescente segundo o valor da
combinação linear convexa λ1σ

k
1 + λ2σ

k
2 , λ1 + λ2 = 1 com λ1, λ2 ≥ 0.

3. Entre os seus vizinhos escolher a primeira zona yNm para o qual a restrição
associada ao número máximo de vértices por zona não seja violada.

4. Agrupar as zonas ym e yNm.

Os passos 1 e 3 têm por objectivo respeitar as restrições associadas ao número
de vértices por zona. No passo 2 possibilita-se a escolha da zona vizinha que mais
contribui para cada um dos critérios segundo os pesos λ1 e λ2.

Com esta heuŕıstica são geradas soluções de melhor qualidade para a população
inicial como também se aumenta a eficácia dos operadores genéticos. Em simultâneo
reduz-se a probabilidade de geração de soluções não admisśıveis.
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8.1.5 Resultados

Os resultados foram obtidos com os seguintes valores dos parâmetros:

1. tamanho da população, pop = 300;

2. número de descendentes, desc = 100;

3. número de gerações, gera = 20.

O algoritmo foi testado dez vezes em cada instância. Em cada teste utilizou-se um
número diferente como semente, por forma a garantir a originalidade na procura das
soluções eficientes.

Para cada uma das cinco primeiras instâncias o AEPL determinou todas as
soluções eficientes em cada um dos dez testes. Em cada uma destas instâncias
quase todas as soluções eficientes foram encontradas durante a geração da população
inicial, em resultado da heuŕıstica utilizada. Apenas na última instância não fo-
ram encontradas todas as soluções eficientes em todos os testes. Em sete dos dez
testes foram determinadas todas as soluções eficientes e nos três testes restantes
encontraram-se 36 soluções, ficando apenas uma solução por determinar.

Estes resultados permitem concluir que a heuŕıstica utilizada para gerar uma
solução é eficaz, uma vez que quase todos as soluções eficientes foram determinadas
aquando da geração da população inicial. Este facto teve, no entanto, o inconveni-
ente de não permitir testar convenientemente o processo de evolução resultante da
aplicação dos operadores genéticos.

8.1.6 Multiplicação do grafo original

O exemplo apresentado na Secção anterior, constrúıdo para testar o AEPL revelou-se
insuficiente para tirar conclusões sobre o seu desempenho. Apesar das seis instâncias
que resultaram dos três intervalos de valores das arestas e dos dois números de
subgrafos (4 e 5) que compõem as partições, os resultados dos testes foram muito
próximos, com a determinação da quase totalidade das soluções eficientes na po-
pulação inicial. Apenas a última instância se revelou mais dif́ıcil, pois em 3 dos 10
testes uma solução não foi encontrada.

Numa tentativa de aproveitar o trabalho realizado com o grafo da Figura 8.1, no-
meadamente o cálculo das soluções não dominadas em cada uma das seis instâncias,
resolvemos construir um grafo novo de maior dimensão, com base no grafo de testes
original, e para o qual fosse posśıvel ter conhecimento, a priori, das suas soluções
não dominadas. Constatámos que seria posśıvel cumprir com este objectivo repli-
cando o grafo original e acrescentando arestas entre vértices de diferentes cópias
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Figura 8.2: Exemplo de um grafo replicado 4 vezes

com valores adequados. Na Figura 8.2 um grafo original com 6 vértices e 8 arestas é
replicado 4 vezes ao qual se acrescentou 6 novas arestas entre vértices de diferentes
réplicas. Para que seja posśıvel conhecer-se todas as soluções eficientes do novo grafo
é necessário que a atribuição dos valores às novas arestas tenha este objectivo em
consideração.

Para que se possa conhecer antecipadamente as soluções eficientes da nova ins-
tância de testes, estas devem ser compostas apenas pelas soluções eficientes do pro-
blema de base, replicadas em cada cópia do grafo original. Para se cumprir com este
objectivo tem que se ter em consideração três factos:

1. O número de subgrafos do novo problema, K ′, deve ser igual a K × R, onde
K representa o número de subgrafos do problema original e R o número de
cópias.

2. Garantir-se a inexistência de soluções eficientes do novo problema compostas
por subgrafos que contenham as novas arestas.

3. Garantir-se que o número de subgrafos em cada cópia do grafo original seja
K.

Dado que qualquer solução do novo problema com um número de zonas diferente de
K × R nunca poderia resultar da réplica de soluções do problema original em cada
cópia do grafo original, logo K ′ = K×R é uma condição necessária para se cumprir
com o objectivo pretendido. Como o AEPL tem um parâmetro para o número de
subgrafos que forma uma partição, este facto não constitui qualquer dificuldade. No
entanto, não é suficiente igualar o respectivo parâmetro a K × R, pois podem ser
geradas soluções com um número de subgrafos em cada cópia, diferente de K, e cuja
soma desses números seja K×R. Para se lidar com esta dificuldade é suficiente dar
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Objectivos Soluções não dominadas · · ·

z1 185 184 183 181 177 176 174 170 164 · · ·
z2 114 126 132 141 159 165 174 176 182 · · ·

· · ·

· · · 160 156 154 150 146 140 125
· · · 184 188 190 194 196 202 205

Tabela 8.2: Soluções não dominadas da instância 1

o estatuto de solução não admisśıvel a essas soluções, o que em termos do AEPL
não constitui grande dificuldade de implementação.

Para se garantir a inexistência de soluções eficientes compostas por subgrafos que
contenham as novas arestas é suficiente atribuir-lhes valores por forma a penalizar
essas soluções em ambos os objectivos. Se não quisermos ser exigentes na procura
desses valores, podemos escolher para a primeira componente de todas essas arestas
um valor menor que o simétrico de |

∑

{i,j}∈E c1
ij| e analogamente, |

∑

{i,j}∈E c2
ij |, para

a segunda componente. Desta forma, tem-se a garantia que qualquer solução que
tenha uma dessas arestas tem valores para z1 e z2 piores, neste caso inferiores, que
qualquer outra que não as tenha. Assim, as soluções eficientes que procuramos,
resultam apenas das soluções eficientes do problema original quando aplicadas a
cada cópia do grafo original.

Os novos testes efectuados tiveram por base a instância 1 (ver Tabela 8.1), onde
os valores associados aos arcos pertencem ao intervalo [1, 9] e o número de subgrafos
da partição é 4, tendo cada um 4 vértices como número mı́nimo. Na Tabela 8.2 são
exibidas as 16 soluções não dominadas.

Esta instância foi replicada 4 vezes: inicialmente foi duplicada com a introdução
de 4 novas arestas, sendo esta, por sua vez, também duplicada com a introdução
de mais 6 novas arestas. No final obtivemos um novo grafo com 88 vértices e 210
arestas. Pelo que ficou exposto acima, temos a garantia que toda a solução não
dominada desta nova instância é do tipo

(z
(1)
1 + z

(2)
1 + z

(3)
1 + z

(4)
1 , z

(1)
2 + z

(2)
2 + z

(3)
2 + z

(4)
2 ) (8.5)

onde cada (z
(i)
1 , z

(i)
2 ), com i = 1, 2, 3, 4 representa uma das 16 soluções não dominadas

da Tabela 8.2. Em consequência o número máximo de soluções não dominadas da
nova instância é 164 = 65536. Dado que o número de soluções eficientes é também
16, logo, 164 = 65536 é, de igual forma, o número máximo de soluções eficientes.
No entanto, o número exacto destas soluções é 1992, pois grande parte das soluções
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do género exibido pela Expressão 8.5 resultam em soluções dominadas. Um número
considerável das 1992 soluções eficientes têm o mesmo valor no espaço dos objectivos,
resultando apenas em 90 soluções não dominadas.

Para os testes nesta nova instância escolhemos os seguintes valores dos parâmetros
do AEPL:

1. tamanho da população, pop = 500;

2. número de descendentes, desc = 200;

3. número de gerações, gera = 50.

Em nenhum dos testes efectuados foram encontradas todas as soluções não domina-
das. No entanto, no melhor dos testes foram encontradas 76 soluções potencialmente
não dominadas, entre as quais 70 são soluções não dominadas, ver Figura 8.3. Neste
mesmo teste foi determinada apenas uma solução potencialmente não dominada na
população inicial. Este facto permitiu atestar o bom desempenho dos operadores
genéticos. Recorde-se que nos testes efectuados anteriormente a população inicial
continha grande parte das soluções não dominadas.

No conjunto dos testes realizados determinou-se, em média, 75% das soluções
não dominadas enquanto as soluções apenas potencialmente não dominadas ficaram
próximas de algumas das soluções não dominadas, como é o caso do teste represen-
tado na Figura 8.3.

8.2 Instâncias de grande dimensão

Para além de testes com instâncias de dimensão reduzida, também foram realizados
testes com uma instância de dimensão real. Desta forma, possibilita-se uma ava-
liação do desempenho do AEPL em condições mais próximas da realidade. Estas
instâncias têm por base um grafo formado por 1300 vértices e 3719 arestas, repre-
sentado na Figura 6.8, na página 97. Este grafo representa a região metropolitana
de Paris.

8.2.1 Critérios e restrições

A ordem de grandeza destas instâncias impossibilita o cálculo exacto de todas as
soluções não dominadas para uma posterior comparação com os resultados do AEPL.
No entanto, considerou-se importante analisar o seu comportamento com dados
desta natureza.
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Figura 8.3: Soluções não dominadas da instância quadruplicada
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Para que o estudo dos resultados do AEPL tivesse alguma base de sustentação
optou-se por fazer uma escolha cuidada dos critérios e, consequentemente, os dados
associados aos vértices por forma a conhecerem-se duas soluções eficientes. Essas
soluções são as óptimas de cada um dos critérios. Optou-se por dois critérios do
mesmo tipo, f1 e f2, critérios de homogeneização intra-zonas, como descrito na
Secção 4.2.1, medida (4.4). A estratégia de construção desta instância seguiu os
passos seguintes:

1. Gerar um conjunto de soluções de grande dimensão.

2. Seleccionar as duas soluções mais distantes Y ∗ = {y∗
1, y

∗
2, . . . , y

∗
K} e Y ′∗ =

{y′∗
1 , y′∗

2 , . . . , y′∗
K}, segundo a distância (6.3) definida na Secção 6.5.

3. A cada zona da solução Y ∗(Y ′∗) atribuir o mesmo peso a todos os seus vértices,
no entanto, pesos distintos para cada zona. Estes pesos constituem a compo-
nente ci(c

′
i) dos dados associados ao vértice i.

A escolha das soluções Y ∗ e Y ′∗ permite associar a cada vértice i um par de valores
(ci, c

′
i)

A construção desta instância garante que as soluções Y ∗ e Y ′∗ sejam óptimas
para os critérios f1 e f2, respectivamente, com valor zero, ou seja,

f1(Y
∗) =

K
∑

u=1

(

max
i∈y∗

u

{ci} −min
i∈y∗

u

{ci}

)

= 0

e

f2(Y
′∗) =

K
∑

u=1

(

max
i∈y′∗

u

{c′i} −min
i∈y′∗

u

{c′i}

)

= 0

As restrições impostas foram as seguintes:

1. número de zonas: 30;

2. número de vértices por zona: entre 20 e 70.

8.2.2 Implementação de uma heuŕıstica

Para este tipo de critérios a heuŕıstica espećıfica concebida, pode ser resumida como
se segue:

1. Escolher a zona, ym, com o menor número de vértices.
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2. Para cada zona vizinha, yk, de ym calcular a diferença δk(δ
′
k) entre o maior e

menor dos pesos ci(c
′
i), i ∈ yk∪ym. Todas as suas zonas vizinhas são ordenadas

por ordem crescente segundo o valor da combinação linear convexa λ1δk+λ2δ
′
k ,

λ1 + λ2 = 1 com λ1, λ2 ≥ 0.

3. Entre os seus vizinhos escolher a primeira zona yNm para a qual a restrição
associada ao número máximo de vértices por zona não seja violada.

4. Agrupar as zonas ym e yNm.

Esta heuŕıstica visa em simultâneo prevenir a perda de admissibilidade pela violação
dos limites do número de vértices por zona e melhorar o valor de uma soma pon-
derada dos critérios, tal como no caso da heuŕıstica definida para as instâncias de
pequena dimensão.

8.2.3 Resultados

Os testes foram realizados com os seguintes valores para os parâmetros:

1. tamanho da população: pop size = 300;

2. número de descendentes: desc = 100;

3. número de gerações: gera = 50.

Quando os pesos, (λ1, λ2), atribúıdos aos critérios são fixados em (1, 0) e (0, 1),
durante o processo de geração da população inicial, a heuŕıstica definida na Secção
anterior, determina, numa elevada percentagem, as soluções Y ∗1 e Y ∗2 . Na Fi-
gura 8.4 é exibido um gráfico onde cada ponto representa os valores dos critérios de
59 soluções potencialmente eficientes, extráıdas da população inicial. Como se pode
constatar as soluções Y ∗1 e Y ∗2 estão presentes.

No gráfico da Figura 8.5 são exibidos os valores dos critérios de 190 soluções po-
tencialmente eficientes, obtidas após 50 gerações do AEPL. Algumas destas soluções
têm o mesmo valor no espaço dos critérios. Ao contrário dos testes realizados em
instâncias de pequena dimensão, é posśıvel, neste caso, verificar o decorrer do pro-
cesso de evolução ao longo das gerações. Em algumas áreas da fronteira eficiente é
posśıvel constatar a melhoria das soluções, relativamente à população inicial.

As soluções exactas para esta instância não são conhecidas, apenas as óptimas
de cada um dos critérios. Este facto não permite avaliar de forma rigorosa o desem-
penho do AEPL. Apesar disso, somos levados a conjecturar que os resultados estão
próximos das soluções exactas. Esta conjectura está, essencialmente, baseada em
dois aspectos:
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· Uma solução potencialmente não dominada

z1

z2

Y ∗2

Y ∗1

Figura 8.4: Soluções potencialmente não dominadas da população inicial

1. A heuŕıstica que escolhe as duas zonas vizinhas visando o seu agrupamento,
revelou um bom comportamento. De facto, durante o processo de geração de
soluções, quando são seleccionados os pesos, (λ1, λ2) = (1, 0) ou (λ1, λ2) =
(0, 1), as soluções Y ∗1 e Y ∗2 são determinadas com elevada frequência.

2. A gama de valores (c1
i , c

2
i ) atribúıdos aos vértices, conforme descrito na Sec-

ção 8.2.1, varia entre 10 e 300. Aos vértices de uma zona foi atribúıdo o
valor 10, aos vértices de outra zona o valor 20, e assim sucessivamente até
à trigésima zona à qual se atribuiu o valor 300 aos seus vértices. Somando
este facto à forma como se escolheram as duas soluções Y ∗1 e Y ∗2 , torna-se
previśıvel que os valores dos critérios das soluções eficientes apresentem uma
variação progressiva ao longo da fronteira eficiente. Este facto é verificado na
Figura 8.5, onde a fronteira eficiente apresenta uma certa “suavidade”.

8.3 Instância de grande dimensão com dados reais

Para além dos testes descritos nas Secções anteriores, também testámos o nosso
AEPL num ambiente de uma aplicação real com os dados que resultaram de um
estudo para a reforma do sistema de tarifação dos transportes públicos da região
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+ Soluções potencialmente não dominadas da população inicial

· Soluções potencialmente não dominadas da população final
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Figura 8.5: Soluções potencialmente não dominadas da população final

metropolitana de Paris (ver [64]). Esta reforma visa a evolução do actual sistema de
tarifação baseado em zonas concêntricas para um novo sistema que tenha por base
uma partição do território formada por zonas autónomas, não concêntricas e sem
inclusões, por forma a tornar o sistema mais flex́ıvel. Um dos seus objectivos reside
na criação de um ambiente que fomente a personalização dos serviços, de forma a
corresponder às necessidades locais dos utentes da rede de transportes públicos. Os
testes foram realizados sobre o grafo de conexidade da Figura 6.8 (página 97) com
dados reais.

8.3.1 Indicadores da qualidade de uma zona

Estes indicadores, que estão na base da construção dos critérios utilizados, foram
reconhecidos como válidos pelas partes interessadas da reforma do sistema de ta-
rifação. Foram classificados segundo o tipo de interesse subjacente a cada um deles:

1. Indicadores associados ao posicionamento de uma zona em relação à rede de
transportes.

• Número de estações da rede de caminhos de ferro (rsi).

• Número de autocarros da rede rodoviária.

• Densidade da oferta interna.
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• Densidade da oferta externa da rede de caminhos de ferro.

• Densidade da oferta externa da rede de autocarros.

• Posicionamento das estações de caminhos de ferro.

2. Indicadores associados às estruturas de mobilidade de uma zona.

• Acessos à rede de caminhos de ferro.

• Deslocações casa/emprego.

• Presença de serviços públicos.

3. Indicadores associados à integração de uma zona em estruturas administrati-
vas.

• Respeito pelas divisões administrativas.

• Respeito pelas comunidades urbanas.

4. Indicadores associados à localização de pólos de atracção de uma zona.

• Localização de centros comerciais.

• Localização de centros de saúde.

5. Indicadores de natureza social.

• População (popi);

• População activa (act popi).

• Agregados familiares sem carros (h0ci).

• Agregados familiares com um carros (h1ci).

• Agregados familiares com dois ou mais carros (h2ci).

6. Indicadores de natureza geográfica.

• Área (surf i).

A partir dos indicadores h0ci, h1ci e h2ci em cada unidade territorial i, constrúıram-
-se mais dois:

1. A proporção de agregados com dois ou mais carros,

ph2ci =
h2ci

h0ci + h1ci + h2ci

.
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2. A proporção de agregados com um ou mais carros,

ph1ci =
h2ci + h1ci

h0ci + h1ci + h2ci

.

8.3.2 Critérios e restrições

Com os indicadores dispońıveis constrúımos um conjunto de critérios para avaliar a
qualidade de uma partição. Podemos decompor o processo de construção em duas
etapas:

1. Para cada zona yu é determinado uma valor.

2. O conjunto de valores obtido é agregado num único número que representa o
valor do critério para a partição Y = {y1, y2, . . . , yK}.

Na Tabela 8.3 são apresentados todos os critérios que foram considerados. Todos eles
são critérios de homogeneidade, intra e inter-zona. Os critérios de homogeneidade
inter-zonas são:

• f1, homogeneização da área.

• f2, homogeneização do total da população.

• f3, homogeneização do total da população activa.

• f4, homogeneização do número de estações de caminhos de ferro.

Os critérios intra-zonas são:

• f5, homogeneização da proporção de agregados familiares com dois ou mais
carros.

• f6, homogeneização da proporção de agregados familiares com um ou mais
carros

Para os testes que realizámos escolhemos os pares de critérios mais relevantes.
Os pares escolhidos foram: (f1, f2), (f1, f3), (f1, f4), (f1, f5) e (f1, f6). Apesar de ser
posśıvel adaptar o nosso algoritmo a um qualquer número de critérios, optámos por
o testar com problemas bicritério. Desta forma é posśıvel representar graficamente
o conjunto das soluções potencialmente não dominadas, podendo esta representação
ser útil numa abordagem inicial às partes interessadas num processo decisório.

As restrições impostas às soluções estão associadas à compacidade, ao número
de zonas por partição e ao número de unidades por zona. A medida de compacidade
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dado Avaliação de yu Avaliação de Y Max\Min

surf i S(yu) =
∑

i∈yu

suf i f1(Y ) = max
yu∈Y

S(yu)− min
yu∈Y

S(yu) Min

popi P (yu) =
∑

i∈yu

popi f2(Y ) = max
yu∈Y

P (yu)− min
yu∈Y

P (yu) Min

act popi AP (yu) =
∑

i∈yu

act popi f3(Y ) = max
yu∈Y

AP (yu)− min
yu∈Y

AP (yu) Min

rsi RS(yu) =
∑

i∈yu

rsi f4(Y ) = min
yu∈Y

RS(yu) Max

ph2ci H2(yu) = max
i∈yu

ph2ci −min
i∈yu

ph2ci f5(Y ) = max
yu∈Y

H2(yu) Min

ph1ci H1(yu) = max
i∈yu

ph1ci −min
i∈yu

ph1ci f6(Y ) = max
yu∈Y

H1(yu) Min

Tabela 8.3: Os critérios

C(Y ) de uma partição, Y = {y1, y2, . . . , yK}, é igual ao pior valor da medida de
compacidade de cada uma das suas zonas, Comp(yu), i.e.

C(Y ) = min
yu∈Y

Comp(yu).

Como medida de compacidade de uma zona considerámos o quociente entre a sua
área, S(yu) e a área da menor circunferência que a contém, S(y

◦

u), i.e.

Comp(yu) =
S(yu)

S(y◦u)
.

Para escolhermos um limite de compacidade admisśıvel realizámos alguns testes
computacionais à medida escolhida que resultaram num valor por nós adoptado. Os
valores associados às restantes restrições foram:

1. Número de zonas constante: 20, 25 e 30.

2. Número de zonas variável: entre 20 e 30.

3. Número de unidades por zona: entre 20 e 110.

8.3.3 Resultados

Os parâmetros para o AEPL foram os seguintes:

1. tamanho da população pop size = 700;

2. número de descendentes desc = 200;
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pair K = 20 K = 25 K = 30 K ∈ [20, 30]

(f1, f2) 199 329 167 250
(f1, f3) 82 307 160 158
(f1, f4) 37 16 51 57
(f1, f5) 72 35 334 97
(f1, f6) 347 567 125 988

Tabela 8.4: Número de soluções eficientes potenciais.

3. número de gerações gera = 50.

A Tabela 8.4 mostra o número de soluções eficientes potenciais encontradas, para
os pares de critérios estudados. Em muitos dos testes o número de soluções não
dominadas, as soluções correspondentes no espaço dos critérios, é muito reduzido.
Por exemplo, para o par (f1, f6) quando K ∈ [20, 30] encontrámos 988 soluções
eficientes potenciais que correspondem a apenas 7 soluções no espaço dos critérios.

As Figuras 8.6 – 8.9 representam os gráficos com as soluções potencialmente
não dominadas da população inicial e final para o par de critérios (f1, f3) (homo-
geneização da área de da população activa) quando K = 20, K = 25, K = 30 e
K ∈ [20, 30]. Em todos os gráficos é bem viśıvel o progresso do AEPL relativamente
à população inicial. Nalguns casos os valores para f1 e f3 são melhorados mais
de 50%. A Figura 8.10 representa a melhor partição encontrada relativamente à
homogeneização da área, critério f1, quando K = 25.

A Figura 8.11 representa a partição mais compacta que foi encontrada. Usámos
a medida de compacidade descrita na Secção anterior.

Apesar de não dispormos um termo de comparação para se fazer uma análise
rigorosa dos resultados obtidos, somos levados a concluir que estes são de boa qua-
lidade. Esta nossa intuição baseia-se em dois aspectos que julgamos relevantes:

• O processo de geração da população inicial revelou um bom comportamento
nos testes anteriores, o que nos permite induzir que também neste caso obti-
vemos boas populações iniciais.

• A população final distanciou-se consideravelmente em relação à população
inicial.

A análise da representação gráfica da solução com o melhor ńıvel de homogeneização
da área e da solução mais compacta, Figuras 8.10 e 8.11, permite corroborar esta
tese.



8.3. INSTÂNCIA DE GRANDE DIMENSÃO COM DADOS REAIS 141

f1(100.000)

f3(100.000)

| | | | |

0 3 6 9 12 15

|
|

|
|

|

3

6

9

12

15

+ Soluções potencialmente não dominadas iniciais

· Soluções potencialmente não dominadas finais+

+

+

+

++
++

+

+
+

Figura 8.6: Soluções potencialmente não dominadas: K = 20
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Figura 8.7: Soluções potencialmente não dominadas: K = 25
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Figura 8.8: Soluções potencialmente não dominadas: K = 30
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Figura 8.9: Soluções potencialmente não dominadas: K ∈ [20, 30]
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Figura 8.10: (f1, f3) = (162382, 498071): Melhor homogeneização da área para
K = 25
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Figura 8.11: Partição compacta.

8.4 Conclusão

Neste Caṕıtulo ficou clara a dificuldade em avaliar o desempenho do algoritmo pro-
posto dada a ausência de uma base de testes para este tipo de problemas. As dife-
rentes instâncias geradas sobre o grafo por nós constrúıdo revelaram-se insuficientes
para tirar conclusões sobre o desempenho do nosso algoritmo. Esta insuficiência
levou-nos a conceber uma estratégia que permitisse construir instâncias de maior
dimensão, com base nas anteriores, para as quais fosse posśıvel deduzir as soluções
não dominadas através das soluções já conhecidas das instâncias de base. Podemos
afirmar que esta estratégia foi bem sucedida dado que conseguimos uma dimensão
que permite legitimar os resultados obtidos.

Os testes efectuados mostram que o algoritmo proposto gera soluções de boa
qualidade e suficientemente diversas para cobrir todo o conjunto de soluções não
dominadas. Estes resultados servem ainda para mostrar a excelente simbiose entre
algoritmos evolutivos e pesquisa local e o potencial resultante da orientação dos
operadores genéticos em função dos objectivos, como também a especial vocação
deste tipo de meta-heuŕısticas para lidar com problemas com mais que um objectivo.



Conclusões e investigação futura

Quando se aproxima o terminus de um trabalho desta natureza é frequente ficar-se
com um sentimento de alguma insatisfação por todo o trabalho não realizado. É
sempre posśıvel transpor mais alguma coisa para o universo do conhecimento. Mas
como tudo tem o seu fim há que fazer compromissos e conformarmos-nos com o
trabalho realizado.

Num qualquer trabalho de doutoramento espera-se sempre um contributo para
esse fantástico universo que é o conhecimento. Apesar de parco, podem destacar-
se alguns contributos, com carácter de inovação, que foram alcançados no decorrer
destes quatro anos de trabalho. Gostaria de dar ênfase aos pontos seguintes:

• Taxonomia de critérios.

• Formulação da conexidade.

• Medidas de comparação.

• Concepção de um algoritmo evolutivo.

• Testes ao algoritmo implementado.

Taxonomia de critérios. Apesar dos problemas de partição de um território
serem tratados de forma sistemática, há algumas décadas, não encontrámos na lite-
ratura nenhuma classificação dos critérios habitualmente definidos para este tipo de
problemas. Com base nas principais caracteŕısticas dos critérios que encontrámos
ao longo deste trabalho, tentámos subir um “degrau” de abstracção e criar uma
taxonomia coerente e tão completa quanto posśıvel por forma a englobar todos os
critérios que conseguimos inventariar. Foi também nossa intenção que essa taxono-
mia fosse suficientemente flex́ıvel de modo a permitir o reconhecimento de critérios
que poderão ser criados no futuro. A classificação que propusemos assenta em quatro
categorias distintas:
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1. Critérios de homogeneidade. Aqueles que visam a homogeneização de um dado
atributo (serviços, população, etc.). A homogeneização pode estar associada a
cada zona individualmente, não considerando outras zonas, ou está associada
à partição como um todo.

2. Critérios geográficos. Os que visam a definição de zonas que se aproximem de
um qualquer atributo geográfico como, por exemplo, a forma das zonas que
compõem uma partição.

3. Critérios de fluxo. Critérios que visam a optimização da transferência de
qualquer fluxo entre zonas.

4. Critérios de similaridade. Estes visam a definição de partições tão “similares”
quanto posśıvel com outras partições territoriais existentes.

Formulação da conexidade. Quando nos deparámos com a falta de um conjunto
de restrições que, no contexto da programação linear, impusessem a conexidade das
zonas, foi imediata uma vontade de explorar esta falta. Apesar de suspeitarmos
desde o ińıcio que o resultado final não teria grande aplicabilidade do ponto de vista
prático, encetámos esforços para chegarmos a algum resultado que, do ponto de
vista teórico, tivessem algum interesse. Julgamos que tal objectivo foi conseguido.
O resultado desta pesquisa foi um conjunto de restrições com uma ordem de grandeza
O(n!), que tomou como ponto de partida a matriz de adjacência vértice/vértice.

Medidas de comparação. Quando se pretende dividir um território em zonas
surge com alguma frequência o confronto com partições já existentes. Nestes casos,
dita o bom senso, deve minimizar-se tanto quanto posśıvel as eventuais divergências.
Tal origina a necessidade de medidas que permitam comparar duas partições de um
mesmo território. Dada a ausência destas medidas, procurámos encontrar ı́ndices
que “capturem” diferentes aspectos desta realidade. Os aspectos que julgámos que
traduzem diferentes necessidades de comparação entre partições são:

1. Compatibilidade. Verifica até que ponto cada zona da primeira partição é igual
a um conjunto de zonas da segunda ou se um grupo de zonas da primeira é
igual a uma zona da segunda partição.

2. Inclusão. Pretende-se reproduzir o conceito de finura entre duas partições, ou
seja, uma medida desta classe deve avaliar, até que ponto, as zonas da primeira
partição são o resultado da divisão de zonas da segunda.
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3. Distância. Esta classe inclui as medidas que reflictam toda e qualquer dis-
crepância entre duas partições.

Julgamos que os conceitos por nós conseguidos traduzem as diferentes necessidades
de comparação entre duas partições.

Concepção de um algoritmo evolutivo. A vertente prática do nosso traba-
lho passou pela concepção e implementação de um algoritmo que encontre “boas”
soluções de compromisso para dois critérios. Pensamos que conseguimos um bom
resultado final. Esta nossa convicção fundamenta-se nas razões seguintes:

1. Nos testes realizados conseguiram-se boas soluções, sendo algumas delas soluções
exactas.

2. A abordagem utilizada permite a integração de heuŕısticas adaptadas a dife-
rentes critérios, acelerando o processo de pesquisa e melhorando a qualidade
das soluções obtidas.

3. A representação das soluções faculta a possibilidade de adaptação a outros
problemas de natureza diversa modeláveis através da partição de um grafo,
para além da partição de um território.

4. A combinação entre um algoritmo evolutivo e pesquisa local resultou numa
procura de soluções mais “inteligente” reflectindo-se na qualidade final das
soluções.

Testes ao algoritmo implementado. A necessidade de testar o desempenho
do algoritmo implementado, levou-nos a criar uma instância de pequena dimensão e
determinar todas as suas soluções exactas. A dimensão dessa instância revelou-se in-
suficiente, pois o população inicial gerada pelo algoritmo evolutivo continha a quase
totalidade das soluções exactas. Este facto obrigou-nos a definir uma estratégia que
julgamos poder inspirar outros autores aquando do mesmo tipo de estudo. A es-
tratégia que definimos passa pelo alargamento da instância inicial de modo a que as
suas soluções exactas possam ser obtidas a partir das soluções da instância original.
No nosso caso verificámos que tal seria posśıvel se replicássemos o grafo original,
acrescentando arestas entre vértices das diferentes cópias com valores adequados. O
resultado final foi positivo, pois obtivemos instâncias de dimensão suficiente para
podermos tirar conclusões sobre o desempenho do algoritmo implementado.

Entre as posśıveis linhas de investigação futura gostaŕıamos de destacar dois
pontos que julgamos ter algum interesse do ponto de vista teórico como também do
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ponto de vista prático. A abordagem feita à formulação da conexidade não tomou
em consideração as especificidades do grafo de conexidade. Sabemos que um grafo
deste tipo é planar o que implica uma fraca densidade. Este facto pode ter con-
sequências muito proveitosas para a formulação do problema como também para a
pesquisa de métodos exactos com capacidade para lidar com instâncias de dimensão
média. Do ponto de vista prático, julgamos ser viável a migração da nossa aplicação
para uma plataforma de um Sistema de Informação Geográfica (SIG), fomentando
desta forma a interactividade com um agente decisor, em consequência das capaci-
dades de visualização deste tipo de sistemas. Este desenvolvimento pode permitir a
construção de um Sistema de Apoio à Decisão, na área da partição territorial, com
grande capacidade de interacção.
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[4] T. Bäck. Evolutionary Algorithms in Theory e Practice. Oxford University
Press, first edition, 1996.
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