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Introducao

A teoria dos polinémios ortogonais constitui um local de encontro privilegiado de diver-
sas disciplinas (Fisica-Matemaética, Andlise Numérica, Analise Funcional, Probabilidades,
Estistica, etc). As sucessoes de polinémios ortogonais mais utilizadas sao as dos polinémios
classicos que estao intimamente ligados as fungoes hiper—geométricas. Nao é de estranhar
que muitos dos trabalhos que se tém escrito até hoje tenham como ponto de partida o
cardcter hiper—geométrico destas sucessoes, [99], [45], [9] e [87]. Mas a evolucao da teo-
ria matematica dos polinémios ortogonais tem sido feita no sentido de progressivamente
“esquecer” esta tendéncia. Como marco importante desta evolucao temos o trabalho de
T.S.Chihara [30]. Neste trabalho o autor introduz o conceito de funcional de momentos e

o de sucessao de polinémios ortogonais que lhe esta associada.

Diversos autores tém desenvolvido esta teoria ao longo destes anos, sendo de destacar

entre outros autores P.Maroni, F.Marcellan, J.Dini e S.Belmehdi (ver [84], [77], [37] e [12]).

O trabalho que nos propomos realizar vem no seguimento destes tltimos, havendo ainda

a acrescentar os textos [20] e [2]:

Pretendemos fazer uma analise construtiva das sucessoes de polinémios ortogonais a

partir de propriedades diferenciais das funcionais.

Além disso, resolvemos o problema inverso deste, i.e., a partir de relacoes existentes
entre duas sucessoes de polindmios ortogonais, determinar relagoes entre as funcionais

de momentos que lhes estao associadas.
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Basicamente existem duas formas de gerar novas sucessoes de polindémios ortogonais

monicos a partir de uma ja conhecida:

— por uma transformacao nos coeficientes da relagao de recorréncia, dando origem aos

polinémios associados, co-recursivos e co-modificados, [29], [77], [14], [35];

— por perturbagoes definidas no espago das funcionais lineares, IP*, [84].

Aqui deter-nos—emos sobre este segundo tipo de geracao, cuja importancia pode ser

vista no trabalho de W.Gautschi [47]:
— Aproximacgao por Splines de uma fungao real de variavel real.

— Aceleracao de convergéncia de séries.

Organizacao do Trabalho

No inicio de cada capitulo damos uma breve introducao histérica sobre os assuntos que

al pretendemos tratar.

Cap. I Introduzimos as nocoes essenciais deste trabalho.
Daremos também uma nova caracterizacao das sucessoes de polinémios ortogonais
(ver alinea (e) do teorema 1.3.2).

Generalizamos o operador fx definido no teorema 1.2.6 (ver teorema 1.2.7).

Cap. II Introduzimos as sucessoes de polinémios ortogonais semi—classicos e caracterizamo—
—las. Damos demonstracoes alternativas dessas caracterizagoes, bem como de uma

conjectura de A.Magnus [76].

Cap. III Mostramos a insuficiéncia do método de B.Fischer e G.H.Golub [44] e W.Gautschi

[46], na andlise das modificagdes polinomiais das funcionais.
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Cap. IV Generalizamos os problemas tratados por P.Maroni em [84], analisando a modificacao

inversa polinomial tratada na seccao 1.2 do capitulo IV.

Cap. V Generalizamos os problemas tratados em [84], [20] e [2], e resolvemos como aplicagao

destes resultados, um problema proposto por L.L.Littlejohn em [72].
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Chapter 1
Motivacao

Este capitulo tem um triplo objectivo:

(a) Introduzir o conceito fundamental deste trabalho— Sucessao de Polinémios Orto-
gonais— o que faremos falando da sua origem (ver [97] e [75]).

(b) Caracterizar as sucessoes de polindmios ortogonais a partir das sucessoes de fun-
cionais lineares que lhes estao associadas (ver [81]).

(c) Dar condigoes necessdrias e suficientes para a existéncia e unicidade de sucessoes
de polinémios ortogonais associadas a uma sucessao de funcionais lineares (ver [58]

e [84]).

Daremos uma nova caracterizacao para as sucessoes de polinémios ortogonais, que en-
volve a sucessao de polindmios derivados que lhe esta associada (ver alinea (e) do teorema

1.3.2).

Provaremos a conjectura de W.R.Allaway (ver [4]):
— Podemos tomar no teorema 4.1 de [4] (L{>+9)) parai=1,2,... em vez de (L{®).
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1.1 Nocoes Geralis

Suponhamos definida num intervalo I C IR uma funcao, ¢, nao decrescente tal que
(2F)2, € L2, ie., [;2%d¢(z) < 0o, k € N L. Suponhamos ainda, que o conjunto de pontos
de crescimento da fungao ¢ ¢é infinito, ou seja {x € R : ¢p(z + 0) — ¢(x — ) > 0 V§ > 0}
¢ infinito. A este conjunto chamaremos espectro de ¢. Nestas condigoes podemos definir o
produto interno

(f@),9(@) = [ f(@)g(a)do().

Aplicando o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt & sucessdo (z*), obtemos uma
sucessao de polindmios ortogonais (S.P.O.), (Py), com grP, = k para todo o k € IN, que esta
univocamente determinada por ¢. Se ¢ é absolutamente continua a sua derivada, p = ¢', é
chamada funcao peso e, portanto, falaremos de polindémios ortogonais relativamente a um
determinado peso p. Alguns dos exemplos classicos que aparecem na Fisica Matematica
sao:

i) p(z) =e**, 2 € R — Caso Hermite
ii) p(z) =e*, x €]0,00[ — Caso Laguerre
iii) p(z) =1,z € [-1,1] — Caso Legendre

Todas as S.P.O., (P,), associadas a estes pesos sao completas em L2, i.e.,

b N
Vf €Li3 (e CR: lim | (f =Y enB)?do(z) =0, .
a n=0

Por um teorema de Weierstrass (aproximacao uniforme de fungao continuas por polinémios)
sabemos que um sistema de polinémios é completo num intervalo compacto. Num intervalo
nao limitado, o facto de ser completo depende da fungao peso. Por exemplo, se p(x) =

2 ~ . . , . . . ~ , .
e~ """ I#l entdo o sistema de polinémios ortogonais associado ndo é completo, pois

/ aFe ™l gin(2r In|z|)de = 0, k= 0,1, .. (1.1)
R
(qualquer func¢do que possa ser aproximada em minimos quadrados por polinémios para

este peso, é ortogonal a sin(2rln|z|)). Este exemplo devido a Stieltjes (ver [98]) esta
incluido no seguinte teste:

Teorema 1.1.1 (M.G.Krein,1945) Se ¢ ¢ a derivada da parte absolutamente continua

dep, r€Re [ hﬁlg) dx > —o0, entdo o sistema de poténcias de z, (x¥), ndo é completo
em L3,
¢

O reciproco é verdadeiro se ¢ for absolutamente continua e o peso p satisfizer as
condigoes:

1. sup(p(x)) < oo

I'Na verdade necessitamos somente de impor que as poténcias de ordem par de z pertencam a Li.
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2. p(—x) = p(x)
3. para x > 0 a fungao —In(1 + z%)p(x) é ndo decrescente e convexa relativamente a
In(z).
Assim, se as condicoes enunciadas se verificam e
1
[ k),
R 1+ 22

entdo o sistema de poténcias de x, (z), é completo em Li.
Temos também a seguinte condigao necesséria e suficiente:

Teorema 1.1.2 (B.Ya.Levin) Seja My o conjunto de todos os polindmios satisfazendo
a condi¢ao

Q()/?
R 1+ 22

do(x) <1

e seja

M(z) = sup [Q(x)].
QeM,

Entao, para que o sistema de poténcias de x seja completo em Li € necessario e suficiente
que

dr = 00.

/ In M (x)

1+ a2
Observacao

Este teorema estd relacionado com os critérios de N.I.Akhiezer e S.N.Bernstein (1953),
e S.N.Mergelyan (1954), sobre a aproximacao por polinémios relativamente a uma fungao
peso em IR.

Pegando no exemplo de Stieltjes (1.1) vemos ainda que p(z) = el ndo ¢ a tnica
fungao peso associada a seguinte sucessao (uy,), onde os u, sdo definidos por

L= a"p(x)de. 1.2
uy = [ a"p(a)da (1.2
De facto, por (1.1)
un:/ z"(1 + esin(2w In |z|))p(z)dz;
R

e, como, a funcao U(c;z) = [y (1 + csin(2nIn|t|))p(t)dt é ndao decrescente para |c| < 1
temos que h4 infinitas fungdes peso associadas a sucessao (uy,).

Estamos, entao, em condi¢oes de formular a seguinte questao:

— Que condigbes temos de impor a uma sucessao de nimeros reais (u,)— sucessao de
momentos— para que exista uma fungao ¢ nao decrescente e de espectro infinito verificando

hyy = /Rx"dgb(x) ,neNN. (1.3)

Este problema é conhecido na literatura por Problema de Momentos (neste caso de
Hamburger); foi enunciado e resolvido por Hamburger em 1921:
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Teorema 1.1.3 (Hamburger,1921) Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o
Problema de Momentos tenha solucao ¢ que a matriz de Hankel, H = [ukﬂ']?j:o seja
definida positiva, i.e.,

D &€ =0

k.j
para todo on =0,1,... e (&,&,...,&,) € R™.

No caso do dominio de ¢ ser [0, c0[, temos que a condi¢ao necessaria e suficiente vem
dada por [H| > 0 e [H;| > 0 onde Hy = [tgyj11]75=0-
No caso do dominio de ¢ ser [0, 1], temos o seguinte resultado:

Teorema 1.1.4 (Hausdorff,1923) Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o Prob-
lema de Momentos tenha solugao em [0,1] € que

A"y, = Z(—l)jCJnukﬂ- >0,n,k=0,1,...

=0

n __ n!
onde C = =Tk

A condicao necessaria é trivial. A demonstracao da suficiéncia pode ser feita atendendo
a que qualquer funcao f € C|0, 1] pode ser aproximada por polinémios de Bernstein

B £) = 3 L)k — oy

Isto foi proposto primeiro por S.N.Bernstein para demonstrar o teorema de Weierstrass.
Ao mesmo tempo obtemos do teorema de Weierstrass que o Problema de Momentos neste
caso é determinado, i.e., temos unicidade da funcao ¢ correspondente.

Como vimos pelo exemplo de Stieltjes o Problema de Momentos nao é, em geral, de-
terminado quando o dominio de defini¢ao de ¢ for IR ou [0, ool.

Em 1922 Carleman (ver [25],[26],[27]) encontrou a seguinte condicao suficiente para a
determinagao deste problema em [0, 00| (i.e., para que se tenha unicidade da fungao ¢ a
menos de uma constante):

© 1

T2% __
S u T = o
k=0

Esta condicao é satisfeita, por exemplo, pela sucessao de termo geral u,, = n!; neste
caso, a unica solugdo (a menos de uma constante) é ¢(x) = —e™* + 1.

Em R a condigao analoga é

© 1

T2k __
Y up = oo
k=0
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Esta condigao é satisteita, por exemplo, pela sucessao de termo geral ug, = I'(k + %) e

/. ~ , _ 2
ugkr2 = 0, k € IN; neste caso, a tinica solu¢ao (a menos de uma constante) é p(x) = %e v

Como consequéncia destas condigoes suficientes, temos o seguinte resultado devido a
Hardy (ver [54)):

Teorema 1.1.5 (Hardy,1917) Se o Problema de Momentos em IR admitir por solucdo

onde

D) >0 e /OO [(6))7edt < oo, (1.4)

—0o0

para algum g > 1 e d > 0, entdo o problema € determinado.

Observacao

Se estivermos em presenga de um Problema de Momentos em [0, 0o, basta substituir
(1.4) por

[e.e]

Y(t) >0 e / [(1)]2€50 dt < oo, (1.5)

—0o0

O estudo do Problema de Momentos em IR esta intimamente ligado com as propriedades
dos polinémios ortogonais, pois foi aqui que nasceu a teoria geral dos S.P.O. (alguns exem-
plos particulares destas sucessoes tinham ja sido estudadas— especialmente as chamadas
classicas).

Consideremos entao o Problema de Momentos em IR para a sucessao (ug). Intro-
duzamos no espaco vectorial dos polinémios de varidvel real com coeficientes complexos,
IP, a funcional linear (i.e., uma aplicagao linear de IP em IR) u definida por

<u,R(x) >= Z URTE (1.6)
k=0

_ n k
onde R(z) = Y}y rea”.
Quando nos referirmos ao espago vectorial dos polinomios reais de coeficientes com-
plexos de grau nao superior a n, escreveremos IP,,.

Se o Problema de Momentos associado a (u,,) é solivel e ¢(x) é uma sua solugao, entao

< u,R(z) >= /R R(x)do(z). (1.7)

Assim, cada solugao gera uma e uma s6 funcional linear e um e um s6 produto interno,
(P(z),Q(x)) =< u, P(z)Q(z) >. De facto,

i) a positividade sai de u ser positiva;
ii) a ndo—degenerescéncia resulta de u ser nao degenerada, pois o espectro de ¢ é infinito;

iii) a simetria sai por definicao.
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Temos pois definida uma S.P.O., (F,), associada a u unicamente determinada pela
sucessao (uy,); mesmo no caso em que o Problema de Momentos nao é determinado.

De seguida vou enunciar, comentando, alguns resultados que nos permitirao relacionar
estes dois problemas (o da completude do sistema de poténcias de z em LZ), com a deter-
minagao dum Problema de Momentos). Esta teoria foi apresentada em 1922 por Hellinger,
Nevanlina e M.Riesz, e foi posteriormente desenvolvida por H.Weyl(1935).

Lema 1.1 Se a série 3, |Pu(2)]? converge, mesmo que num sé ponto z (Imz # 0), entdo
converge uniformemente em cada regiao limitada.

Em qualquer dos casos a quantidade

1

() = s (S B

é chamada raio de Weyl em z. Assim, o lema diz—nos que no conjunto {z : Imz # 0} se
tem:

r(z) =0Vz ou r(z) >0 Vz.

Introduzamos entao a sucessao de polinémios (P,gl))— ditos associados— definida por

P — P
Pk(l)(z) = < uy, k+1(2) k+1($) > k=01,... (1.8)

zZ—XT

associada a (Py). Se tomarmos

we(z) = /R dqﬁ(m)’ Imz # 0

Tr—z

entao de (1.7) obtemos
P (2) = —wy(2) Pul(2) + en(2)

onde ¢(z) = o5 < u, P2, (z) > sdo os coeficientes de Fourier da fun¢ao (z — z)~'. Da
desigualdade de Bessel concluimos

z) _ Imwy(z)
z|2— Imz

Z|w¢ )Py (2 +Pk |2</|x—

Consequentemente, o ponto w¢(z) pertence ao conjunto

Imw

}.

Imz

2) = fw: i wPy(z) + PO <

Este é um disco de raio r(z), para r(z) > 0 e um ponto para r(z) = 0; e, portanto, W(z)
¢ chamado disco ou ponto de Weyl, respectivamente.

Teorema 1.1.6 O Problema de Momentos é determinado no caso pontual e indeterminado
no caso do disco.
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De facto, no caso pontual, se existirem duas solugdes ¢1 € ¢o entdo wy, (2) = wy,(2),
para Imz # 0, i.e.,

/ doi(z) / ds(z)
RZ—2 JRZ—2
donde ¢; essencialmente coincide com ¢,.

No caso do disco, para cada ponto ¢ € W(z) existe uma solugdo ¢ do Problema de
Momentos, tal que wy(2) = .

Uma solugao ¢ ¢é dita z—ezxtremal se o ponto wy(z) esta na fronteira do disco, i.e., temos
igualdade na expressao (1.9), ou seja, temos a identidade de Parseval para (z—2z)~'. Assim,
se a sucessao de poténcias (z") é um subconjunto completo de Li, entao ¢ é z—extremal
para todo o z tal que Imz # 0. O reciproco é também verdadeiro:

Teorema 1.1.7 Se a solu¢ao ¢ do Problema de Momentos € z—extremal para algum z com
Imz # 0, entdo a sucessao de poténcias de x € completa em Lé.

A solucao unica do caso pontual é tratada da mesma forma. Analogamente, temos:

Teorema 1.1.8 Se o Problema de Momentos é determinado, admitindo por solucao a
funcao ¢ entdao a sucessao de poténcias de x € completa em LZ.

Enunciemos, agora, alguns resultados sobre representagoes para a funcional u, associada
a uma sucessao de momentos (u,) qualquer. Daqui em diante referirnos—emos a esta
funcional como sendo a funcional de momentos (ainda que nao se tenha unicidade do
Problema de Momentos).

Teorema 1.1.9 (Boas,1939) Seja (u,,) uma sucessao arbitrdria de nimeros reais. Entdo,
existe uma funcao ¢ de variacao limitada tal que

/ "do(x) = u,, n=20,1,2,...

Concluimos deste resultado que toda a funcional de momentos u, que esteja associada
a uma sucessao de momentos real, pode ser representada por um integral de Stieltjes cujo
argumento ¢ uma func¢ao de variagao limitada. Este resultado é uma extensao de um outro
devido a Stieltjes (ver [98]):

Teorema 1.1.10 (Stieltjes,1894) Dada uma sucessao (u,) C IR, existe uma fun¢do
crescente de variagao limitada, ¢, em [0,00[ para a qual

/ a"do(z) =u, n=0,1,...
0
se, e somente se
(un) € tal que A, >0 e AV >0, n=0,1,...

onde A, = |ui; |7 e AV = Juija|?_.
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Qualquer dos teoremas anteriores pode ainda ser estendido por forma a incluir qualquer
sucessao de numeros complexos, tomando ¢ € F(IR, C), i.e., no conjunto das fungoes de
dominio em IR e contradominio em C. Assim, sendo

S(I)y={feC>®):||fllrgn=sup |tkf(”)(t)| < 400, para todo o k,n € IN}
tel
onde I C IR temos:

Teorema 1.1.11 (Duran,1989) Dada uma sucessao (u,) C C, existe » € S(IR) (respec-
tivamente, ST(R) = {¢ € S(R) : ¢(x) =0, em | — 00,0]}), tal que

/ x"p(z)dr = uy, (respectivamente,/ z"Y(x)dr =u,) n=0,1,...
R 0

Observagao

1. Se ¢ é a funcao do teorema anterior, entao

é uma funcao de variac¢ao limitada em IR ou [0, 00| que resolve o nosso Problema de
Momentos.

2. O Problema de Momentos do teorema anterior é sempre indeterminado, pois podemos
sempre adicionar a solucao desse problema uma funcao de variagao limitada arbitréaria
cuja sucessao de momentos associada seja constantemente nula.

Podemos pensar em determinar explicitamente a fun¢ao de varia¢do limitada ¢ (ver

[103]):

Teorema 1.1.12 (Teorema de Inversao de Stieltjes) Se ¢ é uma fungao de variagao
dé(t)

z—t 7

6(t) — 6(s) = Tim / "I {F(x + ie)} dt. (1.10)

e—0t 71

limitada em IR, com suporte em [0,00[ e F(2) = [g entao o ¢ vem dado por

A partir de (1.10) podemos redefinir ¢, se necessdrio em pontos de descontinuidade por

Bz +0) = oz —0)

olr) = .

Assim, associada a uma sucessao de momentos (u,, ), temos sempre uma funcional linear
u— funcional de momentos— definida por

<wu, 2" >= /OO z"do(z), n € IN. (1.11)
0

Consideremos agora a seguinte:
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Definicao 1.1.1 Seja u uma funcional de momentos. Uma sucessao (P,) de polindmios é
chamada sucessao de polinomios ortogonais associada a u se

a) grP, = n para cada n € N, i.e., (P,) é uma familia livre ;
b) existem K, # 0, Vn € IN tais que
<u,P, P, >= K,0mn

m, n € IN.

Se, além disso, todos os P, forem maonicos, i.e., o coeficiente do termo de maior ordem
for igual a 1, entao chamamos a (P,) S.P.O. ménicos (S.P.O.M.) associada a u.

Lema 1.2 (Chihara,1978) Sejam w uma funcional de momentos e (P,) uma S.P.O.M.
associada. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) (P,) ¢ uma S.P.O.M. associada a u
b) <wu,2™P, >= Admn, An #0,0<m <n

c) para todo o m € IP
0segrm<n

<u,7rPn>:{ #0 segrm=n .

Podemos formular as seguintes questoes:

1. Sera que cada funcional de momentos tem uma S.P.O.M. associada?

2. Se tiver, sera tnica?

Podem dar—se, facilmente, contra—exemplos destas duas questoes. De facto, temos:

Lema 1.3 (Chihara,1978) Seja u uma funcional de momentos, de sucessio de momen-
tos (uy,). Entdo, existe uma S.P.O.M. associada a u se e somente se A, # 0, n > 0. Além
disso, se u satisfizer esta condi¢ao (condigao tipo Tchebychev), existe uma unica S.P.O.M.,

(P,) definida por

Uo Un
1
Py(z) =1, P,(z) = 1.12
@) =L Bl = | (1.12)
1 ... "
(&
A,
n—1

onde A_; = 1.
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A uma funcional de momentos verificando a condicao tipo Tchebychev, passaremos a
chamar quase—definida ou reqular. Sera dita definida positiva se A,, > 0 para todo on € IN.

Temos assim que as funcionais de momentos definidas por
<u,z" >= /x”p(m)dm, nelN
I
onde p é uma das fungoes peso dadas no inicio desta seccao, sao definidas positivas. Ex-

istem, no entanto, funcionais de momentos regulares mas nao definidas positivas. Por
exemplo, a funcional de momentos associada a sucessao de momentos de termo geral

o
De facto,
_ n—1 o
n(n—1) n2 lls—1 S
Apq = <_ ) 2 (_2> Hgiﬁll sl

¢ nao nulo para todo on € N e Ay = —2 (ver [66], [67] e [68]). A S.P.O.M. que esta
associada a esta sucessao é chamada de Bessel.
O problema da determinacao explicita de uma funcao ¢ de variacao limitada verificando

/Oo 2"do(r) = up, n=0,1,2,...

onde os u, sdo dados por (1.14), cuja existéncia estd garantida pelo teorema de R.P.Boas,
foi determinada independentemente por A.J.Duran em [40] e por um grupo de matematicos
Coreanos S.5.Kim, K.H.Kwon ¢ S.S.Han em [53].

Damos, de seguida, uma condicao necessaria e suficiente de regularidade para a fun-
cional de momentos:

Teorema 1.1.13 (Maroni,1987) Seja u uma funcional de momentos; entao as sequintes
afirmagoes sao equivalentes

(i) u € regular;

(i) eziste uma sucessao livre de polindmios, (By,), verificando
| < u,Bk-Bm > |Z,m=0 %O J) n E ]N;

(#ii) para cada familia livre de polinomios, (Q), temos

|<U7Qka> |Z’m:07é0 5 n € IN.

Observagao
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Tendo em conta este teorema e o lema anterior, podemos demonstrar que o termo geral
da S.P.O.M. associada a u toma a forma

<u, Qo > e < u, Q@ >
1
P, _
(x) kn—l < u, QOQn—l > .. < Uu, Qn—lQn >
Qo(x) Qn(z)
onde
< u, QOQO > cee < u, QOanl >
kn—l = cee , n Z 1.
< U, QoQn_1> ... <u,Qp_1Qn_1>

Enunciemos agora um dos resultados fundamentais da teoria dos polinémios ortogonais:

Teorema 1.1.14 (Favard—Shohat) Sejam (5,) e (7,) duas sucessoes de nimeros com-
plezos arbitrarias; seja (P,) definida por

2P, (x) = Pyi1(x) + BuPu(z) + yPoa(z), n=1,2,...

P(x)=1¢ Pilz)=a— B . (1.15)

Entao, existe uma unica funcional de momentos u, tal que
<u, PP, >=<u,P>> 6, myn=0,1,2,....

Além disso u é quase—definida e (P,) € a correspondente S.P.O.M. se e somente se 7, # 0;
e serd definida positiva quando, e so quando 3, forem nimeros reais e os 7y, > 0 para
n>1.

Observagao

(a) Na verdade, este teorema dé—nos uma caracterizagao para as S.P.O.M.; pois, se u
for uma funcional de momentos quase—definida e (P,) a S.P.O.M. associada, entao
existem constantes 3, e 7,, com 7, # 0 tais que

JZPn(ZE) = Pn+1(l') + ﬁnpn(x) +’7nPn—1<m) para n = 17 2a s

Py(z) =1e Pi(z) =z — fo.

Além disso, se u é definida positiva, entao os (3, sao reais e os v,y1 > 0 para todo o
n € IN.

(b) A férmula (1.12) é devida a Szegd [99].

(c) 7o ndo aparece na férmula de recorréncia verificada por (P,); por convengao toméa-
—lo—emos igual a < u,1 >.
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(d) [30]
A1,
7n+1=% ,nelN
%)
<u,zP? >
n:A , cN
g < u, P2 > "
<u,P2>=][w .,neN
k=0

Temos ainda um resultado muito importante:

Teorema 1.1.15 (Brezinski,1990) Seja (P,) uma familia livre de polindmios; (P,) ver-
ifica a relagao de recorréncia (1.15) quando, e sé quando, ela verifica a identidade da
Darboux—Christoffel:

Poy1(2)Pa(y) — Pai(y) Pulz) n "
(i -3 RwRG (116

n
onde T, = [Ii—1 Vi

Denotaremos K, (z,y) = » M
Tk

k=0

,n &€ IN.

1.2 Operadores em [P*

Da seccao anterior concluimos que, no estudo das sucessoes de polinémios, a funcional
linear relativamente a qual uma sucessao de polinémios é ortogonal tem um papel essencial,
e é muitas vezes importante conhecer as suas propriedades independentemente das suas
representacoes. Por exemplo, o conhecimento de uma funcional linear é equivalente ao
conhecimento dos seus momentos; pois, como veremos, a sucessao de momentos verifica
uma relacao de recorréncia que, com a ajuda de uma teoria algébrica conveniente, tradu-
zir-se—4 por uma equagao verificada pela funcional linear (ver [49]).

Existem duas formas de descrever uma sucessao de nimeros (a,):

(1) Por uma fungao geradora

22
g(m):ao—kalm—l—agj—i—...

Esta representacao é 1til quando conhecemos propriedades assimptoticas da sucessao
dada.

(2) Por uma transformada
1
ap :/ " f(z)dz
0

As propriedades de (a,) saem do conhecimento de f.
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Vimos ja que, associada a uma sucessao de nimeros reais, podemos considerar uma
funcional linear, dita funcional de momentos, a qual esté associada uma S.P.O.M. sempre
que os momentos satisfizerem uma condicao tipo Tchebychev. Assim, podemos considerar
a sucessao (u,) como sendo a ac¢do de uma funcional de momentos u sobre (z"), i.e.,

<u,z" >=u,, n € N. (1.17)

E, por (2), a funcional de momentos u actuando no espago vectorial IP, definida por (1.17)
corresponde, uma série formal cujo coeficiente da poténcia de ordem n € u,, i.e.,

xn
n!
n>0

Esta representacao permitir—nos-a definir alguns operadores sobre as funcionais.

O poder desta técnica resulta de ser relativamente facil determinar o operador ad-
junto de um determinado operador linear, actuando no espacgo vectorial dos polinémios,
IP, aproveitando a dualidade existente entre este espago e o das funcionais lineares.

Seja IP = C[z] a dlgebra comutativa de todos os polinémios na varidvel x com coefi-
cientes em C. Seja IP* o espaco vectorial das funcionais lineares em IP. Denotemos a acgao
da funcional linear « sobre p(z) € IP por

< a,p(z) >.

Seja (p,(x)) uma familia livre de polinémios; entdo, duas funcionais lineares a e [ séo
iguais quando, e s6 quando,

< a,pn(z) >=< B, pn(x) >

para todo o p, da familia anterior. Isto porque (p,) é um conjunto gerador de IP. Assim,
uma funcional linear « fica perfeitamente definida conhecidos os < «, p,(z) >, Vn € IN.

Vamos munir IP* de uma operacao— a que chamaremos produto— que o transformara
numa algebra associativa e comutativa com unidade, dy, definida por < ¢, p,(x) >= p,(0):

n
<af,a" >=> Cp <a,ab >< Ba" >
k=0

A algebra IP* é uma algebra topoldgica, para a topologia definida por:

— Uma sucessao («,) de funcionais lineares converge para uma funcional linear «, se
dado p(z) € IP, Ing(p) e N: n > np(p) = < ap,p(z) >=<a,p(z) > .
Equivalentemente, uma série, 3, - a,, de funcionais lineares converge se
dado p(z) € IP, 3ng(p) e N: n>no(p) = < ap,p(z) >=0, ie,

a, — 0 nesta topologia.

Com esta topologia IP* é uma algebra topolégica completa.
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Teorema 1.2.1 (Roman e Rota,1978) Sejam, a uma funcional linear e (a,) uma sucessao
de numeros complexos; entao as afirmacoes sequintes sao equivalentes:

1. <a,1>=0;
2. (™) converge para a funcional linear nula;

3. a série Y ,>¢a,a" converge.

Observacao

Se (pn) é uma familia livre de polinémios entao a sucessao de funcionais lineares (o)
tais que
<k, P >= Om (1.18)

é uma pseudo-base de IP*. Mais, toda a funcional linear 8 pode ser expressa de forma
unica por
ﬁ = Z Qn Oy
n>0

onde a, =< f,p, >. De facto, a condicdo (1.18) assegura a convergéncia da série
> >0 Any; € como (py,) é uma familia livre, temos a convergéncia para (3.

Podemos, em determinadas situacoes, considerar um nimero finito de somandos na
representacao de uma funcional linear. De facto:

Lema 1.4 (ver [21]) Sejam [ € IP*, (o) uma pseudo—base associada a uma familia livre
de polindmios, (p,), e s € IN. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que

<Bps1>#0e <B,p,>=0,n>s (1.19)
¢ que existam a; € C para i =0,1,...,s —1 com as_1 # 0 tais que
s—1
i=0

Introduzamos agora o seguinte conceito:

Definicao 1.2.1 Chamamos funcional de base a toda a funcional linear, «, verificando

<a,1>=0e¢ <o,z >#0. (1.21)

Dizemos que uma sucessao de polindémios, (p,), é uma sucessao associada a funcional
linear de base, a;, quando
<, py >= b (1.22)

para todo o n,k € IN, com a convencao o’ = .
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Mais geralmente, dizemos que a sucessao de polinémios (p,)— a existir— é uma
sucessao associada a sucessao de funcionais («,) se

< Qp,p, >=0parak=0,1,...,n—1en e N. (1.23)

E claro que (o), com «a funcional de base, constitui uma pseudo-base para IP*.Vamos
ver que existem infinitas pseudo—bases de IP*:

Teorema 1.2.2 (Roman e Rota,1978) Toda a funcional de base tem uma unica familia
livre de polinomios associada.

Sera, entao, natural perguntar se isto é valido para qualquer sucessao de funcionais.
Como resposta temos o seguinte:

Teorema 1.2.3 (Iserles e Ngrsett,1988) Uma condigdo necessaria e suficiente para que
se tenha a ezisténcia e unicidade de uma sucessao de polindmios monicos, (py), associada
a uma sucessao de funcionais lineares, (o), € que

D,, = |d,| # 0 para todo n € IN, (1.24)
onde
<apl> ... <aya">
d, = ) (1.25)
<apl> ... <apa">

Além disso, 0s p, vém dados por

<ag,l> ... <ayzx">

pn(T) = D, 1| <ap1,1> ... <apq,2"> | (1.26)

n

1 T

Demonstracao

Como os p, sao moénicos admitem a seguinte representacao

n—1

pol(z) = 2™ + Z an,kxk
k=0

para todo o n € IN. Entao, por defini¢ao de sucessao associada a (ay,),
< aj,pp,>=0parat=0,1,....,n—1

e, portanto,

n—1
<ai,x”>+2an7k <o, 2" >=0parai=0,1,...,n— 1.
k=0
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Reescrevendo—o na formula matricial

<ap,l> ... <og "> n,0 < g, " >

n—1 '
< Oén_l, 1 > P < Oén_l, x > a]n’n_l < Oén—17 gjn >
permite-nos concluir a existéncia e unicidade dos a,  quando, e sé quando, D,, # 0 para
todo o n € IN.
Para obtermos a representagao (1.26) para os p, basta aplicar a regra de Cramer ao
sistema anterior.g

Observacao
A defini¢ao de biortogonalidade que aparece em [58] coincide com a nossa defini¢ao de

sucessao de polinémios associada & sucessao de funcionais lineares (a,). Mais, se existir a
sucessao de polinémios associada, (p,,), entao

< Qp,pn >=1,n € IN.

Consideremos agora a pseudo—base associada a (z™), i.e., uma sucessao de funcionais

—1)* <(k
1t 50

lineares, que denotaremos por ( ), que verifica

(=DF

o 5 & >= 6, k,n € . (1.27)

<

Notemos que todos os resultados que passaremos a enunciar valem para uma qualquer
sucessao de funcionais lineares, (a™), onde o é uma funcional de base.
Entao, da observacao do teorema 1.2.1, concluimos:
. . . _1)n - . .
Teorema 1.2.4 Seja o uma funcional linear e (( n,) 5(()n))n€N a sucessao de funcionais
lineares definida por (1.27). Entdo,

9 —1)" N
a:Z<a,m">('>5S).
n!

n=0

.. . . .. —_1)n - . .
Corolario 1.1 Sejam a e 3 duas funcionais lineares, e (( n,) 5(()n)) a sucessao de funcionais

lineares definida por (1.27). Suponhamos que

—1)
a= Zan< n!) 5, a, € R

entao, se
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Oéﬁ Zn ,CnEIR

n>0

temos

n
Cp = Z ajbp_;.
Jj=0

O proximo corolario dd—nos um critério para a invertibilidade de uma funcional linear:

Corolario 1.2 Uma funcional linear, o, € invertivel em IP* quando, e sé quando,
<a,1>#0.

Vamos dar, de seguida, o resultado fundamental desta seccao. Como consequéncia do
teorema 1.2.4, dada uma funcional linear, a;, podemos associar—lhe uma série de poténcias
formal. De facto, se

5("

a—Zan

podemos associar a « a série de poténcias formal
oo
= Z ant”.
n=0

Tendo em atencao que a algebra IF', das séries de poténcias formais, pode ser considerada
como algebra topoldgica, para a topologia definida por:

— (fu(t)) C IF converge se a sucessao dos coeficientes das poténcias de ¢ convergir na
topologia discreta de IR.

Temos, nesta topologia:

Teorema 1.2.5 A aplicacao

F: ]P>k — IF

n= Oan nl 6 = Zn Oa’n

¢ um isomorfismo continuo para as topologias consideradas.

Demonstracao

Pelo teorema 1.2.4 concluimos que F é um operador linear e bijectivo. E do corolario
1.1 tiramos que F ¢ um homomorfismo algébrico.

Para provar que F é continuo, consideremos a sucessao de funcionais lineares ()
convergente para a funcional linear v, onde

k
= Yo S

k>0
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—1)*

k>0 k

Temos que provar que F(7,) converge para F(v):

— Por definicao de convergéncia em IP*, para um qualquer j > 0 fixo, existe um ny € IN
tal que n > ng implica < 7,2’ >=<v,2’ >, i.e.,, n > ng implica que a;, = a;, c.q.d.o

Considerem—se, de seguida, alguns operadores lineares de IP em IP:

p — (Dp)(z) =p'(z) (1.28)
p — (mp)(z)=plx—0b) ,b€C

p +— (hap)(z) =plaz) ,a€C—{0}.

Por transposicao (passagem ao operador adjunto), obtemos os seguintes operadores
lineares de IP* em IP*:

1. <qa,p>=< a,qp > onde

r
< qa,x" >= %ai <o,z > nelN
i=0
para ¢(z) = Zz-gjg a;x’;
2. < (z—c)ta,p>=<a,0.p > onde
0,sen=0

<(z—c)ta,a” >:{ ,n € N;

Sy <ttt > sen > 1

3. < Da,p>=— < a,p > onde

< Da,z" >=-n<a2z"'>  neN;
4. < myo,p >=< o, T_p > onde
<o,z >V
n _ ) .
<o, " >=nl > g n € IN;

i+j=n
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5. < hga,p >=< a, hyp > onde
< hga, 2" >=a" < a,z" > ,n e N.
A férmula 2 admite a seguinte generalizacao:

Teorema 1.2.6 (Maroni e Dini,1990) Seja X = {z;}1<i<n um conjunto de nimeros
complexos distintos; entao, para todo o p € IP, temos

0 = 1.29
onde,
(Lp)(X) = D plxi)li(z)
i=1
¢ o polinomio interpolador de Lagrange de p nos nodos x;, 1 = 1,...,n,
r(z) = [[(z — )
i=1
e
_J O0sex#uay
li(m)_{ 1 sex =uxa;
parat=1,2,...,n.
Assim,
<r z)a,p>=<a,0xp > . (1.30)

Neste trabalho vamos necessitar também do operador p~'u onde

S

p(z) = H(m — ;)™

=1

Assim, vamos estender o operador fx definido no teorema anterior, por forma a englobar
este caso:

Teorema 1.2.7 Seja X = {x;,...,x;}1<ics um conjunto de r + 1 nimeros complexos;
<i<

m; vezes
entao, para todo o f € IP, temos

(Ox[f)(z) = (1.31)

onde,

s m;

(LX) =33 fE D (@) Lin(x)

i=1 k=1
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¢ o polinomio interpolador de Lagrange—Sylvester de f nos nodos x;, 1 =1,...,r+1 e o0s
L;i. satisfazem as sequintes condigoes

W, _ ) lsei=jev=k—1
Liy (x) = { 0 caso contrdrio (1.32)

para k=1,2,... m;et=1,...,s.

Demonstragao (ver [24])

O nosso objectivo é o de determinarmos, como no caso ja tratado, 7' € IP, verificando

elp,ie.,

s

(f =T)(@) = qlz) [[(z — )™

=1

onde g € IP. Assim, procuramos um polinémio 1" sujeito as seguintes r + 1 condicoes
(f = T)* =Y (z,;) = 0 para

k=1,....myet=1,...,s.
Analisemos a existéncia e unicidade dum polinémio satisfazendo estas condigoes:
(i) Existéncia

Pode provar—se que os ((Lix ()2, )i_; definidos por (1.32) constituem uma base para
o espaco IP,: logo uma solugao para o nosso problema é

T(x)= XS: % f(k_l)(xi)Lik(a:).

i=1 k=1

(ii) Unicidade
Sejam 17 e Ty duas solugbes do nosso problema. Entao Q(z) = T1(z) — Ta(x) é um
elemento de IP, verificando

Q(kfl)(xi):()parak:l,...,mi et=1,...,5,1i.e.,

Q(z) =0 (pelo teorema fundamental da algebra).,

Assim,
<p H2)u, f >=<u,Oxf >. (1.33)
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1.3 Quase—Ortogonalidade

Do teorema 1.2.3 concluimos que se existir uma familia livre de polinémios ménicos,
(pn), associada a pseudo—base (a,,) entao os p, vém dados por

<ag,l> ... <ayat>

D, 1| <ap_1,1> ... <ay_q,2" >
1 "

e satisfazem a condicao suplementar < «,,p, >= 1, n € IN. Esta familia de polinémios
nao é necessariamente uma S.P.O.M.; podemos, entao formular as seguintes questoes:

(1) Que condigoes temos de impor para que (p,) seja uma S.P.O.M.?
(2) Associada a que funcional linear?
Construimos (p,) & custa das seguintes condi¢oes
< QP >= Omp, m=0,1,...,n—1enecN.
Em particular, para m = 0 temos
< o, Pn >= 0o, N € IN;

e, portanto, se (p,) for uma S.P.O.M. serd associada a funcional kay com k # 0.

Enunciemos agora uma condigao suficiente para que uma familia livre de polinémios
monicos, (p,), associada a (a,) seja uma S.P.O.M. associada a funcional linear K.

Teorema 1.3.1 Sejam (o) uma sucessao de funcionais lineares e (p,) a familia livre de
polindmios mdnicos associada. Se existirem constantes reais (c,) tais que

<ap1, 2" F>=ch 1, 1<k<mem>1
D, #0, m>1
entdo (pn) € a S.P.O.M. associada a < ag,po > .

Demonstracao

Pelo teorema 1.1.9, associada a sucessao (¢, ) existe uma funcdo ¢ de variacao limitada
tal que

/ 2™dop(x) = ey, m=0,1,2,...;

e associada a funcional u definida por

<u,z" >= / x"dp(x), n € N
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existe uma S.P.O.M. quando, e s6 quando,

Co Cm

Ct ... Cmpmt1 #
0

Cm ... Com,

para todo o m € IN. Mas, nas condicoes do teorema,

Co ... Cm,

ci ... C 1
Dy, = m

Cm ... Com,

para todo o m € IN; e, portanto, (p,) é a S.P.O.M. associada a u (ver lema 1.3); e pelo que
ja dissemos u =< g, po > Q. o

Observacao

Este teorema é uma generalizagao de [58, Lema 10].

Temos ainda o seguinte resultado fundamental:

Teorema 1.3.2 (Maroni,1992) Sejam (p,) uma famiia livre de polindmios mdnicos e
() a pseudo—base que lhe estd associada; entao as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

(a) (pn) € a S.P.O.M. associada a < ag,py > g = U.

(b) Para cada n € N eziste ¢, € IP de grau n tal que o, = d,u.

(c) a, = s, n€ N

(d) zay, = Ynr10ni1 + Bntn — a1 com v, # 0 para todo o n € IN, convencionando—se
que av_1 = 0.

(€) Prpi(z)Po(z) — Poya(z)Pr(z) = Xy :—:P,f(a:) onde ry = [T, Y-

Esquema da demonstragao:

Comecemos por demonstrar que (a) < (c):
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(@) = (¢

Por defini¢ao de S.P.O.M. associada a funcional de momentos regular u temos

< U, PmPn >= K0, para todo o m,n € IN;

e, portanto, < U, P, >= Oy Assim,

<p>

Pn
<u,p; >

para todo o n € IN.

(c) = (a)

Seja (ay,) a pseudo-base de termo geral o, = Zayzs u associada a (pn). Entao,
S Y >= 0. ara todo o m,n € IN
< ’U/,p% N y Pm — Umyn p )

ou equivalentemente,

< Uy PuPm >=< U, P2 > Oy para todo o m,n € IN.

Demonstremos agora que (a) < (d):

(a) = (d)
Pelo teorema 1.1.14 temos que os p, satisfazem uma relacao de recorréncia a trées
termos
TPn = Pn+1 + BaPn + YnPn—1, n=1,2,. ..
po=1e pr=x— [,
onde 7, = <<“+%> ¢ diferente de 0 para todo o n € IN.
wU,py 1>

Assim, aplicando © a ambos os membros da féormula de recorréncia anterior, depois
de multiplicada por p, (i.e., multiplicando escalarmente por p,,), vem sucessivamente

<u,pp>

< U, TPpPn >=< Uy Pn+1Pn > +ﬁn < U, PpPn > +<up

< U,y Pn— 1pn

Pn — Pn
< TP, Py >= <u’p S < Pnpalh P > + < Bamlmst, pn > 4 < 7@’% U, pp, >
Pn+1 _ _
<x<up> Pyn+1<up SU ﬁn<up Su <up SUPn >= 0,neNN
Pn pn+1 Pn—1
x<u,p%> = Tn+1 <up u+5”<up >u+ <u,pi71>u7 neN

e por (c) temos o pretendido.
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(d) = (a)
DPni2 admite a seguinte decomposicao
Pry2 = (T = Bny1)Pnr1 + Z n, kPk
k=0

onde < ag,pr > anp =< Qg, Ppiy2 > — < g, (T — Buy1)pas1 >. Entao,
————

=1

Ung = — < Tk, Ppi1 > +0ny1 < Qs Pry1 >
= — < Vep1Qpt1 + Br0r — Qp_1,Ppy1 > (por hipétese)
- 0 sek<n-—1
n —Ynr1 sek=mn

Que (b) < (c) sai directamente do lema 1.2.
Demonstremos agora que (a) < (e):

(a) = (e)
Do teorema 1.1.15 tiramos que
Pn Pn - Pn Pn = n
+1(‘r) (y) +1(y) (ZL’) Z ka (I)Pk<y),

Tk

€xr —

<

k=0

e portanto, tomando o limite quando x — y nesta expressao, vem sucessivamente

Prp1(z)(Pa(y)=Pn(z)) _ Pn(@)(Pry1(y)=Poti(z)) >, %Pk () Py(y)

=y =y

Pu(y) P (y) — Pr(y) Pas(y) = Xizo 7 Pe(y) P(y).

(e) = (a)

Da hipdtese temos

Pu() Pl () = Po@) P (z) = P2(z) + —— 3" "L B (2) Py(y),

ou seja,
Pa(@) Pl (x) = Pi(@) Pasa(a) = Pi(w) + 7 (Paca (2) Po() = Pl () Pa())
e, portanto,
Pa@)(Pria(@) + = Pia(2)) = Pafe) (P (&) 4 - Paca(2)) = PR(e);

e, dividindo ambos os membros desta expressao por P2(z), obtemos

B (2)(Pyir () + 720 By (2)) = Po(@) (P (2) + 72 Py (2)
FR(x)
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o8 (x) (x)
Poyi(z) + T:ilpn—l z).,
( Po(r) ) =1.
Assim,
Pra(@) + 7 Paa(a) = (2 = B) Pa(a).

Na tentativa de generalizar o conceito de ortogonalidade temos:
Defini¢ao 1.3.1 Uma familia de polindmios (p,) é dita quase—ortogonal de ordem s rela-
tivamente a u— funcional de momentos nao necessariamente regular— se

< Uy pmpn >=0,|n—m| > s+1

Ir>s: <u,p._spr >F0.

Observagao

Esta definigdo nao implica que a familia de polinémios seja livre. No caso de (F,)
constituir uma familia livre, podemos reescrever a definicao de familia quase—ortogonal de
ordem s na seguinte forma

<u,x"p, >=0,0<m<n—(s+1)
Ir>s: <wu, 2" °p. ># 0.

Exemplo

Sejam (P,) a S.P.O.M. associada a funcional de momentos u e (a,,) a pseudo-base que
lhe estd associada. Entao (P,) é quase—ortogonal de ordem s relativamente a .

De facto, pelo teorema 1.3.2 «,, = <uPI’;2>u, n € IN; e, portanto,
<u,PP,P, >
< ag, PP, >= S";n =0,/m—n|>s+1
<u,P?>
¢ P,P._.P,
<u, _ P>
dr>s: <ag PP >= ST A0, g

<u,P?>
Na verdade, no exemplo anterior poder-se-ia dizer que
Vr > s < ag, P_sP. ># 0.

Isto sugere—nos a seguinte definicao:
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Defini¢ao 1.3.2 Uma familia de polinémios (p,,) é dita estritamente quase—ortogonal de
ordem s relativamente a u— funcional de momentos nao necessariamente regular— se

< Uy Ppmpn >=0,|n—m| > s+1
Vr>s @ <u,pr_spr >F0.

Observacao
A definicao 1.1.1 coincide com a de quase—ortogonalidade estrita de ordem zero.

Sempre que tivermos regularidade podemos pensar procurar relacoes entre estas duas
familias de polindmios ménicos: a quase—ortogonal de ordem s — 1 relativamente a u, (B,),
e a S.P.O.M., (P,), que lhe estd associada. Assim:

Teorema 1.3.3 (Shohat,1937)

Bo(z) =Yg aniPe(z), 0<n <s—1
(1.34)
Bn(l’) - ZZ:n—S-H a’”ykpk’(x)} n Z S

e existe v > s tal que a,,_s # 0.
Damos, de seguida, um resultado que relaciona todos estes conceitos (ver [65]):

Teorema 1.3.4 (Maroni,1987) Seja (P,) a S.P.O.M. associada a funcional de momen-
tos reqular u; entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) (P,) € quase—ortogonal de ordem s — 1 relativamente a .
(b) Ir>s—1: <a,P_sP>#0e<a,P,>=0,n>s.
(c) Eziste um unico polinémio ¢ de grau exactamente s — 1 tal que @ = ¢u.
(d) (P,) € estritamente quase—ortogonal de ordem s — 1 relativamente a .

(e) <u,P;y >#0e<a,P, >=0, paran > s.

Demonstracao

O esquema de demonstracao vai ser o seguinte:
(a) = (b) = (c) = (d) = (e) = (a)
Demonstremos que (a) = (b):

— Basta tomar n = 0 na primeira condi¢ao da defini¢ao 1.3.1.

Demonstremos que (b) = (c):
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— Seja (ay,) a pseudo-base associada a (P,); entao, & = Y_y>q aroy, onde ay =< @, P, >.
Mas, por hipotese, < u, P, >= 0 para k > s, logo

s—1
U = Z arpQp.
k>0

Falta entao provar que < @, Py 1 ># 0 (ver lema 1.4).
Por hipétese, Ir > s —1: < u,P._s1 P, ># 0 e, portanto, tomando P._(,_;) =
ZZ;E)S*D bpx* vem

<. PP > = N0 b < @2 P>
= 22;53871) b < @, >0 F ;P> (pois (P,) é uma S.P.O.M.)
= STV e < @, P>

= bp_(s-1)Cs—1 < U, Ps_; > (por hipdtese).
Como c,—1 = [[;_,_, i onde os 7; sao os do teorema 1.1.14, temos que < u, Ps_; ># 0.

Demonstremos que (c¢) = (d):

0,m—n|>s

<U7PmPn>:<u7¢s—1PmPn>:{ 7&0,‘m—n]:s—1

Demonstremos que (d) = (e):

— Basta toma » = s — 1 na segunda condicao da definicao de quase—ortogonalidade
estrita de ordem s — 1, e n = 0 na primeira condi¢ao da mesma definicao.

Demonstremos que (e) = (a):

— Da hipodtese tiramos que

»
|
—

_ _ Py :
uw=) <iu,P,>——5—u,ie,
pr <u, P{ >

=g}

= ¢s(r)u onde ¢ é um polinémio de grau exactamente s — 1. Assim,

0,m—n|>s

<@, PnFy >=<u,¢; PPy >:{ #0,|m—nl=s-1 ¢

1.4 Operadores em [P que Preservam a Ortogonali-
dade

Aqui vamos analisar o seguinte problema:
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— Determinar todos os operadores lineares de IP em IP, L, satisfazendo a seguinte
condicao

se (By) é uma S.P.O.M. associada a u entao (L(B,)) é uma S.P.O.M.

Note—se que aqui estamos a impor que LB, seja ainda um polinémio de grau n, i.e, L
tem que ser um operador linear que mantém o grau do polinémio.

Na verdade, existem operadores lineares que mantém a ortogonalidade:

Teorema 1.4.1 (Al-Salam e Verma,1969) Um operador linear L de IP em IP que mantém
o grau dos polinomios, admitindo a sequinte representacao

Lz" = Z CFby_pa®* n=0,1,...
k=0

¢ um operador que mantém a ortogonalidade quando, e so quando, L = s1y o hy.

Teorema 1.4.2 (Al-Salam e Verma,1975) Um operador linear L de IP em IP que mantém
o grau dos polinomios, admitindo a sequinte representacao

n __ n _
Lz" =a,2" n=0,1,...

¢ um operador que mantém a ortogonalidade quando, e so quando, L = sT_, o h;.

As demonstracoes destes dois resultados encontram-se em [7] e [8].

Analisemos primeiro quais, dentre os operadores lineares definidos na seccao 2, mantém
o grau dos polinémios:

— Vé—se facilmente que os trés primeiros operadores lineares definidos na sec¢ao 2 nao
mantém o grau dos polinémios e que os restantes dois sim.

Estudaremos a composicao desses dois operadores numa tentativa de generalizacao
destes dois teoremas:
L: P
B, (x)

— P

—  sa "B,(ax +b)

onde b e Rea,s € R—{0}. Eclaro que L = s7_ o h, é um homomorfismo algébrico.
Seja v a funcional de momentos quase—definida associada a (L(B,)); entao,

<wv,(LB,)(LB,,) > = <v,8*T 40 he(B,By)(z) >
= <wo (s’ ohy,),B,B, >

e, portanto, u = v o (s21, 0 hy), ou seja, v = u o (s*7_, 0 hy)7L; logo, v = wo (s72h1 o 7_y).

Acabamos de ver que %L = 7_4 o h,, com os operadores 7, e h, definidos atras,
transforma S.P.O.M. em S.P.O.M; além disso, preserva o grau dos polinémios. Verifiquemos
que se tem o reciproco deste resultado:
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Teorema 1.4.3 (Allaway,1987) Sejam L um operador linear de IP em IP que preserva
o grau dos polinomios e (B,) uma S.P.O.M.. Uma condi¢do necessdria e suficiente para
que (%LBn) seja ainda uma S.P.O.M. € que existam b € IR e a,s € IR — {0} tais que
L =5s71_40h,.

Além disso, (1LB,) = (R,) satisfaz uma relagao de recorréncia de sequnda ordem

2R, = Rps1 + 2R, + 2R, 1, n=1,2,...
@ aﬁ _b (1.35)
Ro(r) =1e Ri(r) =2 — ==

onde 3, € Yni1 SGo os coeficientes da relagdo de recorréncia satisfeita pelos (By,).

A demonstracao deste resultado vai ser feita usando uma técnica semelhante a usada
por W.R.Allaway em [4].

Comecemos por introduzir o seguinte resultado:

Seja u(;) = z'u uma funcional de momentos associada & S.P.O. (B). Como (z") ¢
uma base de IP, os B,, admitem a seguinte representacao

n
x) = Z amkxk.
k=0

Assim, pelo teorema 1.3.2, a pseudo—base associada a (B,), (a;,), vem dada por
O = — " B2 Zan KUk (1.36)

Observacao

Aqui suposemos a regularidade das funcionais u;), por isso nao nos preocupamos com
questoes de existéncia de familias livres de polinomios associadas. Veremos na seccao 1 do
préximo capitulo uma condicao necesséria e suficiente para a regularidade de z‘u sempre
que u o seja.

O resultado seguinte sera fundamental na demonstragao do teorema 1.4.3:

Teorema 1.4.4 Seja L um operador que mantém o grau e a ortogonalidade de uma qual-
quer S.P.O., verificando L(1) = s e L(x) = s(ax +b). Se para todo o n,i € IN, tivermos

s < uy, vBl >=<ug, L7 ((Lx)(LB)) > (1.37)

entao L = sT_ 0 h,.

Demonstracao

Se multiplicarmos ambos os membros de (1.37) por ——z= SF , ag.i, obtemos

u,Bi

s < ap, B >=< oy, L' ((Lz)(LB.)) >



CHAPTER 1. MOTIVACAO

e, portanto,

5 < o, xq >=< ap, L ((Lx)(Lq)) >

para todo o ¢ € IP, pois (B,,) é uma base de IP[z].

Expressemos 6, como combinagao linear dos elementos da pseudo-base (ay,):

5y = Z QO

k>0

onde ay =< d,, B, >; e, portanto,

para todo o y € IR.

Se multiplicarmos ambos os membros de (1.38) por Y;~¢ Bk(y), obtemos
s < d,,xB. >=<4,, L *((Lz)(LB)) > para todo o y € IR;

ou seja, sL(za™) = L(x)L(z") para todo o n € IN. Por indugao conclui-se que

5y = Z Bk(y)@k
k>0

L(z2") = s(ax + b)" para todo on € IN. g

Demonstracao do teorema 1.4.3

Demonstramos ja que a condicao é necessaria. Demonstremos a suficiéncia.
Como L é um operador linear que preserva o grau dos polinémios temos

L(1) = s e L(z) = s(ax + b).

30

(1.38)

Sejam (B}, )nen S.P.O.M associadas a ug;) parai=0,1,2,... e (LB)en S.P.O. associ-

adas a v(;) parai=0,1,2,...; entao,
1.
<vy(LBL)(LBE)> _ <ugy,BLB{> e
<v i)782> o TL,O - <’U4(i),1> 1. "

e, portanto,

e, portanto,

< U(), JIB;L >=

S Bl >= 0,0 =< o=, Bi B} >

<va),(LBR)(LBY)> 51— <u(),B;, B> e
<’U(i),(LBi.)2> n,1 <u<z),(Bi)2> Y

<v(i),(LBL)Z> 1

- <u(y) ,(Bi)2> )

< U(s), (81)2 >
< U(i), (LB})Q >

<), (LB,)(La) > .

(1.39)

(1.40)
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Assim,
i <ui),(Bi)*> i
. wi (B2 ]
= S SUTRRERT <, L (LB (L) > (por (139));

<wy,(LB1)2><u;),1>

e, portanto, podemos determinar s verificando
< vy, 1 ><ugy, (B))? > s =<, (LB})? >< uu, 1> | ie.,

de forma que
s < U, :UBZ1 >=<U(), L_l((LB:l)(LZB)) >
para todo o n,s € IN. Podemos entao aplicar o teorema 1.4.4 e concluir que L = s7_j o h,,.

Demonstremos agora que se tem (1.35):

Por hipdtese, os B,, satisfazem a seguinte relacao de recorréncia
2By (2) = Bpy1(2) 4+ BuBr(2) + Y Bp-1(z) n € N;
e, portanto, substituindo x por azx + b, temos
(ax + b)B,(ax + b) = Bpy1(ax 4+ b) + 5, Bp(ax 4+ b) + v, By—1(ax + b)

ou ainda

arBy(ax +b) = Byyi(ax +b) + (8, — b) Ba(az + b) + v By-1(az +b)
aa” " V1B, (ax +b) = a~ "V B, 1 (ax + b) + a” "B, — b)B,(azx + b) + a~ "y, B,_1(azx +b)
an = Rn+1 + ﬂnibRn + Z%Rnfl' |

a




Chapter 2
S.P.O.M. Semi—Classicas

Neste capitulo vamos estudar uma classe particular de S.P.O.M.— aquela cuja S.P.M.
derivados, é quase—ortogonal de ordem s relativamente a uma determinada funcional de
momentos. Seja entdo, (P,) uma S.P.O.M. associada a funcional de momentos regular u e

P! . _
(524) quase-ortogonal de ordem s relativamente a .

Veremos, na primeira seccao, que as S.P.O.M. associadas a funcionais de momentos que
verifiquem uma relagao do tipo

(2.1)
¢(r)w(zr) =0 para = =a,b

sao tais que a S.P.M. derivados é quase—ortogonal relativamente a ¢w.

Vamos comegar por fazer um apanhado historico sobre o tema que nos propomos estu-
dar:

— As S.P.O.M. associadas a funcionais de momentos regulares definidas por

b
<wu,x" >= / z"w(x)dr ,n e N (2.2)

verificando equagoes diferenciais do tipo (2.1) onde w é uma fungao integravel e de derivada
integravel, comegaram por ser estudadas por J.Shohat em [96].

Shohat provou que se w satisfizesse uma equacao diferencial do tipo referido, entao a
S.P.O.M. que lhe esta associada verifica uma relacao diferencial em diferencas— dita de
estrutura de primeira ordem

n—+s

Y(x)Po(x) + ¢(x)Pp(x) = Y anpPe,n>s (2.3)

k=n—s

onde s = max{gry — l,gr¢ — 2}. Mais ainda, (P,) verifica uma equagdo diferencial de
segunda ordem

31
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A, (x)P)(z) + By (z)P)(x) + Cp(x)Py(x) =0 (2.4)

onde A,,B,,C, sao polinémios com coeficientes dependentes de n, mas cujos graus nao
dependem de n.

Esta equacao pode ser deduzida de uma forma mais simples do que foi feito nessa altura,
como veremos no decorrer da segunda seccao (ver [79], [76], [57] e [61]).

Mais tarde, em 1960, G.Szegd e S.Karlin (ver [60]) propuseram o problema de determi-
nar todas as S.P.O.M. que verificavam uma relagao do tipo (2.3).

Este problema foi resolvido por P.Maroni em [81]. Ele provou que estas S.P.O.M. sdo
aquelas cujas S.P.M. derivados é quase-ortogonal de uma determinada ordem. Antes dele,
ja W.Al-Salam e T.S.Chihara, em [6], tinham estudado o problema no caso s = 0.

Em 1979, A.Ronveaux (ver [93]) verificou que, as S.P.O.M. associadas as funcionais de

momentos definidas por

<u,z" >—/ "(2%e?@)dr ,n € N (2.5)

onde Q(x) = X! ja;x" e @ > —1, constituem exemplos de S.P.O.M. cuja S.P.M. derivados
é quase—ortogonal de uma determinada ordem, abrindo assim o caminho para o estudo
destas familias.

As funcionais definidas por (2.5) sao uma generalizagao das funcionais tipo Laguerre.

Inspirados no trabalho de A.Ronveaux, H. Van Rossum e E.Hendriksen provaram (ver
[56]) que, se (P,) é uma S.P.O.M. associada a funcional de momentos (2.2), onde w verifica
uma equacao diferencial do tipo

com ¢ e ¥ polinémios de um grau pré—fixado, entao (%) é uma S.P.M. quase—ortogonal

relativamente a uma determinada funcional de momentos.

Seja agora (P,) uma S.P.O.M. associada a funcional de momentos, u, definida por
b
<u,x" >= / z"do(z) , n € N,

onde o é uma funcao nao decrescente de espectro infinito. Nestas condi¢oes W.N.Everitt
e F.V.Atkinson (ver [10]) provaram que se

1
F(z) =<u, —— >
(2) utz—t

satisfizer uma equacao diferencial de primeira ordem

$1(2)F'(2) + ¢2(2) F(2) = ¢3(2) (2.6)
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com ¢1,09 € ¢3 polinémios de grau pré—fixado, entdao (P,) verifica uma equacao do tipo
(2.4).

Mais ainda, se considerarmos uma funcional linear v definida a custa de u por

n
i=1
entao sempre que exista e seja regular, a S.P.O.M. associada verifica uma equacgao da forma
(2.4). Uma forma interessante de obter esta nova equagao de segunda ordem, foi descoberta
por F.Marcelldn e A.Ronveaux em [79].

Em 1985 H. Van Rossum e E.Hendriksen demonstraram este mesmo resultado con-
siderando
X< u, " >

F(z) =— Z ontl

n=0
e usando a teoria das Fracgoes Continuas (ver [57]).

M.Guerfi encontrou uma férmula que nos da a expressao explicita dos polinémios ¢;
com i = 1,2,3 de (2.6) em termos dos polinémios ¢ e ¢ de (2.12) (ver [51]). Veremos na
segunda seccao que se u verifica (2.12) entao F' verifica (2.6).

Exemplos de S.P.O.M. associadas a funcionais classicas mais deltas de Dirac tomadas
nos extremos do verdadeiro intervalo de ortogonalidade podem ser encontrados nos trabal-
hos de T.S.Chihara, [31], A.M.Krall, S.Shore e L.L.Littlejohn [62], [63], [74], [70], [71], [73],
no texto [61] de T.H.Koornwinder, e ainda no trabalho de F.Marcellan e P.Maroni [78].
Um boa resenha destes resultados pode ser visto em [72].

Em 1983 W.Hahn encerrou, de certa forma, o ciclo destes resultados, ao provar em [52]
que se (P,) é uma S.P.O.M. associada a uma funcional de momentos u, e verifica uma
equacao diferencial de segunda ordem da forma (2.4), entao u verifica uma relagao do tipo
(2.12).

Organizacao do capitulo:

— Comegaremos por introduzir o conceito fundamental deste capitulo— S.P.O.M. se-
mi—classica.

— Daremos na segunda sec¢ao algumas caracterizacoes destas sucessoes. Vamos deduzir
recorrentemente os coeficientes da férmula de estrutura (2.3), e mostraremos que essa
férmula contém toda a informacao sobre as S.P.O.M..

— Na terceira seccao damos alguns exemplos de S.P.O.M..
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2.1 Classe de uma Funcional de Momentos

Comecemos por introduzir o conceito fundamental deste capitulo:

Definicao 2.1.1 (Maroni,1987) Seja (F,) uma S.P.O.M. associada & funcional de mo-

. RPN , P
mentos u; (P,) é semi—cldssica de classe s se e s6 se (;24}) for uma S.P.M. quase-ortogonal

de ordem s relativamente a uma determinada funcional de momentos, .

Tentemos relacionar estas duas funcionais:

— Como (P,) é uma S.P.O.M., da observagao (a) do teorema 1.1.14, sabemos existirem
duas sucessoes de nimeros reais (3,) e (7,) com v, # 0, n € IN verificando

xPy(x) = Pyy1(x) + BuPo(x) + v Poa(z) ,n=1,2,...

P()(.I’):].epl(x):l’—ﬁo .
Derivando (2.7)
Po(x) = Py (2) + Bl (@) + Wby (2) — 2P (2), (2.8)
Assim,

<, Pa™ > = <a,a™(P. () + B P+ Py —xP)) >

= 0, n—m2>s+3,

pois (I:L’fll) é quase—ortogonal de ordem s relativamente a 4. Agora, da alinea (c) do
teorema 1.3.4 concluimos que

¢ Py 1= ¢()u. (2.9)

Podemos entao pensar em caracterizar a S.P.O.M. semi—cldssica, (P,), em termos da
funcional de momentos que lhe estd associada, u. De facto, de (2.8) deduzimos que

< D, Px™ > = — <a,P.a™+mP,xz™ ! >
= —<u,Pam™>-m<uz" (P, +B.P,+vP,_, —xP) >
= 0, n—m2>s+2.

Entao, da alinea (c) do teorema 1.3.4 sabemos que existe ¢ € P¢,; verificando

Du = (z)u. (2.10)

Além disso,
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0O, n—m>s+2
< D(za), Pya™ >=
# 0 , para algum m > s + 2;

e, portanto, existe um e um sé ¢ de grau exactamente s + 2 verificando

D(z@) = ¢(z)u. (2.11)

D((x)u) = (a)u (2.12)

e de (2.11) concluimos que ((z) = ¢(x) + x¢p(x), i.e., u é uma funcional de momentos
regular verificando (2.12) e gr(¢(x) + xp(z)) = s + 2.

Acabamos de provar o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1 Se (P,) € uma S.P.O.M. semi—cldssica associada a funcional de momen-
tos u, entdo existem polindmios ¢ € IPsyq, com gr(v) > 1 e ¢ € IPyio verificando (2.12) e
gr(p(z) + x(x)) = s + 2.

Corolario 2.1 Nas condicoes do teorema tem—se
(i) ¢(x) # 0 para todo o .

(ii) gr(C) = 1 onde ((x) = ¢(x) + xib(x).

Demonstracao

(i) Se ¢(x) = 0 entao Y(z)u = 0, i.e., ¥ = 0; pois u é regular— o que contradiz a
hipétese gr(¢) > 1.

(ii) (Demonstremos por redugao ao absurdo)
Suponhamos que ¢ é uma constante e multipliquemos ambos os membros de (2.12) por
x. Assim, obtemos sucessivamente

em particular, temos que
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e, portanto, ((x) = 0, pois u é regular. Mas, neste caso, (2.12) toma a forma
D(zp(x)u) = 0;

e, mais uma vez, da regularidade de u concluimos que ¢(x) = 0.

Na verdade, daqui também podemos concluir que ¥ nao pode ser uma constante; e,
portanto, podemos retirar da condigao da definigdo que gr(¢) > 1. o

Vamos ver que condigoes temos que impor para que se tenha o reciproco do teorema
anterior. O estudo que aqui se vai fazer segue as ideias contidas no texto [85] de P.Maroni.

Definicao 2.1.2 Uma funcional de momentos u diz—se semi—cldssica se

1. u é regular

2. 3o €P: D(op(x)u) = ¢¥(x)u com gr(y) > 1.

Veé—se facilmente que uma funcional de momentos semi—classica, satisfaz uma infinidade
de equagbes do tipo (2.12), i.e.,

D(p(z)p(z)u) = (p(x)¢(z) +p'(2)d(x))u

com p € IP. Entao, podemos considerar a aplicacao

h: PxIP — NN
(0,0) — gr(zy+¢)—2

onde ¢ e 1) verificam a condicao 2 da definicao anterior. Assim:

Definicao 2.1.3 Seja u uma funcional de momentos semi—classica; a

min  h(¢p, )

(p0) €A,

chamamos classe de u, onde

¢U+2(0)  YEH(0)
D I CED]

A, ={(¢,¢) € P x IP:D(pu) = tpu, gr(vp) > 1 en # 0, n € IN}.

Verifiquemos que a definigdo anterior é consistente, i.e., o par (¢, 1) € A, que nos d4 a
classe é tnico:

— Comecemos por provar o seguinte resultado:



CHAPTER 2. S.P.O.M. SEMI-CLASSICAS 37

Lema 2.1 Seja u uma funcional semi—cldssica e (¢1,11),(¢o,19) € A,, i.e.,

{ D(¢p1u) = h1u com s = gr(ziy + ¢1) — 2

D(¢pou) = hou com sy = gr(zipg + ¢o) — 2.

Seja ® = m.d.c(p1,02); entao, existe um polindmio VU verificando

(2.13)

D(du) = Yu
o) s1—grgr+ grd
com gr(z¥ + ®) 2_{52—gr¢2+gi.

Demonstracao

Pela definicao de ® sabemos que existem ¢11, ¢99 € IP tais que

O1 = DPP11 € P = Doy.

Multilicando a primeira equagao de (2.13) por ¢9, a segunda equagao de (2.13) por ¢1q
e subtraindo o resultados, obtemos sucessivamente

¢ D(¢ru) — prD(dau) = (01 — puih)u

P2 (1 DU+ Fiu) — Gr1(doDu+ dhu) = (¢otby — Ppr1ve)u
(922PP11 — P11 Pdaz) Du = (P22th1 — Pritha — ¢226) + d11¢)u
[22 (1 = @) = Pua(vh2 — B5)]u = 0.

Entao, como u é regular

(V1 — @) o2 = P11 (12 — P3)

ou seja
(11 — @) Par = d11 (P2 — Pebiy) -

P — @y = Vo

Py — Dy = Wby

Se na primeira equagao de (2.13) substituirmos ¢; por ®¢;1, obtemos

Entao, AV € IP : {

$11D(Pu) = (¥ — ¢y Ju

e, portanto,
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Analogamente se prova que

P22 D(Pu) = doz(Vur) . (2.15)
Como ¢17 € ¢o nao tém raizes em comum concluimos que

D(du) = Yu
com s; = gr(® + V) — 2+ gr(¢p;) — gr(P) e so = gr(® + 2V) — 2 + gr(¢s) — gr(P). o

Para provarmos que o par (¢,1) que nos da a classe de u é unico, suponha—se em (2.13)

que $; = Sy = (¢I£)IHA h(®,1); entao, por defini¢do, s; = sy = gr(® + 2¥) — 2 e, portanto,

P=¢ =0 e V=11 =1

Estamos em condicoes de resolver o problema proposto, i.e., dar uma caracterizacao da
S.P.O.M. semi—clédssica em termos da funcional de momentos que lhe esta associada.

Teorema 2.1.2 Seja u uma funcional de momentos semi—cldssica de classe

s= min h(p,¢) ;

(p)eAy
entio a S.P.O.M., (P,), que lhe estd associada € semi—cldssica de classe s.

Demonstracao

Seja (®,¥) o par de polinémios em A, tal que s + 2 = gr(® + 2V); entdo

(—P"+ L) é quase-ortogonal de ordem s relativamente a du :

n+1
— De facto,
< du, n"jll ™ > = TH < du, (Pyx™) —mP, ™! >=
— _Tﬂ < D(®Pu), Pyz™ > — < du, Pjam >
= —n—H<\IluP+1xm>—n—H<CI>uP+1x >
0, n—m>gr(®+a2V)—3

- #0, m=n—s.np

Observagao

Dos teoremas 2.1.1 e 2.1.2 concluimos que (P,) é uma S.P.O.M. semi—classica de classe
s se, e somente se, a funcional de momentos que lhe esta associada, u, for semi-classica de
classe s.

Necessitamos entao de um critério que nos dé, dentre todos os elementos de A,, o
minimizante de h.



CHAPTER 2. S.P.O.M. SEMI-CLASSICAS 39

Teorema 2.1.3 A funcional semi—cldssica, u, € de classe s = (¢%inA h(p,1) se, e somente
K 6 U
se,
[T (j(e) = (O] +| < w.b9) — 626> ) >0, (2.16)
C€Z¢

onde Z4 € o conjunto de todas as raizes de ¢ e 62 representa a composi¢ao do operador
0.— definido em (1.28)— consigo mesmo.

Demonstracao

Seja ¢ uma raiz de ¢; tome—se ¢(x) = (x — ¢)¢.(x) e substituamos em D(¢u) = Yu.
Assim,

D((l‘ - C)(bcu) =Yu
(z —¢)D(¢cu) = (¢ — ¢c)u ;
dividindo ¥ — ¢. por x — ¢ obtemos
¢ - gbc = (I - C)¢c +7e. (217)
e, portanto, a equagao anterior toma a forma
(z — )(D(deur) — eu) = reu
ou equivalentemente,

D(¢eu) — Yo = Ab. + (x — ¢) reu (2.18)

onde A =< D(¢eu) — o, 1 >=< 1p.u,1 >.

Além disso, de (2.17) conclui-se facilmente que r. = 1(c) — ¢'(c) e .(z) = (0.0)(z) —
(20) ().

Provemos (por absurdo) que a condi¢@o é necessaria:

— Suponhamos que ¢ é tal que 7. = 0 e < u, 0.4 — 6?°¢ >= 0; entdo, por (2.18), u
satisfaz D(¢.u) = .u, i.e., u é de classe s — 1!

Provemos que a condicao ¢ suficiente:

— Suponhamos que u é de classe s; < s com D(¢u) = 1p1u. Entao, do lema 2.1, existe

um polinémio p tal que

¢ =pop1; ¥ =pY+per

Se s; < s, entdo gr(p) > 1; seja ¢ uma raiz de de p, i.e., p(x) = (x — ¢)p.(x). Assim,
temos

@b - ch = (:L‘ - C) (ch,Dl +p/c¢1>
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logo

re=0e he(r) = pethy + plor;
temos também que

<U,Pe > = <u,ph >+ < u,pLor >
= <D(¢1U>_¢1U»pc>

= 0! (pois contradiz (2.16)).

Donde se conclui que s; = s, e pela unicidade do representante da classe temos que

p=¢1 e =11 o

Vimos ja que os unicos operadores lineares que preservam a ortogonalidade sao da forma
ST_p © hg, onde s,b,a € IR e 7, h, sdo os operadores definidos por (1.28)— ver teorema
1.4.3. Demonstremos, agora que mantém a classe.

Teorema 2.1.4 (Belmehdi,1990) Seja u uma funcional de momentos semi—cldssica de
classe s e i = (T_p 0 hy)u; entao, i € semi—cldssica de classe s.

Demonstracao

Resulta directamente do facto dos operadores D e 7_; o h, comutarem. De facto, da
definicao 2.1.3 sabemos existirem ¢ e 1) polinémios de graus nao superiores a s+2 e s+ 1,
respectivamente, tais que

ie.,
< D(p(x)u) — Y(z)u, P(z) >=0, ne N
e, portanto,
< D(¢(z)u) — Y(x)u,a "Pylax +b) >=0, neN.
| S
(T—poha)(Pn)
Assim,

< <h§ o) (D(p(x)u) —(x)u), Py(z) >=0, ne N,

e pela comutatividade supracitada tiramos que u satisfaz a equagao

D(¢(x)u) = ¢(x)u , (2.19)
32) = (ha o m)o()

onde

B(x) = (h1 0 m)d(1) o
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Observagao

Temos assim que os polinémios ¢ e ¥ que nos dao a classe de uma dada S.P.O.M.
sao unicos a menos de uma transformacao afim na varidvel. Isto leva—nos a considerar as

chamadas formas canodnicas que, no caso s = 0 e s = 1, foram estabelecidas, respectiva-
mente, por C.W.Cryer [33] e S.Belmehdi [13].

2.2 Algumas Caracterizagoes

Antes de demonstrar algumas caracterizagoes das S.P.O.M. semi—classicas, demon-
straremos um resultado que tera um papel fundamental nesta seccao:

Lema 2.2 (Magnus,1984) Seja (P,) uma S.P.O.M., i.e., existem duas sucessoes de
nimeros reais (,) € (7,) com v, # 0 para todo o n € N tais que

Py(x) =1 e Pi(x) =x — (.
Suponhamos que f, = PI’;—II verifica
a () fo () = bu(2) £ (2) + cal@) fu(2) + du(z) , n €N (2.21)
onde ay, b,, ¢, e d, sao polinomios de graus limitados; entao,
Upt1 = Qp
dn
bn+1 =
’Yn—&—l
d , neN. (2.22)
Cpt+1 = —Cp — 2('1j - Bn-l—l) =
Tn+1
2 dn
dn—l—l = Gy, + ’Yn—&—lbn + (I - 6n+1>cn + (I - ﬁn—s—l)
'771—1—1
Demonstracao
Dividindo ambos os membros de (2.20) por P, obtemos a seguinte equagao
P, P,
P:l = (z = Buy1) — ’Vn?nl
ou seja,
1
fo= (= Bnt1) — fynf para n > 1. (2.23)
n—1
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Derivando a expressao que resulta desta por substituicao de n por n + 1 vem

f/
fn+1 =1 +7n+1f2 9

que multiplicada por a, e aplicando (2.21) origina

I3 ’

/
anfn+1 = Qp + Ynt1

ou seja,

anf’l{b-‘rl = (an + Ynt1bn ) + 7n+1f + 7n+1 f2 )

de (2.23) obtemos

dn
(@ _5n+1)2 + f7’2L+1 - 2(1’ _5n+1)fn+1)§

anfrlz-i-l = (an +’7n+1bn) + Cn(x - 6n+1 - fn+1) + ~ o

e entao,

d, d, d,
anf;rl—l - 5-}—1"’_(_ ( ﬁnJrl) )fn+1+(an+7n+1b +( ﬁn+1)cn+(x_ﬁn+l)2
Tn+1 Tn+1 @ ;Z)H

).

Comparando (2.24) e (2.21), com n + 1 no lugar de n, obtemos (2.22).

Observagao

Este resultado é muito importante pois, como veremos, se uma S.P.O.M. for semi—clas-
sica, a sucessao (f,) associada verifica uma equagao do tipo (2.21).

No teorema que se segue compilamos algumas caracterizagoes das S.P.O.M. semi—cléssi-
cas, que podem ser encontradas nos trabalhos de P.Maroni [81], [83], [84], [85], S.Belmehdi
[12] e [13], F.Marcelldn [77], e E.Hendriksen e H.Van Rossum [56].

Teorema 2.2.1 Seja (P,) uma S.P.O.M. associada a funcional de momentos u; entdo as
sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) (P,) € aS.P.O.M. semi—cldssica de classe s associada a u;
(b) (P,) verifica

¢(x)P) = CoPoii(2) + DpPy(z) , n >0 (2.25)

onde os polinomios C,, e D,, de graus, respectivamente, menores que s + 1 e s, sao
dados por
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Cri1(x) = =(Cp(z) — Co(x)) — (x — HnH)zZEj)
Dot = 0+ st D) 4z = ) 2Cola) = Cafo) + (& = s 22

(c) quaiquer dois polindmios consecutivos de (P,) verificam

O() (Pry1(2) Pu(®) — Poya(2) Py(2)) = l%_:L(x)Perl(x)_ (2.26)

)
(2C,, — Co)Pyi1(z)Po(x) + Dy (7)P2(x), n € IN;

(d) existem s,t € N com t < s+ 2 e um polinomio ¢ € IP; tais que

DO - a5 = ‘{Z<PP(<)>>} @A

onde 08 appn—s # 0 para algum n > s.

Observagao

A alinea (c) deste teorema é uma generalizagao da caracterizagao de P.J.McCarthy (ver
[86]) para o caso s = 0. Além disso, é uma caracterizagdo quadritica como aquela que
provamos na alinea (e) do teorema 1.3.2. (d) foi-nos sugerida por F.Marcellan.

Os polinémios ¢ e 1 sao os mesmos que aparecem na definicao 2.1.2.

Demonstracao

Esquema de demonstracgao:

Verifiquemos que (a) = (b):
— Como (P,) é uma S.P.O.M. semi—classica de classe s, existem ¢, 1) € P4, tais que

D(¢pu) =yYu . (2.28)

Tentemos escrever
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n+Lgl¢
P,y = > anipP, onde
k=0
e <u,P}> = <u,¢P Py >=< ¢u,(Poi1Py) — P P, >=
“2) < gu, Pui P> — < $u, Pt Pl >
= 0, k+grpy<n+le k—1+gro<n+1
= 0, k<n—max{gry —1,gré — 2}
ie.,
n+greé
Py = D, anpPr, n>s (2.29)
k=n—s

€ ap s # 0 para algum n > s.

Aplicando agora a féormula de recorréncia a trés termos satisfeita pelos P, obtemos
(2.25).

Determinacao dos polinémios C,, e D,,:

— Se tomarmos em (2.25) n no lugar de n + 1 vem

¢(x)P, = Ch1Po(x) + Dy 1Pyq(x) ,n>1

e de (2.20),
1
Pn—l __7(Pn+1_(x_6n) )7
e, portanto,
D, _ D, _
3(x) P = == Paya(z) + (Cor + (& = B,) ") Pu(x) . (2.30)
Multiplicando a equacao (2.25) por P%v e subtraindo o resultado de multiplicarmos a
equacgao (2.30) por P}‘gl, obtemos
Pl+1 Pn-i—lpl Pn+1 Dn—l Pn+1 2 Dn—l Pn+1
a - = ::C% l)n - C%— — Mn )
ou seja,
Py Dy P, N
Gy = LY (O — Oy A+ (2 — Ba) ) 4 D, (2.31)

P, v P Yo | P
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Estamos em condic¢oes de aplicar o lema 2.2 com
ap = ¢

__Aanl
bn = Yn

Cp = Cn - Cn—l - (I - 5n)£

Tn

d, = D,,.

Agora, de (2.22) saem duas relagbes entre os C,, e D,,:

Cn-i-l - Cn - (:L" - ﬁn—i—l) Do — _(Cn - Cn—l - (:E - ﬁ?ﬁ%) - 2<:E - ﬁn—&-l) Do

Tn+1

Dyy1 = ¢+ Vo1 D;:l + (37 — Bry1)(Crn — Cpoy — (7 — ﬁn)%) + (z — ﬁn—&-l)z%

7n+1.
(2.32)
Simplificando a primeira equacao
D, _ D,
Cn+1 - C’n—l = (.’L’ - 671) S (-T - ﬁn—i—l) (233)
(Cn-ﬁ—lfcn)‘F(Cn*Cn—l)
e, portanto,
D, D
Cny1+Cn = —(x = Buy1) +00+Cl+<$_51)70
Tn+1 gat
(2.33)
ou seja,
D,
Cn—i—l = —(Cn — Co) — (I — 611—&-1) . (234)
Yn+1
Da segunda equagao de (2.32) tiramos
D, _ D,
Dyy1 =6+ Tnn -+ (z = Bps1)(2C, — Co) + (x — Buy1)’ . (2.35)

n Tn+1
Verifiquemos que (b) = (c):
— Basta multiplicar (2.31) por P? para obter

D, _ D, _
O(Phy Py — PiPiy) = TIPSH +(C = Coct — (2 — B0) =) Paya P + Do P2

e de (2.34) obtemos (2.26).
Verifiquemos que (¢) = (b):
— De (2.26) vem que
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, D,
(¢ n+l (20 CU) Pryi+ Dy P) (¢P Tlpn—i-l)Pn—i-l

n

entdo, como P, e P,;; ndo possuem raizes em comum (resultado que se pode provar
directamente a partir a alinea (e) do teorema 1.3.2), sabemos que existe ¢, € IP tal que

¢ n+1 (20 CO) n+1 + D P nPn+1

qu;L + D;ln_l n+l — Gn Pn;
e, portanto,

¢PTIL+1 (2C CO) n+1 + D P - ann+1

¢P7/1 + Dj;n_lanrl = qn P,
ou ainda,

Qb n+l — (2Cn - CO + Qn)Pn—i-l + DnPn

2.36)
D, (
ng;L = _71Pn+1 + QnPn
Da segunda equacao
D,
oP, n+l — Poio +n+1Pn41,
7n+1 N——
(2=Bn+1)Prnt1—n+1Pn
ou seja,
D,
L1 = (qni1 — (@ = Bnt1)) Pas1 + Dn Py

Tn+1

que comparada com a primeira equacao de (2.36) nos d4 uma férmula para os g,
Gn+1 — Q4n = 3077, + Cn+1 — 200 , n Z —1.

Verifiquemos que (b) = (d):
— Seja (o) a pseudo—base associada a S.P.O.M. (F,); tentemos escrever

(ban Z )\n ECQE

k>0

onde
Mgk = < D(pay), Py >= — < ay, pP| >=

: k—1+8T¢
= - <, Y g Py >

0, k—1—s>nou k—1+4+gro<n

—Q—1y , NH+1—gro<k<n+1+s.
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Assim,
n+1+s
D(¢a,) = — Z ag—1n0r , N €N
k=n+1-gr'p
Pela alinea (c) do teorema 1.3.2 obtemos a equagao (2.27).

Que (d) = (a) é evidente pois, basta tomar n = 0 em (2.27). o

Damos, de seguida, uma demonstracao elementar de uma caracterizacao das S.P.O.M.
semi-cldssicas, devida a W.Hahn (ver [52]).

Teorema 2.2.2 (Hahn,1983) (P,) € a S.P.O.M. semi—cldssica de classe s associada a u
quando, e so quando, verifica uma equacao diferencial de sequnda ordem

A, (x)P)(x) 4+ B,(2)P.(z) + Cp(z)P,(x) =0 n € N, (2.37)

onde A,, B, e C, sdo polinomios cujos graus so dependem de s.

Demonstracao

Comecemos por demonstrar que a condi¢ao (2.37) é necessdria:

— Como (P,) é uma S.P.O.M. semi-cldssica de classe s da alinea (b) teorema 2.2.1
sabemos que (P,) verifica (2.25), i.e., existem polinémios ¢, e d,, de graus dependentes de
s tais que

o(z)Py 1 = CoPoi(x) + dpPy(x) , n > 0. (2.38)
Podemos também tentar expressar ¢P, | + 1P, | em termos dos Py; assim,
n+s+1

o(x) P () +Y(2) Py (2 Z b Pz

onde os b, ; verificam

<u, Pi(x) > bop = <u, (0(2) B (2) + 0(2) Py (2)) Pr(z) >
= < o@)u, (P (@) Pe(x)) = P () P(z) > + < o(x)u, By (2) P(z) >

= — < o(@)u, Py (2)P(z) >
e por (2.38) podemos concluir que b, ; = 0 sempre que k <n — s, ie,

n+s+1

¢($)P1/1,+1(x) + 1/’@)]37;4-1@) = Z bn,kpk(x)- (2.39)

k=n—s+1

Assim, existem polindmios a, e b, de grau inferior ou igual a max{gri,gr¢ — 2} tais que



CHAPTER 2. S.P.O.M. SEMI-CLASSICAS 48

O(2)Plir (7)) +9(2) Py (2) = an(2) Pusa (z) + bn(2) Po(2). (2.40)
Agora, de (2.38) e (2.40), sai que

¢(2) By (7) dn ()

¢(@) P (2) + (2) By (2)  bn()

Pn+1<$) - Cn($> dn(x)

ou seja,

dn(2)(2) P41 () + (dn(2)10(x) = bu(2) () Py + ) b Poa(z) = 0.

Note—se que os graus dos polinémios A,,, B, e C,, sao limitados por 2gro¢+1, max{2gro,gro+
griy} e max{gro + grip + 1,2gr¢ — 2}, respectivamente.

Determinacao de a,, e b, ':

— Derivando duas vezes a equagao (2.20), satisfeita pelos P,, obtemos

Poi1 =P — (= Buy1) Pyt + Yaa By,
(2.41)
2P, 1 =Pl — (@ = Bus) Py + e By
Multiplicando a primeira equacao de (2.41) por ¢ e adicionando o resultado de multi-
plicarmos a segunda por ¢ obtemos, depois de eliminarmos P,.5 ¢ P,_1,

2¢P7/L+1 = (( = Buy1)(@ny2 — Any1) + bpyo — 7;+1bn — )P+
(=Ynt1(@ny2 = anp1) = (7 = Boy1)bny1r — (2 — Bn)bn)) P 5

e, portanto, os a, e b, estao relacionados com os C,, e D,, de (2.25) por

o - (x = Bns1)(ans2 — pg1) + bpyo — ’Y::lbn —
" 2

D — _’Yn+1(an+2 — ant1) + (7 = Bat1)bntr — (2 — B)bn)
n 2 .
A demonstracao de que a condigao (2.37) ¢é suficiente para que a S.P.O.M. (P,) seja
semi—classica esta baseada numa conjectura de A.Magnus (ver [76])

se (P,) verifica (2.37) entao a sucessao (f,,)— ver lema 2.2— que lhe estd associada
verifica uma equagao do tipo (2.21).

1Sera provado, mais tarde, que estes polinémios contém toda a informacao acerca da S.P.O.M. (P,).
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De (2.37) e da férmula de recorréncia a trés termos satisfeita pelos P, deduzimos que

EnP;L = @nPn + AnPn—l
IE, clP: (2.42)
Enpyllfl =I',P,+ Anpnfl )

onde ©,,, A,, I', e A, sdo polinémios cujus graus s6 dependem de s.

1

Multiplicando a primeira equagao de (2.42) por e subtraindo o resultado de mul-

Pno1
tiplicarmos a segunda por PF;" obtemos
P PP P P2 P
En L :G)n = An_rn - _An =
(Pn—l Pg_l ) Pn—l + P3—1 Pn—l
ou seja,
En 7;—1 = (G)n - An)fn—l - ang_l + An ) (243)
e pelo lema 2.2
En+1 =k,
Lo = ’er\bil

@nJrl - An+1 = _@n + An - 2(1’ - 6n+1)%

Tn+1

An+1 = En - 7n+1rn + ('T - ﬁn-ﬁ-l)(@n - An) + (.Q? - ﬁn+l)2A7n

Tn+1 )

e, portanto, E,, é um polinémio cujos coeficientes nao dependem de n, i.e., ¢ € IP. Podemos
entdo reescrever (2.43) na forma

¢(P.P,_y — P _P,)=(0,—A,)P,P, ,—T,P+\,P? . (2.44)

Da alinea (c) do teorema 2.2.1 concluimos que (F,) é uma S.P.O.M. semi—cléssica. p

Observacao

. P . ~
Com este resultado provamos também que o facto de f, = =% verificar uma equagao

n
do tipo (2.21) caracteriza as S.P.O.M. semi—cléssicas, i.e., a generalizagao da férmula de
McCarthy para as S.P.O.M. semi—classicos dd-—nos uma nova caracterizagao para as mes-

mas.

Dissemos j4, na introducao deste capitulo, que se

1

F(z) =< w,

>
t

satisfaz uma equagao diferencial de primeira ordem completa com coeficientes polinomiais,
entao a S.P.O.M. associada a u satisfaz uma equagao do tipo (2.37); e pelo teorema anterior
temos que essa S.P.O.M. é semi—classica. Vamos ver que este resultado pode ser provado
de uma forma directa (ver [22]):
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Teorema 2.2.3 Seja u uma funcional de momentos reqular e (P,) a S.P.O.M. associada;
entao u € semi—cldssica de classe s quando, e so quando, a funcional de Stieltjes associada
a u satisfizer uma equacao diferencial de primeira ordem completa

6(2)F'(2) + B(2)F(2) = C(=) (2.45)

onde ¢, B e C' sao polinomios de graus dependentes de s.

Demonstracao

Comecemos por demonstrar que a condi¢ao é necessaria

BAF(2) = <, @ =<y, 0 | S0

2)? (t—=2)2

= <¢(t)ut’ﬁ>_<ut,w>

= = <O D) > — <, S8 O (1 22 >
= < Dd(hu), s > —¢/(2) <, & > — TFE D <y (- 2)2 >
[Por Hipétese D(¢u) = vu]
= <Y)u, 5 > —¢'(2)F(2) — Ci(2)
= <uy, YUE S 1 (2) < w1 > —¢(2)F(2) + Ci(z)
= (Y(2) = () F(2) + T EF <y, (8 — 21 >
= (U(2) = ¢(2)F(2) + C(2)

glo—1 (j+1) (9)
_ cb (2) ¢ (2)
onde C(z E TE )

) <y, (t—2)77t > e,

O(2)F'(2) + (¥(2) — ¢/ (2)) F(z) = C(2).

Verifiquemos agora que se tem o reciproco

Seja F(z) =< uy, — t - > associada a u, verificando

¢(2)F'(2) + B(2)F(2) = C(2)

entao,

> +B<Z) < Uy,

(t —12)2 t i 27 ()
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e utilizando a mesma técnica apresentada acima obtemos

1 1 1
< D(Aut), ; >+ < But, ; > —A,(Z) < Ug, ti >= C(Z)+

-z -z
Max{grs,gra} s(j+1) BU) .
; (Z') |(Z)) <up, (t—2)7" >
= (7+1)! g!
e, portanto,
1

onde E é um polinémio.
Como (2.46) é uma funcional analitica numa vizinhanga de co e D é um polinémio,
concluimos que

D(Aut) + (B — A,)ut == O.\j

2.3 Exemplos de S.P.O.M. Semi—Classicas

Vamos ver como deduzir os coeficientes da relagao de recorréncia satisfeita pelas S.P.O.M.,
no caso delas serem semi—classicas. O processo aqui descrito vai ser utilizado com bastante
frequéncia ao longo deste trabalho. Sera posto em evidéncia que o conhecimento dos a,, € b,
da férmula (2.40) é suficiente para a determinagao dos coeficientes da relagao de recorréncia
a trés termos satisfeita pelos P,.

Vamos somente calcular os coeficientes no caso s = 0 e veremos, mais tarde, alguns
exemplos de S.P.O.M. de classe 1. O estudo dessa familia nao o faremos por ja ter sido
feito por S.Belmehdi (ver [11] e [13]).

2.3.1 Caso Particular s =0

Introduzamos agora o seguinte conceito:

Definigao 2.3.1 Seja (P,) uma S.P.O.M. associada a funcional de momentos u; (P,) diz—
se cldssica se (P,) for semi-classica de classe 0 relativamente a u.

Assim, como caracterizacoes destas S.P.O.M. temos as dadas na seccao anterior com
s =0 (ver [5]), i.e.,
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— da alinea (b) do teorema 2.2.1

G(2) Py (2) = (n+ 1)@ Poia(2) + bnya P (€) + an P () (2.47)

com a, # 0 para todoon € IN ;

— da alinea (d) do teorema 2.2.1

P, (x Pna(z
D(¢(2) 2 psiys ) = —((n = Do 5 s +

b bz + OB s )Y
— e particularizando n = 0 nesta ultima equacao
Qg
D(¢(z)u) = —%(ﬂﬂ —Bo)u, (2.49)
—_——

=y(x)

pois by = 0.
Além disso, (ver [17], [102], [1], [21], [2] e [85]):

Teorema 2.3.1 (Bochner,1929) Uma S.P.O.M., (P,), € cldssica quando, e sé quando,
satisfizer uma equacao diferencial linear de sequnda ordem do tipo
¢(@) P (x) + (@) P (x) = A Pu(x) , n €N (2.50)

onde o0s polinémios ¢ e 1p sao 0os mesmos que figuram na equagao (2.49).

Observacao

Este teorema vai ser demonstrado mais tarde, no capitulo V, como introducao a um
problema mais geral.

Vamos expressar os coeficientes da relagao de recorréncia que a S.P.O.M. classica, (P,),
verifica em termos dos coeficientes de ¢ e ¢ de (2.49), i.e., em termos de

P(x) = poz® + $1 + ¢y
V() = 1w+ .

E bem sabido que (ver [30, pag. 24])

n

Poi(x) = " — (Z Bi)z" + ( Z BiBj — Xn: V) A4
k=1

i=0 0<i<j<n

para n € IN.
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Tentemos calcular os coeficientes de 2" e de "~ ! na expressao anterior em termos dos
coeficientes de ¢ e 1:

— Comecemos por reescrever (2.50) com n + 1 no lugar de n

(o + 1+ ¢o)((n+ Dna™t +n(n — A2 2+ (n—1)(n — 2)Bya™ 3 +..)+
(V1z + o) (n+ Daz" + nAp 2™+ (n— 1)B, 2" 2 +...) =
(n+1)(nga + 1) ("™ + App12™ + Bpprz™ +...)

:)\n+1

onde Apy1 =—> B e Byp= >, Bifi—> - nelN
i=0 0<i<j<n k=1
Assim,

(a) da comparagao dos coeficientes de 2" resulta
n(n+1)¢1 +n(n —1)gaAnir + (n+ 1)tho + n1Anga = (n+ 1) (nd2 + ¢1) Apis

ou seja,

(n+ 1)(n¢1 + o)
2ngs + Uy 7

(b) da comparacao dos coeficientes de 2"~! tiramos

Ay = neNN. (2.51)

(n = 1)(n = 2) Buargs + n(n — 1) IR0 G, 4n(n 4 1)do + (1 — 1) Buarthr +

iy (n+21n)<§>27ﬁ1¢t¢0) = (n+1)(nd2 + ¥1)Bnia
ou seja,
_ n(n+1) (ng1 + to)((n — 1)¢1 + to)
Bn+1_(4n—2)¢)2—|—21/)1{ 2n¢2+¢1 +¢0} y n € IN. (252)

Da equagao (2.48) obtemos depois de multiplicarmos escalarmente por zF,_;, =P,
TPy e vP

(nBn — (n = 2)Bn-1)p2 = (b = bn1) =1, n>1; (2.53)

((n+ Dyngr — (0 =2)ym) 2 + ¢(Bn) = an — a1, n>1; (2.54)
((bps1 = ba) + (Bug1 + Bu)bo + 1) V1 = @n(Bagr — B) » n >0 (2.55)
Yotz bl _ Ittt s (2.56)

Ap+1 ap, Ap Qpil
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Agora, conhecendo a,, e b, de (2.47) em termos de f3,, e 7,, da relagdo de recorréncia
a trés termos satisfeita pelos (P,), e conhecendo o valor de A, em (2.50), vamos conseguir
resolver o nosso problema.

Seja entao

xPnJrl = Pn+2 + ﬁnJranJrl + anJran (257)

a formula de recorréncia a trés termos satisfeita pelos P,. Derivando esta tltima expressao
obtemos

Poii(2) :P72+2( ) + Bnia n—‘,—l( )+%+1P¢;( ) — xP,QH( ), (2.58)

e derivando novamente

2P, 1(%) = Py 5(2) + Bor1 P (2) + Yn By (2) — 2P (). (2.59)
Multiplicando (2.58) por v, (2.59) por ¢ e aplicando (2.50) vem que

20P, .1 = Ay2Pryo — (2 — Bug1) M1 + U) Pog1 + Vo1 A Pr

onde ¢ e 1 sao dados por (2.49). Aplicando a férmula (2.57) obtemos
¢P, 1 = (n+ 1)¢o P — ¢(5n+1) i1 — (Ndo + V1) Y1 Po- (2.60)

Substituindo b,, por — w(ﬁn) em (2.53) vem
(ngb? + %wl)ﬁn = An¢2 - ngbl - %¢0 , n €N,

e, portanto,

Anpr —ney — %@/}0
2ngy + 1y

B, = , neN, (2.61)

onde A,, é dado por (2.51).

Substituindo a, por —(ngs + 1¥1)ym41 em (2.54) vem

G2((n + 1)yns1 — (0 — 2)7n) + ¢(Bn) = —(nds + 1/)1)%+1 +((n = D)2 + ¥1)vn
((2n + 1) + Y1) Vg1 + 202 Z% 252 )2 + Z@ 1+ @0 = (V1 + d2)m

=1 i=1

Tendo em conta que
n

SHE=CP -2 Y B8R
=1

1=0 0<i<j<n

concluimos que
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~ 209Bpi1 — ¢(—Any1) + (Y1 + d2) 11 + (5o) — ngo)
Tnt1 = @+ s+t , neN, (2.62)

onde B, é dado por (2.52).

Mas de [21] sabemos que ¢ e 1) sdo dados pela tabela 2.1. Assim, para termos per-
feitamente determinados os coeficientes da relacao de recorréncia das S.P.O.M. cléssicas,
necessitamos conhecer v;,. Mas, por definicao,

o <u,PE> <wuat>

<u,x >
M= —2/60

2
= +
<u,1> <u,1l> <u,l> &t

e de (2.49) obtemos a seguinte equagdo para os momentos

1

(ngg + 1) < w, 2" > +(no1 + o) < u, 2™ > 4ngy < u, " > |, ne€NN;

donde de conclui que

_ %
_¢0 U1 (¢1 + ¢0) 4 260@ + 63 (263)

" ¢ + Uy (00

Estamos entdo em condiges de calcular os coeficientes (ver tabela 2.2).
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[ ¢ | v | P |
x —r4+a+1 LY

n

1-2° | —(a+B+2)z—(a—p) | P’

n

(a+2)x+2 BY

n

Table 2.1: Equagao de Pearson

H Pr | Yo+l Re
0 n;l
2n+a+1 (mn+1)(1+a+n) a
B?—a? i+ 1) (n+a+l)n+pB+1)n+a+B+1) o
2n+a+B)2n+a+ [G+2) 2n+a+B8+1)2n+a++2)22n+a+ 3+ 3)
_(a+2n)(22a—|—oz+2n) —dnt by +a+2n)(2n++aa+22)2(3+a—|—2n) at-

Table 2.2: Relacao de recorréncia
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2.3.2 Modificacoes Mediante Deltas de Dirac

As sucessoes que vamos encontrar sao as ja bem conhecidas S.P.O.M. Tipo Hermite,
Tipo Laguerre, Tipo Jacobi e Tipo Bessel, estudadas por A.M.Krall, L.L.Littlejhon, S.Shore
e E.Hendriksen (ver [55]).

Formulacao do Problema:

— Seja u uma funcional de momentos regular e ¢ € IN; para que valores de A € C

v =1u+ Ao, (2.64)
é regular?

Além disso, se u é classico, o que é que podemos dizer de v?

Este problema foi resolvido por P.Maroni e F.Marcellan em [78]. Af pode ver—se que os
elementos da S.P.O.M. associada a v satisfazem uma equagao diferencial de segunda ordem
com coeficientes dependentes de n. Determinaremos também uma equacao diferencial de
segunda ordem satisfeita por esses polindmios, mas sera deduzida de uma forma diferente.

Comecemos por demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2.3.2 (Maroni e Marcelldn, 1988) A funcional de momentos v definida por
(2.64) é reqular quando, e sé quando,

A% (Ky_1(c,e))™, neN (2.65)
onde K, (x,y) = Yp_o @B e N

Tk

Demonstracao

Seja (P,) a S.P.O.M. associada a u e (R,) a S.P.M. associada a v. Tentemos relacionar
estas duas S.P.M.:

— Da relagdo (2.64) concluimos que (R,) é estritamente quase—ortogonal de ordem 1
relativamente a (z —c)u. Assim, podemos pensar em expressar (z —c¢)R,, como combinagao
linear dos P,, i.e.,

n+1

(x —c)Ry(x) = Z_: an 1 Pe(2) onde

ang < U, Pt >=< (v —c)u, R, P, >=0 se k=0,...,n—2.
Assim,

(x — )Ry (2) = ann_1Pr1(x) + anpnPo(x) + Popa(z) , ne N (2.66)
e Py(x)=0.
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Assim, temos a ortogonalidade de (R,,) relativamente a v se, e somente se,

< v, Ry(x)Py(x) >=0 se k=0,1,...,n
<v,R,(x)P,(x) >#0 e ne€ N

ou seja,
n—1
Ry (z) = Py(z) + > bpipPy(x) onde
k=0
bor <u,PE> = <u,R,P,> = <v—MN, R, P >=

= —AR,(c)P:(c) , i.e.,

e pelo teorema 1.1.15 resulta

R.(z) = P,(z) — AR, (¢) K1 (z, ¢) . (2.67)

Substituindo nesta ultima expressao x por ¢ obtemos

R,.(c)(1+ AK,—1(c,c)) = P,(c), c€ C.

Em conclusdo, temos a ortogonalidade desejada quando, e s6 quando, A satisfaz (2.65).

O

Nas condigoes do teorema anterior podemos pensar em relacionar os coeficientes das
relagoes recorréncia que estas S.P.O.M. verificam, i.e., relacionar as sucessoes de ntimeros

reais (4,), (), (&) e (1) definidas por

xPn: n+1+ﬁnpn+7npn
(2.68)
R, = Ry1 + &Ry +m R, , n €N

Antes de mais determinemos os coeficientes de (2.66) a custa de (2.67):

— Tendo em conta que R,(c) = P (c) e a igualdade de Darboux—Christoffel (ver
)

1+AKn—1(c,c
teorema 1.1.15), a férmula (2.67) toma a forma

AP, (c) P,(x)P,_1(c) — Py_1(z)Py(c)

Fn(2) = Fulr) = 1+ MK, (¢, c) T —c

e, portanto,
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AP () Pa 1 (c) SR G R

1+ MK, 1(c, c)) n(@)+ (O 1+ MK, 1(c,0)
(2.69)

(x—c)Rn(2) = Poya(z) = (c—Fn+

Para determinarmos as relagoes pretendidas, basta multiplicar a segunda equacao de
(2.68) por x — ¢ e aplicar a férmula (2.69). Temos entao,

Pn+2 = (l’ - én - an+1,n+1 + an,n)PnJrl + (7771 - anJrl,n + an,nfl - an,n(én + ﬁn))Pn+
(anfl,nflnn + an,n’yn - an,nfl(fn - ﬁnfl))Pnfl + (anfl,anUn + an,nflf}/n)Pan
(2.70)

e, portanto,
(1) & = ant1n+1 — Anp + Bog1, n € N
(i1) 70 — Gnsin + Gnne1 — Ann(En + Bn) = Yny1, n € N
(iii) an—1,n-17n + GpnYn — nn-1(&n — Br-1), n > 1;
(iv) @n-1n-2Mn + Gnn-1Vn, 1 > 2;

e de (ii) e (iii) obtemos uma representagao para 7;.

Suponhamos agora que u é uma funcional de momentos regular e classica, i.e., exis-
tem dois polinémios ¢ € Py e ¥ de grau exactamente 1 tais que D(¢u) = tu. Entao,
multiplicando por x — ¢ esta ultima expressao obtemos

D((z = ¢)¢v) — ¢pu = (x — c)ypv ,
pois de (2.64) (z — ¢)u = (x — ¢)v. Assim,
D((z = c)pv) = (¢ + (z — c))v — Ad(c)dc

ou ainda,
D(¢v) — v = —=Ag(c)(x — ¢) 15+ < D(¢w) — ¢, 1 > 4.
Mas, (z — ¢) 716, é dada por:

< (:C - C>_1(Sc,p<l’> > = <0, e >=

S R Tr

= <_5évp(x)> ) pEIP'

Finalmente, v satisfaz a seguinte equacao distribucional

D(¢v) — tv = Ap(c)d;, — Mp(c)de (2.71)

logo v é semi—cléssica de classe quando muito 2.

Determinacao da equagao diferencial de segunda ordem satisfeita pelos R,:
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1. Da férmula (2.69) sai que

(. — ) Rp(7) = ((ann — Bn) +7)Po(x) + (Ann-1 — V) Pra(T) - (2.72)

2. Derivando a mesma formula obtemos

(x—c)R, + R, =P, ., +annP, +an,1P,_4 (2.73)

que multiplicada por ¢ da

(x —¢)¢R, + &R, = A, P, + B, P, (2.74)

onde A, e B, sao dados por

An(w) - bn,n+2((x - ﬁn)(gj - 6n+1) - f)/nl;rl) + (bn,n+1 + an,nbnfl,n#»l)(m - 6n)
Qpn—10n—2n—2

bn,n + an,nbn—l,n + an,n—lbn—2,n -
Tn—1

Bn<l‘> = _bn,ﬂ+27n(x - BnJrl) - (bn,nJrl + an,nbnfl,nJrl)f}/n"i_

an,n—lbn—Q,n—Q
an,nbn—l,n—l + an,n—lbn—2,n—1 + (l‘ - ﬁn—l)-
n—1

3. Derivando (2.73) obtemos

(x—c)R, + 2R, = P,y + ap, Py + ann1Py)_;. (2.75)

Adicionando o resultado de multiplicarmos (2.73) por ¢ e (2.75) por ¢, e tendo em
atencdo que (P,) satisfaz (2.50), obtemos

(33' - C)(bRZ + (2¢ + (l’ - C)iﬁ)R;l + an = )\n+1Pn+1 + an,n)\nPn + an,nfl)\nflpnfla

ou seja,

(aj - C)QﬁRZ + (2¢ + (.73 - CW)R;L + (w - /\n+1(‘r - C))Rn = (2 76)
an,n()‘n - )\n—l—l)Pn + an,n—l()‘n—l - )\n—l—l)Pn—la ‘

Agora, de (2.72), (2.74), (2.76) obtemos

(JI - C>Rn (an,n - ﬁn) +x Gpn—1 — Tn
(x — c)oR,, + ¢R, A, B, _0
- C)(bR(nJ—(iii((xx—_cC)))len—i_ Unn(An = Ant1)  Gnn-1(An1 — Ang1)
(2.77)

n € IN, que é uma equacao diferencial de segunda ordem satisfeita pelos (R,,).



Chapter 3

Modificacoes Polinomiais das
Funcionais

Estuddmos ja o efeito de fazermos actuar sobre uma S.P.O.M., (B,,), o operador s7_,0h,,
e verificAmos que a funcional de momentos regular que lhe estd associada, u, é dada por
uo (s7, 0 hy). Na primeira secgao vamos estudar os seguintes problemas:

Seccao 1 Sejam p um polinémio e u uma funcional regular; encontrar condi¢des necessarias
e suficientes para que @ = p(z)u seja ainda uma funcional regular, e construir a
S.P.O.M. associada.

Seccao 2 Se u é uma funcional de momentos semi—classica de classe s, qual a classe de .

Consideraremos somente os casos em que

pa) =4 (w2
(x —x1)(x — 29)

que vao ser os que mais necessitaremos neste texto.

Vérios autores abordaram este problema sob varios pontos de vista. A primeira tenta-
tiva deveu—se a E.B.Christoffel (ver [32]), que tratou o caso em que u é a funcional associada
a fungao peso w = 1 em [—1,1]. G.Szegd em [99] e L.R.Shenton em [94], estudaram o caso
em que u é representada por uma medida positiva. V.B.Uvarov e A.Nikiforov (ver [89],
[100],[101]), e S.Paszkowski (ver [90]) estudaram o caso em que u é representada por uma
funcao peso positiva e p pode ter raizes multiplas. Todos estes autores, consideraram a
situacao em que os zeros de p se encontram fora do espectro de u; e portanto a questao da
regularidade de u nao se coloca. T.S.Chihara, foi o primeiro a interessar—se pela questao da
regularidade de @ = (x — z1)u (ver [30]) pois sup6s que z; podia ser um ponto do espectro
de wu.

Este problema geral encontra—se resolvido nos trabalhos de Dini e Belmehdi (ver [37] e
[12]). Daremos uma demonstracao deste resultado baseada nos trabalhos supracitados.

61
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Na segunda seccao, daremos exemplos de familias de polinémios ortogonais semi—cléssi-
cas, geradas a partir das classicas, por uma modificagao polinomial, do tipo referido, sobre
a funcional.

Este problema, e outros que resolveremos ao longo deste trabalho, estao relacionados
com dois outros problemas (ver [42] e [15]):

— Sejam u e v funcionais de momentos regulares; dar condigoes necessarias e suficientes
para que u + v seja ainda uma funcional de momentos regular.

— Quando é que podemos dizer que u + v é semi—classica.
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3.1 Estudo Geral

Equacionemos de novo o problema:

— Seja u uma funcional de momentos regular, e (P,),eny a S.P.O.M. correspondente
verificando

2P, (x) = Poi1(z) + BnPu(z) + v Poo1(2). (3.1)

Por outro lado, seja

(1) Quando é que temos a regularidade da funcional de momentos @ = p(z)u?

(2) Se (P,)nen for a S.P.O.M. associada a , i.e.,

2P, () = Poy1(2) + BuPolz) + AnPa_1(2) (3.2)

qual a relac@o entre os coeficientes das relagoes (3.1) e (3.2)?

A resposta a (1) é dada pelo seguinte:

Teorema 3.1.1 ([37] e [12]) Sejam u uma funcional de momentos regular e i a funcional
linear definida por @ = p(x)u onde p € o polindmio definido acima. Entao @ é regular
quando, e so quando,

D(C,n)#0,neN

onde
Pn(xl) e Pn—}—'r‘—l(xl)
PI () o P (@)
Pn(xs) e Pn—‘,—?"—l(xs)
Pr(LmS_l)<x8) R P7(LT;:11)<1‘3)

!'Note-se que os x; podem ser tomados em C.
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Demonstracao

Comecemos por demonstrar que a condigao D(C,n) # 0, n € IN, é suficiente para que
se tenha a regularidade de .

Considere—se o seguinte polinémio

P,(x) coe Pupi(o)
P.(x1) ceo Pop(y)
pm-gy . pimehig
Py =| D) @),
P,(x) oo Poio(z)
Py . P (@)

construido a custa de D(C;n). Vé-se claramente que F), é um polinémio de grau n +r e
tem pelo menos as mesmas raizes que p, i.e.,

Fo(z) = p(z)gn(z) , n € N
onde ¢, ¢ um polinémio de grau exactamente n.

Podemos pensar expressar ¢, em termos dos primeiros n termos da sucessao (Py):
n—1
@n(z) = (=1)"D(C;n)Po(x) + > anpPi(z) ,n € N.
k=0
Definimos assim uma familia livre de polinémios associados a (P,), a qual estd associada
a seguinte familia de polinémios ménicos

O () = ()

(=1)"D(C;n)

Provemos que (@) é a S.P.O.M. associada a :

,n & IN.

— Comecemos por supor m < n entao

< ’l~j,7 Qan > = <u, (an)Qm >=<u, Fan >=

<u,PQn > ... <u,P, Q>
P.(x1) . Poir(1)
_ Péml‘:”(:vl) e Pn(,T;:I)<x1)
Pn(ixs) . PnJﬂ;(xs)
P,sms:” () .. Péfﬁ‘%s)
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Da mesma forma se prova que, para m > n, < 4, Q,Q,, >= 0. Quando m = n tem-se

<4,Q>>=DCin+1)<u,P>> nel. (3.3)

Reciprocamente, se @ é regular, por (3.3) concluimos que D(C;n) # 0 para todo o
n e IN. O

Podemos entéo falar na S.P.O.M. (P,) associada a @; e pela observacio (a) do teorema
1.1.14 a questao (2) tem sentido.

O método que vamos utilizar para resolver a questao (2) consiste dos seguintes passos:

(i) Determinacao de uma férmula de estrutura existente entre estas duas S.P.O.M., i.e.,

~ n+grp—1
p(x)P,(x) = Prigrp) (x) + z_: n ; Pr (). (3.4)

(ii) Célculo dos a,  em funcao dos Py e das suas derivadas nas rafzes de p.
(iii) Célculo dos coeficientes da relagao de recorréncia (3.1) em termos dos a, k.

(iv) Relagdo existente entre a, i1 € Buy1 (nos casos em que p(z) = (z — z1)? e p(x) =
(x — 1) (x — x2)).

Antes de mais verifiquemos que se tem (3.4):

— Como (P,) é uma S.P.O.M. associada a u e p(x)P,(x) é um polinémio de grau
n + gr(p) temos que

~ n+gr(p)—1
P(@)Pu(x) = Poyrgrpy (@) + Y aniFi()
k=0

onde os a, j sao dados por

<u,PE>a,, = < u,p(m)?nPk >
< p(:v)u, P,P, >

< U, PPy >
= 0Osek<n. g

Nas demonstracoes dos trés casos que dissemos que irfamos estudar suporemos que a
condicao de regularidade ja estd provada (pois demonstramos o teorema 3.1.1).

Teorema 3.1.2 (Chihara,1978) Para que a funcional de momentos i = (x — x1)u seja
reqular, é condigdo necessdria e suficiente que P,i1(x1) # 0, n € N. Nesse caso, temos

Pn+1(951>

(@ = ) Pua) = Pann(r) = 15

Po(z) (3.5)
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Pria(1) Po(21) — P3+1(x1)

/én = 5n+1 +

Pn+1(351)Pn(5171)
~ . Pryo(w1) Po(w1)
T Ry
com n € IN.
Demonstracao

Como o gr(p) =1, de (3.4) sai que
(2 — 1) Py(2) = Poyr(2) + apnPo(z);

e substituindo x por x; na expressao anterior concluimos que

a _ _Pn+1($1)
n,mn Pn(x:l) 9
ou seja, temos (3.5).
Verificagao de (3.6) e (3.7):
L <aPw)> TRy <whi)>
n <@, P2_y(x) > —% <u,P(z) >
_ Pn+1(i€1)Pn 1(951)
P2(xy) !

- <a,zP3(z) > <u,(z—11)*PX(x) >+, <

ﬁn: ~~n == ~

< u, P%(z) > < u, P%(z) >

<u,(r— xl)ﬁn(x)(x~— ml)ﬁn(m) >
<u,(x—x1)P2(x) >

pry xl—i—

N <, (Poya(z) — %ﬁl w(2))? >
= T =
U< (Pua(v) — B P (1) o) >

<u, P2 (z) > +(%§E;)) < u, P*(z) >

P, x
— P;g;y < u, P2(z) >

B Poyi(z)  Pu()
= x— —

Pn(l’l) Pn+1($1)%+1.

66

(3.6)

(3.7)
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Mas, de (3.1), substituindo = z; tiramos

1
Tn+1 = Pn(ﬂh)

((z1 = Bng1) Pos1(z1) — Poya(z1)), (3.8)

que substituido na anterior expressao da (3.6).o
Quando fazemos uma modificagao polinomial por um polinémio de grau 2 temos, como

vimos, dois caso a considerar:

Teorema 3.1.3 Para que a funcional de momentos & = (v — x1)(x — x2)u com xy # To
seja reqular € condi¢ao necessdria e suficiente que |d,(xq1,x2)| # 0, onde

Poii(21) Pu(x1)

d, =
Pn+1($2) Pn(fUQ)

para todo o inteiro positivo n. Nesse caso, temos

(¢ — 1) (2 = 22) Pu(2) = (& — 21 — (1 — @) 2egtlensl2hy P ()4

D(z1,z2;n) 3.9
(r1 — ZEQ)—PH;)(@B’];Z%(@)Pn(x) (3:9)
Pn(l'l)PnH(xz)
Brt1 = Anps1 + (11 — 22) D(x1, 20;1) + 2 ( )
Pn+1($1)Pn+1($2)
il = Ay — — 3.11
Yn4+1 = Qn, (I1 xz) D(xl,xQ;n) ( )
ot Ap n+1 Pn<x1)Pn+1(z2>
= — n — 3.12
& - Yni1 + (T2 — 71) Dy, 29 1) (3.12)
~ a/TL n
Yn+1 = ;_L +17n+1 (313)
onde,
an,n—i—l _ _dfl Pn+2(-rl) (314)
an,n " Pn+2($2)
comn € IN.
Demonstracao

Como gr(p)=2, de (3.4) sai que
(:E - 1‘1)<£E - xQ)Pn(m) = Pn+2(x) + an,n-l-an-i-l(x) + an,nPn(x); (3'15)
e tomando x = 1, x5 na expressao anterior temos

1 Po(wa)  —Pu(m) ] an+2($1) ] '

Qp n+1
Pryo(z2)

An,n ] N  D(xy,w93m) | —Paga(2) Poga(2n)
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Assim,

Pn(x1>Pn+2($2) - Pn(wQ)PnJrQ(xl)
D(xq,x2;m)

Apnt+1 =

A Pry1(22) Poya(z1) — Pagr(21) Paga(2)
o D(x1,x9;n) )

Entao, tendo em conta as equagoes (3.1) e (3.15), tiramos

(ZE - xl)(x - xQ)pN(x) = (.’L’ - ﬁn—&-l + an,n—l—l)P?H—l(m) + (an,n - ’Vn—&-l)Pn(x) (3'16)

(x —z1)(x — 29) Py(z) = (2 — 21 — by) Poy1(x) + ¢ Py (). (3.17)

Assim, se conhecermos b, e ¢, de (3.17) temos os 3, e 7, de (3.1). De facto tomando
T = x1, T9 na ultima expressao vem

_annJrl(xl) + CnPn(xl) =0
—by Pri1(x2) + cnPo(x2) = (21 — %2) Poga ()

e, portanto,
Po(x1) P,
by, = (x1 — x2) (1) +'1<x2)
D(xq,x9;m)
e
_ Poy1(z1) Ppsa (22)
G ) D(xy1,z9;m)

que substituidos em (3.17) confirmam(3.9).
Comparando (3.16) com (3.17)

_ P (1) Poy1(w2)
ﬁ"JFl = Gnpy1 + 21+ (‘Tl - :UQ) D(z1,z2;n)

B Pri1(x1)Pryi1(x2)
V4l = Qpp — (5171 - 952)%

Determinacao de (3, e J,:

~ D2
~ <, Pi () >  Gpiinsr
Tn+1 = o = Tn+1
<u, Pn (93') > Qnn
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- Upp < u, P?(x) >

_ o Gnn <u,P2(z)> <u,(z— 23) P, () Py () >
T a, <u, Px) > <u,P?(x) >

B Upnt1 <, (x — 29) Py () Py (z) >

= Anp Tt <u, P?(z) >

Dividindo ambos os membros de (3.17) por z — x; obtemos

~ P,ii(x)P,(x
(2= ) Po(o) = Posa(a) = (a1 = ) P 0 g
onde @, é um polinémio moénico de grau n; logo
- P,i1(x0) P, (x
<u, (x —x9)Py(2)Py(x) >= —(21 — 22) 52;1?132; 7(1)1) <u, PX(x) > ;

e finalmente Py (20)Po()

5 Ap n+1 . . n+1\T2)n L1

Bn = 22 + o Yn+1 (xl x2) D(l‘l, To; n) - o

O seguinte resultado surge como caso limite do anterior:

Teorema 3.1.4 (Maroni,1990) Para que a funcional de momentos i = (x — x1)*u seja
reqular € condi¢do necessdria e suficiente que |dy(x1, 1) # 0, onde

g — | Penal@) Bu(n)
L Pia(n) Pi(n)

para todo o inteiro positivo n. Nesse caso, temos

(z — 21)*Py(2) = (x — 21 — Pnz()f;)lpgjlgl) )P () + lm}’n(x) (3.18)
Bt = anner + Proy1(21) Py(21) b (3.19)

D(z1,21;n)
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P2+1($1)
=, — ) 3.20
! i D(zy,215n) ( )
> An n41 Pn+1($1)Pn($1)
S SV 3.21
g Apn ot D(xy1,z1;n) o ( )
~ a’n n
Fnp1 =~y (3.22)
onde
[ an,n-i—l ] _ _d7—Ll [ PT,H-?(xl) ‘| (323)
G, 2 (1)
comn € IN.
Demonstracao
Como gr(p) = 2, de (3.4) tiramos que
(z — 21)*Po(@) = Posa(®) + apps1 Pagr (2) + @nn Pa(2), (3.24)

onde @y 41 € ayp, sao dados por

[ = i | e e | [0

Esta ultima expressao resulta da resolugdo do sistema linear formado por (3.24) tomada

em r = x; ¢ da sua derivada também tomada em = = x;.
De (3.24) e (3.1) sai

Qpn

(z — xl)ZPn(x) = (2 — (Bus1 = @nns1)) Pay1(2) + (anm — Yng1) Pu(2). (3.25)

Podemos reescrever (3.25) na forma

(x — 1) Po(x) = ((x — 1) — bp) Puy1(2) + cnPo(2), (3.26)

e pela unicidade desta representacao, determinar (3, e 7, da equacao (3.1), a custa do b, e
¢, de (3.26). Assim,

0

_an,fL+1(x1) + CnP;L(Qll) _PnJrl(:El)

{ _ann+1(x1) + Cnpn(:El)

e, portanto,

b, = Prt1(x1)Pn(z1)
n D(z1,x15n)

_ Pn2+1(11)

n D(z1,z1;n)
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que substituidos em (3.26) confirmam (3.18).
Por outro lado, temos também, 3, e v, perfeitamente determinados

~ Posr(20)Paler)
{ ﬁn—i—l = Qppt+1 + Bl(ac117m1;n) ! (327)

=q o Pg+1(5‘1)
Tn n,n D(z1,x1;m)

Determinagao dos coeficientes de (3.2):

< ﬂ,ﬁ’gﬂ(:z:) > _ Gngin1 <, Pyi(x) >
<1~L,P7%(.Z')> an,n<u7P'r%<x)>

'?n—l—l -

Ap4+1m+1
- Yn+1
An.n

~ < i, (x — 1) P3(x) > +x, < @, PX(x) >
<@, P2(z) >

n

<, (x — x1)Py(2)((x — 21)2Py(x)) >

= I =
<u,(x—x1)?P?(x) >

_ . <u,(r— xl)]sn(:v)(PnH(a:) + an i1 P () + anpnPr(z)) >

! Upp < u, P?2(x) >

Ann+1 < u,Perl(J?) > < u, ({L‘—le)pn(l‘)Pn(l'> >

= zx

! Ay < u, P2(x) > < wu, P2(z) >
B Unnt1 <, (x —x1)P,(x)P,(2) >
= i Anon, ot <u, P?(z) >

Dividindo ambos os membros de (3.26) por x — 21 obtemos

Pn+1(I1)Pn($1)
D(z1,z1;n)

(¢ = 21)Pa(w) = Pura(2) - Qn(7)

onde @), é um polinémio moénico de grau n; e, portanto,

5  Po() Pa(a) 2
<u,(x—x1)Py(z)Py(z) >= — D+(x1,x1;n) <wu,Pi(zx) >.

Assim,

5 an+1,n+1 Pn+1(x1)Pn($1)

- 0
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3.2 Estabilidade das Funcionais Semi—Classicas

Vamos analisar o terceiro problema, que é o de verificar como varia a classe de uma
S.P.O.M. semi—classica por uma modificagdo polinomial sobre a funcional que lhe esta
associada. E evidente que estas modificacoes mantém o caracter semi—classico da funcional,
pois se u é a funcional de momentos semi—cldssica de classe s associada a (F,), existem
P E€Psyy e ¢ €Pyyy tais que

D(¢u) = u (3.28)

verificando a condigao (2.16); entao, @ = p(x)u verifica

D(pgu) = (2p'¢ + py)i; (3.29)
logo @ é semi-clédssica de classe quando muito s + gr(p). Para estudarmos a classe da nova
S.P.O.M., (R,), associada a @, basta estudar a seguinte equagao funcional obtida de (3.29)

D(¢i) —vu=p 'pou+ .Y Npdl, (3.30)
1=1 k=1

onde Y7, m; = gr(p).
Estudemos somente os casos dados na secgao anterior, i.e.,
(a) plz) =z — 1
(b) p(z) = (x — z1)(z — 22)
(c) p(z) = (x —z1)*
Em (a), temos dois casos a considerar:

1. se z; é raiz de ¢, entao u verifica a seguinte equagao distribucional

¢

r — T

D(¢u) = ( +)a; (3.31)

logo % é uma funcional de momentos semi—classica de classe s;

2. se x1 nao ¢ raiz de ¢, entao u ¢ uma funcional de momentos semi—classica de classe
s+ 1.

Em (b), temos trés casos a considerar:

1. se x1 e x9 sao raizes de ¢, entao u é uma funcional de momentos semi—classica de
classe s;

2. se x1 é raiz de ¢ e x5 nao (ou zy é raiz de ¢ e x; ndo), entdo 4 é uma funcional de
momentos semi—classica de classe s + 1.

3. caso contrario ¢ é uma funcional de momentos semi—classica de classe s + 2.
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Em (c), temos trés casos a considerar:

1. se z; é raiz dupla de ¢, entao u verifica a seguinte equacao distribucional

¢

r — I

D(¢u) = (2 + ) (3.32)

e portanto # é uma funcional semi—classica de classe s;

2. se xp ¢ raiz simples de ¢, entao u verifica a seguinte equacgao distribucional

¢ +Y)u+ < (2 ¢

r — I r — I

D(gi) = (2

), 1>y, (3.33)

A1

assim,

(a) se Ay =0, @ é de classe s
(b) se Ay # 0, @ é de classe s+ 1.

3. se x1 nao é raiz de ¢, entao u verifica a seguinte equacao distribucional

Do) = (2- fxl )i < i 1> 6+ < (04 (@ — 2 ))E 1> (3.34)
A1 A2
logo,

(a) se Ay = A1 =0, @ é uma funcional de momentos semi—classica de classe s;
(b) se Ay =0, @ é uma funcional de momentos semi—cldssica de classe s + 1;

(c) se A2 e A1 ndo se anularem, % é uma funcional de momentos semi—classica de
classe s + 2.

Observagao

Podemos determinar os coeficientes da relagao de recorréncia das S.P.O.M. classicas a
custa de modificagdes polinomiais com p(z) = ¢(z) e da férmula de Rodrigues? que estas
S.P.O.M. verificam.

d’ﬂ
dx
onde w é a fungao peso associada as funcionais de momentos classicas e k,, é uma constante nao nula para
cada n (ver [33] e [91]).

w()Po(z) = Kn—=((¢(2))"w(z)) , neN (3.35)
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3.3 Aplicacao a Algumas S.P.O.M. Classicas

3.3.1 Caso Hermite

Vamos estudar dois tipos de modificacoes da funcional de momentos de Hermite dada
no capitulo anterior:

2

— Uma modificacao por z* e outra por = — 4, onde i é a unidade imaginéaria.

O primeiro exemplo serve para por em evidéncia a insuficiéncia do método de W.Gautschi
(ver [46] e [48]) ou do método de B.Fischer ¢ G.H.Golub em [44]; de facto, para estudar-
mos a funcional z%u, onde u é a funcional de momentos de Hermite, nao podemos estudar
primeiro a funcional zu e depois a funcional z(xu), pois zu nao é regular!

O segundo exemplo que aqui apresentamos, serve para testar o método no caso em que
x1 estd em C.

Comecemos entao o nosso estudo:

1. Caso @ = z%*u onde u é a funcional de momentos definida por

<wu,z" >= / a" exp(—z®)dr , n € N, (3.36)
R
Comecemos por verificar que a funcional de momentos assim definida é regular:

— Pelo teorema 3.1.4 temos regularidade quando, e s6 quando,

Hn+l (O

Hl

d,| =
| | ’ n+1 (O

) H,(0)
) o) |70 e
onde (H,) é a S.P.O.M. de Hermite; portanto
Hn-i—l(o) Hn<0)
‘ nH, 1 (0) #0, nelN.

Assim, como Ha,11(0) = 0, n € IN obtemos

’d | i (2]€ — 1>H2k<0)H2k_2(0) , Se n = 2k —1
" (26 +1)H2.(0) , se n=2k

Mas Hy,(z) = L;Y?(2%) (ver [9]), entdo a condigdo anterior pode reescrever-se na

seguinte forma

. —1/2 —1/2 _ B
|dn|:{ (2k — 1)L, "*(0)L,1*(0) , se n=2k—1 (3.37)

2k + 1)(L;"?(0))%, se n=2k, neNN.

que é sempre diferente de zero.
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Para determinarmos os coeficientes da relagao de recorréncia satisfeita pelos (R,),
associados a u, vamos utilizar o programa “Mathematica”:

— A partir das férmulas (3.21) e (3.22) obtemos com , =0 e 7,11 = 2 (ver
tabela 2.2)
(a) Bn =0,n¢€ IN
2k+3) (k1) [ L) (0)
— T ()P se n=2k+1
(b) Ynt1 = ) ,neN.
_(2k+1) L 2(0) _
2 L0 se n=2k+2
Estudemos ainda a classe da nova S.P.O.M.:
— Considere—se a equagao distribucional Du = —2xu, satisfeita pela funcional de

Heremite e multipliquemo-la por 23

D(xi) = (3 —22°)a

que é a equacao distribucional satisfeita por u; e, portanto, u é de classe 1.

2. Caso @ = (x —i)u onde u ¢é a funcional de momentos definida por (3.36) e i ¢ a
unidade imaginaria.

Comecemos por verificar que a funcional de momentos assim definida é regular:
— Pelo teorema 3.1.2 temos regularidade quando, e s6 quando,

H,(i)#0, neN.
L;'?(#%) se n =2k

xL*(2?) se n=2k—1
pode reescrever—se na seguinte forma

Mas H,(z) = { (ver [9]); e portanto a condigao anterior

LY2(=1)LY?(=1)#0, ne .

Para determinarmos os coeficientes da relagao de recorréncia satisfeita pelos, (R,),
associados a u, vamos utilizar o programa “Mathematica”:

— A partir das férmulas (3.6) e (3.7) obtemos

LA En+L P
L;1/2(—1)

(a)ﬂn: ,nelN

L P (-)+L 2 (-1) _
L) 1 se n=2k—-1

1 se n =2k
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L2

—(k+1) L) se n=2k+1
(b) Ynt1 = s ,n e IN.
—2’%3251/2&1) se n=2k+?2
k+1

Estudemos ainda a classe da nova S.P.O.M.:

— Facilmente se obtém a equagao diferencial distribucional satisfeita por u

D((z —i)a) = 2(—2® + iz + 1)1

logo u é semi—classica de classe 1.

3.3.2 Caso Laguerre

76

Vamos ver agora um exemplo de modificacao polinomial de uma funcional que lhe

mantém a classe. Seja u a funcional de momentos de Laguerre, i.e.,

+o0
<wu,z" >= / 2"z exp(—z)dx , n € N;
0

entao, a modificagao por " com r € IN é uma funcional de Laguerre pois, a funcional de

momentos u = x"u verifica a seguinte equacao
D(zu) = (r+ a+1—z)u;

consequentemente é classica.



Chapter 4

Modificacoes Inversas Polinomiais

No seguimento do que fizemos no capitulo anterior vamos analisar o seguinte problema

Problema Sejam p um polinémio e v uma funcional regular; encontrar condig¢oes necessarias
e suficientes para que u definida por v = p(x)u seja ainda uma funcional regular, e

construir a S.P.O.M. associada.
Além disso, se v é uma funcional de momentos semi—cldssica, que poderemos dizer

acerca de u?
Mais uma vez interessar—-nos—emos somente pelos casos

pw) = { (22
(x —z1)(x — 29)

pois a partir destes podemos chegar as modificagoes por polindémios de grau mais elevado.

O primeiro problema vai ser estudado na primeira secgao.
No caso em que estas funcionais sejam definidas positivas, o problema enunciado no

inicio do capitulo anterior e este condensam—se num sé:

28 w(x), (Py(x;)), quando

Problema Geral Encontrar uma S.P.O. associada a w(z) =
=Ty (z —y;) e i # y;.

conhecemos (P, (x;w)), onde p(z) = [1F,(z — 2;), ¢(z)

Isto porque se tivermos ¢(x)u = v e v regular, admitindo uma representacao integral

<v,r(z) >= /I r(z)w(z)dz,

entao v admite a seguinte representagao integral

<u,r(x) >= /[T(x)w(x)dm.
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De facto, como u = ¢~ (z)v + ¥,y < l;(z)u,1 > §,, (ver teorema 1.2.6)

<u,r(r) > = <w, %w(:c) >+ 3 < Li(@)u, 1> r(y))

'@y (z)da — L;((S)w(x)dx + 3 <L(@)u, 1> r(y;)

w@) 1o 5,:1 J; () Zé;))dxr(yj) + 22:1 <lij(z)u,1 > r(y;)

A resposta a esta questao vem dada pelo seguinte (ver [89]):

Teorema IV.0.1 (Teorema Generalizado de Christoffel) Sejam w e @ duas fungies

peso relacionadas por w(z) = %w(m). Com as notagées anteriores os P(x;w) vém dados

pela sequinte formula (de estrutura)

Poa(z) ... Pog(a)

Pn,l(:cl) Pn+k-(x1>
p(@)P(a:d) = A | Pui(wg) .. Pooslae) (4.1)

Roi(y1) --o Ratk(yn)

Roi(y1) Ry (ur)

onde A,, € uma constante nao nula para cada n— condicao de reqularidade— e as fungoes
R, (funcoes meromorfas), sio definidas por

w(t)
rx—t

Ro(z) = P, (z;w) — P, () dt. (4.2)

Uma férmula semelhante para o caso em que | < n é devida a Uvarov (ver [101]). O caso
[ = 0 foi estudado por Christoffel (ver [32]). Esta férmula ndo tem grande interesse pratico,
devido a grande dificuldade computacional de que se reveste o calculo de determinantes de
ordem elevada. Recentemente, Gautschi (ver [46] e [48]) construiu um algoritmo de geracao
de polinémios P, com passos lineares e quadraticos, a partir das relacoes existentes entre
os coeficientes das respectivas relagoes de recorréncia.

Quando nao estamos num caso definido positivo p~!(z)v nao é regular pois < p~!(z)v,1 >=
0. Tém entao fundamento as questoes propostas acima.

Estudaremos ainda a estabilidade da familia das S.P.O.M. semi—classicas por estas
modificacoes.

Daremos na terceira seccao um exemplo de problema inverso, i.e., a partir de uma
formula que relaciona uma S.P.M. e uma S.P.O.M., determinar condigbes para que a
primeira seja ortogonal; faremos aplicacao destes resultados aos polinémios ortogonais
classicos.
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4.1 Formulacao do Problema

Formulacao do problema

— Seja v uma funcional de momentos regular e (P,),en a S.P.O.M. correspondente
verificando

2P, (x) = Poi1(z) + BnPu() + ¥ Poo1(2). (4.3)

Por outro lado, seja
S

p(z) = [[(@ —z)™

=1

um polinémio de graur+1>1e C = (z1,...,2T41)-

e Quando ¢ que temos a regularidade da funcional linear v : v = p(z)u?

e Se (Ry)nen for a S.P.O.M. associada a u, i.e.,
TR, (2) = Rpp1(2) + §uRn() + 0nRa(2); (4.4)

qual a relagao entre os coeficientes das relacoes (4.3) (dos (P,) associados a v) e (4.4)7

De (4.2), vemos que vao desempenhar um papel muito importante os polinémios definidos
a custa de (P,) por

Poii(x;¢) = Poyy(x) —cPY(z) , neNN. (4.5)

Definigao 4.1.1 (Chihara,1957) As S.P.O.M. definidas por (4.5)" chamamos co-recur-
sivas associadas a S.P.O.M. (P,).

Antes de prosseguirmos o estudo da regularidade de u, vamos definir o que se entende
por p~ ! (pu):
— De (1.33)

< p_l(x)(p(x)u), f > = < p(m)u, @C’f >=< p(x>u7 W >
= <u f(z) = (LX) >=<u, flz) = S5, S FED(2,) Ly () >

. k=1
= < u7f(x> > _Zle Zk:zl <u, le(x) >< ((kl,)l)' 653123 1)7f >

m; _1)k—-1 _
= ST <L) > s>

!Note-se que estes polinémios verificam a mesma relacio de recorréncia a trés termos que (P,) com as
condigoes iniciais Py(z;¢) =1 e Pi(z;c) = Pi(z) —c.
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e, portanto,

@) (pla)u) = u— 303" Apdh Y. (4.6)

i=1 k=1

Concluimos assim que a condigao de regularidade vird em funcao dos primeiros r mo-
mentos de u e das raizes de p(z). De facto,

S m;

u=p (z)v+ Z Z )\i,kégffl)

i=1 k=1
onde os ); ; estao definidos, univocamente, a custa dos primeiros » momentos e das raizes

de p(x).

Determinemo—los nos casos que iremos estudar:

(1) v=(x—z)u

De v = (z—=1)u tiramos que (z—z1) ' ((x —z1)u) = (z—z1) 'v. Resta-nos somente
determinar (z — x1) " ((z — x1)u):

<(z—2)" Nz -2 ), f(z) > = < (z—z)u, D=0 5

r—x1

<u, f(z) = f(e1) >

= <u_u05x1>f<x) >

e, portanto, A1 = —uo.

(i) v=(z —z)(r — z9)u

De v = (x — z1)(x — z2)u tiramos que (z — x1) " (x — zo) " ((x — 1) (x — T2)u) =
(r — z1) (2 — z2)"'v. Resta-—nos somente determinar (z — x1) " (x — x) 7' ((z —
x1)(z — x2)u):
<(z—2) Nz — @) H(z — 21)(z — 22)0), f(2) >=
1@ f(2)) _ fen)=f(1)

T—xq T9—Tq

=< (x — z1)(x — z2)u, P >=
—< u, (o) — BRI () 4 IR () >
=<y 4 WMy ntesmg o f(x) >

r2—21 T2—T1

u1—(2x14x2)u —
: (z2i:v12) v e )\271 = x;;m—:v?l

e, portanto, A\;; =
(iii) v = (z — z1)%u

De v = (z — x1)%u tiramos que (z — x1) 7 ?((x — z1)?u) = (r — z;)%v. Resta—nos
somente determinar (z — z1) 7 2((x — z1)%u):

f(z)—f(fcl)_f/(ml)
< (I - x1)72((l‘ - 171)2“)) f(l’) > = < (x - xl)zu’ JC_(gcm:lfxl)Q

< (@ — 3y)2u, {@-TE) =G @) o

(z—x1)2

<, f(2) = f(21) = (z = 22) f'(21) >

= <u- u05m1 + (Ufl - $1u0)6;17 f([[') >

e, portanto, A\j1 = —ug € A2 = U1 — T1Up.
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Analisemos entao cada um destes casos separadamente.

4.1.1 Caso (i)

Este problema foi estudado por P.Maroni em [83] mas numa outra perspectiva.

Teorema 4.1.1 (Maroni,1990) Sejam v uma funcional de momentos reqular e x1 € C;
para que a funcional linear u definida por v = (x—x1)u seja reqular € necessdrio e suficiente
que ug Py 1(x1; —u—lo) #0, neIN. AS.P.O.M. associada a u vem dada por

Roi1(x) = Poyi(x) + a, Po(x) (4.7)

Pn+1($1;_%)

oG 1) 7 " eN, e Pn(x,—u—lo) estd definido por (4.5). Os coeficientes da

relagao de recorréncia dos R,, véem dados por

onde a, =

En1 = Bng1 — (an—i—l - an) ,n>—1 (4'8)
e
nn—‘rl: an 771;”21
an—1 4.9
{ m =+ ao(Bo — &) (49)

Demonstracao

Como (P,) é uma base do espago IP, temos que R,11(x) = Pyi1(x) + X 5o aniPr(2),
onde os ay,; vém dados por

<, P> anr = <u,(x—x1)Rpi1 P >
- 0,se k=0,1,...,n—1
| <uwRZ, > ’

e portanto, tomando Opyp = Gy, VEM
Ro1(2) = Pusa(2) + a, Py (), (4.10)

tendo—se regularidade para u se e somente se a,, # 0 (pelo teorema 1.1.14).
Determinemos a,,:

— Substituindo x por z; em (4.10) e subtraindo de (4.10) a equagao encontrada vem
Bpa(2) = Roga (1) = (Poga(2) = Baga (1)) + an(Ba(@) — Po(21));

que dividida por x — x; toma a forma

Ry1(z) — Bpaa(21) _ Poga(z) — Poga(21) n anPn(SU) - P”(:Cl), (4.11)
T — I Tr— I r— I
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Aplicando a funcional regular v a ambos os membros de (4.11) obtemos sucessivamente

< v, Rn+1(xz):f1n+1(zl) > =

<
<u, Rn+1(x) — Rn+1(fli'1) > = PT(LI) (.1'1) + anqgl_)l(
—Roi(z)ug = P (z1) + an P (1) (pois n > 0)
an(Po(z1)uo + Py (1)) = —(Popi(@n)ug + PO(2y))

Pri1(x)—Ppyi(z1) Pp(x)—Pn (1)

T—x1

> +a, <, >

P, PO
0 — — w1(m)ug + Py () neN:

P, (x1)ug + P( )1($1) ’

e da definicao 4.1.1 obtemos a representacao desejada para os a,. Assim, temos que
a condicao de regularidade vem dada em termos do primeiro momento e do valor dos
polinémios P, e Pél) em ry, i.e.,

1
o Py g1 (21 _17) #0,ne€N.
0

Determinagao dos coeficientes da relagao de recorréncia (4.4):

— Sustituindo R, 1 em (4.4) por P,11(x)+a,P,(x) e aplicando a relacao de recorréncia
(4.3) obtemos

T(Pry1(z) + anPo(2)) = (Poga(z) + ani1 Py () + Enpa (P () +
anPu()) + Moy1 (Po(2) + an1Po1 (7))

anxpn(x) = (anJrl + €n+1 ﬁn+1) n+1< ) (an€n+1
g1 — Ynt1) Po () + g1 Py (z) ,n >1

que, por comparagao com (4.3), da

= Yp, n 2> 1;

(b) an§n+1 + M1 — Ynt1 = anﬁna n > 0;

(C) Ap+1 + £n+1 - ﬂn+1 =ap, N Z -1

De (@) N1 = ;2; de (b), com n = 0 sai que g1 = aofy + 1 — aoéi; e por (c)
£n+1 = 5n+1 - (anJrl - an)-

Fixado ug tal que P,i(z1)ug + PV (x1) # 0, temos perfeitamente determinada a
S.P.O.M. (R,,). Verifiquemos:

— Como < u, Ry >=0¢e Ry(x) =z — &, temos que

U

o = w0 (4.12)

Agora, por um lado
< U,Rl >= —aplg
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e por outro
<v, Ry >=<v,(z — fo) + (8o — &) >= (o — &o)vo;

e, portanto, —ag = By — &, 1.e., ap = § — Po-
Mas podemos reescrever (4.12) na forma

0:<U,R1> = <u,(x—x1)+(x1—fo)>:
= <(z—m)u,1 > +(21 — o)ug =

= v+ (z1 = &o)uo.

Assim, para cada ag e r1, temos um e um sé ug; e este vai determinar os momentos
seguintes, por (i) da secgao 1 deste capitulo.

Em conclusiao:

— Cada ug determina uma e uma s6 sucessao (a,,) e, portanto, uma e uma s6 S.P.O.M.,
(R,), sempre e quando ugP,11(z1; —%) # 0 para todo o n € IN. g

4.1.2 Caso (ii)

O estudo que aqui vamos fazer é bastante importante, pois existem na literatura exem-
plos muito importantes destas modificagoes. Por exemplo, aos Polinémios de Bernstein—
Szego (ver [90] e [50]).

Teorema 4.1.2 Sejam v uma funcional de momentos reqular e x1,x5 € C; para que a
funcional linear u definida por v = (x — x1)(x — x2)u seja reqular é necessdrio e suficiente
que

|dns1]| # 0, para todo o m € N

onde

. 1 . 1
d, = [ Py (l’ly _(50,5152)%) PTL('T17 _(507%«2)”0) ] .
Pn+1 (1'2; - (Eo—xl)w)) Pn($2; ~ (Go—=z1)uo

A S.P.O.M. associada a u vem dada por

Rio(x) = Poyo(x) + by Prya () + anPp(z) , n > —1. (4.13)
onde
Pn y :
ap Pn+2($2; - (€o—z1)uo

Os coeficientes da relagao de recorréncia (4.4) verificam

Ent1 = Bny1 — (b —by1) , n > —1 (4.15)
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Mh+1 = n>2

N2 =M +7bfl<ﬁ0 — &)+ a1 —ag (4.16)
m ="y +bo(f1 — &) +ap — ar.

Demonstracao

Como (P,) é uma base do espago IP, temos que R,.o(7) = P, io(7) + X050 aniPr(),
onde os a, ; vem dados por

<, PE>anr = <u,(x—x1)(x—x9)Ryio P >

O se k=0,1,...,n—1
(:c—xl)(x—:cg) R, 2P, >se k=n :
u, (x — 1) (x — 29)RyyoPry1 >se k=n+1

e, portanto,

Ryio(x) = Poyo(x) + by Poyr () + anPp(x), (4.17)

onde b, = ap i1 € A = ay,; tendo—se regularidade para u quando e sé quando a, # 0
(pelo teorema 1.1.14).

Determinemos b,, € a,:

— Substituindo x por z; em (4.17) e subtraindo de (4.17) a equagao encontrada vem

Ryya(z) = Ruga(1) = (Paga(2) — Puga(21)) + 00 (Pry1 (%) — Poya (1)) + an(Pu(x) — Po(21));
que dividida por x — x; toma a forma

Ryyo(x) — Rpio(21) _ Poja(x) — Poya(1) e Poyi(z) = Poga (1) ta Py(x) — Pa(21)
T — T T — T " T — T " T — T '
(4.18)

Aplicando a funcional regular v a ambos os membros de (4.18) obtemos sucessivamente

<, Ryto2(z)—Rnyo(z1) >=< v, Pryo(x)—Pnyo(w1) > +b, <, Poyi1(z)—Pryi(z1) >+
r—T1 T—T1 T lgﬁl(x)—P (=)
a, <, ' m—my >

<, (x — 29)(Ryga(x) — Ryya(x)) >= P(Jr)l(xl) + b, P( (x1) + anP,(L )1(901) n € IN;

e, portanto, como x — x9 = (x — &) +(& — x2) temos
——

Ry (z)
—(& — @) Ruya(a)ug = PLY (1) + by PV (1) + @, PV (21) , m € IN. (4.19)
Utilizando o mesmo processo acima descrito com xo em vez de x; obtemos
— (& — 1) Ryga(x2)up = P,,Sj_)l(xg) + bnpél)(xg) + anP,El_)l (x9) , n € IN. (4.20)

Tendo em conta (4.17) obtemos
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. 1 . 1 _ . 1
{ P (a; _W)bn + Po(1; _W>an = Ppya(ay; _W)

Pryi(ze; — )on + P (xg; — an = Ppio(z2; —

(&o—z1)uo (o—z1)uo (o—z1)uo

ou seja,

(€0 — 2)uoPrsr (1) + PO (1))bn + (€0 — ma)uoPu(w) + PV (21))an = (P (1) +
(50 - $2)U0Pn+2($1))

(€0 — @1)toProsr (w2) + PO (w2))by + (0 — 21)uo P (2) + P, (2))an = — (P (22)+
(50 - 171)U0Pn+2($2))

donde se tira que a relagao (4.14).
Determinagao dos coeficientes da relagao de recorréncia (4.4):
— Sustituindo R, em (4.4) por P, 1(z)+ b, P,(z) + a, P,_1(z) e aplicando a relacao

de recorréncia (4.3) obtemos

2(Poy1(x) + by Po(x) + anPo_1(x)) = (Ppya(2) 4+ bpi1 Pt (2) + ane1 Po(2))+
En1 (P () + 0p P (@) + an Pt (@) + Nt (Pa(@) + bp1 Pt (2) + @no1 Br—a(2))

(Pn+2 + ﬁn—i—lpn—}—l + '7n+1Pn) + bn—l((Pn-l—l + ﬁnpn + ’YnPn—l))_
an—l((Pn + ﬁn—an—l + ’Yn—an—Z)) = Pn+2 + (bn + gn—l—l)Pn-l—l + (an + €n+1bn—1 + nn—i—l)Pn
(€n+1an71 + 77n+1an72)Pn71 + 7]n+1an72pn72

e por comparacao dos coeficientes dos P, com k=n—2n—1nn+1

a

(@) Mns1 = 22 Yno1, N> 2

(b) bn—l’yn + an—lﬁn—l = §n+1an—1 + nn+1bn—27 n Z 0
(C) Ynt1 T bnflﬁn + a1 =a, + €n+lbn71 + g1, >0

(d) &1 = Brs1 — (bp —bp—1), n > —1

Determinemos as condigoes iniciais:
Como < u, Ry >=0e Ri(z) = x — &, temos que
uy = foUo. (421)

Se substituirmos Ry por Py + b_1 Py, ou por P; + (8 — &), em < v, Ry > obtemos b_; =
§o — Bo; logo b_; é dado.

Se tomarmos n = 0 em (c) entao

m =+ 0b_100 —ao — &by (4.22)
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Assim, se conhecermos & temos 7; perfeitamente determinado; mas, de (d) tiramos que
& = 01— (bo —b_q), i.e., & depende de by, que é um dado— basta tomar n=0 em (4.14).

Por outro lado
O=<u,Ry> = <u,(x—&)(x—&)—m >
= <u,x®— (& +&)v +E& —m >
= <u, (v —x1)(r —22) + (21 + 22)x — 2120 — (§&1 + &0) + &6t — 1 >
= v+ (v + 22 — (&1 + &0))ur + (§o&1 — m — 2172)ug
= v+ [(21 + 22 — & — &) + &1 — m — T1w2]ug

= v+ [(#1 + 22)&0 — (&5 + m) — z132]ug;

e, portanto, ug esta perfeitamente determinado pelo conhecimento de &, 1 e xo. De (4.21)
e (ii) temos univocamente determinados os momentos u,. Desta forma construimos (R,,).

Conclusao

Cada ug e & determinam univocamente duas sucessoes (a,) e (b,) e, portanto, uma e
uma s6 S.P.O.M., (R,,), sempre e quando |d,+1| # 0 para todo o n € IN. g

4.1.3 Caso (iii)

Vamos estudar um caso limite do anterior; este problema foi ja estudado por P.Maroni
em [84].

Teorema 4.1.3 (Maroni,1991) Sejam v uma funcional de momentos reqular e x1 € C;
para que a funcional linear u definida por v = (x — x1)%u seja reqular é necessdrio e
suficiente que

|dns1]| # 0, para todo o n € N

onde d,, € a matriz

. 1 ) 1
/Pn'H(Il’ _(ﬁo—zl)uo) P/"(xl’ _(ﬁo—lﬂﬂl)uo)
(&0 = 21) Py (21 — g —amyan) T Pra(1) (S0 — 21) Pr(@0s — gayay) + Pnl@1)
A S.P.O.M. associada a u vem dada por
Ry io() = Ppyo(x) + by Pria(x) + anPp(z) , n > =1, (4.23)

onde
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b - Pro(a1; _%)
ol = gt (Eo—z1)uo 494
[ an 1 " [ (& — xl)Pr,LJrz(xl; —m) — Ppia(xy) ( )

Os coeficientes da relagdo de recorréncia dos R, estao relacionados com os de (4.3) pelas
sequintes formulas

&nt1 = Bny1 — (bp —bpq) , n>—1 (4.25)
e
Mn+1 = Z::;’yn—l ,n=>2
ne=y+b_1(60—&)+a_1—ap (4.26)

m ="y +bo(f1 — &) +ap —ar.

Demonstracao

Como (P,) é uma base do espaco IP, temos que R, 2(7) = P,y2(x) + S04 aniPr(2),

onde os ay,; vém dados por
<v,PE>anr = <u,(x—21)*Ryob >
0,se k=0,1,...,n—1
= <u,(r—121)?Ry2P, >se k=n :
<, (x —21)?RpyoPry1 >se k=n+1

e, portanto,

Rio(z) = Poya(z) + by Poyr () + an Pr(x), (4.27)
onde b, = ay pn+1 € a4y = Ay p; tem-se regularidade para v quando e s6 quando a, # 0 (pelo
teorema 1.1.14).

Determinemos b, e a,,:

— Substituindo x por z; em (4.27) e subtraindo de (4.27) a equagao encontrada vem

Rii2(2) = Rpsa(71) = (Poga(2) = Paya(21)) 4 bu(Prga (2) — Pasa(21)) + an (P (x) — Po(21));
que dividida por x — x; toma a forma

Rpyo(7) — Rypo(z1) _ Poyo(w) — Pyya(21) b Pri1(x) — Poyi(21) Ta Po(z) — Py(21)
T — T T — T " T — T " T — T '

(4.28)
Aplicando a funcional regular v a ambos os membros de (4.28) obtemos sucessivamente

<, Bni2(@)=Rnia(21) - _ - v, Pnia(@)=Pnia(@1) +b, < v, Pri1(@)=Pnir(@1) +

T—T1 T—x1 T—T1 P P
a, < v, L@=ru@)

T—x1
1)

<, (x — 1) (Rpyg2(x) — Ryya(x)) >= P7§+1(x1) + b, PV (21) + anP,(LI_)1 (x1), n € IN;

e, portanto, como x — xy = (z — &) +(& — x1), temos
———

=Ri(z)

— (&0 — 1) Rusa(z1)up = PV, (21) + 0, PV (21) + a, P, (31). (4.29)
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Por outro lado, derivemos a equagao (4.27) e tomemos x = x1, i.e.,
Ry o(w1) = Py yo(@1) + 0o Py (1) + an P (1)
Assim,

Rupa(z) — Rppa(z1) — (2 — 21) Ry, 9(21) = (Prya(®) — Poga(z1) — (2 — 21) Py o(21))+
bu(Pri1(z) = Poyi(z1) — (2 — 21) P4 (21)) + an(Po(z) — Po(21) — (7 — 21) Py (21))

e dividindo ambos os membros desta igualdade por (z — 1)?

v obtemos

e aplicando a funcional linear

—Ruya()to + (21 = Go)uo Ry (1) = (P (1) + bu(PV) (1) + an(Pet)) (1) (4.30)

Substituindo em (4.29) e (4.30), Rn42(z1) e R, 5(x1) por

Ruya(x1) = Poya(21) 400 Pogi (21) 40, Po(21) € By, (1) = Py (1) 40Py (71) 40, Py (1)

obtemos as seguintes expressoes

(€0 — @1)toProsr (1) + PO (@) + (€0 — 21)uoPa(1) + PV (21))an = —(BE) (1) +
(fo - xl)UOPn—i—Q(xl))

(PIY (1) + (S0 — 1) Py (21) 4 Praa (1)) uo) b+
«ﬂlﬂ> + (€0 — 21) Py (1) + Pa(@1))ttg)an =
(P (1) + (21 — &) Phya(w1) — Paya(1))uo)

consequentemente, temos (4.24).

Determinagao dos coeficientes da relagao de recorréncia (4.4):

— Sustituindo R, em (4.4) por P,.1(z) + b, P, (z) + a,P,—1(x) e aplicando a relagao
de recorréncia (4.3) obtemos

2(Poy1(x) + by Po(x) + anPr1(7)) = (Poyo(2) 4+ bpy1 Pt (2) + a1 Po(2))+
§n+1( n+1( ) + ann(x) + anPn—l(x)) + 77n+1(Pn($) + bn—lpn—l(x) + an—lpn—Q(x))

(Pn+2 + ﬂn+1Pn+1 + P)/n+1Pn) + bn71<< n+1 + ﬁnP + fYnPn 1))
anfl((Pn + 6nflpnfl + anlpnf2>> = Pn+2 + (b + £n+1) n+1 + (an + énJrlbn 1 + 7]n+1)P
(gn—i-lan—l + nn+1an—2)Pn—1 + 77n+1an—2pn—2

e por comparacao dos coeficientes dos P, com k=n—2n—1nn+1

(@) Npt1 = =2 Yn-1, 1 > 2
(b) bnflfyn + anflﬁnfl = €n+1an71 + nn+1bn727 n>0

(C) Tn+1 + bn—lﬂn + ap_1 = a, + €n+1bn—1 + Nn+1, T Z 0
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(d) &1 = Pns1 — (by —bp_q), n>—1

Determinemos as condigoes iniciais:

Como < u, Ry >=0¢e Ry(z) = x — &, temos que
Uy = &)Uo. (431)

Se substituirmos R; por P, + b_1 Py, ou por P, + (By — &), em < v, Ry > obtemos b_; =
&0 — Bo; logo b_; é dado.
Se tomarmos n = 0 em (c) entao

=y ~+b_10y —ao — &b (4.32)

Assim, se conhecermos & temos 7; perfeitamente determinado; mas, de (d) tiramos que
& = 01— (bo —b_q), i.e., & depende de by, que é um dado— basta tomar n=0 em (4.24).

Por outro lado

O=<u,Ry> = <u(z—&)(r—&)—m >
= <u,2? = (& + &)+ &k —m >
= <u,(x—2) 4 21 — 22 — (6, + &)x + Eoby — 1 >
= vo + (221 — (&1 + &))ua + (S0 —m — 27)ug
= v+ (221 — & = &)éo + &o&t —m — aF)uo

= o+ (2218 — (& + m) — x7)uo;

e, portanto, ugy estd perfeitamente determinado pelo conhecimento de &y e z7. De (4.31) e
(iii) temos univocamente determinados os momentos u,. Desta forma construimos (R,,).

Conclusao

Cada ug e & determinam univocamente duas sucessoes (a,) € (b,) e, portanto, uma e
uma s6 S.P.O.M., (R,,), sempre e quando |d,,| # 0 para todo o n € N — {0}. ¢

4.2 Estabilidade das Funcionais Semi—Classicas

Vamos analisar o terceiro problema, que é o de verificar como varia a classe de uma
S.P.O.M. semi—classica por uma modificacao inversa polinomial sobre a funcional que lhe
estd associada. E evidente que estas modificagcoes mantém o caracter semi—classico da
funcional, pois se v é a funcional de momentos semi—clédssica de classe s associada a (P,),
existem v € IPs1; e ¢ € P o tais que
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D(¢v) = v (4.33)

verificando a condig¢ao (2.16); entao, u : v = p(x)u verifica

D(pou) = pyu; (4.34)
logo u é semi-clédssica de classe quando muito s + gr(p). Para estudarmos a classe da nova
S.P.O.M., (R,), associada a u, basta estudar a seguinte equacao funcional obtida de (4.34)

T Mmy

D(¢u) —pu=—p~'p'ou+ Y Y Nixdi (4.35)

i=1 k=1

onde YI_; m; = gr(p).
Estudemos somente os casos dados na sec¢ao anterior, i.e.,
(a) p(a) = v —
(b) p(z) = (r — 21)(z — 22)
(c) p(r) = (x —21).
Em (a), temos dois casos a considerar:

1. se x1 é raiz de ¢, entao u verifica a seguinte equacgao distribucional

D(¢u) — Ypu =< pu,1 > 6,,; (4.36)

logo, u é uma funcional de momentos semi—classica de classe s quando, e s6 quando,
< Yu,1 >=0;

2. se 1 nao é raiz de ¢, entao u é uma funcional de momentos semi—classica de classe
s+ 1.

Em (b), temos trés casos a considerar:

1. se x1 e x4 sdo raizes de ¢, entao u verifica

D(¢U)—(¢—p')u _ < (‘b + (l‘ —2x1 — xz)lﬂ)u, 1 >(5x1+< <¢ + (JJ — xl)w)% 1>

To — T To — 1

Ouy

logo é uma funcional de momentos semi—classica de classe
(a) s+2 se < (d+ (r—221 —22)V)u, 1 >£0 e < (¢p+ (x—x1)Y)u, 1 >#0
(b) s+ 1 se <(¢p+ (x—2x1 —x2)p)u,1 >=0 ou < (p+ (x —x1)Y)u,1 >=0
(c) s se <(p+(x—2r1 —x)Y)u,1 >=0 e < (p+ (x —x1)Y)u,1 >= 0;

2. se xy é raiz de ¢ e xo ndo (ou xs é raiz de ¢ e x; ndo), entao u é uma funcional de
momentos semi—classica de classe compreendida entre s +1 e s+ 2.
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3. caso contrario v é uma funcional de momentos semi—classica de classe s + 2.
Em (c), temos trés casos a considerar:
— x1 é raiz dupla, ou raiz simples ou nao ¢é raiz de ¢.

Estes casos correspondem aos tratados no tipo anterior.

4.3 Um Exemplo de Problema Inverso

Na primeira seccao estudamos o seguinte problema:

— Dada v, funcional de momentos regular, e (P,) a S.P.O.M. que lhe estd associada,
determinar sob que condigoes u definida por v = (x — x1)u é regular.

Vimos também que, nesse caso, a S.P.O.M. que lhe esta associada verifica

R.(x) = P,(z) + 0,P, 1(x), ne N (4.37)
onde (0,) C IR.

Aqui vamos estudar um problema inverso deste, i.e.,

dada a S.P.O.M. (P,) associada a uma funcional v, e (R,,) uma S.P.M. que verifica
(4.37)

1. Determinar sob que condigdes (R,) é uma S.P.O.M. e determinéd-la
2. Relacionar, nesse caso, as funcionais que lhes estao associadas

3. Determinar (R,,) no caso em que (P,) é uma S.P.O.M. classica.

Comecemos por dar a seguinte defini¢ao

Definigao 4.3.1 Dizemos que (R,) é compativel com a S.P.O.M. (P,) se estiverem rela-
cionados por uma férmula do tipo (4.37). Neste caso a (R,,, P,) chamaremos par compativel.

Como exemplo de S.P.O.M. compativeis temos as ja mencionadas na seccao IV.1.1.

Assim, o nosso problema pode reescrever-se na seguinte forma:

1. Determinar dentre todas as S.P.M. compativeis com uma dada S.P.O.M. aquelas que
sao S.P.O.M. e defini-las

2. Relacionar, neste caso, as funcionais que lhes estao associadas

3. Determinar as S.P.O.M. compativeis com as classicas.
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Comecemos por resolver as duas primeiras questoes:

3 /
— Sejam (ay,) e (),
Tentemos expressar «, em termos dos o, i.e.,

/
Op = Z /\n,kaka
k>0
onde
Ak = <, Rp >=< g, Py —opPr1 >=
1,k=n
= —Opt1,k=n+1
0 , caso contrario
e, portanto,

/ /
Qp = Q) — Opy1Qy,,q , 1€ IN.

92

), as pseudo-bases associadas a (P,) e (R,), respectivamente.

(4.38)

Pela alinea (c) do teorema 1.3.2, (R,) é uma S.P.O.M. associada a u quando, e s

(4.39)

quando, o), = <UR§2>u para todo o n € IN; e portanto (4.38) pode ser reescrita na forma
Pn Rn Rn+1
v = —Opi1—————)u ,n € N,
<v,P?> <<u,R$L> ”“<u,R,%+1>> :

Procuremos relacoes entre os parametros das relagoes de recorréncia

2Py () = Pogr () + BuPo() + 1 Poa(2)

JJRn(l’) = Rn+1(£) + fan<x) + 77an71<$>'

(i) Multiplicando escalarmente (4.39) por xP, 1 obtemos sucessivamente

< <v:PE>IP”+1 Z=< U <<u,R%> On+1 <u,R3L+1>)xPn+1 >
= SwrBabopi> 5 <wsBagaPpi>
Yn+1 <u,R2> n+1 <u’R%+1>

Mas de (4.37) tiramos que

Pn = Rn + Uan—l + O-no-n—an—Z +...+ H UiRO;

=1

e portanto

(4.40)

(4.41)

(4.42)



CHAPTER 4. MODIFICACOES INVERSAS POLINOMIAIS 93

_ <'U«7IRn(Rn+1+0'n+1Rn+Un0'n—1Rn—2+n-)>_
Tn+1 = <u,RZ>

<uaan+1(Rn+1+an+1Rn+---)>
Tnt1 <u,RZ >

_ 2
= N1+ Opt1én + Ont10n — Opg1€nt1 — Opn+1s

ie.,

Th+1 = Yn+1 + Jn-i-l((fn—i-l - fn) + (Un—i-l - Un)) y € IN. (443)

(ii) Multiplicando escalarmente (4.39) por x P, obtemos sucessivamente

ﬁ _ <uzRp(RntonRn_1+..)> o <u,xRp+1Rp>
no <u,RZ> (N

= fn - (Jn+1 - Un)

ou seja,

&n =B+ (Ons1 —0n) ,n €N (4.44)

Substituindo (4.44) em (4.43) encontramos uma representacao para 7, em termos de
(0n) € (Bn). De facto,

N1 = Yn+1 + Ont1(Bns1 — Bn) + (Ons2 — 0ns1)) , n € N (4.45)

(iii) Multiplicando escalarmente (4.39) por z P, 2 obtemos sucessivamente

xR,

0 = <u, <u,R2>

(Rn+2 + UnJrQRnJrl + Un+2an+1Rn + O'n+20'n+10.anfl> > =
<u,xRpn41(Rnt24+0nt2Rnt1+0n420n41Rn)>

<u,RZ >

On+1

= 0+ Ont2Mn+1 + O-n+20-n+1§n + Opy20n 10—
2
On+1Tin+2 — O-n+20-n+1§n+1 - Jn+20n+1

= 0n+2[0n+1<5n+1 - fn) + (0n+1 - Un)] + (0n+277n+1 - Un+177n+2)a

e, aplicando (4.43), a anterior expressao toma a forma

Ont2(Mnt1 — Yns1) T (Cni2n1 — Ongilng2) = 0,
ou seja,

On
Mn+2 = —0_7—’_27”_’_1 ,n e IN. (446)

n+1



CHAPTER 4. MODIFICACOES INVERSAS POLINOMIAIS 94

Os parametros da rela¢ao de recorréncia (4.41) estao determinados pela sucessao (o).
Verifiquemos que esta sucessao depende somente dos dados:

— Substituindo (4.44) em (4.43) e tendo em conta (4.46) obtemos

(Onao — ony1) + (Bnsr — Bn) + (

On+1 Onp
donde
Onso+ Bor + 0 — o+ 8+ L neN. (4.47)
On+1 01

Com o objectivo de obtermos uma representacao para o,, vamos resolver o segundo prob-
lema, i.e., relacionemos as duas funcionais de momentos, v associada a (P,) e u associada

a (Ry)*:
Tomando n = 0 em (4.39) obtemos sucessivamente

v 1 Ry

<v,1>:(<u,1>_01<u,R%>)u

<u,1> o1
v=(1——R))u

<wv,1> m

<u,l> [ &l

———v =g — o1x — giéolu

771<v,1> m 1 150

m<u, 1> m

01<U,1>U_(x (€0+01))u'

Mas, m1 = 71 + 01((61 — Bo) + (09 — 01)); consequentemente, a tltima expressdo toma a
forma

<u,l>
~(E (=B + (2= o)) v = (= (4 B+ o),
o1 <v,1> ozl
ou seja,
v u
——— = (= ) —, 4.48
C<v,1> (z €><u,1> ( )
onde c=(og—01)+(B—F)+ 2L e {=0o+ i+ 2
Do teorema 4.1.1 obtemos a seguinte representagao para o,
Pn+1(£; l)
Op=———+7-, nelN. (4.49)
P.(& 1)

Em conclusao:

2Este estudo poderia ser feito baseado na técnica apresentada por A.Iserles, P.E.Koch, S.P.Ngrset e
J.M.Sanz—Serna em [59]; mas aqui vamos ver que podemos utilizar os resultados obtidos neste capitulo.
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Teorema 4.3.1 Seja (R,, P,) um par compativel; (R,) é uma S.P.O.M. quando, e sd
quando,

ou
o, #0, neN

estd definido por (4.49), onde § = o2+ i+ 2t e c= (02 — 01) + (b1 — o) + 1.
Neste caso os coeficientes da relagio de recorréncia satisfeita pelos (R,) vém dados por

gn = 571 + (O-n-‘,-l - Un)
, nelN.

Mn+1 = Ynt1 T Un+l((5n+1 - 5n) + (Un+2 - Un+1))

Observacao

Necessitamos conhecer o; e 0o para definirmos a nova S.P.O.M., pois neste caso as
funcionais de momentos que lhes estao associadas verificam (4.48) (ver teorema 4.1.1).

Damos, de seguida, uma demonstracao alternativa deste resultado:

— Multipliquemos (4.37) por x e apliquemos a relagao de recorréncia (4.40)

an = (Pn+1 + ﬂnPn + 'VnPn—l) - Un(Pn + ﬁn—lpn—l + 'Vn—an—Q)

= Pn+1 + (ﬁn - Un)Pn + ('}/n - O'nﬁn71>Pn71 + (_O'n’Ynfl)Pan-
Apliquemos agora (4.42) a esta tltima equagao

an = Rn+1 + Un+1Rn + Un+10an—1 +...+ H?jll O-iRO)+

(
(/671 - Un)(Rn + O'an,1 + O'no'nfanfZ +...+ H?:l UiR0)+

(fYn - O-nﬁnfl)(Rnfl + O-nfanfQ + O-nflaanRnf?; + ...+ H?:_ll UZRO>>+
(=03 Vn-1)(Rn—2 + On—2Rn_3+ ... + [[}2F 0:Ry)).

Uma condigao necesséria e suficiente para que (R,,) satisfaga uma relagao de recorréncia
a trés termos é que

(i) fn:ﬁn+(0n+1_0n) , nelN
(ii) 7ns1 = Vo1 + Onp1((Bus1 — Ba) + (On2 — 0ng1)) ,m €N

(111) O - O'n—l{%m + O-n((ﬁn - ﬁn—l) + (Un+1 - Un))} - OnYn—1,MN Z 2

(iv) TTimy oi{onsr + (Bn — on) + (22 — Bo1) — =2} = 0 para todo o n > 1,
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que coincidem com as condic¢oes encontradas anteriormente.

Tendo em atengao o teorema 4.3.1 e a equagao (4.48) podemos formar todas as S.P.O.M.
compativeis com as S.P.O.M. cléssicas:

— De facto, basta definirmos as sucessoes (0,,) nao nulas verificando (4.49); e, portanto,
necessitamos somente conhecer P{V(¢). Mas de [30, pg.86] sabemos que

PO(E) = Pua©) (1 Ly I

AE) & P(g)]?(g)) . neN;

e os polindmios (P,) cldssicos estao perfeitamente determinados pelas férmulas deduzidas
na seccao 3.1 do capitulo II.

4.4 Segundo Exemplo

Seguindo o mesmo raciocinio da sec¢ao anterior, estudemos o seguinte problema

estudar as S.P.M., (R,), compativeis de ordem dois com (P,), onde (P,) é uma
S.P.O.M., i.e., estudar as S.P.M. que verificam a seguinte equagao

Ri2(x) = Pyyo(x) + 0py1 Poya(z) + o Po(x) , m € N, (4.50)
onde (0,,), (7,) C R.
Como exemplo de S.P.O.M. compativeis de ordem dois temos as ja mencionadas na
secgao IV.1.2. e IV.1.3.

Assim, o nosso problema pode reescrever-se na seguinte forma:

1. Determinar dentre todas as S.P.M. compativeis de ordem dois com uma dada S.P.O.M.
aquelas que sao S.P.O.M.; e determina—las

2. Relacionar, neste caso, as funcionais que lhes estao associadas.

Comecemos por resolver a primeira questao:

— Sejam () e (o)) as pseudo-bases associadas a (P,) e (R,,), respectivamente. Ten-
temos expresar «,, em termos dos o/, i.e.,

/
Qp = Z /\n,kaka

k>0

onde
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Mg = <o, By >=< g, Py + 04151 + T2 P9 >=
1,k=n
on,k=n+1

Tn, k=n-+2

0 , caso contrario

e portanto

U = ) + 0nQy g + Ty , 1 € IN. (4.51)

Pela alinea (c) do teorema 1.3.2, (R,) é uma S.P.O.M. associada a u quando, e s

quando, o), = <UR£2>u para todo o n € IN; e portanto (4.51) pode ser reescrita na forma
Pn Rn Rn+1 Rn+2
V= + o, T u,n € N. 4.52
<wv,P?> (<u,R,%> <u,R%., > <u,Ri+2>) (452)

Antes de determinarmos relagoes entre os coeficientes das relacoes de recorréncia das
S.P.OM. (P,) e (R,)

zP,(x) = Pyi1(x) + BnPu(z) + v Poo1(2) (4.53)

TR, () = Ryv1(x) + &Ry () + 0 Rp—1 (). (4.54)

vamos dar uma relacao que elas verificam?
Prio(z) = Ruso(2) — 0ng1 Ry () — (T — 0n0nt1) Ru(2)+ (4.55)
(Un+lTn—1 + Un—l(Tn - O-no-n—&—l))Rn—l(l') + Qn—Q(x) , N € Na '
onde ¢,_» € IP,, _».

(i) Multiplicando escalarmente (4.52) por x P, obtemos sucessivamente

/8 _ <’LL,IRn(Rn—O'n_1Rn_1+...)> +U <u,zRp41Rn>
no— <u,R2> n <u,R%+1>

= én —Op-1+ 0y,
ou seja,

gn = ﬁn - (Un - O'nfl) , N & IN. (456)

30Obtem-se directamente de (4.50).
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(ii) Multiplicando escalarmente (4.52) por 2P, 1 obtemos sucessivamente

<u,xRp Pn41> <u,xRp41Ppi1>
1= —p3< — + o) ——Hr———— + T,
In+ <u,R2> nT<u,RE > n

Mas, de (4.55) tiramos que

_ <u,zRp(Rp+1—0nRn—(Tn—1—0nopn—1)Rn_1+...)
Tnt1 = <u,R2>
<u,an+1(Rn+1faan+...)>
On <u,R%+1> + T

= Tn+1 — O-ngn - (Tnfl - O-nflo-n) + Ty + Un(nn+1 - Un)y

ie.,

Yn+1 + O-nﬁn — Tn + Th—1 ne IN. (457)

Mh+1 = 1 + o )

(iii) Multiplicando escalarmente (4.52) por z P, 2 obtemos

0= —On+1Tn+1 — (Tn - Unan—i-l)fn + 0n+lTn—l+
O'nfl(Tn - 0n0n+1) + an(nnJrQ - O-n+1£n+1 - (Tn - Un0n+1)) + Tn(€n+2 - 0n+1)7n S IN.

Aplicando (4.57) e (4.56) a anterior encontramos uma equagao que nos da o, e 7,
em funcao dos dados.

Com o objectivo de obtermos uma representagao para os o, e 7,, vamos resolver o se-
gundo problema, i.e., relacionemos as duas funcionais de momentos, v associada a (P,) e u
associada (R,):

Tomando n = 0 em (4.52) obtemos

(% o)) T0 u
— = (14+—R R 4.58
<v,1> ( +771 1+7]2771 1)<u,1>’ ( )

que ¢ uma modifica¢ao do tipo ja estudado (ver teorema 4.1.2 e 4.1.3).



Chapter 5

Problemas Inversos Diferenciais

Os problemas que aqui vamos estudar foram motivados pelos trabalhos de J.Shohat
(ver [96]), S.Bonan, D.Lubinsky e P.Nevai (ver [18] e [19]) e P.Maroni (ver [81] e [84]).

De facto, foi Shohat quem propos este tipo de problemas, ao afirmar em [96, 1.16,pg.405]
que se conhecermos os A, da férmula de estrutura de segundo grau, (5.54), podemos
determinar os coeficientes da relacao de recorréncia da S.P.O.M. (P,), i.e., caracterizar
(P,). O objectivo desse trabalho, era o de dar um método construtivo de geragdo de
equagoes diferenciais de segunda ordem que as S.P.O.M. (P,) associadas a uma fungao
peso p, tal que

(Ap)' + Bp =0
para algum A,B € IP, verificam. No decorrer desse trabalho provou que essas S.P.O.M.
verificavam

e uma férmula de estrutura de primeira ordem (ver (2.3))

e uma férmula de estrutura de segunda ordem (ver (2.39)).

Em 1979 P.Nevai (ver [87]) conseguiu determinar, a partir do conhecimento dos coefi-
cientes da relagao de recorréncia que a S.P.O.M. (P,) verifica, a fun¢ao peso a respeito da
qual estes sao ortogonais; abrindo assim caminho para o estudo dos

Problema Inversos Diferenciais

a partir das formulas de estrutura de primeira e segunda ordem determinar a fun-
cional de momentos (fungdo peso, no caso definido positivo) que lhe estd associada,
bem como os coeficientes da relacao de recorréncia.

Comegou por provar que, (P,) é uma S.P.O.M. verificando uma relagao de estrutura do
tipo (5.38) quando, e s6 quando, a fungao peso a respeito da qual ela é ortogonal é dada
por

c

sk 2
4(:U—b) ——(z—=0b)),zeR

p(x) = D exp( 5

99
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onde a,b,c,D e K sao constantes reais.

Mais tarde (ver [19]) Bonan Lubinsky e Nevai caracterizaram completamente as S.P.O.M.
(P,) e (R,) relacionadas por

n—j+p

Q)R (z) = > conPu(2) (5.1)

k=n—j—s

onde () ¢ uma fraccao racional e os ¢, sao reais tais que ¢, = 0 se k < 0.
Esta caracterizagao foi obtida a custa das transformadas de Fourier.

Pode ver—se que o polinémio que aparece no numerador de (), que notaremos por ¢,
tem um papel fundamental. De facto, (5.1) é equivalente a (5.6).

Se, por exemplo, considerarmos a relacao

n—j+p

¢(x)RYL(x) = Y o) Pu(x)

k=n—j—s

satisfeita pelas S.P.O.M. (P,) e (R,), entdo derivando j vezes a relagdo de recorréncia a
trés termos satisfeita pelos R,, tiramos que

n+p

@) R, () = Y alLPula).

k=n—s

Praticamente na mesma altura P.Maroni caracterizou de uma forma sisteméatica as
S.P.O.M. que verificam uma férmula de estrutura de primeira ordem que sao, como se
sabe, as S.P.O.M. semi—classicas.

E importante realgar que em [19] se pretendia generalizar a classe das S.P.O.M. semi-
classicos— o que na verdade nao foi conseguido.

Em 1991 P.Maroni (ver [84]) tentou, em vao, caracterizar as S.P.O.M. semi-cldssicos &
custa de uma férmula de estrutura de segunda ordem.

Uma primeira resposta, ainda que parcial, a esta pergunta foi dada em 1992 por
M.Alfaro, A.Branquinho, F.Marcellan e J.Petronilho em [2].

Organizacao do Capitulo

Neste capitulo vamos comegar por generalizar os resultados de [19], para o caso em que
(P,) é uma S.P.O.M. associada a uma funcional de momentos regular, ndo necessariamente
definida positiva. Determinaremos relagoes que nos permitirao calcular os coeficientes das
relagoes de recorréncia satisfeitas por (P,) e (R,,). Ainda na sec¢ao 1 estudaremos alguns
casos particulares deste problema.

Seguidamente— na seccao 2— daremos uma nova caracterizagao para as S.P.O.M. se-
mi-cléssicas (ver teorema 5.2.1).
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Como existem S.P.O.M. relacionadas por férmulas de estrutura de segunda ordem do
tipo (5.67) (ver (2.76)) tentamos caracterizar as funcionais de momentos que lhes estao
associadas, como pode ser visto na secgao 3.

Nas secgoes anteriores verificAmos que as funcionais lineares sao modificacoes racionais
uma da outra, reduzindo—se estes problemas aos ja estudados nos capitulos anteriores. As-
sim, daremos na seccao 4 uma aplicagao dos resultados deduzidos neste capitulo, aprovei-
tando alguns exemplos dados anteriormente— resolvendo assim um problema proposto
por L.L.Littlejohn em [72]. O problema que pretendemos resolver vem no seguimento de
um trabalho que Littlejohn vem realizando, tentando relacionar dois problemas de grande
importancia nesta teoria

1. Classificar todas as equagoes diferenciais do tipo (2.37) tendo como solugoes S.P.O.M.

2. Classificar todas as equacoes diferenciais do tipo

S0 = Auy(a) (52)

=0

onde b; € IP, tendo como solugoes S.P.O.M..
Recentemente, L.L.Littlejohn, K.H.Kwon, J.K.Lee e B.H.Yoo (ver [69]) provaram que

(P,) é uma S.P.O.M. verificando (5.2) com n = 2r! quando, e s6 quando, existirem
r 4+ 1 funcionais de momentos, (7;)!_,, tais que 7, ndo é a funcional nula e

S <, POPY >= M5y, n€N, (5.3)

m
=0

onde M, sao constantes. Além disso, podemos exigir M, # 0, n € IN, se necessario.

Assim este problema encontra—se relacionado com outro que ja aqui falamos:

— Dadas k funcionais de momentos, (u;), que condi¢bes temos de impor para que
k; .
> j—1uj seja regular.

Note-se que (5.3) se pode reescrever na forma < w,P,P, >= M,0,,,; € a custa
de w podemos definir uma forma bilinear simétrica, B, de forma que seja auto—adjunta
relativamente a ¢"*2, i.e.,

B(t™f,9) = B(f.t""g) , f,geP
a respeito da qual (P,) é uma S.P.O.M. (ver [41]).

'H.L.Krall provou que se (5.2) possui como solugoes uma S.P.O.M., entdo esta terd que ser de ordem
par (ver [66]).
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Poderfamos ainda analisar o seguinte problema?:

— Sejam (P,) e (R,,) duas S.P.O.M. associadas a v e u, respectivamente e relacionadas
por

n Pl (:L,)
Ry(z) = > anp—t= (5.4)
e k+1

t
com a, - # 0 para algum n € IN.

Determinar que relacoes existem entre as funcionais v e u?.

Facilmente se verifica que (P,) é uma S.P.O.M. semi—cléssica, de classe quando muito
t; entao, pelo teorema 5.2.1, sabemos existirem polinémios ¢ e 1 tais que

n+t+1
S(2) P (2) + (@) P (@) = Y0 Aapli(z) .
k=n—t+1

Derivando (5.4) e aplicando esta rela¢ao, obtemos

n—+s

P(@) R (2) + (@) Ra(z) = 3. cnpPu(2) (5.5)

k=n—2t

que é uma relacao do tipo ja estudada.

2Generalizagao do proposto por A.Iserles, P.E.Koch, S.P.Ngrset e J.M.Sanz—Serna em [59].
3Pois, se R,, = P,, vé-se facilmente que (P,) é uma S.P.O.M. semi-cléssica.
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5.1 Tipo Szego e Karlin

Vamos comecar por definir o conceito fundamental deste capitulo:

Definigao 5.1.1 Sejam (P,) e (

e (R,) duas S.P.O.M. associadas a u e v, respectivamente, e
¢ € IP,; entdo, dizemos que (P,

R
R,) é um par (s, p)-compativel se

n—+p
o) R4 (7 Z Mk Pe(x) ,n > s
k=n—s
(5.6)
/ jay
gb( Rn+1 Z Ankpk 0 S n S S.

Caracterizemo—las.

Teorema 5.1.1 Se (P,, R,) € um par (s, p)—compativel, entio as funcionais de momentos
que lhes estao associadas verificam

o(x)u = h(z)v (5.7)

onde h(x) € um polindmio dado por

h(z) =< uy, oY) K (2, y) — P(a) K3 (2, y)] >

n
K r S) Z g R A
Além disso, v € uma funcional de momentos semi—cldssica.

Demonstracao

Sejam (av,) e (o) as pseudo—bases associadas a (P,) e (R,,), respectivamente. Tome-se

D(¢ay,) = Zan]a (5.8)
3>0
onde
an; = < D(¢an),R; >
= — < an,oR; >
= =P Nk < ap, P>
De (5.6)

0,j—s—1>nouj+p—1<n

~Aj—in,n—p+1<j<n+s+1
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e portanto (5.8) pode reescrever—se na forma

n+s+1
D(¢ay) =— >, A-1ad ,nelN (5.9)
Jj=n—p+1
Como a,, = <uf3123>u eaqa; = <£%>v, obtemos
P,
D((?T]%U) = Ynnysi1V (5.10)

onde ¥y, nts+1 ¢ um polinémio de grau n + s 4+ 1 dado por
n+s+1
+s+ Rj

wn,n—i—s—l—l = - Z

R =
Pl AP <, R} >
Tomando n =0en =1 em (5.10) obtemos
D(pu) =< u,1 > 1)y 5410 (5.11)

Py
<u, P>

D(¢

Mas (5.12) pode ser reescrita na forma

U) = ¢178+2'U. (512)

PlD(QbU) + (bu =< u, P12 > w175+2v
e aplicando (5.11) concluimos que
Pu =< u, P} > 1 sp00— < u,1 > Piigsiq0,

ie.,

pu = Uy ov, (5.13)
onde ¥, 5 € P, 5 ¢ dado por

<, P} > gr0— < u, 1> Py ey (5.14)

Derivando (5.13) e aplicando (5.11), obtemos uma equagao diferencial distribucional
para v
D(Vs19v) =< u,1 > g s410; (5.15)

logo v é uma funcional de momentos semi—classica, de classe quando muito s. Mais ainda,
como u é uma modificagao racional de v, u é também semi-cldssica (ver [84]).

Se, em particular, tomarmos s = 0 em (5.15) concluimos que v é uma funcional de
momentos classica; e, portanto, u© é uma modificacao racional de uma funcional classica.

Se tomarmos u = v, de (5.11) tiramos que D(¢u) =< u,1 > 1y s11u; €, portanto, u é
uma funcional semi—cldssica, de classe quando muito max{p — 2,s}.
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Determinemos uma expressao explicita para W, o.

De (5.14)

\I/$+2 = <u, P12 > 1/}175_,_2— <u, 1> P177Z)0,s+1
2 <uP> +1
= =2 11<UR2 R+ X550 - 10<URz PiR;;

e de (5.6) tiramos que

<u,pR.>
Ao = “H
u,pR’,
Aj_11 = %
Portanto
U _ 542 Ri(y) p s+l R (y) R
st2(7) = =355 <wu, d(y )W>R( z) + Pi(x) 355 < u,¢(y )W> i()

R (y)R;(z) s+1 B ()R;(z)
= — <y, ¢(y) j+gm > +P(7) < uy, ¢(y) Zjié m >

0,1 0,1
= — <u, WK (vy) + P@) KLY (2,y)] >
onde u, significa que a funcional de momentos u actua sobre a varidvel y.
Assim, como h = V4,5 obtemos (5.7). g
Vamos ver, de seguida, que a equagao (5.9) contém toda a informagao sobre as S.P.O.M.

(P,) e (Ry), i.e., a féormula de estrutura é mais geral que as férmula de recorréncia a trés
termos que estao associadas a (P,) e (R,):

2P, (z) = Poi1(2) + BuPu() + v Po-1(2) (5.16)

2R, (x) = Ryi1(x) + &Ry () + 0y Ry 1 (). (5.17)

De facto, vimos ja que esta equacao admite a seguinte representagao

n+s+1 < P2
D(¢Pu) = —{ Y Ao uiRzR Ju,neN. (5.18)
Jj=n—p+1 <

(i) Multiplicando escalarmente (5.18) por R, ;52 obtemos

<v Rn+s+2>

P, / _
— < ¢u, <u7125> {R”+S+2 + an-i-S-i-?} >= = Ants M<u,RY L >

P, / -
< qu’ <u,£’%>{R"+3+2 + an—&-s—&-Q} >= >‘n+s,n77n+s+2-
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Analisemos o primeiro membro desta tltima expressao
< U, PyRyisyo > + < ou,a PRy o >=< Vo0, PoRyysi0 >+ < u, 0P, (0R), o) >=

_ <u,P?> <u,1> 2 n+s+p+1
=< v, (=Ass11 <0 RZ, > + )\S’OW)R vege >+ <u, v P (05T Mrsi o Pr) >=

. <u,P?> <u,1> 2
= ( )\3+1,1 <’U,R§+2> + )\S,O <U’R§+1>) < /U, Rn+s+2 > +)\n+s+1,n+1 < u P n+1 >

Dividindo ambos os membros desta tltima expressao por < u, P? >, e comparando
com a expressao acima, vem

B <u,PZ> <ud> \<UREL >
Antsnllnts+2 = (—>\9+1,17<U7R§+2> + As0 <v7R§+1>) <ups T Ants+1n+1Vn+1

n+s+2

_ Mk <u, P > <u,1>
)\n+s,n7}n+s+2 - /\n+s+1 n+1Vn+1 = ﬁnl ~i {_ s+1,1 s+2 + )\s 0 TT7s+1
i=1 "t k=1" k=1"lk
e portanto
n+s+2
—otn Tk A <u,P?>
_ — k=s42 _ As41,1<U, 1
)\n+s,nnn+s+2 )\n+s+1,n+1’7n+1 ?:1 i Nst2 + (5 19)

Aso <u,1>} . nelN.
Obtivemos assim 7,1 em funcao dos restantes elementos das relacoes de recorréncia.

(ii) Multiplicando escalarmente (5.18) por R, 541 obtemos

2
<0, Ry 1 o01> <vaRRL 0>

P, / _
< ¢u, w{Rnﬁﬂ + IR, o} >= A”“*’”W + Antsn—, NI

P, z P, _
< \Ils+2v7 <“71272L> Rn+s+l >+ < u, <u’p%>(¢Rn+s+1> >= )\n+s—1,nnn+s+1 + /\n+s,n€n+s+1
P _ P, n+8+p
< \IIS+2/07 <u,P7%>Rn+S+1 >=—-<Uu 7 <1:fp2 (Z )\n+s,kpk) > +
/\n+s—1,n77n+5+1 + >\n+s,n£n+s+1-
Assim,

<u, p2 < \1]3—1—21} P, Rn—l—s—i—l >= _)\n—l—s,nﬁn - )\n+s,n+1/7n+1+ (5 20)
)\n+571,n77n+s+1 + )\n+s,n€n+s+1-

Se calcularmos < W, ov, P, R, s11 > da anterior expressao, temos perfeitamente
determinada mais uma relagao entre os coeficientes de (5.16) e (5.17):
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< ‘113—0—2@7 Pan+s+1 >=<v, (Pn\I/s+2)Rn+s+1 >=

<u,PP> <u,P?>
= —Ast1,1 <v. Rz s <, (PyRsi2)Rnysi1 > —)\5,17@ RQL> <0, (PyRst1)Rugst1 > +
s

1 1 _
)\s,0<v<;72> < U, Pl(PnRs+1)Rn+s+1 > 410 ::’Rg; < v, PI(P.Rs)Ryysqr >=

<u,P?> 1 -1
= —As41, 1<vu372 <w, [T — (Xio & + X050 Bzt 4+ Rpyspn > —

<uP >
As, 1<UR72+1> <v, R >

1 —1
soﬁfl";j{p < v, Pzt — (S &G+ 2y B+ R > +

A

s— 10<vR2 <, Rn+s+1 >

— <u,Pf> <u,a"STIR, 40> <u,P?>
N ( >\S+11 +As o<ul >) <u,R7L > T ()\S'H’lA”’S %+2%+1+

2
<u,R; ., >

<uP > <u,1> )
)\5,17%+1 +A10 <u, 1> =X 0(An_1,5-1 + Bo) Yo ) <u, 2>

onde A, = Y50 &+ S0 B

Como

n+s+1 n+s+1

2
< U,.Tn+s+ Rn+s+1 > .
- uw R > —||77z‘§ &,
P st i=542 i=0

obtemos, depois de alguns célculos, que (5.20) toma a forma

Hz—&-s—‘r; M n+s+1
s+ {B Z 5@ + Cnns+1} - n+s,nﬁn - )\n+s,n+17n+l+ (5 21)
i=1"7 :
)\n+571,n77n+s+1 + )\n+s,n£n+s+1-
onde
B, = _As+11<uP > +>\30 <u,l>
_ <u,PZ> <u,PZ>
On_As+l,1Ans,y+27+1+)\, ’Ys+11 +)\s 10<U1>_

/\S,O(An 1,5— 1+ﬁ0)<u 1>'

Vs+1
Obtivemos assim /3, em funcao dos restantes elementos das relagoes de recorréncia.

(iii) Multiplicando escalarmente (5.18) por xR,,_,1 obtemos
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<u,P"¢(;BR;L_p+1+Rn,p+1)> <U,$Ri_p+l>

<'nyRn—p+2Rn—p+1>
+ >\n—p+1,n

<u7P7’2L> - )\n_pm/ <U7R$L*p+l> <’U7R37.7P+2>
n —
<u,zPpn Zk:n—p—s An—p,k Pr> n <u,pn¢(xn7p+1_2?:op LanTP4.)> A\ g 4 A\
<u, P> <u,P2> = An—pnSn—p+1 T An—ptln

e, portanto,

n—p n
(n—p+1)(B.— 5n—p+1)¢p = ¢p(z & — Zﬁﬁ = Pp—1+ Anptin — An—pn—1 (5.22)
=0 i=0
onde ¢; é o coeficiente de ordem i do polinémio ¢.

5.1.1 Caso Particular: Tipo S.Belmehdi

O estudo das S.P.O.M. semi—cldssicas de classe 1 foi feito por S.Belmehdi em (ver [11],
[12] e [13]). Aqui, vamos somente estudar o caso particular em que a S.P.O.M. (P,) verifica

P, (x) = (n+1)P,(z) + ans1Pooi(z) ,n e N (5.23)
P,=R,
que corresponde ao caso { p=10
s=1

De seguida estudaremos os pares (1,0)—compativeis, i.e., as S.P.O.M. (P,, R,,) verifi-
cando

R, (z) = (n+1)Py(z) + ans1Ppi(z) , n e IN. (5.24)

Teorema 5.1.2 Seja (P,) uma S.P.M. verificando (5.23); entao, ela é ortogonal sem-
pre que os coeficientes da relagao de recorréncia satisfeita pelos P, (5.16)— B, € Yn—
satisfizerem

- Apy2 — An41
ﬁn-‘rl ﬁn - n+ 1

g2 (Brge — Bn) = (N +2)Ynp1 — (N4 Dynge € IN. (5.25)

(n4+2Yn+3 — Ont3Yn+1 = 0

onde (ay,) verifica as sequintes relagoes
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2k +2 % i Vi i — Qv Qipe — Qiga
ol — ok
@ngllzi a Z} itz a1 ) e
2k +1 as L ay 7 (5.26)
271+ (a4 3 o

P (271 + 5 (a5 + 3a2)) 1;[2 2%—1  “a

2k71 . — . . p— .

Z (az+3? Aj42 + a’z+2. a’L+1) se n—9%% —1

= 1+ 2 1+ 1

e k€ IN.

Neste caso, a funcional de momentos que lhe estd associada, w, verifica a sequinte
equacgao diferencial distribucional

P Py

Du)=—<ul>{——— —_—
() " {<u,P12>+a2<u,P§>

bu g (5.27)

=thax2+1a+1ho

portanto u € uma funcional de momentos semi—classica de classe 1.
Além disso, a, = =9y Yn—1, n > 2 e 0s coeficientes da relagao de recorréncia (5.16) estdo
relacionados por

—(n+1) = (V1 + ¥2(Bus1 + Buy2))Vnt1 , n €N, (5.28)

donde se conclui que estas S.P.O.M. nao podem ser simétricas.

Demonstracao

Derivando (5.16) e aplicando (5.23) obtemos

Pn+1 = (n + 2)Pn+1 + anJrQPn - (.CL' - ﬁnJrl)((n + 1)Pn + anJranfl) + 7n+1(npnfl + anPn72)

e portanto
m - Un 1 n
xPnZPn+1—|—a +2 — Ant1+ (R + )ﬁ“me
n+1 (5.29)
nt1(Bnt1 — Bn1) — n%HP i AnYn+1 — &n+1%—1p
n+ 1 n—1 n+ 1 n—2

que, comparado com (5.16), da (5.25).

Para obtermos (5.26), multipliquemos ambos os membros da segunda equagcao de (5.25)
por (a,.2)"! e apliquemos as outras duas equagoes de (5.25); assim

n+2 M =, Qi3 — G2 Qipo — Gigq
o ; : . neN. 5.30
an+27+1 Qo ;( 142 * 1+ 1 ) " ( )

Mas, da terceira equagao de (5.25), tiramos que
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a2i41

Yons1 = N Iz =5

72 Hl 2 a27,

e da segunda com n = 0

Yo = 2 + 5 (a3 + 3as).

Substituindo estas expressoes em (5.30) obtemos (5.26).
Para obtermos (5.27) basta tomar em (5.10) n =0 ¢ u = v.

Derivando (5.23) e aplicando duas vezes (5.23) vem que

Pl i=nn+1)P,_1+ ((n+1Lay, + (n—1)ant1)Prs + app1an-1Pns. (5.31)
A partir desta relacao podemos determinar uma expressao para os a,. De facto,

Unp1Gn1 < u, P2 43> = <u, P/ P, 3>=
= <u, (P Pas) — PP >=

P2 < yu, PPy >=

= — < (¢2$2 + %95 + iﬁo)U, ((n + 1)Pn + anJranfl)PnfB >=
= Yy <u, P2, >ap1, n>3;
lOgO, Ap—1 = _1/}27717177172 para n > 3.

Vamos usar esta expressao para os a,, na determingao de (5.28):
— Facilmente se vé que
(n + 1)an + (n - 1)an+l = (n + 1) (_wZanYn_l) _¢1an+17n—1 — Un41 (ﬁn—l + ﬁn—l)ﬁ)/n—lw2
—_——
que coincide com (5.28). g

Caracterizemos agora os pares (1, 0)—-compativeis.

Teorema 5.1.3 Sejam (P,, R,) um par (1,0)—compativel verificando (5.24) e u e v as
funcionais de momentos associadas; entao, u e v estao relacionados por

<u,1> <u,1> <u, P?> <u, P>
=l s P e s AR =2
) 1

—————Ry) — 7R 5.32
<uv,R2> <uv,R2> 2) —as R2 > sfv (5:32)
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e os coeficientes das relagoes de recorréncia satisfeitas por (P,), (5.16), e (Ry), (5.17)
estao relacionados por

I
Ap4+2Mn+3 — An4+3Vn+1 = ]:z : Zk( SZ; +ag) <u,1>
1=1 /1
HZ+§ M n+2
o {(—a 3*+a2 Zﬁz (as ZmZﬂz 7+2?+1
i=1 Vi 2

n— 2
_*(50 +& + B+ Z Bime} < u, 1 >= ap o(Enso — Bn)+ , nelN  (5.33)

(n + D)npyo — (n+ 2)%+1

n

(n + 1)(5n - fnfl) = Z(fz - Bz) + Qnt2 = Qpya

=0

onde o0s a, vém dados por

n n—1
Uny1 =—nY &+ (n+1)> 6. (5.34)
i=0 =0
Além disso, v € semi—cldssica de classe quando muito 1.

Demonstracao

!/

Sejam (ay,) e (a},) as pseudo-bases associadas a (P,) e (R,,), respectivamente; entao,
Rn+1 Rn+2

D(Pwu) = — < u, P2 > Do e
( u) u n [(n+ ) <o R2+1 >+a’ +2<U Rn+2

]U ,n € N. (5.35)

Para determinarmos (5.33) basta tomar A, ,, =n+ 1, A\, -1 = a,41 em (5.19), (5.21),
(5.22), respectivamente.

Tomando n = 0,1 em (5.35) obtemos

Du Ry R
<u,1> (<v s T R2>)U
(5.36)
D(Plu) RS
<u,P?> (2<v RI> +as <v,R§>)U

e por um processo andlogo ao utilizado na secgao anterior concluimos que u e v estao
relacionados por (5.32).

Que a funcional de momentos v é semi—cldssica, de classe quando muito 1, resulta de
aplicarmos o operador D a equagao (5.32) e compararmos com a primeira equagao de
(5.36). De facto, v verifica

D[(Z52 PR, + (as =512 PRy — 22507 Ry) — a3 28H2 Ry o) =

<v,RZ> az <v R2 <v,R2> as =, RZ>
Ry

(5.37)
<u,l> [<vR2 +a2<vR§>]v ‘0
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5.1.2 Caso Particular: Tipo P.Nevai

Em 1984 P.Nevai e S.Bonan (ver [18]) caracterizaram as S.P.O.M. que verificavam

Pl .i(x)=(n+1)P,(z) +ay,Pra(z) ,n>1 (5.38)
P, =R,
que corresponde ao caso em que { p =0
s=2

Usando a técnica desenvolvida na secgao anterior, vamos deduzir os coeficientes da
relagao de recorréncia dos P, e a equagao distribucional que a funcional de momentos
associada verifica. De seguida estudaremos o caso

R, 1(x) = (n+1)Py(z) + anPps(x) ,n > 1. (5.39)

Teorema 5.1.4 (Bonan e Nevai, 1985) Seja (P,) uma S.P.O.M.* verificando (5.38);
entdo os coeficientes da relagao de recorréncia (5.16) sao dados por

Brni1 = 0Bn  [Bni1 =b (b constante real)]
(n + 1)”)/714,_2 + Apy2 — Qpt1 = (n + 2)"}%_;,.1 , e IN. (540)

An+2Vn+4a T @pi3Vntr1 = 0

onde 3, e Y, sao os coeficientes da relagdo de recorréncia (5.16) satisfeita pelos P,.
Neste caso, a funcional de momentos que lhe estd associada, w, verifica a equa¢ao
diferencial distribucional

P Py

Du)=—<ul>{—— _—
() " {<u,P12>+a2<u,P32>

Yu; (5.41)

=v3x34p2x2+P1z+1o

e portanto u € uma funcional de momentos semi—cldssica de classe 2.
Além disso, a, = —3Yni1VnYn—1, N > 2, € 0s coeficientes da relagao de recorréncia (5.16)
estao relacionados por

—(n+1) = (1 + 262 + (Y + Yas1 + Ynr2 + 36°))Ynt1 , n € N (5.42)

Demonstracao

Derivando (5.16) e aplicando (5.38), obtemos

_(n+1)Pn+1 = —('f—ﬁnﬂ)(n‘H)Pn+(n7n+1+an+1)Pn—1—(ﬂf—ﬁnﬂ)anPn—2+an+1’Yn+1Pn—3

e portanto

4Podiamos determinar condigoes sobre os a,, por forma que (P,) definida por (5.38) seja uma S.P.O.M.,
como fizemos no teorema 5.1.2
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NYpa1 + Gpai1 — Ay
Py = (v — Buy1) Pn — Tt ILI P+
n+lo (5.43)
an(ﬁn—? + ﬁn—i-l) An—1Yn+1 an’Yn—Q)
Pan + Pn73
n+1 n+1

que comparado com (5.16) da (5.40).

Para obtermos (5.41) basta tomar n =0 e u = v em (5.10).

Derivando (5.23) e aplicando duas vezes (5.38) vem que

Pl i=nn+1)P, 1+ ((n+1ay1+ (n—2)a,)Py_3 + anan_3P,_5. (5.44)
A partir desta relagao podemos determinar uma expressao para os a,. De facto,
anln-3 <u,P? o> = <u,Pl P, 5>=

= <u, (P, P.s) =P, P _5>=

= —<yYu,P  P,5s>=
= = < (P3a®Por® + iz + Po)u, (n 4+ 1) Py + an Py 2) Py >=
= —Yg<u,P?>’,>a,, n>5;

logo, a3 = —1U3Vn_2Vn_3Yn_4 para n > 5.

Vamos usar esta expressao para os a,, na determingao de (5.42):

— Facilmente se vé que

(n + 1)an—1 + (n - 2)0’71 - —(TL + 1) (_1/}3771771—1%1—2) _¢1an7n—2 - an¢2(ﬁn—27n—2 + 671—3771—2)
=an-—1

an¢3((’7n71 + ﬁg_g + ’Yn72)7n72 + (ﬁn727n72 + Bn737n72)ﬁn73 + 7n727n73)

que coincide com (5.42).

Observacao

Por uma modificacao afim na variavel, da forma y = z — (3, transformamos esta
S.P.O.M. numa simétrica, i.e., uma S.P.O.M. tal que 3, =0, n € IN.

Como dissemos no inicio desta sec¢ao, vamos caracterizar os pares (2,0)—compativeis.
Assim:
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Teorema 5.1.5 Sejam (P,, R,) um par (2,0)-compativel verificando (5.39) e u e v as
funcionais de momentos associadas; entao, u e v estao relacionados por

R3
<w, R2 + a2 <v R§>)

< U, P12 (2<URR2 ) t+as <UI,%]%>]U

u=|[<u,1> P (5.45)

e o0s coeficientes das relagoes de recorréncia satisfeitas por (P,), (5.16), e (R,), (5.17)
estao relacionados por

HZ% Nk ( 71

An+4+2Tn+4 — On+3Vn+1 = Fn —a3— +az) <u,1>
i=1"i 13
Hn+3 M n+3 3 n—1 v
1247{—3*+G2 D& a3<2@-+2@>—1
e s ' ' . nelN  (5.46)
—*(50 & 4+&+ B0+ Y Bt <u,l>= anga(nrs — Fn)
=0

(n+1)(Bn — §ny1) = Z(gz — i)

onde o0s a, vém dados por

m=-1)( Y & - Zm RSV DI CED SE) (5.47)

0<i<j<n 0<i<j<n-—1

Além disso, v € semi—cldssica de classe quando muito 2.

Demonstracao

/

') as pseudo-bases associadas a (F,) e (R,), respectivamente; entao

Sejam () e («

Rn+1 Rn+3

D(Pyu) = — <u, P> > [(n+1)— b g, 3
(Pu) = = < w B> (1) ot ot

]v ,neN. (5.48)

Para determinarmos (5.46) basta tomar A, ,, = n+1, App—1 = 0, Ay 2 = a,, em (5.19),
(5.21), (5.22), respectivamente.

Tomando n = 0,1 em (5.48) obtemos

Du Ry R3
<u,l> (<v,R§> +ay <v,R§>)U
(5.49)
D(Pu) Ry Ry
<u,PZ> (2<v RZ> +as <U,R§>)U

e por um processo analogo ao utilizado na primeira sec¢ao concluimos que u e v estao
relacionados por (5.45).
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Que a funcional de momentos v é semi-cldssica, de classe quando muito 2, resulta de
aplicarmos o operador D a equagao (5.45), e comparamos com a primeira equacao de (5.49).
De facto, v verifica

D[(< u,1> Pi( )— <u, P!> (2= %) + as

Ry —
cul> (b oy ©

+ ao

Ry R3
<v R2 <w, R2

5.2 Tipo S.Bochner

A caracterizagdo mais importante das S.P.O.M. cldssicos (Hermite, Laguerre, Jacobi,
Bessel) foi dada por S. Bochner num trabalho de 1929 [17]. Bochner provou que as S.P.O.M.
classicas sao as unicas S.P.O.M., (P,), que verificam a seguinte condi¢ao existem ¢, €
Py com gr(v) = 1, tais que

d(x) P (x) + Y(x) P (x) = \yPo(x) , n > 0. (5.51)
Este resultado pode ser obtido usando a seguinte técnica (ver [2]):

— Seja () a base dual de (P,)— S.P.O.M. associada a u, funcional de momentos
regular— e (&,,) a base dual de (Q,), onde Q,, = P"“ . Paran=0,1,...

D(G(x)an) — (), = itnj&j

onde
= < D(O()an) = ¥(@)an, Q; >
= — < o(@)an, Q) > — < Y(x)ay, Q; >
= = <o, 6(2)Q; + ¥ (x)Q; >
_ < (z)P”+1+w( P (5.52)
J+1
— 77 < Ay, >\]+1‘P]+1 >
= 7“(5
]+1 TL,]"‘]-
Entao,
_J o if j#En-1
e

tO,j =0. Assim,

L. D(¢(x)ao) = ()
2. D(¢(z)o,) = ¥(x)a, — 22a5,-1, n > 1.
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Mas (P,) é a S.P.O.M. associada a funcional de momentos regular, u, logo oy = <f’;§§>
"k
(ver alinea (c) do teorema 1.3.2). Entao, de 1. tiramos que
D(¢(z)u) = ¢(x)u (5.53)

e portanto u é uma funcional de momentos cldssica. g

E bem sabido que, se (P,) for uma S.P.O.M. semi—classica de classe s, entao existem
polinémios ¢ e ¥ de graus nao superiores a s + 2 tais que

n+s+1

P@) P (@) + (@) Pra(@) = >0 Aupbu() (5.54)

k=n—s+1
com A\pp—si1 7 0, n>s—1 (ver [96]).
Vamos provar que também se tem o reciproco— esta questao foi proposta por P.Maroni

em [84] e parcialmente resolvida por M.Alfaro, A.Branquinho, F.Marcelldn e J.Petronilho
em [2].

Teorema 5.2.1 Seja (P,) uma S.P.0.M. associada a funcional de momentos u; u é semi—
classica de classe quando muito s quando, e so quando, existe v € Ps11 e ¢ € Pyyo tais
que
n+s+1
S(2) Py (2) + (@) Prya(@) = 3 AawPi(2)

k=n—s+1

com App—st1 70 paran > s — 1.

Demonstracao

Comecemos por demonstrar que a condicao é necessaria:

— Seja u uma funcional semi—classica de classe s tal que D(¢u) = 9u, com gr(¢)> 1
e s = max{gro — 2, gryy — 1}; considere-se o desenvolvimento

n+s+1

¢(@) Py (z) + (@) Py (z Z Ani Pj (@ (5.55)

onde

<U’Pj2>>‘n,j = <ua(¢ +1+¢ n+1)P>
= < ¢u, P’ P>+ <yu, P, P>
= —< D(¢u) n+1P > —< ¢u n—i—lpl >+ < wu n+lp >

Mas se u é semi-cléssica, pode provar—se (ver alinea (b) teorema 2.2.1) que

n+gr(¢)

(@) Py i(x) = Y raiP(x)  rans #0. (5.56)

l=n—s
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Consequentemente, A\, j =0se j—1<n—s,ie, j<n—s+1 Além disso, A\, ,—sy1 =
<u,PZ>

n—s+1
2 .
<u,Pk7 1>

Yn—s+1

Tnn—s Onde 7y, =

Reciprocamente, se a relagao diferencial em diferengas (5.54) for satisfeita, analisemos
a correspondente funcional de momentos.

Considerem-se as pseudo-bases («,) e () associadas a (P,) e (P)); entao
D(gbOJO wOJO Z to J j

onde

to; = < D(¢Oéo) Yag, Q5 >
= ]+1 <040,¢PH1+¢ +1>

Assim,

Osej>s

to; =

]H <ap, P + P > se 0 < j <s.

Entao dois casos se podem dar:

a) Se s = 0, D(pag) = Yay, i.e., D(¢pu) = yu; e, pelo teorema de Bochner, v é uma
funcional classica.

b) Se s > 1,
D(¢ag) — Pag = Ztoj aj; (5.57)
E por outro lado
D(¢C¥1 wOél Z tl ]Oé], (558)
onde
tiy = < D(¢ar) —va,Q; >
= —aq <o, ¢Ply +YP, >
Assim,
Osej>s+1
t1; =
L <, (@PY L HYPL ) P> .
<0, P7> se0<j5<s
Entao,

D(¢P1U) — ¢P1U = ijo tl,j <u, P12 > Oé;-
j=0 b1
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Consequentemente, u verifica simultaneamente
D(¢u) — u = 35— to ;e
D(Pypu) — Prpu = >io flvja;
ou equivalentemente,
D(¢u) — u = Y54 to
ou + PLD(pu) — Prpu = 375_ ty ;0
ie.,

D(¢u) — Yu=32"gto,; ]

(5.59)
qbu + Zj;(l) to,jPloz;» = Z;:O %17]‘059
Derivando a segunda equacao
s—1 s—1 5
D(gu) + Y toa5 =D to;(j +1)Prajin == #;( + Dajn
=0 7=0 §=0
e tendo em conta a primeira, obtemos
s—1 s
. P1P +1U - . P; G+1U
D(gu) —dpu =7 to;(j+1)———25—— = bl +1)—"F——,
;)J < u, P, > JZ::‘)J <wu, P, >’
ou seja,
1
D(gu) = 5t +dsr)u (5.60)
onde ¥4y é dado por
- _ 1) Pji1(z : 1)¢ 4(1'_0‘6)Pj+1(w)
ws—&-l(a:) Z (] + ) 1,7 <u, P2 + Z (] + ) 0,7 <u,P].2+l(x)>

— (s+1)t ,S st1,s—
N ( <u PM? )> + <u,1133(;)>)Ps+1(I)+

(_ st1,6—1 + (8 l)tos Py _I_ Sto’sfl(agfaé)))Ps(l_)_'_

<u,P2(z)> <u,P? | (z)> <u,P2(z)>

sl gm oy Golteges g e | Gy gy

J=2\ <u,PP(x)> <u,P? | (x)> <u,P?(z)> <u,P?, | (x)>
. t1,0 (@) —=af)to,0 2t2,072 to,071Po(x)
( <u,P?(z)> + <u,P?(x)> + <u,P22(a:)>)P1 ([E) + <u,P?(z)>
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zP,(z) = Poi1(z) + GuPu(z) + yuPo-1(z) n>1

5.61
Po(z) = 1, Pi(x) = — o 0 7 £ 0 (5:61)
com
St07s_1 =< U, QSPS,LI + ¢P£71 >
7 _ <u,(¢P/+yP)Pi>
(s+1)tis = <u,PZ>
Note-se que 1511 € IPsy1. Mas, por outro lado, tendo em conta (5.59),
1 s—1
§(¢s+1 —Pu=y to,jOé;-
§=0
Derivando esta ltima expressao
1 _ Pj Uu
(5(w5+1 - ,l/}) ) - Z] 0(j + )tOJ <u7ftj211> (562)
= ¢su
onde ¢; = — 3% 4 jt07j_1<uP]7'Pu_2>. Temos entao, duas equagoes diferenciais distribu-
cionais para u— (5.60) e (5.62)°. o
Observagao
O resultado que obtivemos é natural pois, derivando (5.61), obtemos
Pa(x) = Py (2) + BaPy(2) + by (2) — 2Py () (5.63)
e derivando novamente
2P, () = Pl (2) + BB (2) + 7P () — a P (2) (5.64)

Se adicionarmos as equagoes resultantes da multiplicagao de (5.63) por ¢ e de (5.64)
por ¢, temos que

V(@) Po(z) + 20(2) P (2) = E?*z+i+13an<x>+ﬁn e A1y B+
o Sy Anea By (@) =2 5T M Py(@)
- Z;L+TSL+S 1>\"JPJ(x)

(5.65)

Facilmente se prova— a partir de (5.61)— que

5Na, verdade u é uma funcional semi-classica de classe < s — 1, sempre que s > 2.
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n—+gr(y)
V(@) Pa(z) = Y. pngPi(2)
Jj=n—gr(y)
Por (5.65)
nts+1 n—1+gr(¢)
/ ~ -
oP(x) = Y [mPi(x)= ) fuiPi(2) (5.66)
j=n—s—1 j=n—s—1

Entao u é semi—classica; mas nada podemos dizer acerca da classe, pois nao sabemos
s€ flnn—s—1 ¢ diferente de zero para todo o n € IN.

5.3 Uma Generalizacao

Vamos generalizar o resultado fundamental da seccao anterior, i.e.,
Sejam (P,) e (R,) duas S.P.O.M.5 verificando

B(@) R (2) + B(@)R(e) + (@) Ru@) = 3" anpPula) (5.67)

k=n—s

com a, ,—s 7 0 para todo o n > s.
Caracterizar as funcionais de momentos que lhes estao associadas.
Vamos ver que estas funcionais sao uma modificacao racional uma da outra, estando

assim este problema intimamente relacionado com o ja estudado nos dois capitulos anteri-
ores.

Existem S.P.O.M. verificando relagées do tipo (5.67). De facto,

(i) Se (R,) é a S.P.O.M. tipo Laguerre-Sobolev e (P,) a S.P.O.M. Laguerre, entao

n(@) ==z, () =-ANa—2), ¢(r)=-Az
t=s=1

(ver [80]).

SNote-se que (P,) é uma S.P.O.M. associada a um produto interno usual e os (R,) a um produto
interno tipo Sobolev.



CHAPTER 5. PROBLEMAS INVERSOS DIFERENCIAIS 121

(ii) Se (R,) ¢ a S.P.O.M. tipo Legendre-Sobolev e (P,) a S.P.O.M. Legendre, entao

n(z) =% -1 U(z) =0 ¢(x) = —A(z? - 1)
t=s=2

(ver [3]).

Teorema 5.3.1 Se (P,) e (R,,) satifazem uma relacao do tipo (5.67), entdo as funcionais
de momentos que lhes estdo associadas, u e v, respectivamente, verificam

2¢(z)u =< uy, ¢(y) L (z,y) + ¥(y) LV (2, y) + n(y) Lo (z,y) > v (5.68)

onde L9 ¢ um polindmio dado por
LD (z,y) = Pa(y) K33 (2, y) — Palw)Pi(y) K3 (2,9) + (Pu(w) Py() — Po(a)) K9 (w,y).

Além disso, v € uma funcional de momentos semi—cldssica.

Demonstracao

Sejam (ay,) e (o) as pseudo—bases associadas a (P,) e (R,,), respectivamente. Tentemos
expressar

D*(¢ay) — D(thaw) +na = 3 Ay (5.69)

k>0

onde
Mk = < D*(¢ay) — D(Way,) + nay, Ry, >
= < g, ¢R.+ YR, +nRy >
= <o, X an; P>
Osek—s>nouk+t<n

agnsen—t<k<n+s
i.e., (5.69) toma a forma
n+s
D*(¢pa,) — D(pan) + nay = > Appa), , n € . (5.70)

k=n—t

Tomemos nesta ultima expressao n =0, 1 e 2
D?*(¢ag) — D(Ya) +nag = 3j—g Mo st
D?(¢an) — D(hen) + nen = XiEg e

D?(paz) — D(vaz) + nag = Y512 X par)
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ou seja,
D*(¢u) — D(u) + (n — P )u =< u, 1 > Y35 _o Ao

PD*(¢u) + (¢ — Prp)D(u) + (P + ¢' — ¢ — P )u =
<u, P2 >3t \eal  (5.71)

P D*(gu) + (2850 — Pyp) D(u) + (0P +2(6 + ¢') — (Po) )u =

<u, P} > ZS+2 Ao kO

Das primeiras duas expressoes de (5.71) tiramos a seguinte relagao

s+1 s
¢D(u) + (¢ — P)u =< u, P} > > apiop— < u, 1> P> apo, (5.72)
k=0 k=0
e da primeira e terceira
s+2 s
2PydD(u) + (2(¢' + ¢) — Pyb)u =< u, Py > > appaf— <u,1> P> apoqj, . (5.73)
k=0 k=0

Multiplicando (5.72) por —2Pj e adicionando a (5.73) vem

[—2P)(¢) — ) +2(¢/ + ¢) — Pyplu =< u, P§ > Y it apoa— < u,1 > Py Y5 agoq),
—2P){< u, P} > Zf’%} ag10p— < u, 1> Py Y50 g akoo)}

2(Py(x)(¥(z) — ¢'(2)) + (d(x) + ¢/ (x)))u =< u, P§ > T315 apacd—
2Py < u, P2 > S5t ap i + (2PIPy — Py) < u, 1> 305 apo0k.

Agora, tendo em conta que (R,) é uma S.P.O.M. associada a v (i.e., ), = —%—v, n € N),
€ COMO Ay f = <“’(¢Rgiﬁ}§§>ﬁRn)Pk>, concluimos
g
2(Py(x) (¥(@) — &/ (@) + (9(x) + &/ (x)))u = s
<y, $(y)LOD (2, ) + () LD (@,y) + n(y) LOO (2, y) > v

onde

LO(z,y) = Py(y) K33 (2, y) — 2Py () P (y) K37 (2, y) + 2Py (2) Py(2) — Po()) K9 (2, ).

De (5.74) e (5.72) sai que v é uma funcional semi-cldssica; e portanto u ¢ também
semi—cldssica. o

Este problema podia ter sido abordado de uma outra forma. De facto, usando o facto
de (R,,) e (P,) satisfazerem uma relagao de recorréncia a trés termos

2P, (x) = Pyi1(x) + BnPu(z) + 1 P11 (), (5.75)

0=Ro1(x)+&Ru(x) + mpRyq(z) — xR, (), (5.76)
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obtemos derivando duas vezes esta ultima expressao

Ry (2) = Ry (2) + &Ry, (2) + Ry, (2) — 2R, () (5.77)

2R, (x) = Ry (2) + &Ry (0) +ma Ry () — 2Ry (2). (5.78)

Adicionando as expressoes resultantes de multiplicar (5.76) por 7, (5.77) por ¥ e (5.78)
por ¢, e supondo verificada a relagao (5.67), obtemos

PR 2R = Y busFule) (5.9

onde bn,n—s—l = Qp—1n—1-s — Gnn—sYn—s, PAra n € IN.

Conclusao

Se (P,) e (R,) satisfizerem uma relac¢ao do tipo (5.67) entao, em particular, verificam

SR = Y ensPila)

k=n—1—1

onde | =max{s,gr(¢) —1}; e portanto (P,, R,,) forma um par (r, t)-compativel, com r < s.

5.4 Uma Aplicacao

Como aplicagao dos resultados dados ao longo deste trabalho, vamos resolver o seguinte
problema proposto por L.L.Littlejohn em [72]:

— Determinar relacoes entre as S.P.O.M. associadas a v = u+Mdy e w = x~ u-+ MJ,
onde u é a funcional de momentos de Laguerre, definida por

+oo
<u,x" >= / x"x%e *dx , n € N.
0

Este problema vem no seguimento de outro, também proposto por Littlejohn e resolvido
na segao 3.2 do capitulo II (ver (2.77)).

E evidente que v e w assim definidas sao regulares’, pois sao modificacoes da funcional
de Laguerre, u,

v=u+ Mo
Tw=1u,

respectivamente. Além disso, estao relacionadas por xv = z?w; portanto

"Confirmar (2.65) e teorema 4.1.1, respectivamente.
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v=gw+<v,1>6. (5.80)

Sejam (L20) e (L&) as S.P.O.M. associadas, respectivamente a v e u; partamos o
problema em dois outros:

1. Determinacio dos coeficientes da relacao de recorréncia de (L)
wLy®(x) = Ly (o) + &Ly (2) + m Lo () (5.81)
2. Determinacao dos coeficientes da relagao de recorréncia de (L% 1)
Lo N x) = LS () + &, L7 (@) + i Lo (o) (5.82)
em termos de (3,) e (7,) de
Ly (x) = Ly () + BnLy () + vaLly_ (). (5.83)
De (2.70) relacionamos (&,) e (1,) com (3,) € (n):

1+ MK,(0,0) 1+ MKn_1(0,0)>

6= 2t (BB L0

MLS0)LE_,(0
Tin = 2’7n+1 — Tn — (gn + 611)(6” - 1 + ]T\}(l() _nl(B( 0>))+ N © R (584)
( (L5a(0)*  —  (L5(0))? )
1+ MK,(0,0) 1+ MK,_,(0,0)
onde K,(0,0) = (L7,1)'(0)L5(0) — (L3)"(0) Lyy4, (0).
Pelo teorema 4.1.1 relacionamos (£,) e (7,) com (5,) € (7n):

gnJrl = ﬁn+1 - (an+1 - an)
) - , neN, (5.85)
T2 = Vn+1

n

L2, 1 (0)<u,1>+(Lg) 1 (0)
Lg(0)<u,1>+(Le_ )M (0)

mente determinados, e portanto (&,) e (7],) perfeitamente determinados. Determinemo-lo:

Necessitamos conhecer (L))(0) para ter os a, perfeita-

onde a,, =

— De [30, pg.86] sabemos que
(L) O)L3(0) = (L5 1) (0)L5 11 (0) = [T

que dividido por L$(0)Lg, ,(0) dé
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(Lg)(l)(()) . (Lgfl)(l)@) _ 1o, v
L511(0) L3(0) L33(0)L541(0)
e portanto
a\(1) _Ja = rﬁ¥17¢ :1> n
(Ly)™(0) = Ly, ,(0) (; L0 LEs(0) T3] ne N. (5.86)

De (5.84) e (5.85) obtemos duas relagoes entre os coeficientes das relagoes (5.81) e (5.83)

gn (§n+l‘+'an+1 ) (fn +'an anfl)__
L%H(O)L“(O) L (0) L5 1 (0)

(= MK,(0,0) 1+ MK,_1(0,0)

)

a a o (5.87)
Tin = 2?:17771—&-2 Zﬁlﬁn—i-l - (gn + ﬁ”)(ﬁn B f\f—[;\jggii_(g((g))
L 0) R (1)

1+ MEK,(0,0) 1+ MK,_(0,0)

Determinagao de uma férmula de estrutura de segunda ordem entre as S.P.O.M. (L2?)
e (L>71):

Vimos jé que as S.P.O.M. (L*Y) e (L?) estao relacionadas por (ver (2.76))

22 (L2 (2) + (2 + ) (L) () + (¢ — Apprz) LO0(x) =
(A — Mg 1) L) + 1 (Ano1 — Ang1) LE (2), (5.88)

onde ¢ é dado pela férmula (2.49) e A,41 sdo dados por (2.50). Assim sendo, basta
determinarmos uma relagao entre (L%) e (L®~!) para termos o pretendido; mas

vLo(x) = Lo (2) + [[ 2o (2) , neN |

i=1 Tl
logo
n+1
2 (L30)" () + 222+ ) (L) () + (¢ = Apaz) Ly (2) = Y il (z)  (5.89)
k=n—1

onde 0s ¢, 1 sao conhecidos.
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