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Resumo

Ao longo desta tese é apresentado e discutido o problema do controlo de
seguimento de caminho de robos méveis com rodas, sendo discutidas, clari-
ficadas e sistematizadas as metodologias necessarias a aplicacao de técnicas
de controlo avangadas. Neste estudo é proposta e descrita, em detalhe, uma
nova estratégia de controlo de seguimento de caminho, composta por uma
malha interna de linearizagao por realimentacao entrada-saida e por uma
malha externa de controlo linear com o controlador AOB (controlador com
observador activo baseado no filtro de Kalman). Nos primeiros capitulos sao
sistematizados e desenvolvidos os conceitos tedricos necessarios a obtencao
dos modelos cinemadtico e dindmico (usando o formalismo de Lagrange) do
robo movel com rodas. Seguidamente, é apresentada uma representacao em
espaco de estados, nao-linear, do sistema dinamico com restri¢coes holonomas
e nao-holénomas, que contribui, de um modo conveniente, para a aplicagao
da linearizacao por realimentacao. E verificado que o sistema nao-linear,
em estudo, nao é linearizavel por realimentacao entrada-estado, no entanto
é linearizavel por realimentacao entrada-saida quando sao especificadas as
equagoes de saida mais adequadas, neste caso para o controlo de seguimento
de caminho. A estratégia de controlo de seguimento de caminho proposta,
tem a particularidade de ser usada em modo discreto e de permitir que o sis-
tema em malha fechada tenha um comportamento desejado, sendo robusta
a incertezas e perturbacoes.

Finalmente, o desempenho do algoritmo de seguimento de caminho pro-
posto é verificado exaustivamente por meio de simulacao computacional,
comparando-o com outras estratégias de controlo usadas na malha de rea-
limentagao linear (das varidveis de estado), tais como Controlador de Co-
locagao de Pédlos (PPC) e Controlador de Colocagao de Pélos com um Ob-
servador por filtro de Kalman (CKF), de modo a mostrar a sua validade,
estabilidade, eficicia e robustez.
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Abstract

This thesis presents and discusses the path following control problem of a
wheeled mobile robot, discussing, clarifying and systematizing the metho-
dologies needed to the application of advanced control techniques. In this
study, a new control strategy for the path following control of wheeled mo-
bile robots, composed by an internal input-output feedback linearization
loop and by an external linear loop with an AOB controller (Kalman ba-
sed Active Observer Controller), is proposed and described in detail. In
the first chapters theoretical concepts needed to the obtention of kinema-
tic and dynamic (using Lagrange formalism) models of the wheeled mobile
robot, are systematized and developed. Following, a non-linear state-space
representation of the dynamical system with holonomic and non-holonomic
constraints that contributes, in a convenient way, to the implementation of
feedback linearization, is presented. The non-linear system, in study, is pro-
ven to be non-linearizable by input-state feedback, however it is linearizable
by input-output feedback, when the appropriate output equations, in this
case for the path following control, are specified. The proposed path fol-
lowing control strategy presents the particularities of being used in discrete
mode and allowing the closed loop system to present the desired behaviour,
being robust against uncertainties and disturbances.

Finally, the performance of the proposed path following algorithm is
verified via extensive computer simulation, and it is compared with other
control strategies in the linear feedback loop, such as Pole Placement Con-
troller (PPC) and Pole Placement Controller with a Kalman Filter Observer
(CKF), so as to verify its validity, stability, effectiveness and robustness.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresentam-se a motivacao e os objectivos principais deste
trabalho de investigacao. As primeiras sec¢oes incluem a motivacao, os con-
ceitos introdutoérios, e os objectivos. Por fim, apresentam-se as contribuicoes
chave e a estrutura da tese.

1.1 Motivacao

Durante centenas de anos a humanidade tem sido fascinada pelas maquinas
que apresentam uma aparéncia e/ou comportamento semelhantes ao Huma-
no. Os sistemas mecanicos que no século XIX estiveram na base do desen-
volvimento dos primeiros robos, eram constituidos por molas e engrenagens,
e repetiam de forma precisa uma sequéncia de movimentos pré-determinada.
Durante o século XX, com o desenvolvimento da electrénica, dos computa-
dores, dos microprocessadores e sensores, verificou-se uma grande evolucao
na area da robédtica, o que permitiu dotar os robos de maior autonomia e
capacidade global para execucao de tarefas.

Actualmente, a robética tem uma vasta area de aplicacao, encontrando-
-se a maioria destas aplicacoes em ambientes industriais. Tal, deve-se ao
facto dos ambientes industriais serem mais estruturados que os ambientes
domésticos/servigos. Quando se pretende utilizar robos em ambientes me-
nos estruturados, torna-se necessario dotar o robo de sistemas de sensores
externos mais eficientes, de modelos dinamicos mais proximos da realidade
fisica do robo e de técnicas de controlo mais complexas, permitindo assim
uma interaccao robo-ambiente mais eficaz.
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Os robos moveis, ao contrario dos robos manipuladores, tém como ca-
racteristica principal, nao estarem restritos a um espaco de trabalho fixo.
Esta caracteristica, s6 é possivel dotando o robo com sistemas de sensores
externos sofisticados, que fornecam informacao correcta sobre o ambiente
de operacao. Requer ainda a existéncia de modelos dinamicos “precisos”,
bem como controladores robustos, que permitam ao ‘sistema de navegacao’
planear trajectorias que levem o robo a seguir um caminho sem que ocorram
colisoes, quer com obstaculos fixos, quer com obstaculos médveis.

Como resultado, foram desenvolvidas varias formulacoes, usando diver-
sas técnicas matematicas, de modo a serem aplicadas em sistemas com algu-
ma complexidade. Porém, algumas questoes continuam a merecer a atengao
da comunidade cientifica, designadamente a modelagao e andlise de sistemas
dinamicos. Quando a resposta a estas questoes é obtida satisfatoriamente,
logo surge a questao seguinte: como controlar os sistemas de modo a exibi-
rem os comportamentos desejados? O controlo é particularmente importan-
te em robdtica, uma vez que é unicamente através dele, que se pode utilizar
o sistema robotico para realizar qualquer tarefa significativa.

O crescente interesse pelo desenvolvimento de sistemas robdticos auténo-
mos, que se verificou ao longo da tltima década, motivou uma significativa
actividade cientifica na obtencao de algoritmos de controlo para sistemas
nao-lineares, nomeadamente no controlo do movimento de rob6s méveis [40],
[44]. O progresso na mobilidade dos robos méveis com rodas (WMR), tornou
possivel a sua aplicacao a diversas dreas, como por exemplo na utilizagao
de cadeiras de rodas robotizadas (para auxiliar deficientes e idosos), na ex-
ploracao planetaria e subaquatica, no manuseamento de explosivos e armas
nucleares, em méquinas agricolas e militares, entre outros. A maior par-
te da investigacao sobre robos mdveis com rodas (e veiculos com condugao
diferencial em geral), incorporam solugoes cldssicas para controlo de baixo
nivel e concentram os esfor¢os de projecto no controlo de alto nivel (segui-
mento de caminho e seguimento de trajectéria). O controlo do movimento
dos WMRs coloca desafios tedricos que atraem o interesse dos investigado-
res, permitindo-lhes desenvolver algoritmos inteligentes, que aproximem o
comportamento dos WMRs ao comportamento que teriam se fossem con-
duzidos por humanos. E sabido, que os WMR sao, em geral, mecanismos
nao-holénomos devido as restricoes “ideais”, i.e. auséncia de escorregamen-
to longitudinal ou lateral das rodas.

A literatura sobre o controlo do movimento sob restri¢coes nao-holénomas
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usando o modelo cinematico de um robo mével, é vasta. Por outro lado,
encontram-se publicados um menor nimero de trabalhos que abordam a in-
tegracao do controlador cinematico nao-holénomo com a dinamica do robo
moével. Além disso, a quantidade de trabalhos sobre a robustez e controlo
em presenca de incertezas no modelo dinamico de tais sistemas, é ainda em
menor nimero [111]. Assim, um dos problemas que influenciam os varios
algoritmos existentes para o seguimento de caminho de WMRs, é a neces-
sidade de robustez contra ruido, incertezas de modelo e nao-linearidades.

A necessidade de preencher este requisito, foi a principal motivacao desta
tese, levando ao desenvolvimento de um sistema de controlo de seguimento
de caminho (de WMRs), que garanta robustez e estabilidade global do siste-
ma na presenca de incertezas, permitindo, desta forma, que o sistema exiba
os comportamentos desejados, quer em ‘aplicagoes’ actuais, quer futuras, de
WDMRs.

1.2 Seguimento de Caminho

Dependendo do tipo de aplicacao pratica a que o WMR se destina, assim a
sua estrutura cinemadtica varia (i.e. nimero e tipo de rodas, sua localizacao
e actuagdo, estrutura do veiculo uni-corpo ou multi-corpo), possibilitando
varias configuragoes de mobilidade.

Para além da relevancia 6bvia das aplicacoes, o problema do controlo
do movimento de WMRs tem recebido consideravel atencao na literatura.
De facto, durante os tltimos dez anos verificou-se um grande interesse pela
elaboracao de projectos de sistemas de controlo para robos maveis, pelo
facto destes sistemas serem exemplos tipicos de mecanismos com restricoes
nao-holénomas que surgem devido as restrigoes assumidas para as rodas (i.e
rodarem sem escorregamento).

Virios tipos de controladores nao-lineares foram desenvolvidos, tendo
como objectivo, essencialmente, a estabilizacao num ponto de equilibrio, o
controlo de seguimento de trajectoria, e o controlo de seguimento de cami-
nho. No entanto, o controlo de seguimento de caminho é uma area sobre a
qual hd um menor nimero de trabalhos publicados.

O seguimento de caminho parte do pressuposto de que é possivel deter-
minar a cada instante de tempo a distancia lateral do WMR ao caminho (de
modo a que essa distancia tenda para zero), independentemente do perfil
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da velocidade longitudinal (que expressa a velocidade com que o caminho é
percorrido).

Em virtude de os sistemas nao-holénomos (e.g. os WMRs) serem nao-
lineares, nao é possivel aplicar directamente as abordagens de controlo li-
near. Assim, os problemas de seguimento de caminho de WMRs sao nor-
malmente resolvidos por meio de abordagens de controlo nao-linear, tais
como a linearizacao por realimentacao entrada-saida. A completa contro-
labilidade de sistemas nao-holénomos, garante que existem leis de controlo
de realimentacao que estabilizam assimptoticamente o sistema em torno de
um ponto de equilibrio [145].

A dificuldade do problema de controlo do seguimento de caminho de
WMRs nao depende apenas da natureza nao-holénoma do sistema, mas
também do objectivo do controlo. Uma realimentagao de estados (e.g. con-
trolo adaptativo, colocacao de pédlos e controlo 6ptimo) pode ser usada para
controlar um sistema linearizado que, no entanto, nao representa exacta-
mente o sistema real. Isto deve-se ao facto de as incertezas, que estao
sempre presentes em sistemas de controlo complexos, nao serem considera-
das no desenvolvimento do projecto de controlo. A presenca de incertezas
na elaboracao do projecto de controlo, leva ao desenvolvimento de técnicas
de controlo estocasticas.

O controlo adaptativo foi introduzido, nos anos 50, para assegurar que
um sistema fosse capaz de se acomodar a mudancas imprevistas na dinamica
do processo. Este conceito é muito importante, pois o sistema, para além de
se acomodar as variacoes na dinamica do processo, também se acomodaria
aos erros de projecto e a perturbacoes que afectam o processo.

1.2.1 Modelos Cinematicos e Dinamicos

Os projectos de controlo de WMRs baseiam-se nos modelos cineméticos
e/ou dinamicos.

A obtencao do modelo cinematico, é entao o primeiro passo para o pro-
jecto de um sistema de controlo de WMRs. O interesse da estrutura ci-
nemaética (tipo e colocacao de rodas, bragos de ligagao, actuadores, sensores,
entre outros) reside no facto desta estrutura fornecer informagao essencial
na obtencao de modelos cinematicos, o mais proximos possivel da realidade.

No caso especifico dos WMRs, é importante determinar o movimento do
robo tendo em consideracao as restrigoes fisicas impostas ao movimento das
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rodas. A base para a obtencao do modelo cinematico reside, fundamental-
mente, na atribuicao de sistemas de coordenadas ao WMR e ao seu ambiente
(mundo), e na aplicagdo de matrizes que exprimem as transformagoes entre
estes sistemas de coordenadas. Assim, torna-se claro que, os parametros
necessarios a modelacao cinematica sao as distancias e os angulos existentes
entre os varios sistemas de coordenadas. No entanto, as varidveis principais
do modelo cinemadtico, obtidas por conversao entre diferentes sistemas de
coordenadas, sao as velocidades do WMR ou as suas aceleragoes (quando
tal for necessdrio).

Por outro lado, a dinamica é o ramo da fisica que trata do movimento dos
corpos sob accao de forcas, e inclui a cinemaética e a cinética, representando
assim a relacao entre as forcas desenvolvidas pelos actuadores e o movimento

do WMR.

Como elaborar o modelo de um sistema dinamico, como prever o com-
portamento de um sistema dinamico, e como analisar, classificar e controlar
sistemas dinamicos, sao apenas algumas questoes que tém suscitado o inte-
resse entre os investigadores.

Sabendo que o modelo dinamico do WMR, descreve as relacoes entre o
movimento do WMR e as forgas/bindrios do actuador, o controlo baseado
na dinamica torna-se particularmente importante.

Fundamentalmente, as abordagens de controlo (e.g. seguimento de ca-
minho e/ou trajectéria) podem ser divididas em abordagens baseadas no
modelo cinematico e abordagens baseadas no modelo cinemético e dinamico.

O modelo dinamico tem em consideragao factores tais como as massas do
corpo e das rodas do veiculo, o centro de massa, as inércias, entre outros. As
equagoes resultantes sao mais complexas, sendo mais dificil a sua utilizacao.
Para além disso, pode ser dificil determinar alguns parametros. No entanto,
as equacoes dinamicas permitem uma descricao altamente precisa do com-
portamento do veiculo, e os controladores projectados com a dinamica, sao
robustos. Uma abordagem mais simples para a modelagao de um WMR
(e a mais usada), é ignorar a dinamica do sistema e usar apenas o modelo
cinematico. Os efeitos das massas e inércias sao ignorados, e o modelo é
obtido usando apenas as restri¢oes cinematicas. A complexidade do modelo
cinematico é menor que a do modelo dinamico e consequentemente a sua
precisao, na representacao do sistema real, é também menor.
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1.2.2 Linearizacao por Realimentacao

Para projectar um sistema de controlo, sao frequentemente considerados
modelos aproximados e linearizados, permitindo que a extensa teoria de
controlo linear seja aplicada.

A linearizagao por realimentacao ¢ um método usado no controlo de
sistemas nao-lineares que tem sido aplicado a diferentes sistemas de enge-
nharia, nomeadamente a varios tipos de robos.

A linearizacao por realimentacao envolve a transformacao de um sistema
nao-linear num sistema linear controlavel, usando realimentacao de estado
e uma transformagao de varidveis de estado (ou transformagcao de coordena-
das). Os métodos de linearizagdo por realimentagio tém a particularidade
de ter como condicao, para a sua aplicacao, o conhecimento do ‘grau re-
lativo’!, sendo necessirio para a sua determinacao recorrer a conceitos de
algebra linear, teoria das matrizes e dlgebra de Lie.

No caso especifico de um WMR, para a linearizacao do sistema nao-
linear, utiliza-se a linearizacao entrada-saida. A aplicacao da linearizacao
entrada-saida tem a particularidade de desacoplar o sistema e apresentar
uma solugao da forma y” = v, (onde v é a entrada e y é a saida), se for
aplicada uma lei de controlo apropriada. Pode-se concluir que, o sistema
linearizado resultante é uma cadeia de p integradores. Assim, apods a linea-
rizagao, é entao possivel aplicar a teoria de controlo linear a WMRs.

1.2.3 Controlo Adaptativo

Nos tltimos anos, o progresso que se verificou em areas como a roboética, e
processos industriais, fez com que aumentasse o interesse nos sistemas de
controlo adaptativo.

Quando se pretende controlar processos em que exista grande variacao
de parametros, ou mudancas imprevistas na sua dinamica, é necessario o
uso de técnicas de controlo adaptativo de modo a que o desempenho do
sistema de controlo seja satisfatorio.

Ha diferentes definicoes de sistema adaptativo actualmente em uso na
literatura, devido a dificuldade em classificar e definir os limites entre os
sistemas de controlo adaptativos e nao-adaptativos. Assim, segundo Oga-
ta [139] “Um sistema de controlo adaptativo é aquele que mede, de forma

L Capitulo 5, seccdo 5.1
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continua e automadtica as caracteristicas dinamicas (tal como a equacao de
estado do processo), compara-as com as caracteristicas dinamicas desejadas
e usa a diferenga para variar parametros ajustaveis do sistema (normal-
mente caracteristicas do controlador), ou para gerar um sinal actuante de
tal forma que o desempenho 6ptimo possa ser mantido independentemente
das mudancas ambientais”. Devem entao existir caracteristicas de auto-
organizagao.

De entre os varios sistemas de controlo adaptativo existentes, o mais
utilizado é o sistema adaptativo por modelo de referéncia. Este é bastan-
te importante no controlo de WMRs, sendo a sua principal caracteristica
especificar o modelo de referéncia como o desempenho desejado. Assim,
num sistema de controlo por modelo de referéncia, a saida do modelo e a
do processo sao comparadas e a diferenca é utilizada para gerar os sinais de
controlo.

O controlo por modelo de referéncia tem sido utilizado na obtencao de
desempenhos aceitaveis, em algumas situacoes muito dificeis de controlo,
envolvendo nao linearidades e/ou parametros variantes no tempo. E de
notar que neste tipo de controlo se deve comecar por impor o modelo de
referéncia para o processo (impor o comportamento).

O conceito de controlo por modelo de referéncia, surgiu em 1958 proposto
por Whitaker no MIT (USA), com o objectivo de se desenvolver sistemas
de controlo para avioes.

1.2.4 Estimacao

O problema da estimagao, consiste em reconstruir integralmente o vector
de estado (que melhor se ajuste ao modelo do sistema), apesar de alguns
dos estados nao serem mensuraveis. Assim, se o estado do sistema nao for
completamente mensuravel, devem ser usadas técnicas de observacao. Com
o problema da identificacao?, surge a necessidade do modelo de referéncia
se aproximar o mais possivel do modelo real.

No caso de existirem incertezas de modelo, ruidos, e outras perturbacoes,
é natural que se utilizem conceitos estocdasticos para descrever estas pertur-
bagoes. A teoria do controlo estocastico, pode ser usada quando todas as va-

’De uma forma sintética, pode dizer-se que Identificacio de Sistemas é o processo
da especificacdo de uma estrutura matemaética para o modelo, e da estimacao dos seus
parametros a partir da resposta experimental.
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riacoes (devido a perturbagoes ou outras) recairem num modelo estocdstico
conhecido, e a0 mesmo tempo os parametros do sistema apresentarem erros
de modelo baixos. Uma das dificuldades da teoria estocastica, é encon-
trar o modelo estocastico adequado que melhor caracterize as variagoes de
parametros [51].

E entdo necessario projectar uma lei de realimentacao, e consequente-
mente um sistema de controlo, que torne o desempenho do sistema robusto
a diversos tipos de incertezas. Recorre-se, entao, a técnicas estocésticas
para complementar as deterministicas.

Uma das questoes que tem demonstrado ser de grande importancia em
engenharia é a estimacao de estado de sistemas, quando estes apresentam
incertezas nos modelos e ruido nas medicoes.

Técnicas de estimacao 6ptima de estados foram desenvolvidas para for-
necer estimativas das variaveis de estado, quando alguns dos estados nao
podem ser directamente medidos e/ou podem ser dependentes do erro de
medicao e de perturbacoes no sistema. O interesse do uso desta técnica é
evidenciado em situacoes onde estimativas sequenciais podem ser usadas pa-
ra controlo em linha. Estas técnicas exigem, normalmente, o conhecimento
prévio das propriedades estatisticas do erro dos modelos do processo.

Varios estimadores foram propostos ao longo do tempo, sendo na sua
maioria extensoes do bem conhecido filtro de Kalman. O filtro de Kalman,
desenvolvido nos anos 60, é uma das técnicas mais poderosas de estimacao,
e tem sido vastamente usado em muitas areas de aplica¢ao, como por exem-
plo no controlo de processos, na exploracao espacial, e em robética. Este foi
desenvolvido para determinar uma estimativa 6ptima, &, do estado actual,
x, a partir das medidas, y, corrompidas por ruido branco. Uma condicao ne-
cessaria para o sucesso desta técnica é a observabilidade do vector de estado
a partir das variaveis medidas. Com o desenvolvimento dos computadores,
o filtro de Kalman demonstrou ser muito 1til em aplicagoes, em tempo-real,
bastante complexas.

O termo “filtro” teve origem na sua capacidade de reduzir os efeitos do
ruido num sinal. Na pratica é usado para processar sinais “corrompidos” por
ruido, estando-lhe associada uma determinada incerteza. Este ruido pode
ser inerente ao préprio processo, associando-se assim a uma certa incerteza
na dinamica do sistema; por outro lado, pode ter origem nas medicoes. O
filtro de Kalman pode ter diversas variantes. A variante que teve e tem mais
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sucesso € a forma estendida, tendo ficado conhecida por filtro de Kalman
estendido ou filtro Kalman - Schmidt.

Virias estratégias de controlo foram “construidas” com base no obser-
vador por filtro de Kalman. Uma estratégia de controlo baseada no filtro
de Kalman e robusta a incertezas é o AOB (controlador com Observador
Activo baseado no filtro de Kalman), proposto por Cortesao [51]. Esta es-
tratégia mostrou boa eficiéncia quando usada em robos manipuladores. Este
método usa uma abordagem probabilistica para estimar o estado do siste-
ma e as suas perturbacoes. Apresenta uma formulacao sistematica, usando
técnicas em espaco de estados e fornece um formalismo estocastico para
compensar termos nao modelados.

1.3 Objectivos

O objectivo principal desta tese, é apresentar um método para a resolucao do
seguimento de caminho de WMRs, garantindo a estabilidade global do sis-
tema quando este é sujeito a perturbacoes externas, erros de modelo e dife-
rentes fontes de ruidos. No entanto, este objectivo enquadra-se num ambito
mais alargado, pois pretende-se que seja aplicado, entre outros WMRs, na
cadeira de rodas robotizada® do projecto “Robchair” (que decorre no Insti-
tuto de Sistemas e Robdtica, Universidade de Coimbra).

Projecto “RobChair”

O projecto “RobChair” pretende contribuir com resultados de investigacao para o avango
no desenvolvimento de equipamentos que possam facilitar a locomocdo de pessoas porta-
dores de deficiéncias fisicas, idosos e de pacientes em fase de reabilitagdo motora. Numa
primeira fase os objectivos foram dotar a cadeira “Robchair” de interfaces inteligentes,
com destaque para o comando por voz, bem como dota-la de sensores que possibilitam
uma mobilidade sem acidentes [149]. Durante a segunda fase do projecto, actualmente
em desenvolvimento, pretende-se expandir a sua autonomia, dotando-a do poder de to-
mar decisdes baseadas no ambiente por onde se desloca. E nesta segunda fase do projecto
que esta tese é fundamental, designadamente no controlo do seguimento de caminho.

3A cadeira de rodas robotizada do projecto “Robchair” é o protétipo de WMR. usado
nesta investigacao.
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1.4 Contribuicoes Chave

Esta tese apresenta resultados tedricos e de simulagao que decorrem de um
estudo aprofundado sobre varias areas, que se revelam fundamentais no de-
senvolvimento de um sistema de controlo de seguimento de caminho de robos
moveis com rodas, robusto a incertezas. Assim, de entre as contribuicoes
desta tese destacam-se as seguintes:

e Implementacao de algoritmos de controlo, para seguimen-
to de caminho, em tempo discreto. A estratégia de controlo de
seguimento de caminho, apresenta a particularidade de utilizar algorit-
mos em tempo discreto. Assim, no seguimento de caminho, o sistema
“fisico” (continuo no tempo) é controlado por um controlador discreto.
E reconhecido que a utilizagao de controladores discretos, permite a
sua aplicacao pratica (no “mundo real”), mas em contrapartida estes
sao mais sensiveis a perturbacgoes e incertezas.

e Uma nova estratégia de controlo de seguimento de caminho
€ proposta. E proposta uma nova estratégia de controlo, para segui-
mento de caminho de WMRs, robusta a incertezas. Esta estratégia de
controlo é composta por uma malha interna de linearizacao por rea-
limentacao entrada-saida e por uma malha externa de controlo linear
com 0 AOB (controlador com observador activo baseado no filtro de
Kalman). Esta evidencia bons resultados no seguimento de caminho,
quando o sistema € sujeito a ruido, incertezas do modelo, perturbacoes
e nao-linearidades. Este novo algoritmo estima as perturbacoes a que
o sistema estd sujeito, levando a cabo uma accao de compensacao
apropriada de modo a atenuar/eliminar os seus efeitos. E ainda de
referir que, esta é a primeira vez que o projecto do controlador AOB
é aplicado a WMRs.

e Validacao por stmulacao do novo algoritmo de seguimento
de caminho. Foram realizadas simulacoes computacionais de modo
a mostrar a eficiéncia, flexibilidade, estabilidade e robustez da nova
estratégia/algoritmo de controlo de seguimento de caminho de WMRs,
quando o sistema foi (ou nao) sujeito, a varios tipos de perturbagoes.
O desempenho desta nova estratégia de controlo é ainda comparado
com o desempenho de outras estratégias de controlo classicas, tais
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como o controlador de colocagao de pélos (PPC) e o controlador de
colocagao de pélos com observador por filtro de Kalman (CKF).

e Sistematizacao e clarificacao de metodologias. De modo a
facilitar a utilizacao de certas metodologias, essenciais ao desenvolvi-
mento desta investigagao, é realizada uma sistematizacao e clarificagao
dos seguintes conceitos: 1) Cinemdtica de robos méveis; 2) Dinamica
de robos méveis; e 3) Linearizacao por realimentagao. O modo como
sao estruturadas estas metodologias permite a sua aplicacao (de uma
forma rotineira e organizada) a qualquer WMR, bem como a qual-
quer sistema mecanico que incorpore as caracteristicas especiais dos

WDMRs.

1.5 Estrutura da Tese

Esta tese encontra-se dividida em 8 capitulos e em 5 apéndices que com-
plementam as matérias abordadas nos capitulos. A organizacao da tese
apresenta uma forma sequencial na abordagem dos assuntos, tal como se
passa a descrever.

No capitulo 1 sao apresentados em linhas gerais os assuntos que serao
abordados ao longo desta tese, bem como a motivacao e os objectivos desta
investigacao. Resumem-se ainda as contribuigoes chave desta tese.

No capitulo 2 é abordado o “Estado da Arte” apresentando a literatura
mais relevante sobre o controlo de seguimento de caminho/trajectéria de
WDMRs, incluindo as cadeiras de rodas robotizadas.

No capitulo 3 sao apresentados de forma sistematizada os conceitos
tedricos necessarios a realizacao do modelo cinematico de WMRs. Apresen-
tam-se, também, os sistemas de coordenadas instantaneamente coincidentes
que conduzem directamente ao Jacobiano da roda, e que relacionam as ve-
locidades de uma roda com as velocidades do corpo do WMR. Calcula-se o
modelo cinematico do robo, no sistema de coordenadas do mundo, e obtem-
-se as suas restricoes cinemadticas.

No capitulo 4 é sistematizado o cdlculo da dinamica de modelos de robos
moéveis com rodas. Apresenta-se a formulacao de Lagrange, bem como
a classificagao de sistemas nao-holénomos (recorrendo a édlgebra® de Lie).

4Note-se que em alguma literatura se usa o termo no plural, i.e. dlgebras de Lie.
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Aplicando estas metodologias obtém-se o modelo dinamico do WMR em
estudo. E abordado o problema da formulagao em espago de estados do
sistema dinamico com restricoes holénomas e nao-holénomas, de um modo
unificado. E transformado o problema do modelo dinamico com restri¢oes
num problema padrao, equivalente, de controlo nao-linear.

No capitulo 5 é estudado o problema da linearizacao por realimentacao,
de sistemas com restrigdes nao-holénomas (e.g. WMRs). E apresentada, e
calculada, de forma sistematizada e detalhada a linearizacao por entrada-
saida. A dinamica interna nao observavel, resultante deste procedimento,
¢ analisada. Procede-se ainda a escolha das varidveis de saida, tendo em
consideracao o algoritmo de controlo pretendido.

No capitulo 6 sao apresentados os esquemas de controlo de seguimento
de caminho, em modo continuo, do WMR, utilizando um controlador por
colocagao de pdlos (PPC) na malha de realimentacao linear. Apresentam-se
resultados de simulacao computacional, e discute-se o desempenho dos es-
quemas de controlo e a validade do modelo dinamico, bem como a influéncia
das velocidades iniciais e dos angulos iniciais no seguimento de caminho.

No capitulo 7 descrevem-se as metodologias respeitantes a discretizacao
e a colocacao de polos, em malha-fechada. E apresentada e discutida uma
nova estratégia de controlo, baseada no AOB, para o seguimento de ca-
minho, em modo discreto, de WMRs sujeitos a restricoes nao-holénomas.
Apresenta-se ainda o algoritmo/estrutura do AOB de primeira ordem e de
ordens superiores e discute-se a sua estabilidade, flexibilidade, robustez e
estratégias de estimacao. Realizam-se extensas simulagoes computacionais,
e analisa-se o comportamento deste novo esquema de controlo quando su-
jeito a incertezas e perturbacoes, para diferentes velocidades desejadas e
diferentes constantes de tempo em malha-fechada. E realizada uma andlise
comparativa, do desempenho do esquema de controlo de seguimento de ca-
minho, quando se utilizam diferentes controladores (i.e. AOB, PPC ou
CKF) na malha de realimentacao-linear.

No capitulo 8 destacam-se os aspectos e contribuicoes mais relevantes
da tese, e discutem-se direccoes de pertinente importancia para futuros tra-
balhos de investigacao.

Finalmente, nos apéndices A a E incluem-se informacoes relevantes que
complementam alguns assuntos discutidos nos capitulos desta tese.



Capitulo 2

Estado da Arte

Na sociedade actual, verifica-se uma crescente necessidade de utilizacao de
maquinas dotadas de alguma autonomia, eficiéncia e precisao, para a re-
alizacao de tarefas, que por vezes ultrapassam a capacidade humana. A
robotica, é uma area multidisciplinar que tem como objectivo o desenvolvi-
mento de algoritmos e a integracao de diversas técnicas (desenvolvidas ao
longo de véarias décadas), que conduzem & evolugao de maquinas possibi-
litando a sua integracao em ambientes industriais, onde decorrem tarefas
repetitivas, perigosas ou que ultrapassem a capacidade humana. A robdtica
permite ainda aplicagoes na area de servicos, possibilitando o aumento do
bem-estar do Homem.

O conceito de rob6 remonta a Grécia, ao ano IV a.C., altura em que
Aristételes apresentou a no¢ao de um “instrumento” que conseguisse realizar
tarefas sem a influéncia humana. Mas o termo rob6 (com origem na palavra
checa ‘robotnik’, que significa servo) foi utilizado inicialmente, em 1921, pelo
dramaturgo Karel Capek, traduzindo a ideia de um “homem mecanico” que
parecia vir de alguma obra de ficcao. O robd, comecou a ser visto como
uma maquina ‘humana’, com inteligeéncia e personalidade individual, mas
que laborava de forma incansavel.

Ao contrario da ficcao, os primeiros robos foram dotados de bracos e
articulacoes, sendo capazes de trabalhos repetitivos e autéonomos, nao no
sentido de terem ‘sensibilidade’, ‘controlando-se’ a si proprios e resolvendo os
problemas que poderiam surgir, mas para substituir o homem nos trabalhos
pesados. Os robos foram entao desenvolvidos de modo a serem maquinas
flexiveis e reprogramadveis, capazes de se adaptarem facilmente a varios tipos

13
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de tarefas.

Ao longo dos anos a evolugao da robotica de manipuladores foi bastante
mais significativa que a robdtica mével. No entanto, especialmente nas
ultimas décadas, tém sido desenvolvidos muitos trabalhos de investigacao
na area da robdtica mével. O subito interesse pelos robos méveis auténomos
deveu-se ao desenvolvimento do seu suporte tecnologico, nomeadamente no
que se refere a tecnologias computacionais e de sensores, que se tornaram
mais precisos passando a fornecer mais informagao sobre o estado actual
do robo6 e sobre o ambiente que o rodeia. Adicionalmente a evolucao dos
projectos mecanicos e dos controladores tornou possivel o desenvolvimento
e controlo do movimento dos robos moéveis.

Assim, nas duas tultimas décadas, um dos grandes desafios da robdtica
movel tem sido a obtencao de controladores de movimento robustos. Sao
inimeras as abordagens ao problema do controlo do movimento de robos
moveis. De um modo geral os sistemas de controlo de movimento, sao
classificados numa das trés categorias seguintes:

e Estabilizacao num ponto de equilibrio, estd relacionada com
o projecto de leis de controlo que permitem que o robo atinja um
determinado ponto alvo, partindo de um ponto inicial [120] [145].

e Seguimento de trajectoria, o robo deve atingir um ponto na tra-
jectéria no espago cartesiano (isto é, um caminho geométrico com uma
lei de tempo associada), partindo de um dado ponto inicial (na ou fora
da trajectéria). O seguimento de trajectéria tem, entdo, como objec-
tivo atingir um determinado ponto, mas num determinado instante de
tempo especificado [120].

e Seguimento de caminho', o robo deve seguir e atingir um caminho

!Na literatura, o seguimento de caminho é comummente designado pelo termo “path
following”, no entanto surgem frequentemente publicacdes que se referem ao seguimento
de caminho com a designacdo “path tracking”. A diferenca existente entre “path fol-
lowing” e “path tracking” é ambigua, dado que diversos investigadores referem-se a “path
tracking” quando, na realidade, o que estdo a implementar é “path following”. Existem,
porém, alguns autores que tentaram diferenciar “path tracking” de “path following”. Por
exemplo, segundo Hu [92] o “path tracking” é apenas o seguimento de um caminho pré-
planeado (no entanto, este autor tem, também, em consideragdo a velocidade). Para

Martinez [124], o “path tracking” é realizado tendo como objectivo seguir um caminho
previamente planeado, manipulando a velocidade e a conduc¢do do WMR. Por sua vez
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geométrico no espaco cartesiano, comecando numa dada posicao inicial
(no ou fora do caminho), sem estar sujeito no entanto a especificagoes
temporais [120]. E de notar que no seguimento de caminho é mais
importante seguir, o mais préximo possivel, um caminho do que atingir
determinados pontos em instantes de tempo especificados [161].

O pressuposto subjacente ao problema do controlo do seguimento de
caminho pode ser abordado tendo em atencao duas varidveis: - a menor
distancia de um ponto de referéncia no robo ao caminho desejado; - e uma
dada velocidade longitudinal [161]. Para além disso, com o seguimento de
caminho é conseguida uma convergéncia mais suave para o caminho (quando
comparado com o seguimento de trajectéria) e os sinais de controlo tém,
provavelmente, menos tendéncia a serem levados a saturacao [175].

Os conceitos, base, subjacentes ao seguimento de caminho e ao seguimen-
to de trajectoria sao comuns, dado que eles evoluiram conjuntamente e cada
um deles contribuiu para a evolucao do conhecimento nesta area. Portanto,
nao é de “estranhar” que se refiram como pioneiros na area do seguimen-
to de caminho, trabalhos em que é abordado o seguimento de trajectoria.
Assim, nesta tese, serao tidos em consideracao os estudos realizados sobre
estas duas abordagens, que de certa maneira tenham contribuido para o de-
senvolvimento de algoritmos de controlo de seguimento de caminho; tendo
em atencao que nos ultimos anos, houve um menor nimero de publicacoes
sobre seguimento de caminho.

2.1 Aplicacoes e Controlo de WMRs

A extensa investigacao que se tem vindo a realizar em torno dos robos méveis
tem vindo a permitir o seu desenvolvimento em diversas areas de tal modo
que tornou a sua presenca indispensavel e cada vez mais significativa, em
inimeros e diversificados ambientes e aplicagoes. Por outro lado, a expansao

Moret [129] afirma que o “path tracking” é o seguimento de caminho sem ter em consi-
deragdo uma velocidade definida. A grande diferenca presente nas anteriores (ou outras)
“definicoes” refere-se, essencialmente, ndo ao seguimento de caminho, propriamente dito,
mas ao controlo de velocidade com que o rob6 segue o caminho (por exemplo velocida-
de constante, velocidade varidvel e velocidade “manipulada”). Assim, devido & grande
ambiguidade existente, ambas as abordagens (“path following” e “path tracking”) serdo
designadas, nesta tese, por seguimento de caminho.
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do tipo e numero de aplicacoes, cria novos desafios ao seu controlo. Assim,
a presenca dos WMRs ha muito que deixou de ser exclusiva da robodtica
industrial. Todavia, continuam a ser uma presenca constante na industria e
servigos, particularmente quando capacidades de movimento auténomo sao
necessarias em ambientes e superficies razoavelmente suaves [166].

As varias configura¢oes de mobilidade de WMRs (nimero e tipo de ro-
das, sua localizacao e actuagao, estrutura do veiculo uni ou multi-corpo)
pode ser encontrada em miltiplas aplicacoes [101]: Os WMRs podem ser
aplicados na realizagao de tarefas, que de algum modo, necessitem de se mo-
vimentar em distancias superiores ao espaco de trabalho dos manipuladores;
como AGVs para transportar pecas e materiais dentro de fédbricas, seguin-
do caminhos assinalados por fitas reflectoras, pinturas ou fios ocultos; e
em WMRs telecomandados aplicados a manipulacao remota de substancias
perigosas tais como materiais radioactivos em centrais nucleares [57] e ex-
plosivos em esquadroes de anti-bombas.

Os robos ‘sairam’ do ambito das fabricas e foram enviados a dreas remo-
tas [192] ou para missoes em outros planetas [87]. Os WMRs sao a alterna-
tiva vidvel as viagens espaciais tripuladas muito arriscadas, eliminando os
problemas dos atrasos temporais, inerentes a comunicacao interplanetaria,
para mecanismos tele-operados. Green et al. [78] [79] desenvolveram um
algoritmo para o seguimento de caminho e para evitar obstaculos num rover
planetério. Boissier [33] apresentou um trabalho desenvolvido, sobre rovers
planetdrios, pela French Space Agency. Howard e Seraji [91] apresenta-
ram um sistema de navegacao, para um rover planetario, de modo a evitar
obstéaculos.

As potenciais aplicagoes dos WMRs nao incluem apenas as missoes es-
paciais. Eles foram também testados como guias nos museus [182] e para
fins de entretenimento [82]. Encontram-se WMRs apropriados para tare-
fas repetitivas tais como monitorizacao de seguranca de prisoes e armazéns
[183].

Os WMRs sao ainda apropriados, para aplica¢oes na maquinaria agricola
[122] em acgbes como lavrar, semear e colher, uma vez que sao tarefas que
necessitam de movimentos repetitivos sobre grandes distancias ao longo de
caminhos simples. Podem também ser encontrados como veiculos de uso
militar especifico, estando a ser utilizados, em especial, na desminagem
humanitaria.

A utilizacao actual dos robos moéveis na industria obriga a uma grande
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estruturacao dos ambientes fabris, e a tendéncia é que os robos se tornem
cada vez mais robustos de modo a que a estruturacao nao seja uma das
condicoes para a sua utilizacao. Por outro lado, ambientes domésticos e de
servigos sao muito menos estruturados, exigindo por parte dos robos moveis
maior autonomia, bem como projectos de controlo mais robustos e eficientes.
Isto torna-se evidente quando sao utilizadas, por exemplo, cadeiras de rodas
robotizadas por pessoas com incapacidades ou limitagoes fisicas [187].

Todas estas aplicacoes téem subjacente um objectivo comum, o WMR
necessita de efectuar movimentos em distancias mais ou menos longas, sen-
do necessario percorrer um determinado caminho sem que se perca ou que
colida com obstaculos no percurso. De modo a realizar o projecto de con-
trolo de seguimento de um caminho especificado para um determinado robo
movel com rodas, é necessario recorrer a diversos conhecimentos e conceitos
que tem vindo a ser desenvolvidos desde ha décadas. Para além do desen-
volvimento da ciéncia, foi necessario o desenvolvimento das maquinas, dos
instrumentos e mecanismos.

Perspectiva Histoérica

A teoria do controlo teve um papel vital no avanco da ciéncia e da engenharia. O uso
intencional de controlo para melhorar o desempenho de sistemas dinamicos comecou
sensivelmente no inicio da Revolugdo Industrial, nos finais do século XVIII e principios
do século XIX. Ja nos séculos XVII e XVIII a teoria das equagbes diferenciais tinha
sido desenvolvida por Newton, Leibniz e Riccati. Em 1868, Maxwell obteve o primeiro
modelo matematico para descrever o comportamento de um processo, de modo a explicar
os problemas de instabilidade encontrados no controlador centrifugo da méquina a vapor
de James Watt. Poincaré, em 1892, foi quem primeiro reduziu o estudo de um sistema de
ordem “N”, a um conjunto de “N” equacoes diferenciais de primeira ordem. No entanto,
as bases da teoria do controlo moderno tém as suas origens no inicio do séc. XX.

A teoria de controlo adaptativo [17] surgiu nos anos 50 e apareceu como uma solugio
para o problema de manter adequado o desempenho do sistema de controlo na presenca
de incertezas de parametros. No final dos anos 50 e inicio dos anos 60 os métodos de
espaco de estados surgem como a base da teoria de controlo moderno. A caracteristica
essencial dos métodos de espaco de estados, é a descricdo matemadtica dos processos por
intermédio de equacoes diferenciais.

Em 1963 foi iniciada a “teoria dos observadores”, por David Luenberguer, para a
reconstrucao do estado de sistemas lineares. Mas foram os estudos sobre observadores
para sistemas, realizados por Kalman nos anos 60, que estiveram entre as contribuicoes
mais importantes do século XX na drea do controlo, no seguimento dos trabalhos de
Nyquist e Bode dos anos 20 e 30, bem como do trabalho de Norbert Wiener dos anos
40. O “filtro de Kalman”, que foi desenvolvido em 1960 [102] e 1961 [103], representa
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uma evolucdo do “filtro de Wiener” (1941), bem como das suas extensées. O filtro de
Kalman pode ter diversas variantes. A variante que teve e tem mais sucesso é a forma
estendida, tendo ficado conhecida por filtro de Kalman estendido (EKF) ou filtro de
Kalman-Schmidt. O termo filtro teve origem na sua capacidade de reduzir os efeitos de
ruido num sinal. Os conceitos de Kalman proporcionaram filtros éptimos que continuam
ainda a ser largamente usados em problemas de engenharia.

Paralelamente, o primeiro grande impulso no desenvolvimento das maquinas verificou-
-se no séc. XVIII, com o inicio da revolugdo industrial. Por outro lado, no final do séc.
XIX ocorre o inicio da utilizagdo do motor eléctrico, e a maquina comega a substituir o
Homem.

A 1% Guerra Mundial originou muitas mudancas e o poder da maquina mostrou-nos
a sua forma negativa e destrutiva.

Em meados dos anos 50 a mecanica é substituida pelo poder eléctrico e hidraulico.
George C. Devol desenvolveu um aparelho ao qual chamou “programmed articulated
transfer device”; um autémato cujas operacgOes eram programadas (operacoes realiza-
das segundo uma sequéncia de instrugdes). Em 1959, Devol e Joseph F. Engelberger
desenvolveram o primeiro rob6 industrial pela Unimation Inc, que tinha como funcio
executar uma variedade de tarefas automaticamente. Diferia dos anteriores autématos,
uma vez que podia ser reprogramado e remodelado para outras tarefas com um nivel de
custos pouco elevado. Ja naquela época comecaram a ser usadas nas fibricas mdquinas
dotadas de sistemas filo-guiados, e que deste modo orientavam o seu movimento. Surgiu,
assim, a “ideia” (ainda que precoce) de seguimento de um caminho, e nasciam aqueles
que mais tarde se tornariam nos AGVs, tendo-se mantido neste patamar de evolucio até
meados dos anos 70.

Nos anos 60, tornou-se significativo o facto de a flexibilidade dos “autématos” au-
mentar, com a utilizacdo de diferentes tipos de sensores. Ea partir desse momento que
a investigacdo sobre robdtica comeca a incidir na drea da Robdética Mével. H.A.Ernest
iniciou o desenvolvimento de um computador/controlador de uma mao mecénica com sen-
sores tacteis-MH-1. Com esta invencao, conseguia-se mover e “sentir” os blocos, usando
depois esta informagdo para controlar a mao, e empilhar os blocos sem ajuda humana.
Tomovic e Boni desenvolveram um protétipo equipado com um sensor de pressdo que
quando “sentia” o objecto enviava informacao do tamanho do objecto para um compu-
tador que, por sua vez, enviava um sinal para o motor que iniciava a accao de acordo
com a informacao recebida.

No inicio dos anos 60, varios projectos de bracos manipuladores foram desenvolvidos,
tais como o braco Roehampton e o braco Edinburgh. Pieper estudou o problema da
cinematica de um manipulador, que era controlado por computador.

A aplicacdo dos robos estendeu-se para além do ambiente industrial, e ji em 1969,
durante a primeira viagem do homem & lua, foram utilizados manipuladores de controlo
remoto para recolher amostras e executar pequenas tarefas de grau de complexidade
reduzido.

Em 1970 é introduzido o primeiro rob6 mével controlado por inteligéncia artificial (de-
nominado Shakey). O aparecimento de controladores mais “evoluidos” permitiu expandir
a sua capacidade e flexibilidade. Como resultado, a partir desta data as aplicacoes dos



2.1. APLICACOES E CONTROLO DE WMRS 19

robos moveis cresceram grandemente, passando estes a serem usados em diversas areas.

Nos anos 70 o interesse dos sistemas robéticos comecou a incidir na pesquisa do uso de
sensores que facilitassem, de algum modo, as operacoes manuais. A Cincinnati Milacron
Corporation, desenvolveu o primeiro robo industrial controlado por computador. Este
robd movia objectos numa linha de montagem. Inoue, no Laboratério de Inteligéncia
Artificial aprofundou os sensores de forca e no Draper Laboratory, Nevins investigou
diferentes técnicas de medida por meio de sensores. Will e Grossman na IBM desenvol-
veram um manipulador controlado por computador com sensores tacteis e de forca para
realizar a montagem mecanica de uma maquina de escrever.

Nos anos 80 a General Motors, introduziu um rob6 industrial capaz de ‘reconhecer’
diferentes componentes num tapete transportador e de escolher o componente que era
necessario a tarefa.

Foi também nos anos 80 que foi estudada a locomogao por pernas, no entanto a grande
maioria dos robds méveis que foram construidos utilizavam rodas para a locomocao. Os
robds méveis com rodas (WMRs) mostraram ser mais eficientes, no que diz respeito ao
consumo de energia, comparativamente com os robds com pernas, representando assim
uma potencial aplicagdo, mais alargada, na industria, devido ndo sé as caracteristicas do
chao das fabricas, como também ao facto de os WMRs necessitarem de componentes mais
pequenos e mais simples, sendo portanto mais faceis de construir que os robds méveis
com pernas. Por outro lado, o controlo de rodas é menos complexo que a actuacdo de
pernas multi-juncdo, originando dano minimo numa superficie.

A crescente utilizacao dos WMRs proporcionou novos desafios aos in-
vestigadores nomeadamente no controlo do seu movimento, pois para além
do seguimento de caminho ou seguimento de trajectoria, o planeamento de
movimento dos WMRs tem sido uma édrea de intensa investigacao. A maior
parte dos estudos de controlo de seguimento de caminho ou trajectoria fo-
ram aplicados ao controlo de robos méveis com rodas [39] [157]. No entanto,
existem estudos de seguimento de caminho (e de trajectéria) em areas como
a exploracao subaquatica [146] e [67].

O planeamento do movimento, tal como o controlo do movimento, é
também um campo de grande interesse de pesquisa (ver referéncias: [180],
[116], [128], [132], [111], [186] [115], [50]). Os principais objectivos aqui, sdo
determinar a existéncia de caminhos admissiveis, entre duas dadas posicoes?
de um robo6, que possam ser percorridos livres de colisoes com obstaculos.
Pressupostos basicos apresentados por Dubins [63] bem como por Reeds e
Shepp [153] sao a base de qualquer caminho, isto é, os autores afirmam que

2Posicdo neste contexto significa a sua localizacdo cartesiana e a sua orientacdo.
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entre quaisquer dois pontos (inicial e final) existe um conjunto de caminhos
compostos apenas por linhas rectas e segmentos de arcos circulares. Estes
pressupostos foram recentemente usados por diversos autores como, por
exemplo, Alexander [6], ou Venditelli [186] que utiliza estes pressupostos
de modo a encontrar os caminhos mais curtos evitando os obstdculos no
caminho de um WMR. Contudo, o planeamento do movimento ultrapassa
o objectivo desta dissertacao.

O seguimento de caminho dos WMRs nao pode ser abordado, sem se
ter em consideracao que os WMRs sao sistemas mecanicos caracterizados
por restricoes cinematicas, que nao podem ser eliminadas das equacoes de
movimento. A maioria dos WMRs, podem ser classificados como sendo
sistemas mecanicos nao-holénomos. O controlo de tais sistemas, pode-se
tornar, num problema de dificil resolucao.

Na ultima década o controlo por realimentacao de WMRs tem sido ex-
tensivamente estudado. Ha duas tarefas de controlo basicas para os WMRs:

e A estabilizacao num ponto de equilibrio- é considerada um desa-
fio porque um sistema nao-holénomo nao pode ser estabilizado num ponto
de equilibrio por uma lei de realimentacao de estado suave [36]. Para ul-
trapassar estas dificuldades, esforcos substanciais foram envidados para de-
senvolver leis de controlo de realimentacao de estado sofisticadas, tais como
leis de realimentacao nao suave [41] [15], leis de realimentagao variantes no
tempo [151] [160], e leis de realimentagao hibridas (nao suaves e variantes no
tempo) [177][126]. Varios autores mostraram com base no teorema de Broc-
kett [36] que sistemas nao-holénomos sao controlaveis em malha aberta mas
nao sao estabilizaveis por leis de realimentacao suaves invariantes no tempo
[29] [131]. Sugere-se a consulta de Kolmanovsky e McClamroch [111], para
um revisao geral na area de controlo de sistemas mecanicos nao-holénomos.

e A convergéncia (seguimento) para um dado caminho ou tra-
jectdria- o seguimento de caminho/trajectéria nao é sujeito as dificuldades
do caso anterior. Isto deve-se ao facto, de se poder definir saidas com a
mesma dimensao que as entradas. Teorias de controlo nao-lineares classicas
podem entao ser usadas para resolver o problema do seguimento de caminho
ou trajectérias [179][161] [40][194]. Além disso, técnicas de linearizacao por
realimentagao entrada-saida (estdtica ou dinamica) sdo bem compreendidas
e eficazes no controlo de seguimento.

As técnicas de linearizacao por realimentacao entrada-saida tém sido
largamente utilizadas em WMRs, permitindo transformar a entrada-saida
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em malha fechada em ‘dinamica’ linear, e assim os projectos de controlo
tornaram-se uma tarefa “facil” de realizar (no entanto a dinamica interna
dos sistemas nao holénomos continua a ser nao-linear, e portanto um ponto
critico na aplicacao de leis de controlo de realimentagao) [190].

A linearizacao, é quase sempre considerada aquando da elaboracao de
projectos de controladores para sistemas nao-lineares. A linearizacao por
entrada-saida, que se pode entender com sendo o cancelamento “exacto”
das nao-linearidades do sistema de modo a obter uma relacao linear entre
as entradas e as saidas em malha fechada, é uma metodologia de projec-
to baseada no modelo nao-linear que foi largamente estudada nas ltimas
décadas [95] [137] [86] [10] [34], onde a dlgebra de Lie, uma ferramenta ma-
tematica muito poderosa, demonstra ser indispensavel. Abordagens sobre
a algebra de Lie podem ser encontradas nas referéncias classicas [83] [185] e
mais recentemente por Leite [118]. Um tutorial sobre a aplicacao de algebra
de Lie no controlo de seguimento de caminho de WMRs pode ser encontrado
em Coelho e Nunes [48].

A linearizacao por realimentacao aplicada a sistemas robdticos surgiu,
entao, apenas a partir do final dos anos 80, e principio dos anos 90 (e.g.
[173][137]). A investigacao foi subsequentemente expandida para cobrir clas-
ses mais gerais de sistemas nao-lineares.

Diversos investigadores, abordaram desde o inicio dos anos 90 o problema,
da estabilizacao por realimentacao de sistemas mecanicos nao-holénomos.
Campion et al. [39] provaram que os sistemas nao-holénomos, apesar de nao
serem assimptoticamente estaveis, podem ser globalmente tornados margi-
nalmente estaveis com um projecto de leis de controlo adequado. Hui e
Goldenberg [93] apresentaram um estudo sobre estabilidade de um siste-
ma nao-holénomo usando o segundo método de Lyapunov e o teorema da
invariancia de La Salle. Por sua vez Pomet et al. [152] estudaram uma es-
tratégia hibrida que usou realimentacao de estado descontinua, combinando
as vantagens do controlo de realimentacao suave invariante com o tempo
(longe do ponto alvo), com o controlo de realimentacao suave que varia com
o tempo (perto do alvo).

A linearizacao por realimentacao tem, desde entao, sido utilizada com
sucesso na abordagem de alguns problemas préaticos de controlo, nomea-
damente no seguimento de caminho de WMRs. No entanto, hd inimeros
aspectos nao abordados e limitacoes associadas a abordagem da linearizacao
por realimentacao, que continuam a ser investigados.
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Podem distinguir-se duas grandes direccoes de investigacao empregando
projectos de controladores nao-lineares:
- Uma, em que se usa realimentacao descontinua [27],[28], e
- Outra, em que se usa realimentacdo continua variante no tempo [157].

O desenvolvimento de inimeros trabalhos de investigacao com o intuito
da obtencao de algoritmos de controlo de sistemas nao-lineares, nomeada-
mente no controlo de robos méveis, podem ser encontrados nas referéncias:
[105] [188] [80] [161] [14] [31] [41] [44] [160] [84] [170] [10] [61]. Um bom re-
sumo sobre a linearizagao pode ser encontrado no trabalho de Krener [112].

2.2 Seguimento de Caminho/Trajectéria

Um dos problemas encontrados na aplicacao dos WMRs em fébricas, hospi-
tais, servigos automatizados, entre outros, é o adequado projecto de contro-
lo de seguimento de caminho. Geralmente, a abordagem tipica ao projecto
destes controladores é desenvolver modelos cinematicos ou dinamicos do
veiculo, considerar caminhos em linha recta ou circulares que devem ser
seguidos com uma velocidade constante, e depois obter um controlador de
seguimento de caminho, cuja accao é normalmente proporcional a distancia
entre o robo e o caminho. Tipicamente, o desempenho dos controladores
de seguimento de caminho apresentam uma convergéncia mais suave para o
caminho (ndo sendo fun¢do do tempo) do que a obtida com os controladores
de seguimento de trajectoria, e os sinais de controlo tém menos tendéncia
de atingirem a saturacao [89].

Durante as tltimas duas décadas houve um grande esforco de investi-
gacao no controlo de seguimento de caminho.

O seguimento de caminho de robos moéveis tem sido estudado desde
meados dos anos 80. Apesar da nao-linearidade das equacoes do sistema, leis
de controlo linear foram frequentemente propostas, usando o facto de que
o sistema pseudo-linearizado equivalente é controlavel, quando a velocidade
longitudinal do veiculo for constante [59][104][136]. Ja nos anos 90, foram
também considerados esquemas de controlo nao-lineares de modo a obter
melhor estabilidade, como ja atras referido [105], ou melhorar o desempenho
[88].

Foi com os trabalhos de Samson [157] [158] que se deu inicio ao estudo
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mais aprofundado de sistemas de controlo de seguimento de caminho. Em
[157] utilizou uma abordagem baseada no modelo de referéncia (também
considerada por Kanayama [105]), e em [158] propos uma lei de controlo de
velocidade angular nao-linear que aproxima localmente as realimentagoes
lineares 6ptimas, e assegura a convergéncia para o caminho desejado, inde-
pendentemente da velocidade longitudinal do rob6. Os trabalhos de Samson
[157] conjuntamente com os de Canudas [42] e Micaelli [127], sdo considera-
dos por muitos investigadores como os trabalhos ‘pioneiros’ do controlo de
seguimento de caminho.

2.2.1 Cinemadtica/Dinamica

Os métodos de seguimento de caminho/trajectéria de WMRs podem ser
baseados apenas na cinematica ou na cinematica e dinamica. Reconhecendo
a importancia de considerar a dinamica do sistema, varios investigadores
dedicaram-se a este problema nos tltimos anos.

A grande maioria dos algoritmos de controlo disponiveis para os WMRs,
usa apenas o modelo cinematico para a obtencao de leis de controlo para
o seguimento de um caminho ou para atingir um determinado ponto ‘al-
vo’ (como é referido em [109] [171] [13]). A literatura sobre como resolver
o problema do movimento sob restri¢goes nao-holénomas usando o modelo
cinematico de um robo mével é vasta, referéncias detalhadas sobre o estu-
do analitico da cinemética do WMR podem ser consultadas em [130] [5].
Em vérios trabalhos foi estudado o problema da representacao do mode-
lo cinemético [188] [43] [84] [2] [160] [120] [3] [100]. Um grande nimero
de autores abordaram o problema do seguimento de caminho considerando
apenas o modelo cinemético do WMR (e.g. [159] [127] [42] [30] [80] [81] [43]
[84] [60] [178]).

Por outro lado, pouco foi escrito sobre o problema da integracao do
controlador cinematico nao-holénomo e dinamica do rob6 moével. Note-se
ainda que o controlo tendo em conta o modelo dinamico do sistema permi-
te um funcionamento mais eficiente e com menos erros. Diversos autores
consideram o modelo dinamico dos sistemas no controlo de movimento de
WDMRs, podendo ser citados como exemplo Sarkar [161], DeSantis [58], Fi-
erro [72], Bentalba [24], Yang [194], Fukao [77], Yamada [193], Egerstedt
[65], Andersen [7], entre outros.
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2.2.2 Sistemas de Controlo

O desenvolvimento de microprocessadores de baixo custo, impulsionou gran-
des desenvolvimentos na teoria e aplicagoes do controlo nao-linear. Uma vez
conhecido o caminho ou a trajectéria existem varias técnicas que foram, e
sao, utilizadas para realizar o seu seguimento. Essencialmente, na iltima
década, verificou-se o desenvolvimento de varias abordagens de controlo de
seguimento de caminho (algumas delas ja referidas ao longo deste capitulo).
Existem assim, varias teorias para o projecto do controlo de seguimento de
caminho, algumas baseadas em controladores lineares, outras baseadas em
controladores nao-lineares.

Controladores Lineares

DeSantis [58] discutiu o controlo de seguimento de caminho de robos méveis
com rodas com conducao diferencial, assumindo um movimento que é planar
e livre de escorregamentos, tendo em consideracao a cinematica e a dinamica
do veiculo. Baseado no conceito de seguimento de caminho, é projectado um
controlador que actua como uma ‘funcao sem memoria’ dos erros laterais ao
caminho, erros de direccao, e erros de velocidade longitudinal. Se estes erros
forem mantidos pequenos, e a velocidade de seguimento for constante, entao
pode ser dada a este controlador uma estrutura PID linear, invariante no
tempo e desacoplada. E de notar, no entanto, que apesar de ser usado um
controlador PID, sao aplicadas neste trabalho técnicas de linearizagao por
realimentacao nao linear para linearizar e desacoplar o sistema. DeSantis da,
ainda, um exemplo da aplicacao desta técnica de controlo, nomeadamente
a uma cadeira de rodas, nao sendo no entanto fornecidos resultados sobre a
sua exactidao.

Bak et al. [19] abordaram os algoritmos de seguimento de caminho para
robos moveis, com restricoes nas velocidade das rodas, considerando apenas
o modelo cinemético. O caminho proposto neste estudo, é constituido por
linhas rectas que se intersectam com determinados angulos. Foi apresen-
tado um controlador de realimentacao de estado linear, que em conjunto
com um estimador, conseguem prever as intersecgoes do caminho. Assim, o
movimento do rob6 é controlado, em tempo real, de um modo suave, em par-
ticular quando efectua curvas. O seguimento de caminho é particularmente
importante num ambiente interior, onde os compartimentos sao normalmen-
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te rectangulares, e onde este tipo de caminhos (com curvas acentuadas) sao
frequentemente encontrados. O estudo de simulacao apresentado indica que
o controlador é robusto, se se mantiverem dentro de certos parametros os
valores do angulo de viragem e a posicao de partida.

Outros estudos, de seguimento de caminho, foram realizados conside-
rando controladores lineares, baseando-se essencialmente na utilizacao de
controladores por realimentacao ou controladores da familia dos PID. Por
exemplo Ollero e Heredia [141] apresentaram uma abordagem de seguimen-
to de caminho, considerando o modelo cinematico do robo e usando um
controlador proporcional para ‘compensar’ o erro lateral.

Controladores Nao-Lineares

Sarkar et al. [161] realizou um estudo comparativo entre seguimento de
trajectoria e seguimento de caminho, tendo concluido que o seguimento de
caminho tem um comportamento mais suave e portanto mais adequado ao
controlo do seguimento dos WMRs. No trabalho de Sarkar foram utilizados
os modelos cinematico e dinamico do WMR e a sua linearizacao foi obtida
através da linearizacao por realimentacao entrada-saida, tendo o sistema
global sido desacoplado em dois sub-sistemas. Um controlando a distancia
do robd ao caminho e o outro controlando a velocidade. E de notar que a
implementacao dos algoritmos foi realizada em modo continuo no tempo.

Fierro e Lewis [72] apresentaram um estudo bastante completo, onde
aplicaram diversas estratégias de controlo. E proposto um controlador nao-
linear que permite realizar a estabilizacao num ponto, o seguimento de tra-
jectoéria, e o seguimento de caminho. O controlador, para além da cinematica
do WMR, necessita conhecer a sua dinamica. O resultado é uma estrutura
geral para controlar um robo mével que pode acomodar diferentes técnicas
de controlo, desde um controlador computed-torque convencional onde toda
a dinamica é conhecida, até aos controladores adaptativos robustos base-
ados nas redes neuronais. A tarefa das redes neuronais é a aprendizagem
em-linha da dinamica do veiculo, e o controlador cinematico é usado para
determinar as entradas de controlo do sistema. O esquema de controlo das
redes neuronais foi testado em simulacao, e comparado com um controlador
que assume uma velocidade de seguimento perfeita, e um controlador que
assume conhecimento completo da dinamica do veiculo (computed-torque).
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Desde que as entradas de controlo da velocidade sejam pequenas, suaves e
limitadas, e as perturbacoes sejam também limitadas, o esquema de controlo
apresentado é valido. Os resultados obtidos por Fierro e Lewis mostraram
que o controlador baseado nas redes neuronais, comparativamente com o
controlador computed-torque e o controlador com velocidade de seguimen-
to perfeita, obtém o melhor desempenho. O desempenho do controlador
que assume uma velocidade de seguimento perfeita é fraco. Por sua vez, o
controlador por computed-torque necessita de um conhecimento exacto da
dinamica de modo a funcionar devidamente. A resposta do controlador de
redes neuronais é, assim, considerada como sendo a melhor comparativa-
mente com a dos dois anteriores controladores.

Egerstedt et al. [64], [65] [66] propos uma solugdo para o problema
de controlo de um rob6 nao-holénomo semelhante a um carro usando uma
abordagem de veiculo virtual, onde o movimento do ponto de referéncia
(veiculo virtual) na trajectéria planeada, é regulado por uma equacao di-
ferencial que contém o erro de realimentacao. Esta abordagem pode ser
vista como uma combinacao do convencional seguimento de trajectéria (on-
de a trajectéria de referéncia é parametrizada no tempo), com o seguimento
de caminho [161] (onde o critério é manter-se perto de um caminho, mas
nao necessariamente perto de um ponto especificado a partida, num dado
tempo). Esta abordagem utiliza o modelo dinamico do veiculo e recorre ao
controlo por realimentacao nao-linear. No entanto, desde que a localizacao
do veiculo virtual seja determinada, o seguimento passa a ser controlado por
um controlador proporcional. O autor refere que uma das vantagens desta
abordagem ¢ ser robusta no que diz respeito a erros de medicao e pertur-
bacoes externas. Se tanto os erros como as perturbacoes estiverem dentro
de certos limites, o ponto de referéncia vai mover-se ao longo da trajectéria
de referéncia enquanto o robo a segue, de outro modo o ponto de referéncia
poderia ‘parar’ e esperar pelo robo.

Aguilar e Soueres [4] apresentaram uma abordagem do seguimento de
caminho de WMRs baseada no modelo cinemético, e no conhecimento da
dinamica dos actuadores. Este método original baseado na técnica da li-
nearizagao por realimentacao discreta, permite usar alguns resultados da
analise do controlo linear. E mostrado que este novo sistema de contro-
lo permite deduzir uma lei de controlo estabilizante global (recorrendo a
técnicas de controlo em modo deslizante). Finalmente provaram que esta
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lei de controlo, tirando partido da teoria de controlo linear, pode também
ser usada para estabilizar o sistema original. Segundo Aguilar e Soueres, o
principal interesse da utilizacao desta estrutura de controlo variavel, com o
modelo dinamico, é filtrar os fenémenos de ruido e a ‘trepidacao’.

Diversos investigadores, recorreram ao controlo nao-linear de WMRs,
como por exemplo Sordalen et al. [176] que propuseram um controlador
por realimentacao suave para o seguimento de caminho de um WMR, tendo
a particularidade de poder especificar as velocidades desejadas, em certos
pontos, ao longo do caminho (podendo ser zero, positivas ou negativas).
B. d’Andrea Novel et al. [8] usaram um controlador baseado no modelo
dinamico para um robo mével de trés rodas com restricoes nao-holénomas,
recorrendo a linearizacao entrada-saida para estabilizar o sistema. Walsh
et al. [188] abordaram o problema do seguimento de trajectéria de um
WMR, e propuseram a estabilizacao de sistemas nao-holénomos em torno
de trajectorias de referéncia. Para robos com configuracao tipo carro, o
problema do seguimento de trajectéria foi também abordado em [9] usando
o método de linearizagao por realimentacao dinamica. Astolfi et al. [16]
também usou técnicas nao-lineares no seguimento de caminho.

Outros Métodos de Controlo

Os problemas de seguimento de caminho e seguimento de trajectéria foram
resolvidos essencialmente por meio de abordagens de controlo nao-linear
standard, tais como a linearizacao por realimentagao entrada-saida (ja abor-
dada neste capitulo) [10]. No entanto, outras técnicas/metodologias foram
desenvolvidas ao longo dos anos apresentando diferentes abordagens para
realizar o seguimento de caminho (e/ou trajectéria) de robés méveis, como
se passa a descrever.

e Controlo em Modo Deslizante

Uma técnica de controlo bastante utilizada é o controlo em modo desli-
zante, que integra uma lei de controlo de realimentagao de comutagao rapida
que induz um modo de deslizamento. A ideia basica do funcionamento do
modo deslizante é forcar o sistema dinamico a um movimento restrito em
espaco de estados, na superficie de deslizamento [55],[184],[170]. O contro-
lo em modo deslizante basico, tendo sido inicialmente utilizado como uma
abordagem de controlo robusta de manipuladores [172] [196], tem sido apli-
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cado também, com éxito, no controlo de seguimento de caminho/trajectéria
de WMRs (por exemplo em [2], [21]). Desde ha alguns anos que o modo
deslizante tem recebido a atencao por parte dos investigadores no contro-
lo de sistemas nao-holénomos, nomeadamente quando sao consideradas as
incertezas [194]. Aguilar et al. [2],[3] apresentaram uma abordagem ao se-
guimento de caminho usando um controlador de realimentacao em modo
deslizante, para um robo semelhante a um carro, que é robusto contra erros
de estimagao de curvatura, e erros de localizagao. Belhocine [21] apresentou
um projecto de controlo de seguimento de trajectoria robusto para robos
moéveis com rodas (WMR), usando uma metodologia de linearizagao por re-
alimentacao dinamica e um controlador em modo deslizante que garante a
robustez em presenca de incerteza de parametros e dinamica nao modelada.
Soueéres et al.[178] propos um controlador de seguimento de caminho para
robos moveis, usando o modelo cinematico e recorrendo a técnicas de con-
trolo em modo deslizante. A lei de controlo utilizada apresenta propriedades
de flexibilidade, que permitem a realizacao da tarefa secundaria de desvio de
obstaculos, enquanto decorre o processo de seguimento de caminho. Outros
trabalhos que utilizam o modo deslizante para o controlo de seguimento
de caminho podem ser encontrados em [201] [194]. Alguns controladores
robustos em modo deslizante foram propostos para lidar com os modelos
na presenca de incertezas de parametros [62] [80][148][90]. As vantagens do
controlo em modo deslizante incluem resposta rapida, bom desempenho e
robustez no que respeita a variagdo de parametros [194].

e Controlo por Backstepping

O controlo por backstepping é uma técnica de controlo recursiva que
garante a existéncia de uma funcao de Lyapunov de modo a proporcionar
a estabilidade do sistema global, possibilitando uma alternativa a técnica
de linearizacao por realimentacao existente [9]. Existem diversos trabalhos
que usam o controlo por backstepping para o seguimento de caminho e se-
guimento de trajectéria de robos méveis. Jiang et al. [98] [99] aplicaram
a técnica do controlo por backstepping ao controlo adaptativo de sistemas
nao-holénomos com parametros desconhecidos. Fierro [72] usou técnicas de
controlo baseadas na teoria de Lyapunov e técnicas de controlo por backstep-
ping para obter uma lei de controlo combinada e robusta para o seguimento
de caminho de WMRs, do mesmo modo Soetanto [175] desenvolveu um con-
trolador baseado nesta teoria, aplicando-o a um uni-ciclo. Em Kristi¢ [113]
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e Khalil [108] é exposta de um modo elucidativo os fundamentos tedricos e
praticos para a aplicacao das técnicas de controlo por backstepping. Jaewon
[97] aplica esta técnica ao seguimento de trajectéria de um WMR. Para
mais informacao sobre esta técnica podem ser consultadas, por exemplo, as
referéncias: [111][114][117].

e Controlador de Kanayama

Kanayama e Fahroo [107] propuseram um método de seguimento de
uma linha para veiculos nao-holénomos (utilizando o modelo cinematico).
O controlador de Kanayama [105], [106], [107] fundamenta-se na andlise da
dinamica do erro de um rob6 mével nao-holénomo, é de simples implemen-
tacao e a estabilidade do sistema em malha fechada é garantida pela teoria
da estabilidade de Lyapunov. Este método apesar de ser considerado nao-
linear apresenta um ‘comportamento’ linear. Os comandos de velocidade
gerados, assumem um comportamento do tipo controlo proporcional (i.e.
“proporcionais” ao erro). Na prética este comportamento traduz-se em va-
riacoes bruscas nas velocidades quando ocorrem variagoes bruscas no vector
de erros.

e Controlo por Légica Difusa

Um outro sistema de controlo, o controlador por légica difusa, apresen-
ta como uma das principais caracteristicas a sua capacidade de representar
os conceitos linguisticos e a subsequente capacidade de modelizar a expe-
riencia de operadores humanos. Este tipo de controlador é particularmente
interessante no controlo de processos para os quais nao se tem um modelo
matemdtico adequado. Ishikawa [94] usa os controladores por légica difusa
de modo a projectar o seguimento de trajectoria de robos moveis. Bental-
ba [24] projectou um controlador de seguimento de caminho para um carro
(fazendo uso do modelo dinamico) usando primeiro uma lei de realimen-
tacao de estado e depois um controlo por légica difusa. O controlador por
l6gica difusa, apresentou bom desempenho na presenca de nao-linearidades.
O controlador por légica difusa também foi utilizado no controlo de con-
dugao de veiculos do tipo automével por Fraichard [75]. O objectivo neste
caso consistia em efectuar a conducao automatica do veiculo de modo a
seguir uma trajectéria pré-definida e em simultaneo reagir, em tempo real,
a eventos inesperados.
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e Controlo por Redes Neuronais

O controlo por redes neuronais, pode ser usado para determinar as en-
tradas de controlo do sistema, com base nas actuais medicoes, ou pode ser
usado para estimar parametros do modelo. X.Yang et al. [195] apresenta-
ram uma abordagem de controlo preditivo (baseado no controlo por redes
neuronais) para o seguimento de caminho de um WMR. O conceito bésico
deste controlador preditivo é, em primeiro lugar, a estimacao da localizacao
e orientacao futuras do veiculo, baseado na localizacao e orientagao actuais,
bem como nas entradas de controlo actuais. O erro é calculado entao, com
base nesta predicao comparando-a com o caminho desejado. Finalmente,
uma técnica de optimizacao é usada para determinar a saida do controlador
para o periodo de tempo seguinte. O controlador preditivo usa um modelo
cinemdtico do veiculo que é dependente da velocidade (modelada por um
sistema linear simples) actual do veiculo e do dngulo de direcgao. O modelo
de seguimento, por outro lado, é determinado usando as redes neuronais.
Fierro [72] utiliza as redes neuronais na ‘aprendizagem’ da dinamica do
WMR (como ja referido neste capitulo). Para mais informacao sobre redes
neuronais podem ser consultadas, as referéncias:[25] [150].

2.2.3 Robustez

Devido ao forte impacto da introducao dos robos moveis em diversas areas
de aplicacao, o assunto da robustez, isto é, neste caso, “o problema do con-
trolo de sistemas nao-holénomos quando h& incertezas de modelo” [111],
tem sido largamente abordado na literatura. No entanto, foram poucos os
trabalhos apresentados relativamente a este assunto, em que sao abordados
o controlo de seguimento de caminho ou de trajectoria de WMRs. Isto po-
derd dever-se ao facto de que, ao realizar o projecto do controlo do sistema
usando o modelo cinematico do veiculo nao se tenha em conta explicita-
mente as variagoes dos parametros do modelo (incertezas na modelacao),
que podem dever-se a caracteristicas intrinsecas dos robos maéveis tais co-
mo a dinamica interna do veiculo, inércia, limites maximos de potencia dos
actuadores e erros de localizacao. Os ruidos sao normalmente descritos em
termos estocdsticos com uma distribuicdo estatistica conhecida (com ou sem
parametros conhecidos), no entanto devido a grande diversidade de pertur-
bagoes, torna-se dificil a sua classificacao e caracterizacao. As perturbagoes
incluindo ruido e nao-linearidades estao sempre presentes em sistemas de



2.2. SEGUIMENTO DE CAMINHO/TRAJECTORIA 31

controlo complexos, podendo surgir devido a natureza do sistema ou serem
deliberadamente introduzidas por fontes externas no controlador de modo a
verificar se as incertezas de modelo sao toleradas. Torna-se entao necessério
implementar abordagens de controlo robustas a incertezas.

Relativamente ao seguimento de caminho ou trajectéria, hd apenas um
pequeno nimero de trabalhos que abordam a problematica das incertezas
em sistemas nao-holénomos [111]. A presenca de incertezas nos sistemas
nao-holénomos, representa um problema para os sistemas de controlo, que
obriga a uma redobrada atencao e que necessita ainda ser mais intensamente
estudado. Alguns resultados preliminares sobre o controlo de sistemas nao-
hol6nomos com incertezas foram apresentados por Canudas [43] e ainda
Jiang e Pomet [98]. Aguilar et al. [2] [3] apresentaram um controlador
de realimentacao em modo deslizante, para o seguimento de caminho de
um robo semelhante a um carro, afirmando possuir robustez para erros de
estimagao de curvatura e localizagao.

Egerstedt [64], tal como j foi referido, apresentou um controlador para
o seguimento de caminho de um WMR, que é globalmente robusto contra
erros de posicao e velocidade. Afirma, no entanto, que mais trabalho é
necessario de modo a que o sistema se torne ainda mais robusto.

Uma solugao robusta foi apresentada por Jiang [99] com base na utili-
zacao de um controlador por backstepping. Como foi discutido por Oriolo
et al. [144] o controlo por ‘aprendizagem’ representa uma abordagem con-
ceptualmente diferente ao projecto de leis de controlo e sao capazes de lidar
com incertezas e nao-linearidades. Um trabalho recente de Kim and Tsiotras
[110], realizou uma anédlise tedrica sobre varios controladores, para WMRs,
existentes na literatura, comparando as suas propriedades de robustez e
estabilidade.

Soetanto et al. [175] apresentou uma lei de controlo que consegue lidar
explicitamente com a dinamica do veiculo, e com as incertezas de parametros
de processos. Isto é obtido controlando a razao de progressao de um ‘alvo
virtual” a ser seguido ao longo do caminho. Esta abordagem usa uma lei de
controlo adaptativa nao-linear baseada na teoria de Lyapunov e nas técnicas
de backstepping, permitindo assegurar a convergéncia do sistema (em malha
fechada) para zero.

Oriolo et al. [143] apresentaram uma abordagem ao controlo de segui-
mento de trajectéoria de WMRs em ambientes sem obstdculos, mostrando
um controlador, usando linearizacao por realimentacao dinamica, eficiente e
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robusto. Salientam ainda que perturbacoes que actuam no modelo de robos
moveis nao sao de igual importancia, isto é, o desvio numa direccao com-
pativel com a mobilidade do veiculo nao é tao importante como um desvio
que viole as restri¢oes cinemdticas do sistema. A grande importancia deste
estudo, deve-se ao facto de fornecer importantes ‘guidelines’ para os pro-
jectos de controladores, dado que compara o método proposto com outras
técnicas. Assim, propoem a inclusao em futuras abordagens de controlo
do modelo dinamico do veiculo que proporcionaria uma abordagem mais
‘realistica’ do problema de controlo. Por outro lado, refere que sao muito
poucos os trabalhos que abordam a problematica da robustez no controlo
de sistemas nao-hol6nomos [143].

A estabilizacao robusta de WMRs foi ainda obtida nos trabalhos de
Bennani e Rouchon [23] e Lucibello e Oriolo [121].

De modo a apresentarem robustez, essencialmente contra o ruido presen-
te nas medicoes (bem como estimar os estados nao medidos), muitos sao os
trabalhos (desde o controlo de processos quimicos a robdtica) que utilizam
o observador (ou estimador) filtro de Kalman. Uma série de estimadores
foram propostos ao longo dos tempos, que na maior parte dos casos sao
extensoes do filtro de Kalman. Para cada sistema, tem de ser escolhido
o estimador adequado. Até a pouco tempo o filtro de Kalman estendido
(EKF) era inquestionavelmente a técnica de estimacao de estados dominan-
te [138]. Ha diversos trabalhos em que ¢é usado o filtro de Kalman estendido
como por exemplo, Hu [92] propos um filtro de Kalman estendido para es-
timar a posicao do WMR a partir dos dados que recebe dos encoders e do
sensor laser, de modo a projectar o seguimento de trajectéria do WMR.

Uma nova estrutura, observador activo baseado no filtro de Kalman
(AOB) foi apresentado por Cortesao [51], e reformula o projecto do filtro de
Kalman para atingir o comportamento em malha fechada desejado, apesar
dos termos nao-modelados. Esta estrutura tem como objectivo compen-
sar termos nao-modelados e mostrou ser robusta contra incertezas, pertur-
bacoes e ruidos. O AOB pertence a classe de observadores de perturbacoes
estocdsticas, mas a sua abordagem é muito diferente da abordagem usada
no observador de perturbacao (DOB) [140]. No DOB, a quantificagdo das
incertezas nunca entra no projecto. O DOB apenas estima a perturbacao
equivalente, enquanto que o AOB estima o estado completo, incluindo a
perturbacao equivalente, fazendo uso apenas de métodos discretos de es-
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paco de estados. O AOB foi aplicado com sucesso a manipuladores [52] [53]
[54], mas até ao momento nunca foi aplicado a WMRs.

Como foi constatado por alguns investigadores [143] [65] [194], apesar de
serem inumeros os trabalhos de investigacao realizados, sao poucos os que
apresentam a robustez desejdvel (contra ruido ndo modelado, incertezas e
nao-linearidades) para o controlo de sistemas nao holénomos, com especial
destaque para o seguimento de caminho (ou de trajectéria) de WMRs.

2.2.4 Cadeiras de Rodas Robotizadas

O progresso nomeadamente ao nivel da mobilidade e controlo de movimento
de WMRs tornou possivel a sua aplicagao em areas em que o movimento de-
ve ser suave, como por exemplo a utilizagao de cadeiras de rodas inteligentes,
equipadas com motor, para auxiliar deficientes e idosos [187]. Esta é uma
area onde surgiram muitos trabalhos de investigacao, no entanto, poucos
sao os trabalhos que se dedicam especificamente ao controlo do movimento
de cadeiras robotizadas, e em particular no que diz respeito ao seguimen-
to de um caminho pré-definido. Sao abordadas essencialmente estratégias
de planeamento de caminho (e de trajectéria), destaca-se por exemplo o
trabalho de Han [85] que aborda a problemdtica do planeamento do mo-
vimento de uma cadeira de rodas. Diversos outros trabalhos abordam a
problematica da realizacao de projectos de controlo de cadeiras de rodas, de
modo a proporcionar um sistema de navegacao assistida para pessoas com
incapacidades [35][156][165]. No entanto, e como ja referido, nao incidem
particularmente no controlo de seguimento de caminho. De entre os poucos
trabalhos que tratam o tema do seguimento de caminho de uma cadeira de
rodas robotizada, pode referir-se o de Yoder [197] e o de Espinosa [68] que
apresentam diferentes abordagens de controlo. Assim, Yoder [197], no sen-
tido de resolver o problema do seguimento de caminho, usa um algoritmo
de controlo PID e uma ‘descricao’ de um caminho geométrico para calcular
os erros de seguimento; por outro lado usa ainda um EKF para estimar a
posi¢ao e orientacdo do rob6 no ambiente. Espinosa [68], inclui um con-
trolador 6ptimo adaptativo dedicado, de conducao diferencial, na malha de
controlo, que permite melhorar o conforto e seguranca dos sistemas de con-
ducao automatica. Possui ainda, um controlador por légica difusa, dedicado
ao seguimento de trajectéria, para minimizar os erros de localizacao, pro-
porcionando a cadeira um alto grau de ‘inteligéncia’ e autonomia, mesmo
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quando se depara com obstaculos.

O grupo de trabalho a que pertence Balcells e Rio, interessou-se nos
ultimos anos pelo controlo de seguimento de caminho de WMRs, com o
intuito de aplicar as diversas técnicas utilizadas nos WMRs as cadeiras de
rodas eléctricas ([45] [46] [154] [155]) melhorando os seus desempenhos.

Estas abordagens de controlo de uma cadeira de rodas, nao sao mais do
que a aplicacao dos métodos de controlo de WMRs a um caso particular.
Devido as caracteristicas especiais que apresentam as cadeiras de rodas,
como por exemplo o facto de serem veiculos “tripulados” por individuos com
alguma incapacidade, o movimento deverd ser muito mais suave e seguro,
com todas as implicacoes que isto tem no seu projecto de controlo.

2.3 Conclusoes

Neste capitulo, foram apresentadas um grande nimero de referéncias que di-
zem respeito a seguimento de trajectorias. Isto resulta do facto de os concei-
tos fundamentais com que se “rege” esta drea de investigacao serem comuns
com a drea em estudo (seguimento de caminho). No entanto, apesar de o
seguimento de trajectéria ser facil de compreender, nao é o tinico método
(nem talvez o mais adequado), para seguir caminhos pré-estabelecidos. Nos
anos 90, varias alternativas foram propostas. O seguimento de caminho,
foi a melhor, e mais adequada, alternativa demonstrada na literatura para
muitas situacoes nas quais o tempo nao é um parametro critico. Além disso,
a ‘extracgao’ de uma lei assimptoticamente estavel, usando o seguimento de
caminho, nao é mais dificil de obter do que no caso da utilizacao do se-
guimento de trajectéria, como se pode verificar na literatura mencionada
nesta tese. Assim, o interesse no seguimento de caminho tem vindo a crescer
rapidamente.



Capitulo 3

Cinematica de Robos Modveis

Este capitulo aborda de uma forma sistematica a cinematica de robos méveis
com rodas. Sao apresentados um conjunto de conceitos fundamentais para a
obten¢ao das equagoes cineméticas (designadamente a convengao de Sheth-
Uicker na atribuicao de sistemas de coordenadas, sistemas de coordenadas
instantaneamente coincidentes, algebra de matrizes de transformagao, Ja-
cobianos das rodas). E desenvolvido de modo sistematizado a obtencio do
modelo cinematico de robos moéveis com rodas e exemplificado para o robo
em estudo (cadeira de rodas robotizada).

3.1 Introducao

A evolucao dos sistemas de controlo de movimento, tem vindo a permitir
uma melhor aplicacdo de robos mdveis com rodas (WMR) a tarefas em
ambientes nao estruturados. A obtengao do modelo cinematico é o primeiro
passo para o controlo eficiente de WMRs. A cinematica trata do estudo
da geometria do movimento [168], e a sua andlise, aplicada a WMRs, sera
objecto de estudo aprofundado neste capitulo.

Na obtencao do modelo cinematico de robos manipuladores utiliza-se a
convengao “Denavit-Hartenbeg” [56], para atribuir sistemas de coordenadas
a cada uma das juncgoes do braco robotizado. A metodologia da modelacao
cinemdtica dos manipuladores!, ndo se apresenta como sendo a mais ade-

I'Nesta tese o termo manipulador é utilizado para descrever um rob6 manipulador fixo
relativamente a um sistema referencial (sistema de coordenadas do mundo).

35
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quada a aplicacao nos WMRs, devido a um conjunto de caracteristicas dos
WDMRs das quais se destacam [130]:

1. Na classe de WMRs em estudo, estes tém uma configuracao em que
existe sempre mais que uma roda em contacto com o “chao”, con-
sequentemente tém multiplas cadeias em ligagao fechada [142]. Os
manipuladores, por sua vez, formam cadeias em ligacao fechada ape-
nas quando estao em contacto com objectos estaciondrios [125].

2. Uma roda do robo mével pode ter movimento de rotacao e de trans-
lacdo no ponto de contacto roda-“chao”. Quando este contacto? estd
restrito a um ponto ou uma linha de contacto, diz-se estar perante
um par de ordem elevada [20]. No manipulador este tipo de con-
tacto corresponde a uma “juncao prismatica”, e diz-se estar perante
um par de ordem baixa. Neste tiltimo caso os movimentos relativos
dos pares de componentes estao restringidos a uma superficie comum
de contacto [11][168][169].

3. Geralmente, no WMR nem todas as rodas sao actuadas, e apenas
alguns graus de liberdade (DOFs) de uma roda sdo actuados. Num
manipulador ndo-redundante todas as jungoes sao actuadas (havendo
uma correspondéncia entre juncoes e DOF's).

O movimento do WMR ¢ funcao da sua configuracao geométrica, e das
restricoes impostas pelo movimento das rodas. No estudo da cinematica
sao atribuidos sistemas de coordenadas ao corpo e a outros constituintes
do robo (e.g. rodas, ligagoes de direcgdo, etc.), e sdo utilizadas matrizes de
transformagao (4 x 4) para relacionar os diferentes sistemas de coordena-
das, possibilitando a obtencao das equacgoes de movimento. Estas matrizes
sao obtidas através da convencao de “Sheth-Uicker”[167] (ver seccao 3.2.2).
Usam-se ainda matrizes Jacobianas, que relacionam o movimento de cada
roda com o movimento do corpo do robo. Podem-se entao combinar as
equagoes de cada roda (individual), para obter a equacao final do movimen-
to do robo.

Os conceitos definidos anteriormente sao de extrema importancia na ob-
tencao do modelo cinematico, fornecendo ainda bases sélidas para o modelo
dinamico do robo e para o seu controlo.

2Para uma correspondéncia de andlise com um manipulador, o ponto de contacto pode
ser entendido como uma jungao.
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Na elaboragao do modelo cineméatico do WMR em estudo, vao ser consi-
derados trées graus de liberdade: duas translagoes e uma rotagao no plano. E
ainda necessario ter em consideracao as rodas utilizadas no WMR. Normal-
mente, as rodas dos robos sao paralelas, havendo no entanto excepgoes. Um
outro aspecto importante é o tipo de rodas utilizadas, que se podem agru-
par nas seguintes categorias: Roda Convencional, Roda Omnidireccional, e
Roda Esférica.

A roda convencional tem 2 DOFs e é a de constru¢ao mais simples.
Este tipo de roda move-se ao longo da superficie na direc¢ao da orientacao
da roda (ver figura 3.2), e a rotacao é feita no ponto de contacto entre a
roda e o “chao”. E de notar que o DOF rotacional corresponde ao ‘desli-
zamento’, uma vez que o ponto de contacto nao é estacionario em relagao
a superficie do chao. Sabe-se que existe um certo escorregamento (desliza-
mento) transversal aquando da rotagao, no entanto, nao se considera este
deslizamento transversal como sendo um DOF, dado que a sua magnitude
é reduzida nas situagoes normais de movimento do rob6 (quando efectuado
de forma controlada). Por seu lado, a roda convencional direccionada
tem um DOF adicional, que é fornecido pela ligacao (brago) de direccao
(tem assim um total de 3 DOFs).

A roda omnidireccional (figura 3.1) tem 3 DOFs. O primeiro deles ¢
na direcgao da orientagao da roda (ver figura 3.2). O segundo DOF corres-
ponde ao movimento dos rolamentos (rolos) montados em torno da periferia
do aro da roda principal. Em principio os rolos podem ser montados com
qualquer angulo 7, nao nulo, em relacao a orientacao da roda. O terceiro
DOF é o deslizamento rotacional em torno do eixo perpendicular ao plano
de movimento e que passa no ponto de contacto. E possivel, actuar os rolos
das rodas omnidireccionais [130], ndo sendo no entanto muito usual devido
a complexidade exigida na implementacao do método de conducao.

() G )

Figura 3.1: Tipo de rodas omnidireccionais.
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A roda esférica tem 3 DOFs sem deslizamento (ou escorregamento).
A roda omnidireccional é cinematicamente equivalente a roda esférica no
caso particular em que a orientagao dos rolos (i.e. a perpendicular ao eixo
dos rolos) apresenta um angulo de n = 90° em relagao a orientagao da roda
(ver figura 3.1(iii)).

Convencional

Convencional Direccionada Omnidirecional Esférica
Wwy.I wy.I Wwy.I
Wwr .I'
il wy. I
Wwz <A sz Q Wwx.I
Wwz Wwz
X
Wez Eixos de coordenadas
n =45° Y de referéncia

Figura 3.2: Graus de liberdade dos diferentes tipos de rodas. Na roda
omnidireccional é representado um tnico rolamento cuja orientacao tem
um angulo de 7 em relagao a orientacao da roda.

Tabela 3.1: Relacgoes cinematicas para os diferentes tipos de rodas

Convencional
e Convencional Omnidirecional Esférica
Direccionada
Vg = Wyy.T Vg = Wyyy.T — Wy, .T7. COS(7)) Vg = Wyyy.T
vy =0 Vy = Wy, .T7.810(N) Vy = Wyy.T
W, = Wy, Wy = Wy Wy = Wy

Na tabela 3.1 v, e v, sao os componentes z e y da velocidade linear da
roda no “ponto de contacto”; w, é o componente z da velocidade angular
da roda no “ponto de contacto”; wy,, ¢ a velocidade angular do rolo sobre
0S SeUS eiX0S; Wz, Wwy € Wy, sao as velocidades angulares em torno dos
eixos x, y e z, respectivamente; w,, € a velocidade angular da ligacao de
direcgao (braco de ligacao) em torno de z; n é o dngulo entre a orientacao
dos rolos e a orientacao da roda; e r e r; representam os raios das rodas e
de um rolo (na roda omnidireccional), respectivamente.
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3.2 Modelo Cinematico

3.2.1 Introducao

Muir [130] define WMR como sendo “um rob6 com capacidade de loco-
mocao numa superficie, unicamente por meio da actuacao dos conjuntos
roda-ligacdo montadas no robo e em contacto com a superficie”. Considera-
-se que um WMR é constituido, do ponto de vista mecanico, pelo corpo,
por rodas, e por estruturas de ligacao entre cada roda e o corpo. Cada con-
junto, constituido por uma roda (convencional, omnidireccional ou esférica)
e seus dispositivos de ligagao ao corpo do robo, é designado por conjunto
roda-liga¢do. Um conjunto roda-ligacao permite o movimento relativo entre
o corpo do robo e uma superficie na qual se movimenta, sendo desejavel que
haja um tunico ponto de contacto rolante.

Na obtengao do modelo cinemético consideram-se as seguintes supo-
sicoes:
e Suposicoes de projecto
1) O rob6 é constituido por mecanismos rigidos;
2) O rob6 nao contém nenhuma, ou, no méximo, contém uma ligagao de
direccao por roda;
3) Todos os eixos de direccao sao perpendiculares a superficie na qual o
WMR se movimenta.
e Suposicoes operacionais
4) O WMR move-se numa superficie plana e sem rugosidade;
5) A fric¢ao longitudinal (i.e. relativa ao movimento longitudinal) no ponto
de contacto entre a roda e a superficie é suficientemente grande, de modo a
nao permitir o deslizamento longitudinal;
6) A friccao rotacional no ponto de contacto entre a roda e a superficie é
suficientemente pequena, de modo a permitir o deslizamento rotacional.

A suposicao 1 indica que a dinamica dos componentes do WMR, de que
sao exemplo os mecanismos flexiveis da suspensao e os pneus, é ‘insignifi-
cante’. Esta suposicao é feita de modo a aplicar a mecanica do corpo rigido
ao modelo cinematico.

Com as suposigoes 2 e 3 reduz-se a gama dos WMRs a que esta me-
todologia se dirige, e deste modo limita-se a complexidade dos modelos
cineméaticos. No caso dos WMRs que apresentem mais do que uma ligacao
de direccao por roda, esta metodologia s6 pode ser aplicada se apenas uma
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’

ligacao de direccao tiver liberdade de movimento. E necessario que to-
das as ligacoes nao-direccionais sejam estacionarias. Com a suposicao 3
restringem-se as ligacoes de direcgao a ligacoes das quais resultam movimen-
tos de rotagao segundo o eixo z (eixo perpendicular ao plano de movimento
do robo), dai resulta que todos os movimentos do WMR se confinam a um
plano.

De acordo com a suposicao 4, despreza-se o efeito de possiveis irregula-
ridades da superficie em que se movimenta o WMR.

Com a suposicao b sao aplicaveis as propriedades tedricas da cinematica
de uma roda em contacto puramente rolante, i.e. cada roda pode ‘rolar’ na
direccao em que aponta, e girar em torno do seu eixo vertical, mas nao pode
deslizar. Esta suposicao é realistica para superficies secas, como decorre do
sucesso dos mecanismos de travagem dos automoveis.

Os automoveis ilustram também a validade, na pratica, da suposicao 6.
As rodas devem girar, (i.e. deslizar) sobre os seus pontos de contacto para
fazerem uma curva. Esta suposicao também é valida pelos mesmos motivos,
para os WMRs.

3.2.2 Atribuicao dos Sistemas de Coordenadas
Convengao de Sheth-Uicker

Para a obtencao do modelo cinemético, é necessario proceder a atribuicao
de sistemas de coordenadas a alguns dos elementos do robo. Os mecanismos
de par de ordem baizra, nos manipuladores, funcionam com duas superficies
em movimento relativo. Por sua vez, as rodas de um WMR sao par de or-
dem elevada e funcionam idealmente por contacto num ponto. A convencao
de Denavit-Hartenberg [56] utilizada na modelagao cinemdtica de manipu-
ladores conduz no caso dos WMRs a atribuigoes ambiguas de matrizes de
transformacao de coordenadas para as multiplas cadeias de ligacao fecha-
das [167], devido ao facto da modelagao por esta convengao ser baseada na
posicao e orientacao relativa de duas juncgoes sucessivas. A ambiguidade,
surge entao ao decidir qual a ordem de ‘utilizagao’ da juncao, quando ha
mais do que duas jungoes numa unica ligacao.

Nos WMRs, aplica-se a convencao Sheth-Uicker para atribuir sistemas
de coordenadas e modelizar cada roda como um par planar no ponto de
contacto. Esta convencao permite modelizar o movimento da roda de par
de ordem elevada e elimina ambiguidades nas matrizes de transformacao de
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coordenadas. Como se ilustra na figura 3.3, o par planar permite 3 DOFs,
respeitantes aos movimentos de translagao segundo = e y, e a0 movimen-
to de rotacao em torno do eixo z no ponto de contacto. A convencao de
Sheth-Uicker é ideal para modelizar rodas esféricas; as velocidades angulares
da roda sao convertidas directamente em velocidades lineares ao longo da
superficie. Os movimentos do par planar devem ser limitados para incluir
rodas que nao permitam 3 DOFs. Por exemplo, o sistema de coordenadas
atribuido no ponto de contacto de uma roda convencional é alinhado com o
eixo x paralelo a roda. O modelo da roda fica completo, restringindo o mo-
vimento segundo o eixo do y da velocidade da roda, a zero, em concordancia
com a suposicao 5 de que nao ocorre deslizamento longitudinal.

Roda

Trans(x) Vi
v &
Vy Wz -
X

Movimentos do Par Planar

Movimentos do Par Planar .
de uma Roda Convencional

Figura 3.3: Modelo do par planar de uma roda.

Sistemas de Coordenadas de um WMR

De acordo com Muir [130] e McKerrow [125], atribuem-se sistemas de coor-
denadas a ambos os extremos de cada ligacao do WMR, como se exemplifica
na figura 3.4 para cada conjunto roda-ligacao. Para cada roda em contac-
to com o chao gera-se uma cadeia de ligacao-fechada que engloba o ponto
de contacto da roda com a superficie, as ligacoes de direc¢ao e o corpo do
robo. Veja-se a constituicao de uma cadeia de ligacao-fechada, por exemplo
relativamente a roda 1 (ver figura 3.4). A cadeia de ligagao-fechada tem
um par planar que modeliza o corpo do robo relativamente a superficie,
um par de revolucao que diz respeito ao movimento de rotagao do conjunto
roda-ligagao relativamente ao corpo do rob6 (movimento em torno do eixo
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Figura 3.4: Atribuicao dos sistemas de coordenadas num WMR.

z que passa no ponto de origem dos referenciais S e H), e o par planar que
modeliza o contacto da roda com a superficie. A atribuicao de sistemas de
coordenadas segue as regras gerais definidas na tabela 3.2. A um WMR com
N rodas, com estrutura do tipo da representada na figura 3.4, atribuem-se
3N + 1 sistemas de coordenadas: trés sistemas de coordenadas por cada
conjunto roda-ligacao, e um sistema de coordenadas atribuido ao corpo do
robo. Ha também N + 1 sistemas de coordenadas instantaneamente coinci-
dentes, que nao necessitam de ser atribuidos explicitamente (assunto a ser
abordado na secgao seguinte).

O sistema de coordenadas do mundo W, é estaciondrio relativamente
a superficie de ‘viagem’ (ou do movimento), e é usado como sistema de
coordenadas de referéncia para os movimentos do robo. O sistema de coor-
denadas do robo R ¢ atribuido ao corpo do robo, de modo a que a posicao
do WMR seja dada pela localizacao do sistema de coordenadas do robo no
sistema de coordenadas do mundo.

As atribuicoes dos sistemas de coordenadas nao sao tunicas. Ha liberdade
para atribuir sistemas de coordenadas a posicoes e orientagoes, que condu-
zam a estruturas mais convenientes para o modelo cinematico. Por exemplo,
pode ser escolhido qualquer sistema de coordenadas do robo, R, desde que
localizado no corpo do robo. E comum escolher-se o centro geométrico do
robo, ou fazer com que o sistema de coordenadas coincida com o eixo das
rodas motrizes. No caso particular do robo utilizado neste estudo, o sistema
de coordenadas é coincidente com o centro de massa.
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Tabela 3.2: Atribuicao dos sistemas de coordenadas

W - Mundo (ou ‘chdo’): Sistema de coordenadas de referéncia estaciondrio,
com o eixo z perpendicular & superficie de movimento do robo (i.e siste-
mas de coordenadas do ‘Mundo’).

R - Robé: Sistema de coordenadas que se move com o corpo do WMR, com
o eixo z perpendicular & superficie de movimento do rob6 (i.e. sistema
de coordenadas do robo).

H; - Eizo de direc¢io (para i = 1,...,N): Sistema de coordenadas com
orientacao coincidente com o sistema de coordenadas R, e com o eixo
z e origem coincidentes com o eixo da juncdo i (i.e. o eixo existente
entre a ligacdo de direccdo i e o corpo do robd), se existir alguma; ou
coincidente com o eixo z e origem do sistema de coordenadas C; caso nao
exista nenhuma ligacao de direccao.

Si - Direcgio (para i =1,..., N): Sistema de coordenadas que se move com
a ligacdo de direccdo 7, com o eixo z e origem coincidentes com o eixo z
e origem de H;.

C; - Ponto de Contacto (para i = 1,...,N): Sistema de coordenadas com
a origem no ponto de contacto entre a roda i e a superficie, com o eixo
x paralelo & roda e orientado no sentido do movimento (se a roda tiver
uma, orientacao preferencial, caso contrério, o eixo é atribuido arbitrari-
amente), e com o plano x-y tangente & superficie.

R - Robo instantaneamente coincidente: Sistema de coordenadas coinci-
dente com o sistema de coordenadas R e estacionario relativamente ao
sistema de coordenadas W.

C; - Ponto de contacto instantaneamente coincidente (para ¢ = 1,...,N):
Sistema. de coordenadas coincidente com o sistema de coordenadas C; e
estaciondrio relativamente ao sistema de coordenadas W.

Sistema de Coordenadas Instantaneamente Coincidentes

Para se introduzir o conceito de sistema de coordenadas instantaneamente
coincidentes, considere-se o exemplo uni-dimensional de uma bola (actuada)
rolando em linha recta numa superficie lisa [130] (ver figura 3.5(a)).

A bola move-se da direita para a esquerda com velocidade v, e aceleracao
a., variaveis no tempo. O ponto de referéncia estaciondrio € estd no caminho
da bola em movimento. No momento em que a bola (ponto e) e a referéncia
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Ponto Ponto Ponto
de referéncia de referéncia de referéncia
estacionario Bola estacionario convencional

e f
o «—( @ )
e
Bola
€Y (b)

Figura 3.5: Bola em movimento: (a) Antes da coincidéncia instantanea. (b)
No momento da coincidéncia instantanea.

(ponto €) coincidem, observa-se que: (1) a posi¢ao da bola relativamente ao
ponto de referéncia, °p., é zero; (2) a velocidade, °v,, e aceleracdo, ®a., da
bola relativamente ao ponto de referéncia sao diferentes de zero.

Chama-se ao ponto ¢ um ponto de referéncia instantaneamente coinci-
dente, para a bola em movimento no instante mostrado na figura 3.5(b).

Atribuem-se continuamente pontos de referéncia coincidentes € durante o
movimento da bola, para generalizar as observagoes para todo o tempo ¢t. A
posicao da bola, relativamente ao seu ponto de referéncia instantaneamente
coincidente, é zero (i.e. °p.(t) = 0), e a velocidade e aceleragao da bola,
relativamente ao seu ponto de referéncia instantaneamente coincidente, é
diferente de zero (i.e. v (t) # 0 e a.(t) # 0). No espago de trabalho
de pontos de referéncia instantaneamente coincidentes é de salientar que
nao é possivel derivar a equagao de posicao/velocidade, de modo a obter a
equacao de velocidade/aceleracao.

Na figura 3.5(b) o ponto de referéncia estacionario f é um ponto de re-
feréncia convencional. Para o exemplo uni-dimensional ambos os pontos de
referéncia f e € sdo estaciondrios, a velocidade/aceleracao da bola relativa-
mente ao ponto f é igual a velocidade/aceleragao da bola relativamente ao
ponto e. Consequentemente, nao é vantajoso introduzir referéncias instan-
taneamente coincidentes no caso uni-dimensional.

A necessidade pratica de sistemas de coordenadas instantaneamente
coincidentes, surge em casos multi-dimensionais. No caso em estudo -WMR
em movimento numa superficie plana- o sistema de coordenadas R move-se
em trés dimensoes X, Y e ¢. Os sistemas de coordenadas R e W sdo estaci-
ondrios; R é um sistema de coordenadas instantaneamente coincidentes e W
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é um sistema de coordenadas de referéncia convencional. Em analogia com
o caso uni-dimensional, a posicao do sistema de coordenadas R relativamen-
te ao seu sistema de coordenadas instantaneamente coincidentes é zero (i.e.
Rpr = 0); A posigao do sistema de coordenadas R relativamente ao siste-
ma de coordenadas de referéncia convencional W, é diferente de zero (i.e.
Wpr #0); A velocidade fvy / aceleracao ®ay do sistema de coordenadas R
relativamente ao seu sistema de coordenadas instantaneamente coincidentes,
nao é igual & velocidade vy / aceleracao Wagr do sistema de coordenadas
R relativamente ao sistema de coordenadas de referéncia convencional W
A velocidade/aceleragao do sistema de coordenadas R relativamente ao sis-
tema de coordenadas de referéncia convencional W, depende da posicao e
orientacao do sistema de coordenadas R relativamente ao sistema de coor-
denadas de referéncia W.

O sistema de coordenadas instantaneamente coincidentes é uma ferra-
menta conceptual, que permite calcular as velocidades e aceleracoes de um
sistema de coordenadas R, relativamente a sua posicao e orientagao corren-
tes instantaneas R.

Atribui-se a um sistema de coordenadas instantaneamente coincidentes
R de um robd, a mesma posicio e orientacdo no espaco, que o sistema de
coordenadas R do robo (na tabela 3.2, R ¢ definido como sendo estacionario
relativamente a W). Em projecto, a posicao e orientagao do sistema de co-
ordenadas R e o sistema de coordenadas instantaneamente coincidentes R
sao idénticos, mas (em geral) as velocidades e aceleragoes relativas entre os
dois sistemas de coordenadas sao diferentes de zero. Quando o sistema de
coordenadas do robo se move relativamente ao sistema de coordenadas do
mundo, atribui-se um sistema de coordenadas instantaneamente coinciden-

tes diferente em cada instante de tempo.

O sistema de coordenadas instantaneamente coincidentes do rob6 facili-
ta as especificagoes das velocidades/aceleracoes do robd, independentemente
da sua posicao. De modo semelhante, o sistema de coordenadas instantane-
amente coincidentes do ponto de contacto C; (na tabela 3.2) coincide com o
sistema de coordenadas do ponto de contacto C;, e é estaciondrio relativa-
mente ao sistema de coordenadas do mundo. Como a posicao do ponto de
contacto nao é detectada, necessita-se do sistema de coordenadas instanta-
neamente coincidentes do ponto de contacto para especificar as velocidades
e aceleracoes da roda.
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3.2.3 Matrizes de Transformacao

Matrizes de transformacao homogéneas (4 x 4) expressam as posigoes e
orientagoes relativas dos sistemas de coordenadas [133]. A matriz de trans-
formacao homogénea 41l transforma as coordenadas do ponto Ze descrito
no referencial de coordenadas B, nas coordenadas correspondentes do ponto
Ae descrito no referencial de coordenadas A:

Ae =115 Pe (3.1)

As matrizes sao representadas por letras maitsculas (e.g. II), os vectores
por letras mintsculas sendo devidamente identificados (e.g. vector e), e as
quantidades escalares sao identificadas por letras mintsculas (e.g. b). Por
exemplo, 4e representa o vector ‘e’ no referencial de coordenadas A, 4Ilg
define a matriz de transformacao que relaciona a posicao e a orientacao do
sistema de coordenadas B relativamente ao referencial de coordenadas A, e
e, representa o componente x do vector ‘e’.

Vectores que indicam pontos no espaco, tal como ‘e em (3.1), sdo cons-
tituidos por trés coordenadas cartesianas e um factor de escala como quarto
elemento:

de=| % (3.2)

O factor de escala usado é sempre a unidade. As matrizes de transfor-
magao contém a matriz (3x3) rotacional constituida pelos vectores (n o a),
e o vector (3 x 1) translacional ‘p’ [147].

Ng Ox Qg Pg

A _ | My Oy Gy Py
Us=110 o a p (33)
0O 0 0 1

(o) €0

Os trés componentes de cada um dos vectores ‘n’,'o’, e ‘a’ da matriz
rotacional, expressam a orientacao dos eixos x,y,z respectivamente, do sis-
tema de coordenadas B relativamente ao sistema de coordenadas A, e sao
portanto ortonormais. Os trés componentes p,, p, e p, do vector transla-
cional ‘p’, expressam o deslocamento da origem do sistema de coordenadas
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B em relacao a origem do sistema de coordenadas A, ao longo dos eixos ,
y e z do sistema de coordenadas A.

As propriedades de uma matriz de transformacao garantem que a sua
inversa tem sempre a forma especial [130]:

Ny ny n, —(p-n)
AMgt= | % % O ~(p-o) (3.4)
a; a, a, —(p-a)
0O 0 0 1
pelo que:
Ny ny Ny —Pglg — pyny — PNy
AH—I _ Or Oy Oz —PzO0yx — PyOy — Pr0;
B Ay Gy Az —Pgly — PyQy — PG,
0O 0 0 1

Nas matrizes de transformacao de sistemas de coordenadas utiliza-se a
nomenclatura exposta na tabela 3.3, para descrever deslocamentos, veloci-
dades e aceleragoes rotacionais e translacionais (i.e. lineares).

Nos modelos cinematicos de WMRs, em estudo, considera-se que todos
os sistemas de coordenadas tém o eixo z perpendicular a superficie de mo-
vimento, pelo que todas as rotacoes entre sistemas de coordenadas ocorrem
em torno do mesmo eixo z. Uma matriz de transformacao para o WMR
inclui entdo, uma rotacdo “¢p em torno do eixo z e as translacoes “dp,,
AdBy e “dp, ao longo dos respectivos eixos de coordenadas:

cos‘pp —sindop 0 Adp,

sin A¢B COS A¢B 0 AdBy
0 0 1 “dg,
0 0 0 1

M = (3.5)

Para situacoes em que nao haja deslocamentos translacionais, nem des-
locamentos rotacionais (¢ = 0°), a matriz de transformagao de coordenadas
(3.5) reduz-se & matriz identidade.

O célculo da inversa da matriz de transformacao (3.5) vai ser essencial
na obtencao da posigao cinemdtica. Assim, com base em (3.4) obtém-se a
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Tabela 3.3: Varidveis escalares

wp

VBj

ap

aBj

Deslocamentos rotacionais e translacionais escalares
O deslocamento rotacional, em torno do eixo z do sistema de coorde-
nadas A; entre os eixos dos z do sistema de coordenadas A e o eixo dos
x do sistema de coordenadas B (anti-hordrio por convencao).

(para j € [z,y,2]): O deslocamento translacional ao longo do eixo j do
sistema de coordenadas A; entre a origem do sistema de coordenadas
A e a origem do sistema de coordenadas B.

Velocidades rotacionais e translacionais escalares
A velocidade rotacional AqéB em torno do eixo z do sistema de coorde-
nadas A; entre o eixo do = do sistema de coordenadas A e o eixo do z
do sistema de coordenadas B.

(para j € [z,y]): A velocidade translacional AdBj ao longo do eixo j do
sistema de coordenadas A; entre a origem do sistema de coordenadas
A e a origem do sistema de coordenadas B. Uma vez que todo o
movimento estd no plano z — y, o componente z, AJBZ, da velocidade
translacional é zero.

Aceleragoes rotacionais e translacionais escalares
A aceleracao rotacional AéB = 4%p em torno do eixo z do sistema de
coordenadas A; entre o eixo x do sistema de coordenadas A e o eixo z
do sistema de coordenadas B.

(para j € [z,y]): A aceleracdo translacional Ad‘Bj = Al)Bj ao longo
do eixo j do sistema de coordenadas A; entre a origem do sistema de
coordenadas A e a origem do sistema de coordenadas B. Uma vez que
todo o movimento é paralelo ao plano = — y, o componente z de Adpg,
da aceleracao translacional é zero.
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inversa da matriz de transformacao (3.5):

cospp  sin‘gp 0 —AdecosAd)B—AdBysinA(bB

A=l — | T sin‘¢pp costpp 0 “Adpysinop — AdBy cospp
B 0 0 1 —Adg, (3.6)
0 0 0 1

Derivando (3.5) em ordem ao tempo obtém-se a matriz de transformagao
de velocidades:

—Awpsintoy —Awgcostopy 0 Avg,
A A A A A
Afr wpcos“pp —“wpsin“gp 0 “vpg,
Iz = 0 0 0 0 (3.7)
0 0 0 0

Do mesmo modo, derivando a matriz de transformagao (3.7) em ordem
ao tempo obtém-se a matriz de transformacao das aceleracgoes:

—AOZB sin Ad)B—Aw% COS A¢B —AOZB COS A¢B+A'LU2B sin Ad)B 0 Aan

AR Aapcostop—Awlsintoy —‘apsin?gp—rwicos?op 0 “agp,
N 0 0 0 0
0 0 0 0

(3.8)

A atribuigao de sistemas de coordenadas resulta em dois tipos de matri-
zes de transformacao, entre sistemas de coordenadas: constante e variavel.
A matriz de transformacao entre sistemas de coordenadas atribuidos a duas
posicoes diferentes na mesma ligacao, é uma matriz constante. As matri-
zes de transformacgao que relacionam a posicao e orientacao de sistemas de
coordenadas relativos a diferentes ligacoes, incluem variaveis de ligacao, e
sao entao matrizes variaveis. As matrizes de transformacao constantes e va-
ridveis sao representadas por AT e 4@y, respectivamente. As matrizes de
transformacao constantes sao a transformacao mundo-tobo? ("'7173), a trans-
formagao mundo-‘ponto de contacto™ ("Tg;), a transformacao robo-‘eixo
de direcgao’ (®Ty;) para rodas direcciondveis, a transformagao direcgao-
~‘ponto de contacto’ (°iT;) para rodas direcciondveis, e a transformagao

3mundo-Tobd, significa a transformacio do sistema de coordenadas instantaneamente
coincidentes, R, para o sistema de coordenadas do mundo, W.

“mundo-‘ponto de CTontacto’, significa a transformacdo do sistema de coordenadas
instantaneamente coincidentes, C;, para o sistema de coordenadas do mundo, W.
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robo-‘ponto de contacto’ (#T¢;) para rodas nao-direcciondveis. Uma vez
que os sistemas de coordenadas instantaneamente coincidentes R e C; sdo
estacionarios em relacao a W, todas as matrizes de transformacao entre o
sistema de coordenadas do mundo e os sistemas de coordenadas instanta-
neamente coincidentes sao constantes.

As matrizes de transformagao Tobo-robo (2dy), ‘eixo de direcgao’-direcgao
(Hidg;) e ‘ponto de Contacto’-’ponto de contacto’ (““®;), sdo matrizes va-
ridveis.

As derivadas das matrizes que envolvem sistemas de coordenadas ins-
tantaneamente coincidentes (i.e. #dp, Cidq,;, Bdy e Cid,), sao obtidas por
diferenciacao dos elementos das matrizes de transformacao Epp e Cidgy,
respectivamente, e fazendo uso das igualdades f¢r = 0 e ““¢pr; = 0. De-
vido as igualdades anteriores, a segunda derivada em ordem ao tempo da
matriz de transformacao, envolvendo um sistema de coordenadas instanta-
neamente coincidentes, nao pode ser obtida derivando a primeira derivada
em ordem ao tempo, da matriz de transformacao (3.5), deve-se entdo usar
as expressoes (3.7) e (3.8).

Para todas as rodas que nao tenham ligacoes de direccao, os sistemas de
coordenadas do ‘eixo de direccao’ e da direccao sao atribuidos para coincidir
com o sistema de coordenadas do ponto de contacto, de modo a que as
matrizes de transformacao do ‘eixo de direccao’-direccao e direccao-‘ponto
de contacto’ se reduzam a matrizes identidade, simplificando assim o modelo
cinematico.

Pelo exposto atréds, pode-se concluir que no calculo das matrizes de trans-
formacao homogéneas é necessario ter em consideracao certos pressupostos.
O facto das rotacoes s6 poderem ocorrer em torno do eixo z simplifica a
transformacao, por outro lado é assumido que o robo tem translagoes em
todas as tres direcgoes.

Para facilitar a compreensao das matrizes de transformacao, num robo
movel com rodas, apresenta-se em seguida uma forma simplificada (comum
em alguma literatura técnica) das matrizes (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8), res-
pectivamente:

cos¢p —sing 0 p,

AT, — sing cos¢p 0 p,
L 0 1 p,

0 0 0 1
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cos¢ sin¢g 0 —p,-cos¢ —p,-sing
A1 _ —sing cos¢ 0 p,-sing —p,-coso
B 0 0 1 —p,
0 0 0 1
—w sing —w cos¢p 0 v,
Arr A wcos¢p —wsing 0 v,
g ="vp = 0 0 0 0
0 0 0 0
—o sing —w? cosd —a cosp+w? sing 0 a,
e " «a cosp—w? sing —a sing—w? cosg 0 aq
Hp ="ap = 0 0 0 0
0 0 0 0

em que:
¢ = 4¢p = angulo de rotacido entre dois referenciais.
w = wp = velocidade angular.

a = “ap = aceleracio angular.

pp = 2dp, = componente = do deslocamento linear.
vy = “vpy = componente = da velocidade linear.

ay = “ap, = componente = da aceleracdo linear.

3.2.4 Algebra de Matrizes de Transformacio de Co-
ordenadas

Esta seccao é baseada no estudo, sobre a cinematica de WMRs, realizado
por Muir [130]. Os operandos da élgebra de matrizes de transformacao de
coordenadas, sao as matrizes de transformacao e as suas primeiras e segun-
das derivadas em ordem ao tempo. Na tabela 3.4, A, B e X sao sistemas
de coordenadas e II denota tanto uma matriz de transformagcao constante
T, como uma matriz de transformacao varidvel ®. A algebra de matri-
zes de transformacao de coordenadas permite o calculo directo de posicoes,
velocidades e aceleragoes descritas nos diferentes sistemas de coordenadas
associados ao robo, incluindo os sistemas de coordenadas instantaneamente
coincidentes.

A transformacao de um sistema de coordenadas no seu sistema de coor-
denadas instantaneamente coincidentes, satisfaz o axioma de Identidade.
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Tabela 3.4: Axiomas algébricos de matrizes-transformacgao-coordenadas

1. Identidade : Il =1 para B=A ou B=A

2. Cascata: 4l = A1y X1l

3. Inversdao: “Ilp = BIT,!

4. Velocidade zero: Iz =0 para B=A ou 1 =T
5. Velocidade: ATl = AT XTTp + ATIx Tl

6. Aceleracio zero: 41l =0 para B=A ou II =T

7. ACG]GI‘&Q&OI AﬁB = AﬁXXHB + 2AﬁXXﬁB + AHXXI:[B

O axioma de cascata é o mais utilizado nas operacoes entre matrizes de
transformacao de coordenadas e especifica a ordem pela qual estas matrizes
sao multiplicadas. A matriz de transformacao de coordenadas de um sis-
tema de referéncia para outro é obtida através de sistemas de coordenadas
intermédios, até chegar ao seu ‘destino’.

O axioma de inversao mostra que a matriz de transformacao de coor-
denadas, a partir do sistema de referéncia ‘origem’ para um sistema de
referéncia ‘destino’, é igual a inversa da matriz de transformacao de co-
ordenadas, partindo do sistema de referéncia ‘destino’ para o sistema de
referéncia ‘origem’.

Uma vez que a manipulagao de matrizes de transformacao é especifica-
da pelo axioma de cascata, a derivacao em ordem ao tempo das matrizes
de transformacao é especificada pelos quatro axiomas de velocidade e ace-
leracao. Especificamente, nao se podem derivar ambos os lados de uma
equacao de matriz de transformacao. Por exemplo, se houvesse necessidade
de derivar ambos os lados de uma equacdo Il ; = I, seria obtido um resul-
tado incorrecto 4II i1 = 0, uma vez que as velocidades entre um sistema de
coordenadas e o seu ‘correspondente’ instantaneamente coincidente sao (em
geral) diferentes de zero.

O axioma de velocidade-zero mostra que as velocidades relativas entre
um sistema de coordenadas A e ele préprio (B = A) ou outro sistema de co-
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ordenadas na mesma ligagao (IT = T') sao zero. Tal acontece, porque os dois
sistemas de coordenadas atribuidos a mesma ‘ligacao’ sao estacionarios entre
eles e em relacao a ‘ligacao’. Para o axioma da aceleracao-zero, verifica-se
0 mesmo que para o axioma anterior mas relativamente as aceleracoes.

O axioma de velocidade especifica como a derivada em ordem ao tempo
da matriz de transformacao pode ser expressa em termos de duas matrizes
de transformacao em cascata e das suas derivadas em ordem ao tempo.
Finalmente, o axioma de aceleracao especifica como a segunda derivada em
ordem ao tempo de uma matriz de transformacao pode ser expressa em
termos de duas matrizes de transformacao em cascata e das suas primeira
e segunda derivada em ordem ao tempo [130].

Os axiomas de matrizes de transformacao de coordenadas na tabela

3.4 conduzem aos corolarios da tabela 3.5, que se aplicam ao ‘modelo ci-
nematico’ dos WMRs.

Tabela 3.5: Corolérios algébricos de matrizes-transformacao-coordenadas

1. Coincidéncia instantanea: Iz = Il = 15 = 1l
2. Posicao em cascata: A1, = A gPI-C“TIp ... I,
3. Velocidade em cascata: 411, =T g BT, + AT B C ;+. . + 11y Y T1,

4. Acelergngéo em cascata: ) )

A, = APy, + AT PHC, + ...+ A1 Y1,
12ATT, [Bﬂc CIl, + BlICTIpP Il + - - - + Blly Yﬁz]
+2401 5811 [Cf[DDHZ +. 4+ CHYYI'IZ]

+ o+ 24T YT YT,

O corolario da coincidéncia instantanea, tem por base os axiomas iden-
tidade e cascata. Este corolario simplifica as expressoes das matrizes de
transformacao, através da eliminacao dos sistemas de coordenadas instan-
taneamente coincidentes. O corolario de posi¢cao em cascata utiliza o axioma
em cascata, permitindo calcular a matriz de transformacgao a partir de um
sistema de coordenadas de referéncia para um sistema de coordenadas ‘des-
tino’, fazendo uso de sistemas de coordenadas intermédios em cascata até
atingir o sistema de coordenadas ‘destino’.



54 CAPITULO 3. CINEMATICA DE ROBOS MOVEIS

O corolario de posicao em cascata, que é obtido por aplicacao repetida
do axioma de cascata, é a base dos calculos da posicao. O corolario de velo-
cidade em cascata é obtido por aplicacao repetida do axioma de velocidade
e do axioma de cascata. O corolario de aceleracao em cascata é obtido por
aplicacao repetida dos axiomas de cascata, velocidade e aceleracao. Vao ser
aplicados os coroldrios de velocidade em cascata e aceleracao em cascata,
para relacionar velocidades e aceleragoes lineares e angulares entre siste-
mas de coordenadas. No calculo da matriz Jacobiana das rodas, vao ser
aplicados axiomas e corolarios da algebra de matrizes de transformacao de
coordenadas.

3.2.5 Posicao

No célculo da posigao, aplicam-se matrizes de transformacao (secgao 3.2.3)
e a algebra de matrizes de transformacao de coordenadas. Na pratica, as
relacoes de posicao no controlo do WMR necessitam do calculo da posicao
de um ponto relativamente a um sistema de coordenadas, a partir da posicao
do ponto relativamente a um outro sistema de coordenadas, por exemplo

Ae =11, . %e (3.9)

Quando a matriz de transformacao 411, nao é conhecida directamente,
aplica-se o corolario em cascata para a calcular, a partir de matrizes de
transformacao conhecidas:

A, =g Pl “T, .. . Y11, (3.10)

A figura 3.6 apresenta um gréfico de transformacao entre os diferentes
sistemas de coordenadas de um WMR com uma ligacao de direccao por
roda. No grafico os sistemas de coordenadas sao identificados pelo simbolo
(o), e as transformagoes entre estes pelo simbolo (}). A transformacao na
orientacao oposta a direccao definida por uma seta é calculada pelo axioma
de inversao.

De acordo com a figura 3.6, pode dizer-se que a transformacao entre
quaisquer referenciais de coordenadas, é simplesmente a multiplicacao de
referenciais intermédios:

Mg, = Ty, " ®s, *Te, “ o, (3.11)
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Robd
R
Eixo de m
Direcgdo H1 H2 H3
. ~ b Y
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i @R C2 Cs
w
(Chéo)

Figura 3.6: Grafico de transformacgoes de um WMR

Sendo “®;, uma matriz identidade (ver tabela 3.4 - axioma identidade)
logo (3.11) simplifica-se para

Bllg, = Ty, "idg, 1T, (3.12)

Muitos robos nao tém ligacoes de direccao. Para estes robos, o eixo
de direccao e o eixo do ponto de contacto coincidem, e as transformadas
entre estes eixos reduzem-se a matrizes identidades, reduzindo nestes casos
a expressao (3.12) a

3.2.6 Velocidade

Nesta seccao relacionam-se as velocidades do WMR fazendo uso dos axio-
mas e dos corolarios apresentados nas tabelas 3.4 e 3.5. E feito o cdlculo das
velocidades do robo relativamente ao sistema de coordenadas instantanea-
mente coincidente do robo, considerando a velocidade das rodas, pelo que é
necessario obter as matrizes Jacobianas das rodas.
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Velocidade de Um Ponto

Pode calcular-se a velocidade de um ponto ‘e’ derivando em ordem ao tempo
(3.9), obtendo-se

A =11, . %e (3.13)
Quando AT1, nao é conhecida directamente, aplica-se o corolario de veloci-
dade em cascata (corolario 3 da tabela 3.5) que para facilidade de leitura se
passa a reescrever:

ATl = ATl BT, 4+ Mg PIIc T, + ...+ ATy Y11, (3.14)
De modo a ilustrar a aplicacao dos axiomas e corolarios, apresenta-se o

exemplo seguinte.
Considere-se a expressao

Be =P, . %e (3.15)
onde se relaciona a posicao ‘e’, descrita no sistema de coordenadas do ponto
de contacto instantaneamente coincidente, com a posicao descrita no sistema
de coordenadas do rob6. Derivando (3.15) obtém-se a velocidade do ponto
‘e’ descrita no sistema de coordenadas do robo,

R: _R77. C; Rrr_ G-
e ="llg .%e +"1lg . "€

que se simplifica (uma vez que sendo “ie constante, a sua derivada é nula)
na forma

Re = B11, e . (3.16)
Aplicando-se o coroldrio da velocidade em cascata a (3.11), obtém-se a ex-
pressao para a derivada da matriz de transformacao,

e, = BTy Hillg, + Py, M1 dg, 5Tl e, + RT1s, 5T, “ @, + BT, C g, (3.17)

E possivel simplificar (3.17), de modo a que apenas se utilizem matri-
zes de transformacgao conhecidas (e suas derivadas), através da utilizacao
de axiomas e corolarios. Assim, e por ordem de aplicacao, os axiomas e
coroldrios utilizados para se chegar a (3.18) foram, respectivamente:
1°- axioma de velocidade-zero; 2°- corolario posicao em cascata; e por fim
3°- axioma identidade:

RT R Higx Sitr. R Cidf _
g, = Ty, ®s,7 e, + "llg, " P,
= Ty Mids 5T, “ @, + Ty, M@, Te, “ @,

= BTy Hidg S Te, 4+ BTy, "idg, 5 T, “ 0, (3.18)
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Matrizes Jacobianas das Rodas

Considere-se as N equagoes de matrizes de transformacao de um WMR (ver
figura 3.6): ] )
g = Ty, "1 ®s, 5 Te, Y100, “ TV Th (3.19)

onde 2 =1,...,N é o indice da roda.

O pseudo-Jacobiano, jz-, obtém-se derivando a equacao (3.19) e poste-
riormente efectuando algumas manipulagoes matematicas fazendo uso quer
dos axiomas e coroldrios algébricos (tabelas 3.4 e 3.5), quer aplicando as
matrizes de transformacao (3.5) e (3.7) [130]:

A cos pe, —sinfoo,  fde, —Fdp,
Ji = sin R¢Ci cos Rd)Ci _RdCix RdHi:v (320)
0 0 1 —1

As matrizes Jacobianas das rodas, .J;, relacionam a velocidade do WMR
com as velocidades das rodas. As velocidades das rodas, como se ilustra na
figura 3.2, compreendem as seguintes velocidades:

e w,,, velocidade angular da ligacao de direccao em torno de z;

Wyy, velocidade angular da roda em torno do seu eixo;

Wy, velocidade de deslizamento rotacional;

Wyr,, velocidade angular dos rolos (para rodas omnidireccionais);
Wy, velocidade rotacional (para rodas esféricas).

A matriz Jacobiana da roda 4, .J;, varia consoante o tipo de roda utili-
zada, e é obtida pelo produto da matriz pseudo-Jacobiana .J; pela matriz
caracteristica da roda® F; [130],

Ji=1Ji- F

A matriz pseudo-Jacobiana das rodas, .J;, relaciona as pseudo-velocidades
da roda, ¢;,

iVC’im

X Ve,
q o (3.21)

i

SN

5A matriz caracteristica da roda expressa um conjunto de caracteristicas da roda,
como por exemplo os raios e o angulo existente entre a orientacao dos rolos e a orientagdo
da roda (no caso da roda omnidireccional).
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com as velocidades do robo®, EpR, ou seja
R- - 34
Pr = Pr = Ji-G; (3.22)

Substituindo (3.20) e (3.21) em (3.22), obtém-se

R V.
R R R R R Cix
_ VR, cos “Pc,  —sin o, doyy  —Rdp,, o, i
- _ | R | ain R R R R C
Pr= ,VRy =| sin ¢Ci COS ¢Ci - dCim dHZI Ciw Y (323)
RwR 0 0 1 -1 0 C;
'Wg,
3

em que as pseudo-velocidades “ve,,, “ve,y,, “wg,, €
as velocidades v, vy, w,, e wy, na figura 3.2.

Define-se w; como sendo o numero de varidveis da roda . O vector
velocidade (fisica) ¢; das rodas” nao contém todos os quatro componentes
das pseudo-velocidades ((j,) expressos na equacao (3.23). As rodas possuem
menos que quatro variaveis e portanto menos que quatro elementos no vector
de velocidade. Uma vez que todos os movimentos fisicos da roda sao rotagoes
em torno dos seus eixos, o vector de velocidade da roda (¢;) é unicamente
composto por velocidades angulares (nao sao aqui incluidas as velocidades
tangenciais (lineares) no ponto de contacto).

A pseudo-velocidade, (ji, (4 x 1) relaciona-se com o vector de velocidade
fisica ¢; (w; x 1) e com a matriz caracteristica da roda F; (4 x w;) pela
exXpressaon:

Hiyyg. correspondem

g = Fy.d; (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.22) obtém-se a velocidade do robé em funcao
do vector velocidade da roda:

EﬁR = J;i Fig; = Ji g; (3.25)

em que J; = J;F, representa a matriz Jacobiana da roda i (3 x w;). A
equagao (3.25) reflecte o efeito da velocidade da roda i na velocidade do
robo, i.e. a velocidade do robo no referencial R, assumindo um efeito nulo
das restantes rodas. A dimensdo (ordem) da matriz Jacobiana indica o
numero de DOFs da roda [130].

50 vector E;b r € usualmente representado na notacao simplificada pg.
7O termo rodas é aqui utilizado para abranger qualquer um dos tipos de rodas apre-
sentadas na seccao 3.1.
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Seguidamente, de forma sintética, apresentam-se as matrizes Jacobianas
das rodas e matrizes caracteristicas das rodas para os quatro tipos de rodas
apresentados na figura 3.2:

1. Rodas convencionais nao direccionadas

e )ome om

Wy, z

R

I
oo o =
o~ oo

A Matriz Jacobiana de rodas convencionais nao direccionadas é:
R R
i cos oo, dey
Ji - T sin R¢Ci _RdCi:v (327)
0 1

2. Rodas convencionais direccionadas

C_’il/Cix r 0 0 w
o Wiy
s | Yoy | 1000 »

Matriz Jacobiana de rodas convencionais direccionadas:

" r; COS R¢Ci RdCiy _RdHiy -|
Ji= | misin®oo, —Tdo,  Tdug (3.29)
L 0 1 -1 J
3. Rodas omnidireccionais
r —rycosn 0
. 0 msinp 0 Wiy .
0 0 0 Wiz

Matriz Jacobiana para rodas omnidireccionais:

[ ricos oo, —ry; cos (R¢C’i — i) ey -|
Ji =1 rsinfoe,  rysin (g — Boe,) —Fdo
[ 0 0 1 J
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4. Rodas esféricas

0 r O w
X r 0 0 Wit -|
0 00 Wiz

Matriz Jacobiana para Rodas esféricas:

R . R R

;o8 “hc; —risintoc,  Tdoy

Ji=| risin®c,  ricosfoe, —Fdo,
0 0 1

3.2.7 Aceleracao

Tal como no calculo da velocidade em que foi necessdrio aplicar o coroldrio
da velocidade em cascata, para o calculo da aceleracao de um WMR é
necessario aplicar o coroldrio da aceleracao em cascata (tabela 3.5). Fazendo
um paralelismo com o cdlculo da velocidade (sec¢ao 3.2.6) faz-se notar que
as equacoes da aceleragao de movimento nao podem ser obtidas por simples
derivagao dos resultados obtidos para a velocidade (equagao (3.18)), porque
a derivacao de ambos os lados de uma equagao de matriz de transformagao
nao é uma operacao permitida na algebra de matrizes de transformacao de
coordenadas [130]. Assim, no célculo de

Rs _ RYT_. G
e ="llg . "¢
é necessario aplicar o corolario de aceleracao em cascata, de modo a obter-se
a segunda derivada em ordem ao tempo da matriz de transformagao Il .

3.3 Equacao Composta do Robo

Nesta seccao, combinam-se as equacoes cinematicas do movimento de to-
das as rodas de um WMR, para formar a equacao composta do robo. A
resolucao desta equacao requer a abordagem de dois problemas classicos de
modelacao cinematica: a solugao inversa actuada e a solugao avangada
detectada.
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As 3N equagoes em (3.25), devem ser resolvidas simultaneamente para
caracterizar o movimento do WMR, ou seja, compoem-se na forma matricial,
para formar a equacao composta do robo:

Il Jl 0 Ce 0 (h
I | . 0 J, . 2
Clee= 0 77 S (3.30)
: o D :
[N 0o ... 0 JN qn
que se pode expressar na forma compacta
AopR = Bodc (331)

onde I;, para i = 1,..., N, sao matrizes identidade (3x3), Ay é uma matriz
(3Nx3), By é uma matriz diagonal de blocos (3Nxw) com w=w+wyt..wy,
e . € o vector das velocidades angulares das rodas. A equacao matricial
(3.31), representa um sistema de equagoes algébricas lineares da forma
Ax = By, o qual é facilmente resolvido através de técnicas classicas.

Solucao de Axr = By
Considere-se o sistema de equacoes algébricas lineares
Azr = By (3.32)

onde A é uma matriz (m x n), x é um vector (n x 1), B é uma matriz (m x p), e y é um
vector (p x 1).

Uma solucao, para “z”, usualmente adoptada para sistemas sobre-determinados e
determinados é a pseudo-inversa (correspondendo a uma estimativa pelo método dos
minimos quadrados [49][18)]):

= (ATA)~ AT By (3.33)

entende-se por sistemas sobre-determinados, aqueles que tém menos varidveis que equagoes
independentes, e por sistemas determinados aqueles que tém o mesmo numero de va-
ridveis que equagoes independentes.

A condicdo necesséria para aplicar a solugdo de minimos quadrados (3.33), é que
a dimensdo da matriz A seja n (dim(A) = n). N&o ha uma solugdo unica para siste-
mas indeterminados (i.e. sistemas tendo menos equacoes independentes que varidveis
independentes).

O erro residual da solugdo de minimos quadrados é:

Az — By = [A(ATA)"' AT — 1By = A(A)By (3.34)
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onde a fungdo matriz Delta, A(-), é por conveniéncia, definida por

-1 para U = nulo

_ 3.35
U (UTU) "UT —T  restantes casos (3.35)

A(U):{

onde o argumento U é uma matriz (¢ x d) de dimensdo d.
Uma vez que a equacdo composta do robd (3.31), tem a forma de (3.32), as solugoes
de (3.32) sao directamente aplicdveis & solugdo da equagéo composta do robo.

Para caracterizar o movimento do WMR, é necessirio determinar se o erro dos

minimos quadrados (3.34) é zero para todo o y [130].

3.3.1 Solucao da Velocidade Inversa Actuada

A solucao da velocidade inversa actuada, calcula as velocidades actuadas
das rodas (3.31) a partir das velocidades do robd. Devido as cadeias de
ligacao fechada nos WMRs, nao é necessario actuar todas as variaveis das
rodas. Separando as varidveis actuadas e nao actuadas das rodas, (3.25)
pode reescrever-se na forma

}iR = Jiaqia + Jquzu para 1= 1, ey N (336)

onde ‘a’ subscrito identifica as componentes actuadas, e ‘u’ subscrito identi-
fica as componentes nao actuadas. Seja a; o numero de varidveis actuadas, e
u; o nimero de varidveis ndo actuadas para a roda i (i.e. a;+u; = w;), entao
w=S" wi=SVF a+ 37, u; representa o niimero total de varidveis
relativas a todas as rodas, sendo o somatorio do numero total de varidveis
actuadas com o nimero total de varidveis nao actuadas. Considerando a
equacgao (3.36), pode-se reescrever a equagao composta do rob6 (3.30) na
forma

d1a
q.Za
I J. 0 ... 0 J, 0 --- 0 :
I | . 0 Jy - 0 Jou o INa
C|pr=| | 7? Lo N | (3.37)
Iy 0 ... 0 Jyvg 0 ... 0 Jyu T2u
_QNu_
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ou na forma compacta
Apr = Bopgp (3.38)

A matriz B,, (3N x w) e o vector ¢, (wx 1) sdo os ‘equivalentes’ reestru-
turados da matriz B, e do vector . na equacao (3.31). Segundo Muir [130],
o ‘critério de movimento soliivel’, indica que a solucao dos minimos
quadrados pode ser aplicada para calcular a solucao da velocidade inversa
actuada quando dim[By] = w. Até ao final desta seccdo, vai ser assumido
que a solucao dos minimos quadrados é aplicavel, e que todas as inversas das
matrizes encontradas, na sua aplicacao, sao calculaveis. Aplicando-se entao,
a solugao dos minimos quadrados (3.33), obtém-se o vector das varidveis das
rodas a partir do vector de velocidade do robo:

Gy = (BZ;)BOP)_IBZ;)AoﬁR (3.39)

Muir [130] demonstrou que o vector das velocidades actuadas das rodas,
o = [d1, - - 4o na equacdo (3.37), é dado por

[JEA (J1) Jm]’i JIA (J)
JENA (Jon) Jaa) ™' TE A (Ja,
[ T30 A (J2u) z.] 20 A (J2u) P (3.40)

[JJT\;aA (JNU) JNar1 J%a A (JNU)

A equagao (3.40) representa a solucao inversa actuada, onde a fungao matriz
A (Jy,) é definida pela expressao (3.35). Cada bloco de linhas (a; x 3) da
matriz J, em (3.40), corresponde as velocidades actuadas ¢;, que envolvem
apenas a matriz Jacobiana da roda i. A solucao inversa, para cada roda, é
entao independente das equagoes cinematicas de todas as (N — 1) restantes
rodas. Quando a roda 7 é ‘nao redundante’ tendo trés DOFs, e todas as trés
variaveis da roda sao actuadas, cada bloco de linhas simplifica-se para

Gia = (J7 DR - (3.41)

Assume-se entao que todas as varidveis, de todas as rodas nao-redundantes
com 3 DOFs (i.e. rodas com matrizes Jacobianas (3 x 3) e dimensao 3),
sao actuadas, e resolve-se o sistema de w; equacoes algébricas lineares para
calcular todas as velocidades das rodas, e extrair todas as velocidades actu-
adas possivelmente necessdrias ao controlo do robo. Esta abordagem, reduz
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substancialmente as operacoes algébricas necessarias na aplicacao directa
da expressao matricial (equagao 3.40).

Muir concluiu no ‘critério do movimento com trés DOF's’ [130], que
um WMR (no seu projecto cinemético) permite 3 DOFs se e s6 se todas as
rodas possuirem 3 DOFs.

Caracteristicas da Actuagao

Muir [130] investigou as caracteristicas do movimento do WMR, quando
as velocidades actuadas das rodas atingem os valores calculados através
da solucao da velocidade inversa actuada. Eliminando as velocidades nao-
actuadas das rodas na equagao composta do robo (3.30), obtém-se a veloci-
dade do robo6 devida unicamente as velocidades actuadas das rodas. Supon-
do que nao ha deslizamento translacional, as velocidades nao-actuadas das
rodas vao ser consistentes e obedecem ao movimento do WMR. A partir das
velocidades do robo na solugao da velocidade inversa actuada (3.40), trocan-
do os “papéis”’das variaveis actuadas e nao-actuadas, obtém-se a expressao
(3.42) para as velocidades nao-actuadas das rodas

[TEA (Jia) Jia) T A (1)

JLA (Ja) Jou] ™" JL A (Jay
i = [J3A (J2a) 2:] ou A (Joq) b (3.42)

[Jlj\;uA (JNa) JNU]_1 JJT\;u A (JNa)

As condicoes que garantem a possibilidade de calculo das solucoes da
velocidade inversa actuada e nao-actuada sao ideénticas, e sao indicadas pelo
ja referido ‘critério do movimento solivel’. Substituindo (3.42) em (3.37),
obtém-se:

L= Ju [TRA (1) Jia] T T8 A (Jra) Ju 0 - 0
I— JZU [JZEA (J2a) JZu]_l JQI;L A (Jga) . 0 J2a ce 0 '
: Pr=| . .. . 0 Ga
[ - JNU [JguA (JNa) e]N'u,]_1 J%u A (JNa) O e 0 JNa
(3.43)

que pode ser escrita na forma compacta como

AapR = Bada (344)
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A equacao de actuagao do robo (3.44) exibe a forma da equacao (3.32),
com A,, By, Pr, € ¢, assumindo o papel de A, B, z, e y, respectivamen-
te. Segundo Muir [130] o ‘critério de actuagao adequado’ assegura que
todos os DOF's do robo sejam actuados (i.e. assegura que todos os movimen-

tos permitidos ao rob6 possam ser produzidos por accao dos actuadores),
quando det(ALA,) # 0.

3.3.2 Solucao da Velocidade Avancada Detectada

A solucao da velocidade avancada detectada resulta na obtencao do vec-
tor de velocidade do corpo do robd pp (3.31), a partir da deteccao (i.e.
a medigao por intermédio de sensores) de posigoes e velocidades (g5 e (s,
respectivamente) das rodas. O primeiro passo é separar as velocidades de-
tectadas e nao-detectadas das rodas, e reescrever a equacao (3.25) na forma

Pr = Jisis + JinGin (3.45)
As letras subscritas ‘s’ e ‘n’ representam as quantidades detectadas e nao
detectadas, respectivamente. O numero de variaveis detectadas e nao de-

tectadas da roda i é s; e n;, respectivamente (com s;+n; = w;). Por simples
operagoes algébricas, pode reescrever-se (3.45) na forma [130]:

L —-J, 0 - 0 glR J. 0 -+ 0 (1s

_ : o 0 Jy --- 0 Jos

_[2 0 JQn . Gon | = ‘ 2 QQ

: : . ) 0 : () :

Iy 0 0 JInn | nn N an
(3.46)

com a forma compacta
Appn = Bygs (3.47)

em que as velocidades desconhecidas, das rodas e do robo, sao isoladas num
unico vector, p,.

Seja s = s; + ... + sy o nimero total de varidveis detectadas e
n = n; + ...+ ny o numero total de varidveis nao-detectadas. Assim, as
matrizes e vectores em (3.47) tém as seguintes dimensoes: A,, (3N x [3+n]),
Pn ([3+n]x1), Bg (3N xs) e ¢s (sx1). Aplicando-se o método dos minimos
quadrados (3.33) a (3.47) resulta
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que relaciona o vector das velocidades do robo e das velocidades nao-detecta-
das, p,, com as velocidade detectadas das rodas, ¢;.

Em contraste com a solucao da velocidade inversa actuada, a solucao da
velocidade avancada detectada, pelo método dos minimos quadrados nao
tem a necessidade de produzir um erro zero, devido ao ruido de medida e ao
deslizamento das rodas. Na presenca destas fontes de erro, nao se consegue
calcular a velocidade exacta do WMR. A solucao dos minimos quadrados
proposta por Muir [130], proporciona uma solugao 6ptima, minimizando a
soma dos erros quadraticos nos componentes da velocidade, sendo aplicavel
na pratica ao dead reckoning®, para um WMR na presenca de ruidos senso-
riais e deslizamento das rodas.

Até ao final desta seccdo, assume-se que é possivel aplicar a solucao
da velocidade avangada detectada, e que a matriz inversa (A7 A,)"!, em
(3.48), existe. Assim, desta equagao, obtém-se entao (para pg) a solucao de
velocidade avangada detectada [130]:

P (Jin) FAon) + - AATn)] A (J1n) Jis AlJan) Jos. - A(Tnn) Jns]ds

ou na forma compacta
pR = Js‘js (349)

Uma roda sem varidveis detectadas, nao introduz colunas A(J;,).J;s em
(3.49). Além do mais, se nao for detectada nenhumas das trés varidveis
independentes de uma roda i, a sua matriz A(.J;,;) é nula. Podem-se entao
eliminar as equacoes cinemdéticas do movimento, no calculo da solucao da
velocidade avancada detectada, relativas a uma qualquer roda que satisfaca
as duas seguintes condigdes: 1)- possua trés DOFs; 2)- nenhum dos DOFs
¢ detectado (i.e. ndo medido).

Caracteristicas da Deteccao

A relacao entre as variaveis detectadas das rodas e o movimento do robo,
exibe um certo paralelismo com a relacao entre as varidveis actuadas das
rodas e o movimento do robd. Considerando (3.45), a equagao composta do

8Dead reackoning’ é um cdlculo em tempo real da posicio do robd a partir das
medigoes feitas pelos sensores das rodas.
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robo (3.30) pode ser reescrita na forma

i q1s i
cj?s
[1 Jls 0 0 Jln 0 0
I | . 0 Jo, . 0 Jon "o INs
C | pr=| 0 7° b I (3.50)
Iy 0 ... 0 Jys 0 ... 0 Jyn Qon
_q.Nn 4

que apresenta semelhangas com a equagao (3.37), obtida para a solugao
da velocidade inversa actuada (secgao 3.3.1). Tendo em consideragdo o
raciocinio usado na obtencao da equacao das velocidades actuadas das rodas
(3.40), podem-se expressar, aplicando esta equacao, as velocidades nao-
detectadas das rodas em funcao das velocidades do robo, com as velocidades
nao-detectadas (‘n’ subscrito) e detectadas (‘s’ subscrito), desempenhando o
papel de velocidades actuadas (‘a’ subscrito) e nao-actuadas (‘u’ subscrito)
das rodas, respectivamente [130]:

[JEA (Jig) Jin] " T A (i)
[JTA (Jog) Jo] ™" JE A ()

Gn = Pr = JnDr (3.51)

[JJT\;nA (JNS) JNn]_1 J%n A (JNS)
Note-se que, tal como ja anteriormente referido, a solucao dos minimos
quadrados pode ser aplicada a qualquer WMR, que satisfaca o ‘critério de

movimento solivel’. Considerando (3.45) e substituindo (3.51) em (3.50),
obtém-se:

[=Jun I A (i) Jud ™ T, A () T 0 o0 0
I—Top TEA(Jog) Jo = JH ATy |, |0 Jog- 0
: Pr=| . o |E (3.52)
I—Jnn [TEA (Tns) vt Th A U 0 - 0 Jy.

que pode ser escrita na forma compacta

AspR - Bsq.s (353)
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A equacao de detecgao do robd (3.53) exibe a forma da equacao (3.32),
com Ay, B, Pgr, € ¢, assumindo o papel de A, B, x, e y, respectivamente.
O ‘critério de deteccao adequado’ [130], indica que todos os movimen-
tos do WMR sao discerniveis por meio de medicoes dos sensores quando
det(AT A;) # 0. Este critério indica ainda as condigdes sob as quais a so-
lugao de velocidade avancada detectada (3.49) existe.

De modo a elucidar a aplicacao destes conceitos, sera apresentada de
seguida a sua utilizagdo no WMR em estudo (cadeira de rodas robotizada).
Assim, serao deduzidas as matrizes de transformacao de coordenadas, os
Jacobianos das rodas, a solucao da velocidade inversa actuada e a solucao
da velocidade avancada detectada.

3.4 Cinematica da Cadeira de Rodas Robo-
tizada

De modo a esclarecer a aplicacao de todos os conceitos atras expostos, vai
ser apresentada a deducao da “cinematica” para o rob6 em estudo. Os passos
essenciais a ter em atencao, quando se pretende obter o modelo cinematico

de um WMR, sao:

1. Fazer um desenho do WMR. Nesse desenho é necessario mostrar
as posicoes relativas das rodas e dos eixos de direccao. Nao é necessario
que o desenho seja feito a escala. Uma vista de cima e uma de lado
sao suficientes.

2. Atribuir os sistemas de coordenadas. Os sistemas de coorde-
nadas do robo, dos eixos de direccao, das direccoes, dos pontos de
contacto e do Mundo (‘chao’), devem ser atribuidos de acordo com a
tabela 3.2.

3. Obter as matrizes de transformacao de coordenadas. As
matrizes devem ser obtidas usando a metodologia exposta no presente
capitulo (ver secgao 3.2.3), e devem relacionar sempre dois sistemas
de coordenadas (e.g. robo-‘eixo de direc¢ao’)
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4. Formular as equagoes de posi¢cao. As posicoes e orientagoes rela-
tivas entre dois sistemas de coordenadas sao determinadas, aplicando
o corolario da posicao em cascata. O grafico de transformacgoes, da
figura 3.6, é utilizado para determinar a ordem pela qual se deve fazer
a cascata das matrizes.

5. Formular as equacoes de velocidade. As equacoes que relacio-
nam as velocidades sao formuladas aplicando o corolario da velocidade
em cascata. A matriz Jacobiana da roda, que relaciona as velocidades
da roda com as velocidades do robo, pode ser escrita directamente,
substituindo os componentes das matrizes de transformacao nas ma-
trizes Jacobianas das rodas, compiladas na seccao 3.2.6.

6. Formular as equacoes de acelerag¢ao. As equacoes que relacio-
nam as aceleragoes (quando tal for necessirio), sao formuladas apli-
cando o corolario de aceleracao em cascata.

De seguida vamos deduzir o modelo cinematico da cadeira de rodas ro-
botizada (denominada de robchair), cujo desenho descritivo a duas vistas é
ilustrado na figura 3.7.

A cadeira de rodas robotizada tem duas rodas actuadas com raio r,
diametralmente opostas, e trés rodas livres tipo ‘castor’ com raio rp, cujo
movimento giratério é livre. As rodas actuadas sao dotadas de encoders, en-
quanto os ‘castores’ nao sao actuados nem tém sensores. As atribuicoes dos
sistemas de coordenadas, bem como dimensoes e distancias entre sistemas
de coordenadas, sao mostrados na figura 3.7.

3.4.1 Matrizes de Transformacao

Sendo as rodas actuadas fixas ao corpo, os referenciais de direccao nao se
movem em relacao aos referenciais do corpo do robo, e do ponto de contacto,
logo

Mg =Ty =Mdg, = Ty, =1  (Matriz Identidade) (3.54)

As matrizes de transformagcao de coordenadas da cadeira de rodas, para
as rodas actuadas (roda 1 e roda 2) sdo dadas por

BTe, = ®TyMid g 5T, (3.55)
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r = raio da roda maior
= raio da roda ‘castor’

Cs
I
__
ler yA — .y
Id 4
d y
f g X X
y
y X oy
X Al " » X
I Direita % Ih
(roda 1) Ei T 04;4 Sa :X
W x S1

Figura 3.7: Atribuicao do sistema de coordenadas da cadeira de rodas:
(esquerda)- vista de cima; (direita)- vista lateral. Na figura estao especifi-
cadas as seguintes distancias: b, d, [, le;, lg, le, Uy, lg, ln, 7.

De (3.55), (3.54) e (3.5), e com ajuda da figura 3.7, obtém-se as matrizes
de transformacao das rodas 1 e 2:

e Roda 1: i i
1 00 —d
01 0 —b
e =" =1 ¢ 1 ~ly
|00 0 1 |
e Roda 2: i i
1 00 —d
R R 010 b
Te, ="Ts, =
00 1 =l
| 000 1

As matrizes de transformacao das rodas ‘castores’, considerando a figura
3.7, obtém-se de (3.55) e (3.5):
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e Roda 3:
1 0
R 01
Ta, 0 0
1 00
[ cos @3
Sin(bg
0
|0
e Roda 4:
1 0
01
R
To, 0 0
1 0 0
[ cos ¢4
sin¢4
0
| 0
e Roda 5:
1 0
01
R
To, 0 0
1 0 0
Sin¢)5
0

0

RTC’3
0 le
0 lq
1 —lf + 1y,
0 1
—sin ¢3 0
cosgps 0
0 1
0 0
RTC’4
0 le
0 —lg
1 —lf + 1y,
0 1
—sing, 0
cosgpy 0
0 1
0 0
RTC’5
0 lcr
0 0
1L —lf+1
0 1

[ cosps —sings 0

cosgs 0
0 1
0 0

— RTHg Hs q)53 53T03

coS ¢p3 — sin ¢
sin ¢3  COS @3
0 0
0 0

—cos ¢3.l, + [,
—sin ¢3.l, + lg
—l;

cos ¢4 —sin ¢y
sin ¢y  COS @y
0 0
0 0

— €08 ¢yg.le + L.
—sin (]54.le — ld

—r
1

— RTH5 Hs q)55 S5TC’5

COoS 5 — sin ¢x
sin ¢5  CoS @5
0 0
0 0

— €08 Q5.1 + e
—sin ¢5-le

—r
1

o= O O

o = O O

o = O O

o O O

— o O O

— o O O

o O O

o OO

o O O =

O O = O

o O = O

o O = O

O = O O

o = O O

o = O O
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3.4.2 Matrizes Jacobianas das Rodas

Nesta seccao apresentam-se os Jacobianos das rodas da cadeira de rodas
robotizada.

Rodas Actuadas Convencionais, Nao-Direccionadas

As equacgoes da pseudo-velocidade e do Jacobiano para este tipo de rodas
sao dadas pelas equagoes (3.26) e (3.27) que para facilidade de leitura se-
guidamente reescrevemos:

r 0 ricos oo, Rde,,
A 0 0 ww,y . R ¢ R ¢
¢ = : Yl = Fag o, Ji = | risin®gc, —"dcs
01 Wy, 0 ‘ 1 ¢
0 0

Dado que as rodas actuadas sao fixas ao corpo, o referencial do corpo
do robo nao se move em relacao ao referencial do ponto de contacto, logo
¢ = 0° e da equacgao (3.25) vem:

e Roda 1:
R I e
Pr = VRy = 0 d |: wwly :| = qul (356)
Lwe | Lo 1 | LW
e Roda 2:
VR, r b w
pr=| vg, | =1]0 d [ www ] = Jogo (3.57)
Wr, 0 1 wae

Restantes Rodas

As rodas 3, 4 e 5 sao, na cadeira de rodas robotizada, rodas livres tipo
‘castor’, pelo que a sua contribuicao é nula.

Supondo, no entanto, que estas rodas eram actuadas e direccionadas,
passavam a enquadrar-se na categoria das rodas convencionais direcciona-
das. Neste caso, as equacgoes da pseudo-velocidade e do Jacobiano para este
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tipo de rodas, sao dadas pelas equagoes (3.28) e (3.29), que para facilidade
de leitura se reescrevem:

r 0 0
oo o || W
00 1 Wsiz

onde ws,, ¢ a velocidade angular em torno do eixo da direcgao.

R R R
7 COS " P dCiy - dHiy
_ R R R
Ji = risin “oo;  —"deig diiz
0 1 -1

Neste caso a contribuicao de cada roda seria expressa por:

e Roda 3:
VR, rpcos s —l.sings +1; —lg Wivay
Vr, | = | rpsings l.cospz — . l, Wwsz | = J3¢3
sz 0 1 _1 w532

e Roda 4:
VR, rpcosgy —lesings —lg Iy Wy sy
VR, = Tp sin ¢4 le COos ¢4 - lc lc Wy gz = J4d4
Wr, 0 1 -1 Wgyz

e Roda 5:
VR, Tp COS Ps —l, sin ¢y 0 Wivsy
VR, = Tp sin ¢5 le cos ¢5 +lop —ler Wy z = J5Q5
Wr, 0 1 -1 Wgy 2

3.4.3 Solucao Inversa Actuada

Tendo em consideragao a figura da cadeira de rodas (figura 3.7), e o atras
exposto, ird proceder-se ao cédlculo das velocidades das rodas em funcao
da velocidade do rob6. O critério do ‘movimento com trés DOFs’ (seccao
3.3.1), nao é satisfeito pelas rodas convencionais nao-direccionadas (roda 1
e 2). A matriz Jacobiana destas rodas tem dimensao 3 X 2, o que esta de
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acordo com o esperado para uma roda convencional nao dirigida que tem
dois DOF's: movimento na direccao da orientagao da roda e escorregamento
rotacional em torno do eixo z que passa no ponto de contacto. As rodas 3,
4 e 5 permitem trés DOF's, nao impondo qualquer restricao ao movimento
cinemdtico. No entanto, o ‘critério de actuagao’ (sec¢ao 3.3.1) e o ‘critério
de deteccao’ (seccao 3.3.2) para este robho sao satisfeitos, indicando que este
pode ser controlado e que se consegue distinguir ambos os DOFs do WMR.

A solucao de velocidade inversa ‘completa’, vai ser calculada assumindo
que todas as variaveis da roda sao actuadas, na solucao da velocidade in-
versa actuada (3.40). Se todas as varidveis das rodas sao actuadas, entdo o
Jacobiano de varidveis nao actuadas é nulo, J;, = 0, pelo que da equacao
(3.35) se conclui que A(J;,,) = —I. Substituindo este resultado na equagao
(3.40), esta reduz-se a:

Gia = (JTJ) " JTpr (3.58)

Dado que, sé as rodas 1 e 2 sao actuadas, ou seja, sé estas influenciam
directamente a velocidade do robo, desprezam-se na modelagao cinematica
as restantes rodas (tipo ‘castor’).

e Roda 1
De (3.56) conhece-se a matriz Jacobiana da roda 1, roda convencional
nao-direccionada,

r —b
Jl = 0 d
0 1

Substituindo .J; na equagao (3.58) e apds algum desenvolvimento algébrico
obtém-se o seguinte resultado:

VR
[ We, 2 } o (d2+1) [ 0 rd r VR, (3.59)
WR

e Roda 2
De (3.57) conhece-se a matriz Jacobiana da roda 2, roda convencional
nao-direccionada,

b
J2: d
1

o O =
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Substituindo J; na equagao (3.58) e apds algum desenvolvimento algébrico
obtém-se o seguinte resultado:

VR

Wiy | 1 d?>+1 —bd —b . ®
[ Weyz ] o (d® 4 1) [ 0 rd R YRy (3.60)

Wr

A solucao da velocidade inversa actuada é obtida a partir da solucao da
velocidade inversa ‘completa’, equagoes (3.59) e (3.60), extraindo apenas as
velocidades actuadas das rodas (neste caso s6 para a roda 1 e 2). Como
s6 se actua nas velocidades em torno do eixo y das rodas, vai ser usada
s6 a primeira linha das matrizes (3.59) e (3.60), obtendo-se a solugao da
velocidade inversa actuada, que exprime as velocidades das rodas em funcao
das velocidades do robo,

{ Wy ] 1 { 2+1 bd b o
S T L P ey
Wy | (@ 4+ 1) | 241 —bd —b o

Nota: No caso de se usar outro tipo de roda (sem ser a convencional
nao-direccionada), a matriz Jacobiana seria 3 x 3 e, desta forma, cumpria
todos os critérios de ‘movimento solivel’ e do ‘movimento com tres DOFs’.
Neste caso, considerando que todas as variaveis seriam actuadas, poder-se-ia
simplificar a equagao (3.40) para a expressao (3.41):

Gia = (Ji_l)PR .

Esta equacao simplificada, como ja foi referido na seccao 3.3.1, sé pode ser
aplicada quando a roda i é nao-redundante (nao supérflua), i.e. tem trés
DOFs e todas as trés variaveis da roda sao actuadas.

3.4.4 Solucao Avancada Detectada

De acordo com o exposto na secgdo 3.3.2, o cdlculo directo (ou solugao
avancada detectada), consiste na determinagao das velocidades do rob6 (pg)
em fun¢ao das velocidades detectadas (medidas por sensores) das rodas (gs).
A titulo elucidativo da aplicacdo do método apresentam-se os cédlculos refe-
rentes ao robo em estudo:
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1° Passo - Separar as velocidades detectadas (medidas), ‘s’, e nao de-
tectadas (ndo medidas), ‘n’, das rodas, de acordo com a expressao (3.45):

Pr = JisQis + JinGin 1=1,..,.N e S +n; = w;

2° Passo - Usar a expressao da solucao de velocidade avancada detec-
tada (3.49):

= [A T HA (Jon)+ oo AA(Tnn)] A1) J1s A(Jan)Jas oo A(Tnn)Ind ds

onde J;;, é o Jacobiano das velocidades nao-detectadas, e J;; é o Jacobiano
das velocidades detectadas. Como se detectam varidveis (de velocidade) das
rodas 1 e 2, J;, para estas rodas nao é nulo e, fazendo uso da equagao (3.35),
obtém-se

A(Jin) = Jin (JL Ti) P I — 1 (3.61)

Recorde-se que, para a cadeira de rodas robotizada, as matrizes Jacobi-
anas obtidas foram:

r —b r b rpcosgy —lesings +1; —lg |
Ji=10 d Jo=10 d J3 = | rpsings [, cos ¢z — . l,
0 1 0 1 0 1 -1 |
rpCcospy —lesingy —1lg Iy Tp COS @5 —l, sin ¢ 0 ]
Ji=| rpsingy  l.cospy — 1. . Js=| rpsings l.cos s+l —le
0 1 -1 0 1 -1

No robo em estudo sé as rodas 1 e 2 sao actuadas e detectadas, pelo
que no desenvolvimento que se segue nao sao incluidas as rodas livres tipo
‘castor’.

Entao, separando as velocidades detectadas das nao-detectadas, obtém-
-se os termos .J;, e Ji,

—b b r r
Jin = d Jon = d Jis = 0 Jos = 0
1 1 0 0

Conhecidos estes termos, passamos ao calculo da equacao (3.61) que nos
dé os termos A(J;,).
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e Roda 1
Para a roda 1 obtém-se de (3.61),

A(Jy) = Jin (JE TP Tl — T

Fazendo o cédlculo da inversa das matrizes,

-1

—b
1
JE ) = —b d 1 d ==
(in 1a) [ ] ) 2+ +1
logo,
1 >  —bd —b
Jin (Jipd) Ty = | —bd & d
d?+b*+1 _ d 1
e finalmente,
Ay =Jum (JE Jn) Il T
1 >  —bd —b 1 00
zi—b.ddzd—OIO
212
d*+b*+1 b 00 1
—(d®+1) b.d
d?+b2+1 d242rb2+1 d2+b2+1 }
_ | ___bd
d2+b2+1 d2+b2+1 d2+b2+1
___ b d —(d*+b%)
d>+b%+1 d>+b%+1 d2+b2+1
e Roda 2
Para a roda 2 obtém-se de (3.61),
A(J2n) = J2n(J27;1J2n)_1J27;L -1
Fazendo o cdlculo da inversa das matrizes
b -1
(Jop Jon) "= [b d 1]]|d S
" d? 4+ b2 + 1

1

77

(3.62)
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logo,
bV bd b

1
bd d* d

J2n (JQ J2n) 1J2 -
" n d2 + b2 +1
b d 1

e finalmente,

A(Jop) = Jon (Jg Jon) " 5 —T

1 bV bd b 1 00
=——— | bd d? d —10 10
212
d?+b?+1 bood 00 1
—(d*>+1) b.d
d2+b2+1  d2+b%+1 d2+b2+1
_ b.d —(b°+1) ] (3.63)
d?+b2+1  d?+b%+1 d2+b2+1 )
b d —(d®+b)
d2+b2+1  d2+b2+1 d2+b2+1

e Rodas ‘Castor’

Dado que nas rodas 3, 4 e 5 (rodas tipo ‘castor’) nao se detectam nenhuma
das trés varidveis (de velocidade) independentes de cada roda, i.e. nao se
detecta nenhuma velocidade nestas rodas, obtém-se, segundo o exposto na
seccao 3.3.2, o seguinte:

A(J?m) = 0; A(J4n) = 0; A(J5n) =0; (364)

Apéds a obtengao dos A(.J;,) para as rodas 1 e 2 torna-se necessario cal-
cular A(J;,)J;s para as mesmas rodas. Logo,

e Roda 1
Para a roda 1, o cdlculo de A(Jy,)Jis conduz a
—(d*+1)  bd b r(d?+1)
d2+b2+1 A2 b2 +1 d2+b2+1 r dz+bz+1
_ b.d + _
A(Sin) 15 = T@EHHL PRl d2+b2+1 0 m (3.65)
b d —(d?+b?) 0

T@EAPHL d2+bP+1 2+0%+1 d2+b2+1
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e Roda 2

Para a roda 2, o cdlculo de A(Jy,)Jss conduz a

—(d%+1) b.d b r(d2+1)
P02+ dEpHl bl [T-I ’V_dZ b2+1-|

— b.d —(b°+1 d — r.b.d
AlJn) os=| it @moH o {OJ = { P J (3.66)
b d .

—(d*>+b?)
d?+b24+1  d?4+b24+1  d2+b2+1

d>+b2+1

Finalmente, pode-se prosseguir o calculo desenvolvendo a expressao final:

Pr=[AJin)FA (Jon o AATnn)] A1) is A(Jon)Jas - A(Tnn)Ind ds

(3.67)
De (3.62), (3.63) e (3.64), vem
[A(J1n) + A(Jon) + oo + A(Tna)] = [A(J1n) + A(J50)]
r2(d?+1) -1
@y U 0
_ 0 _2(b%+1) 2d
d?+b2+1 d>+b2+1
0 2d _2(d2+b2)
L d>+b2+1 d>+b2+1
[ d?+b%+1
T 2(d?+1) d? 2 Od
= 0 -5 -5 (3.68)
0 _d b+l
I 202 202
Dos resultados obtidos em (3.65) e (3.66), obtém-se:
_or(d®+1)  r(d®+1)
T Eg
[A(Jln)Jls A(Jzn)JQS] = _d2+.b§+1 d2+.b§+1 (369)
T@EHL b4l
Substituindo (3.68) e (3.69) em (3.67) resulta
_ 24241 r(d?+1) r(d®>+1)
2(d?+1) 9 , 0 T2+ 41 _d2ng2+1
pR — 0 _ d*+b _d . _ _rbd r.b.d s
202 202 d2b2+1 d2b2+1
b4 r.b r.b

d _
0 T2 202 d>+b2+1 d2+b2+1
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logo,

el
pR:Q_blcli :CliJ-qs (3.70)

Finalmente, pode-se escrever a solucao da velocidade avancada detectada
que exprime as velocidades do robo em funcao das velocidades das rodas:

VRe r b b w
viy | =5p | d —d { wW;y ] (3.71)
WRr 1 -1 wey

3.5 Transformacao das Velocidades do Robo

Na sec¢ao anterior obteve-se uma expressao para pr (equagao (3.70)). Torna-
-se agora necessario obter a expressao que nos da as velocidades do robo des-
critas no referencial inercial W, isto é pretende-se chegar a uma expressao
para py = f(pr). Com este objectivo aplica-se a metodologia exposta
na seccao 3.2.6, ao problema pratico da transformacao das velocidades do
robo?, partindo das coordenadas do referencial R, para as coordenadas do
mundo, W. Assume-se que, a matriz de transformagao mundo-robo WTh
(i.e. a posicao e orientagao relativamente ao mundo) e a matriz Rpp (i.e.
as velocidades do robo relativamente & sua posicao e orientacao actuais) sao
conhecidas.

As velocidades do robd no referencial inercial mundo, em funcao de ma-
trizes conhecidas, sao dadas pela expressao

Vg = WTa 0 n + VTR oy (3.72)

A expressao anterior resulta da observagao do gréafico de transformacao
do WMR (figura 3.6) e da aplicagao do coroldrio da velocidade em cascata
(tabela 3.5), secgao 3.2.4.

Aplicando-se o axioma da velocidade-zero simplifica-se a equagao (3.72)
para i

Wg = VTRRdp (3.73)

9 Assume-se que ndo ha velocidades translacionais (i.e. lineares) ao longo do eixo z ou
velocidades angulares em torno do eixo x e y devido a atribui¢do de coordenadas que foi
feita.
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A matriz WIIg é obtida por simples aplicacao directa da equacio (3.7),
para os referenciais W e R:

—WwrsinWor —"wrcosWor 0 Wug,
w w w W w
Wir wrcos” op =" wrsin” ¢r 0 VRy
IIp = 0 0 00 (3.74)
0 0 0 0

A matriz de transformagao WTpg resulta de (3.5), considerando neste
caso os referencias W e R:

cosWop —sin"or 0 Wdg,

sinor  cosWor 0 Wdg,
0 0 1 W,
0 0 0 1

Vg = (3.75)

A matriz de transformacio F®p é também obtida recorrendo & equacio
(3.7). No entanto, dado que os sistemas de coordenadas R e R sdo coin-
cidentes, o angulo entre eles é zero, f¢r = 0, e consequentemente apés
substituigao em (3.7), obtém-se:

0 — WR 0 VRax
_ R R
R(i) _ Wr 0 0 VRy )
R 0 0 0 0 (3.76)
0 0 0 0

Multiplicando (3.75) por (3.76), e sabendo que W ¢r = Vg, obtém-se,

LwpsinWor FwpcosWor 0 Frp,cos pr—"vr,sin" dp
_ R w R, i W R W R W
WTRR(i)R: wrcos” or  —wrsin "V ¢r 0 "vgysin' gpt+tvg, cos "V or
0 0 0 0
0 0 0 0

(3.77)

Igualando os elementos das matrizes (3.74) e (3.77) (de modo a verificar-
-se a igualdade (3.73)), obtém-se imediatamente as equagoes das velocidades
do robo descritas no referencial do mundo, que podem ser expressas na
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seguinte forma matricial,

Wogre | [cosWor —sinWor 0 I?I/Rx
pw="pr=|"rr, |=sin"or cosWor 0 Bupe | = R(®).pr  (3.78)
Wik 0 0 1| fuwp,

De (3.78), observa-se que a velocidade angular do robo é igual em ambos
os referenciais de coordenadas, enquanto que as velocidades lineares no re-
ferencial de coordenadas do mundo dependem explicitamente da orientacao
do robo.

3.5.1 Modelo Cinematico e Restricoes do WMR

Ya
Yo
{wifoxy}
{w} {RIE{ P XY}
O >

X X

Figura 3.8: Robo mdvel com rodas.

A figura 3.8 apresenta um modelo geométrico da cadeira de rodas onde se
definem as varidveis necessarias para obter o modelo cineméatico. Este WMR
tem, como ja referido neste capitulo, duas rodas actuadas diametralmente
opostas (com raio r) e trés rodas tipo ‘castor’. Ambas as rodas actuadas
sao dotadas de encoders, enquanto os ‘castores’ nao sao actuados nem tém
acoplados sensores. P, define a origem do sistema de coordenadas do robo,
com coordenadas (zg, o). P. é o centro de massa do rob6, com coordenadas
(%, ye) € situa-se no eixo dos X a uma distancia d de Fy. P, é um ponto de
referéncia virtual associado a plataforma do robo, com coordenadas (z;, y;) e
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estd posicionado no eixo dos X a uma distancia L,, distancia Look-ahead,®
de P.. ‘2b’ é o comprimento do eixo entre as rodas actuadas do robo movel,
e ‘a’ define o comprimento do robo. ¢ é o angulo entre o eixo dos x de W
e o eixo dos X de R (por convengao é medido no sentido contrario ao dos
ponteiros do relégio). 0, e 6, sio as velocidades angulares'! das rodas direita
e esquerda em torno do eixo dos Y.

O modelo cinemético no que respeita ao referencial do rob6 R (equagao
3.71), é dado por

Pr=Js-qs (3.79)
com
VRy b b \
. r . 0, -
Pr = VRry ) Js:% d —d ) QS:|:9 :|:|:1wUIy:|
wr 1 -1 ! w2

onde J; é o Jacobiano de actuacao, vg, e vg, sao as velocidades lineares do
robo ao longo do eixo dos X e do eixo dos Y, e wg é a velocidade angular
do rob6. Aplicando a transformacao de coordenadas (3.78), ou seja

pw = R(¢) - pr (3.80)
em que
Vg cos¢p —sing 0
pw = | vy e R(¢)=| sing cosop 0 |,
w 0 0 1

obtém-se as velocidades no referencial do mundo W

6 +6,) cosp — = (dér . dél> sin ¢

0, +0,) sin ¢ + 5 (dé,« — dél) cos ¢ (3.81)
w= g <9r - 91>

107 semelhanca da conducdo de veiculos em que o condutor “olha para um ponto”’na
frente do veiculo, é utilizado um ponto de referéncia virtual (ou ponto de Look-ahead)
de modo a facilitar a manobrabilidade do WMR, bem como o controlo de seguimento de
qualquer caminho [200]. A distancia de Look-ahead é entdo usada como um parametro de
afinagdo com o objectivo de conferir mais estabilidade ao sistema. O ponto de Look-ahead
deve ser colocado a uma distancia suficientemente grande que permita a estabilidade do
sistema, e simultaneamente suficientemente pequena para permitir reduzir rapidamente
os erros laterais presentes aquando do seguimento de caminho [64],[37],[189],[22].

UE de notar que 6, e 6; foram até aqui designados por wy1, € wya,, respectivamente.

Vg =

N3

l/y:

N3
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Considere-se que,
q:[xc Ye ¢ 91" GZ]T (382)

denota a configuracao do sistema, i.e. as cinco coordenadas generalizadas,
onde #,. e 0, representam os angulos de rotacao da roda direita e roda es-
querda, respectivamente (com respeito a estados iniciais arbitrarios).

Considerando (3.81) e (3.82), o modelo cinemdtico pode ser escrito na
forma

| q¢=S(q)v(t) (3.83)
e [3]-[4] <

c(bcos¢p —dsing) ¢ (bcos ¢+ dsin ¢)
c(bsing + dcos¢) c(bsin¢g — dcos @)

S(g)=[s1(q),s2(q)]= c —c (3.84)
1 0
0 1

onde a constante ¢ = 2%

No modelo cinematico, pressupoe-se que em cada contacto existe um
movimento puramente rolante, i.e. cada roda pode ‘rolar’ na direccao da
orientacao da roda, e girar em torno do seu eixo vertical, mas nao pode
deslizar. Assumindo que a velocidade de P, deve ser na direccao do eixo
de simetria (eixo dos X), e que as rodas nao deslizam, obtém-se através de
dedugoes simples as restrigoes, relativamente a P, [47], que se passam a
apresentar.

Proposicao 1. Admitindo-se a existéncia de movimento da plataforma so-
mente na direcgao do sentido de deslocamento, obtém-se:

—F.sing + Jecosd — gpd = 0 (3.85)

Demonstragao: Da cinemética de um robé mével com rodas (ver figura
3.8) e da equagao (3.80), vem:

Te = VRy COS @ — VR, SIN @
Ye = VRy SIN @ + VRy cOS @ (3.86)
¢ = wg



3.5, TRANSFORMACAO DAS VELOCIDADES DO ROBO 85

onde vg, e Vg, sao, respectivamente, a velocidade linear segundo o eixo z e
segundo o eixo ¥, no referencial do robo, e wg é a velocidade angular.

Da equacao (3.86), obtém-se:

—T SiN @ = —Vp, COS ¢ Sin P+ Vp, Sin ¢ sin ¢
Ue COS @ = VR, SIN ¢ COS P+ VR, COS P COS ¢

Donde resulta somando, membro-a-membro, as duas equacoes
Ue COS ) — G SiN ¢ = Vpy. (3.87)

De (3.79) obtém-se que vp, = QLb(HT —0) d = ¢d, pelo que substituindo
esta expressao em (3.87) resulta

e COS ¢ — T SIN ¢ = qu
Obtém-se assim a primeira restrigcao cinematica:
—FeSinG + Gecosd — pd =0

Proposicao 2. Considerando que as rodas do veiculo ndo escorregam, re-
sulta: _ _
T COS O + Yo sin g + bop = rb, (3.88)

e COS G+ o sin g — b = 16, (3.89)
Demonstragao: Ainda da cinemética do rob6 (equagao 3.79), obtém-se
2bp = 10, — rb, (3.90)

Wiy = 10, + 16, (3.91)

Esta ultima equagao (3.91) pode dar origem a:
r0, = 2up, — 6, (3.92)

rf, = 2wpy — 10, (3.93)
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Da equacao (3.86) chega-se ao resultado
. COS ¢ = Upy cOS® @ — VR, Sin ¢ cos ¢ (3.94)

Ve Sin ¢ = v, sin? ¢ + VRy COS ¢ sin ¢ (3.95)
Adicionando (3.94) a (3.95), vem

T COS @ + 1, SIn P = Vpy (3.96)
Regressando a equacao (3.90), pode-se rescrevé-la da seguinte forma
2b¢ — 1, + 16, =0 (3.97)
De (3.93) e (3.97), e eliminando 6; resulta
VRy = —b(i) + 76,
Substituindo vg, em (3.96), obtém-se a segunda restrigao cinemdtica:
G0 COS @ + Yo sin ¢ + b = 16,

Para a obtencao da terceira restricao multiplica-se a equagao (3.97) por

“—1"resultando _ _ _
—2b¢p + 10, —rf; =0 (3.98)

De (3.92) e (3.98), e eliminando 6, resulta
VRy = b¢ + ’I“él
Substituindo vg, em (3.96), obtém-se a terceira restrigao cinemadtica:

e COS G+ e sin g — b = 6,

[ |

Entao, resumindo, o conjunto de restricoes, relativamente a P,, sao:
JeCOS ) — Eosing — pd = 0 (3.99)
G0 COS & + e sin ¢ + b = 70, (3.100)

0 COS ¢ + Yo sin ¢ — bd = 1o, (3.101)
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Estas restricoes podem ser reescritas na forma matricial

em que

—sing cos¢p —d 0 0
A(q)=| —cos¢p —sing —b r 0 (3.102)
—cos¢p —sing b 0 r
Note-se que as matrizes A(q) e S(q), expressas pelas equacoes (3.102) e
(3.84), satisfazem a equagao

onde a sua importancia sera constatada no capitulo 4.

3.6 Conclusoes

Neste capitulo apresentou-se uma metodologia para a obtencao do modelo
cinemético de qualquer WMR, sendo a sua aplicacao ilustrada na obtencao
do modelo cinematico do WMR em estudo (cadeira de rodas robotizada).
A metodologia utilizada no ‘célculo’ do modelo cineméatico de manipulado-
res, nao é aplicavel a WMRs devido ao facto de, entre outros, estes tltimos
terem multiplas cadeias de ligacao fechada formadas por multiplas rodas, e
nem todas as variaveis das rodas serem actuadas. No desenvolvimento des-
te capitulo comecou-se pela atribuicao de sistemas de coordenadas através
da convencao de Sheth-Uicker. Foi realizada a formulacao de matrizes de
transformagao sendo de destacar a sua dlgebra (axiomas e coroldrios). Na
formulagao do modelo cinematico teve-se em consideracao a posicao e a ve-
locidade. Relativamente a velocidade, recorreu-se ao estudo das matrizes
Jacobianas de modo a ser possivel caracterizar cada tipo de roda utilizada
nos WMRs. As consideracoes tedricas terminam com a deducao da equagao
composta do robo, i.e. o calculo da velocidade inversa actuada e da veloci-
dade avancada detectada.

Para complementar os conceitos tedricos foi projectado o modelo ci-
nematico do WMR em estudo. Comecou-se pela atribuicao dos sistemas de
coordenadas e pelo calculo das matrizes de transformacao de coordenadas.
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Cada roda foi modelizada como um par-planar. Através do grafico da figura
3.6 escreveram-se as matrizes de transformacao que relacionam os varios re-
ferenciais. O sistema de coordenadas do mundo, W, é bastante importante,
porque permite referenciar as velocidades do ponto de contacto da roda no
sistema de coordenadas instantaneamente coincidente (C'). Para cada roda,
foram desenvolvidas matrizes Jacobianas, para especificar as velocidades do
corpo do WMR como combinagoes lineares das velocidades das rodas.

Calcularam-se as duas solucoes da equacao composta do robo: a so-
lucao da velocidade inversa actuada e a solucao da velocidade avancada
detectada. Na solucao de velocidade inversa actuada calcularam-se as ve-
locidades actuadas das rodas a partir das velocidades do corpo do WMR.
A solucao de velocidade inversa actuada é aplicavel aos WMRs que satisfa-
zem o ‘critério de movimento solivel’. Na solucao de velocidade avancada
detectada calcularam-se as velocidades do corpo do WMR, a partir das ve-
locidades detectadas das rodas. O ‘critério de deteccao adequado’ indica
se uma solucao de velocidade avancada detectada é aplicavel a um dado
WMR. Constatou-se que a solucao de velocidade avancada detectada po-
de ser simplificada, eliminando as equacoes de movimento de rodas tendo
trés DOF's sem sensores (ou seja nao sao detectados), uma vez que elas ndo
afectam a solucao.

Por fim foi realizada a transformacao das velocidades do rob6 em estudo,
do sistema de coordenadas do rob6 (R) para o sistema de coordenadas do
mundo (W), e obtiveram-se as suas restri¢oes cinematicas.



Capitulo 4

Dinamica de Robos Modveis

Neste capitulo faz-se uso de Lagrangianos na obtencao das equacoes dinami-
cas de WMRs, i.e. sistemas nos quais o contacto rolante é mantido passivo
apesar das forcas externas, tais como forcas de gravidade. Os contactos
rolantes entre dois corpos rigidos geram restrigoes nao-holénomas, em siste-
mas que de outro modo seriam holénomos. Os WMRs sao exemplos tipicos
de sistemas mecanicos com restri¢oes nao-holénomas.

Pode-se dizer que um roboé mével holéonomo é aquele que tem movimento
sem restricoes, ou seja, é um robo que pode rodar sobre si mesmo, o que lhe
permite, partindo de uma dada posicao, mover-se arbitrariamente em qual-
quer direccao dentro do espaco de ‘trabalho’. Por sua vez, um robo moével
nao-holénomo é aquele onde nao se verificam as anteriores caracteristicas
de holonomia, isto é, um robo mével nao-holénomo nao pode rodar sobre
si mesmo sem que simultaneamente se mova numa dada direccao, logo tem
restricoes.

4.1 Introducao

A dinamica é o ramo da fisica que trata do movimento dos corpos sob accao
de forcas [125]. Isto inclui cinemética, que é o estudo do movimento dos
corpos sem referéncia as forcas que originam o movimento, e cinética que
relaciona estas forcas com os movimentos resultantes. O comportamento
dinamico é descrito em termos da taxa de mudanca no tempo da configu-
racao do robo, em fungao dos binarios exercidos pelos seus actuadores.

O problema da dinamica inversa pode ser formulado do seguinte modo:

89
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dado um vector de posicao, velocidade e aceleracao de um determinado pon-
to, calcular o vector dos binarios que sao necessarios aplicar nos actuadores.
Se a dinamica inversa é modelada com exactidao, o sistema de controlo
pode predizer o bindrio adicional necessario para seguir uma determinada
trajectoria. O problema inverso é o da dinamica directa, ou seja, dado um
vector de bindrios de actuadores, calcular os valores resultantes de movi-
mentos do robo, i.e. os seus valores correspondentes em posicao, velocidade
e aceleracao. Um sistema tem de equilibrar forcas de duas origens: forcas
internas, que resultam da interaccao entre particulas dentro do sistema e
forcas externas, que resultam da interaccao com o meio-ambiente.

As leis basicas da dinamica podem ser formuladas a partir de varios
principios [125], incluindo a lei de Newton em conjunto com o conceito de
trabalho virtual, principio de D’Alembert, equacoes de Lagrange, equacoes
de Hamilton e principio de Hamilton. Todas estas formulacgoes sao equiva-
lentes e todas elas podem ser derivadas das leis de Newton e do principio
de trabalho virtual. Em robética, usam-se as formulacoes de Lagrange e de
Newton-Euler.

Na formulacao de Newton-Euler, as equacoes dinamicas sao obtidas em
funcao de forcas e movimentos. Nesta, as forcas internas sao tratadas de
forma explicita, fazendo com que apresente um maior esforco de célculo que
a formulagao de Lagrange.

A formulacao Lagrangiana descreve o comportamento dinamico de um
robo em termos de trabalho realizado pelo sistema e pela energia armaze-
nada no sistema, envolvendo apenas funcoes escalares sem necessidade de
se explicitar as forcas internas. O robo é tratado como uma caixa negra que
tem um balanco de energia.

Este capitulo inicia-se com uma breve revisao de mecanica classica com
base na perspectiva Lagrangiana, de modo a introduzir algumas das “es-
truturas” necessarias para a boa compreensao deste estudo, bem como da
dinamica de robos moéveis nao-holénomos. Para uma boa compreensao da
dedugao das equacoes de Lagrange, é necessario ter presente diversos con-
ceitos, tais como os de trabalho virtual, forcas de restricao, coordenadas
generalizadas, deslocamentos virtuais, etc. Uma boa introducao a estes as-
suntos esta disponivel na obra publicada por Wells [191]. Descrigoes mais
resumidas destes assuntos encontram-se nas referéncias [133], [32].

No apéndice A encontram-se algumas definicoes titeis para a leitura deste
capitulo.
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4.2 Formulacao de Lagrange

As equagoes que regem o movimento de um sistema mecanico complexo
como um robo, podem ser expressas pelo uso de um método desenvolvido no
século XV III pelo matemético frances Lagrange. As equagoes diferenciais,
que sao o resultado do uso deste método, sao conhecidas por equacoes de
Lagrange e derivam das Leis de Newton referentes ao movimento.

y A

7 >
X
Figura 4.1: Elemento tinico rodando sobre uma junta.

4.2.1 Elemento Unico

As equacoes de Lagrange podem obter-se a partir da equagao de D’Alembert
[125] :
oW = fméaj + fyéy + fzéz = mc(am&v + ayéy + azéz) (41)

onde W é o trabalho virtual, f, é a forca segundo x, dx é o deslocamento
virtual segundo x, m,. é a massa do ‘corpo’ e a, é a aceleragao segundo x.
A designacao dos restantes termos é similar.

Para ilustrar o desenvolvimento da equacao de Lagrange, os calculos vao
ser realizados considerando uma barra fina e uniforme que pode rodar em
torno de um eixo fixo (figura 4.1). Quando o eixo é perpendicular a su-
perficie da terra, a gravidade nao entra nestes cdlculos, e portanto a energia
potencial nao muda. Como este sistema tem apenas um grau de liberda-
de, ha apenas uma equacao expressa em termos de uma unica coordenada
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generalizada, q;, de tal modo que as coordenadas cartesianas sao expressas
como funcao de ¢;.

v=uz(q), y=yla) e z=z(q) (4.2)

Se as equagoes fossem expressas em termos de duas coordenadas genera-
lizadas, ¢; e ¢z, por exemplo, a fungao resultante seria © = (g, g2). Nesta
seccao, restringe-se a discussao a uma coordenada generalizada para uma
maior simplicidade.

Deslocamentos virtuais em coordenadas cartesianas podem ser descritos
em termos de deslocamentos virtuais de coordenadas generalizadas.

ox dy 0z
ox = —0qq, O —0 0z =—>0 4.3
U= g 00 0y =g 00 e 0z = 5 00 (4.3)
Substituindo estes deslocamentos na equagao de D’Alembert vem:
ox 8y 0z
f (J1+fy (J1+f =m ( " oas +a Y oq +a 36]1) qQ
(4.4)

Estes deslocamentos ajustam-se a restricao do movimento, em um grau
de liberdade: rotacao em torno do eixo da junta. Portanto, o trabalho
virtual de um deslocamento virtual ajusta-se a restricao. Como a ¢; pode
ser atribuido um valor arbitrariamente pequeno sem violar a restricao, e a
restricao é ‘suave’ (i.e. continuamente diferencidvel), o trabalho realizado
pela forca de restricao é zero. Entao, a forca de restricao é eliminada da
equagao.

Para ‘conseguir’ uma relagao entre o trabalho virtual e a energia cinética,
comeca-se por obter expressoes que relacionem a derivada das coordena-
das cartesianas com as coordenadas generalizadas. Primeiro, deriva-se a
equacgao (4.2) em ordem ao tempo

dx ox
— =y, = —4( 4.
dt Ve = aql N ( 5)

As equagoes para v, e v, sao similares. Agora, calcula-se a derivada

parcial em relacao a ¢;.
oV, 0 (0x) .
Lo (), »
oq Oq1 \ Oq1
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Como as segundas derivadas sao comutativas, o resultado é o mesmo,
ainda que a ordem dos elementos (presentes na operagao de deriva¢ao) seja
“inversa”, portanto [125]

d ([ Ox oV, 0 (0x)\ .
dt \ Oq o O0q1 \Oq
Em seguida, calcula-se a derivada parcial de (4.5) em relacdo a ¢; [125]:
Ove _ Oz _ 0% (4.8)
oq Oq1 o1
Segundo, calcula-se uma equacao de aceleracao
d 0x 0x d (Ox
A, 07 _ v (22 4.9
i <” aql) “oq  dl (a(h) (4.9
Reorganizando a equagao (4.9) vem
ox d ox d (Ox
Lo _ e, 0my 2 (or 4.10
“ 8q1 dt (V 8q1> Y dt (3(11) ( )

Substituindo as equagoes (4.7) e (4.8) na equagao (4.10),

Or _d ( M) R ()] o(%) (4.11)

Uy~ = T . T - 5, 5 -
O dt oG dqi dt oq oq

Para y e z obtém-se resultados similares aos anteriores.

Finalmente substitui-se a equagao (4.11) na equacao (4.4), de modo a
obter uma relacao entre trabalho virtual e energia cinética.

d[o (W+vi+vl) o (VE+vi+4vl)
sw, =d 2| L, et 9 We T TR L
" {dt [aqlm 2 } dqr 2 } o

4 (0T\ or
_ [% <a_q1) _ 8q1] (fm +fyaq1 L ql) o (412)

onde 1" é a energia cinética do ‘elemento’:

1
T = §mc(V§ +v, 4+ 17)
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Neste exemplo elucidativo, um elemento com rotacao simples, a coor-
denada generalizada, é o angulo de juncao € e a equacdo (4.12) reduz-se a
equagao de Lagrange
d (0T or
— [ = = =F = 4.13
dat <0w> f’” +f”ae+fz T W)

onde w é a velocidade angular, e F' é a forca generalizada, que neste caso é
igual ao bindrio 7.

4.2.2 Dinamica Generalizada

O exemplo anterior é um caso especifico de equagoes de Lagrange generaliza-
das. O principio fundamental das equagoes de Lagrange é a representagao de
um sistema por um conjunto de coordenadas generalizadas ¢;(i = 1,2,...,n)
que integram completamente as restricoes do sistema, i.e. as interconexoes
entre as partes do sistema [191]. Depois de definidas as coordenadas gene-
ralizadas, a energia cinética, 7T, é expressa em termos destas coordenadas
e das suas derivadas, e a energia potencial, V', é expressa unicamente em
termos das coordenadas generalizadas. A diferenca entre a energia cinética
e energia potencial define o Lagrangiano:

Lge = T(qla oy Qn,s QIa s Qn) - V(qla s Qn) (414)

ou seja
Lye(q,4) = T(a,4) — V(q) (4.15)

Derivando a equagao (4.15) em ordem ao tempo, obtém-se as equagoes
de Lagrange, ou seja, as ‘n’ equagoes nao-lineares que descrevem a dinamica
sob a forma de coordenadas generalizadas

d (0L,\ 0Ly .
@ _ —F =1,2, .., 4.16

onde F; representa as forcas generalizadas (forgas e bindrios), ou seja forgas
externas ao sistema. Esta forca representa a forca residual que subsiste
depois de subtraidos os efeitos das forcas inerciais (associadas a energia
cinética) e forcas graviticas (associadas a energia potencial). Sao exemplos
destas forcas residuais as forcas de dissipacao e de actuacao.
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Para se obter o Lagrangiano é necessario calcular a energia cinética total
do sistema,

T(¢,4) = Y Tilard) = 50" M(@)d (4.17)

onde M(q) € R™™ é a matriz de inércia do sistema.

A energia cinética de um corpo movendo-se linearmente (translagao)
(Tiin) e rotacionalmente (7},;) num espago a duas dimensoes (2D), é dada
por:

T:Ein"_Trot
1 1

T =— c2 _Icm 2
2m1/ —1—2 w

onde, m, é a massa do ‘corpo’; v é a velocidade linear no centro de massa;
w é velocidade angular do corpo; e I.,, ¢ o momento de inércia do corpo
relativamente ao centro de massa.

Aplicando a equagao de Lagrange (4.16) ao Lagrangiano é possivel rees-
crever o resultado das equacoes dinamicas na forma matricial,

M(q)§+C(q,4)q +G(q) = F, (4.18)

em que G(q) = %—‘q/ € R™ representa o vector gravitacional e C(q, ) € R™*"
representa a matriz de forca centripeta e de Coriolis dada por:

N aMZ] aM,h ath

E de notar que alguns autores representam G (q) por N(q, ), neste caso
o vector inclui para além das forcas gravitacionais, outras forcas.

in i,jh=1,..n (4.19)

4.3 Robos Moveis Nao-Holonomos

Na obtencao das equacoes dinamicas é necessario ter em consideragao as
suposicoes de projecto e suposicoes operacionais, apresentadas no capitulo
3 (seccao 3.2), bem como as equagoes ‘cinematicas’ (3.83) e (3.84).

Assim, as equacoes que descrevem a dinamica de um rob6é mével nao-
-holénomo, sao obtidas sabendo que o movimento de um sistema mecanico
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pode ser descrito por um conjunto de n coordenadas generalizadas e por
equacoes diferenciais de movimento, que permitem relacionar as coorde-
nadas com forcas e momentos externos. Se o sistema for sujeito a, «,
restrigoes holénomas, podem ser eliminadas a coordenadas generalizadas
apesar do processo de eliminac¢ao nao ser frequentemente trivial [161]. O
mesmo nao acontece para restricoes nao-holénomas, que nao dao lugar a
eliminagao de coordenadas generalizadas. E bem conhecido que a natureza
das restricoes tem um papel importante na determinacao da resposta de um
sistema dinamico [77].

Considere um robo mével nao-holénomo com n coordenadas generali-
zadas ¢ sujeito a ‘m’ restrigdes (assumindo que m < n), cujas equagoes
dinamicas de movimento sao descritas por:

M(q)q+ C(q,d)q + G(g) = B(g)T — AT (9)\ (4.20)
onde B(q) € R™™™ é a matriz de transformacgdo das entradas, A(q)”
é uma matriz Jacobina associada as restricoes, 7 € R™ ™ é o vector de
entrada, neste caso o binario, e A € R™ representa o vector das forcas
de restricao. As m equacoes de restricao do sistema mecanico podem ser
escritas na forma

w(q,q) = 0.

Se a equacao de restricao puder ser definida matematicamente na forma
w;(q) = 0 é dita holénoma, isto significa que se trata de uma restri¢ao es-
pecificada ao nivel das coordenadas generalizadas (no caso do rob6 mével
ao nivel da posigao), i.e. uma restricao geométrica. Por sua vez, uma res-
tricao nao-holénoma é especificada ao nivel da velocidade, i.e. uma restricao
cinemdtica (em oposi¢do a uma geométrica).

4.3.1 Classificacao de Sistemas Nao-Hol6onomos

E importante conhecer o tipo de restricoes de movimento do sistema. Segui-
damente vao ser apresentados alguns conceitos e formulacoes matematicas
que permitem atingir este objectivo. Como formulado em [199], suponha-se
que hé k restricoes holénomas e m — k restricoes nao-holénomas, todas elas
podendo ser escritas na forma de

Alq)g=0 (4.21)
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onde A(g) € R™*" é uma matriz regular (i.e. tém caracteristica completa).
Seja 1, ..., Su_m um conjunto de campos de vectores suaves' e linearmente
independentes no espaco nulo de A (¢), N'(A), i.e.

A(g)si(q) =0 i=1,...,n—m.

Seja S (q) = [s1(q) ... Sn—m (¢)] a matriz de caracteristica completa
constituida por estes vectores, tal que (ver equagoes (3.84) e (3.102))
Ag)S(g) =0

e A a distribuicao gerada por estes campos de vectores:

A(q) = span{si1(q), -, Sn-m (¢)} = span {S(q)} (4.22)

assim, segue-se que dimA(q) = rank S(q) e qualquer ¢ que satisfaga a
equagao (4.21) pertence? a A [199].

Definicao 1. Para dois campos de vectores ‘f’ e ‘g’, os paréntesis de Lie
sao um terceiro campo de vectores definido por:

f.] (g) = g—g (@) - Z—J;g (@)

E ébvio que [f,gl = —1lg, f] e f,g] =0 para campos de vectores constantes
‘f7e ‘g’ Igualmente, a identidade Jacobi vem,

(b, [f, gl + [f, g, Bl + g, [h, f]] = O (4.23)

A sequinte notagao é comummente usada na representacdo dos paréntesis
de Lie:
adg (q) = g(q)

adyg (q) = [f, 9] (q)
adtg (q) = [f,adi 9] (q), k>1

!Continuamente diferencidveis.

2Matematicamente, esta conclusio é facilmente obtida, uma vez que a equagio (4.21)
é equivalente a ¢ € o que implica que ¢ seja uma combinagdo linear de s1, ..., Sp—m,
¢ equivalente a ¢ € NV(A ol . binacio li d
ie. ¢ €A.
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Definicao 2. A distribuicdio A € involutiva se € fechada sob a operacao dos
paréntesis de Lie, ou seja, se

GEA e A = [g1,92] €A

Entao, recorrendo as definicoes anteriores, vai-se analisar se a distri-
buicao A é ou nao involutiva. Seja A* a mais pequena distribuicao involu-
tiva que contém A, neste caso dim(A) < dim(A*).

De acordo com Campion et al.[39] hé trés casos possiveis: 1) para k = m,
isto é todas as restrigoes sao holénomas, A é involutivo; 2) para k = 0, isto
é todas as restrigoes sao nao-holénomas, A* gera todo o espaco; 3) para
0 < k < m, as k restri¢oes sao integraveis e k£ componentes das coordenadas
generalizadas podem ser eliminados das equacgoes de movimento. No tltimo
caso dim (A*) =n — k.

No entanto, convém ser mais preciso, e distinguir entre restricoes holéno-
mas e nao-holénomas. Para verificar o tipo de restricoes é necessario calcular
repetidamente os paréntesis de Lie dos campos de vectores si, ..., S,—, de
A (ou do sistema ¢(t) = > 1" sivi(t) = S(q)v(t)).

A classificacao de sistemas nao-holénomos recorre a utilizacao do concei-
to de filtracdo®. Este conceito é baseado na sequéncia e ordem dos paréntesis
de Lie, bem como na algebra correspondente.

Definigao 3. [119] A filtragcio gerada pela distribuicao A (equacgio 4.22) é
definida como a sequéncia {A;} com

A=A+ [ALAL], 12>2

onde

Al = A, &
(A, Ai 1] = span {[s;, 7] |s; € A,y € i1}, j=1,..,n—m

Note que A; € A;yq1. Note ainda que, a partir da identidade Jacobi
(4.23) seque-se que [N;, Aj] C [Ay, Aigj1] € Ajyy.

Uma filtragao é regular [119] numa dada vizinhanga V, de qo se
dim A;(¢) = dim A;(qo), Vg € V..

30 termo filtracdo é usado para traduzir do inglés o termo ‘filtration’.
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Para uma filtracao regular, se dim A;,; = dim 4; , entao A; é involutiva
e Ay =A; para todo j >0. Uma vez que dimA; =n—m e dimA; <n, a
condicao de fim de cdlculo tem lugar apds m passos, i.e. estd em concor-
dancia com o nimero de restri¢oes cinemdticas originais.

Se a filtracao gerada pela distribuicao A é regular, é possivel definir o
grau de nao-holonomia de A como sendo o menor valor inteiro x que verifica
a condicao dimA,_; = dimA,. Note que a verificacao desta condicao
implica que Kk < m + 1.

As anteriores condi¢oes para holonomia, nao-holonomia parcial e nao-
holonomia completa podem ser reescritas como se segue: 1)- para k = 1, isto
é dim A, = n —m, todas as restri¢oes sao holénomas; 2)- para 2 < k <m e
se dim A, = n, todas as restrigdes sao nao-holénomas; 3)- para2 < x < me
se (n —m)+1 < dimA, < n, as restrigdes sao parcialmente nao-holénomas.

Grau de Nao-Holonomia do WMR em Estudo

Neste ponto, o teste de nao-holonomia é realizado com o objectivo de deter-
minar o tipo de restrigoes cinemadticas presentes no robo em estudo (cadeira
de rodas robotizada). Usando o conceito de filtragao, defini¢ao 3, e recor-
rendo a equacao (3.84), vem como consequéncia que

Ay = A(q) = span {s1 (q) , 52 (¢)}

onde dim Ay = rank [s1 (q) , s2 (¢)] = 2.
Assim, calculando os paréntesis de Lie de s; (¢) e s2(q), tem-se

2= ss(a)sal)] = 20— G
onde
0 0 c(—bsing+dcosgp) 0 0 c(bcos ¢ — dsin ¢)
D5, 0 0 e¢(bcosp+dsing) 0 0 c(bsin ¢ + d cos ¢)
—s51=100 0 0 0 c =
% 00 0 00 1
00 0 0 0 0
c*(—bsin ¢ + d cos ¢)
¢?(bcos ¢ + dsin @)
= 0
0

0
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e
0 0 c(—bsing —dcosgp) 0 0 c(bcos ¢ + dsin ¢)
95, 0 0 c(bcos¢p —dsing) 0 0 c(bsin ¢ — d cos @)
—s9= 10 0 0 0 0 —c =
% 00 0 00 0
0 0 0 0 0 1
c?(bsin ¢ + d cos ¢)
—c2(bcos ¢ — dsin @)
= 0
0
0
Tendo em atencao o facto de que s3 = %—sjsl — 88—2182, entao
c*(=bsin ¢ + d cos @) — c*(bsin ¢ + d cos @) —c%(2bsin o)
c*(bcos ¢ + dsin ¢) + ¢*(bcos ¢ — dsin ¢) c*(2b cos ¢)
S3 — 0 == 0
0 0
0 0
e como ¢ = o obtém-se finalmente
—35 € (2bsin @) —rcsin ¢
3 € (2bcos ¢) 7CCOoS ¢
S3 = 0 = 0
0 0
0 0

Uma vez que s3 (¢) nao é uma combinagao linear de s;(q) e s2(q), entao
s3(q) nao estd na distribuicao Ay gerada por s1(q) e s2(q), e pelo menos uma
das restricoes é nao-holéonoma. Entao a distribuicao Ay assume a forma
de Ay=span {si(q), s2(q), s3(q)} com dim Ay=rank [s1(q), s2(q), s3(q)]=3.
Usando o mesmo processo de célculo apresentado para s3(q), os paréntesis
de Lie sao calculados de modo a obter s4(q) e s5(q):

—rc? cos ¢
—re? sin ¢
s4(q)=P1(q),s3(q)]= 8 , e s5(q)=b2(q),s3(q)=—54(q)
0
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como s5(¢q) é miltiplo de s4(¢) entao Az é unicamente:

Az=span{si(q),s2(q),53(q),54(q)}, e dimAz=rankis;(q),s2(q),s3(q),54(q)| =4;

Do mesmo modo, as proximas combinagoes de paréntesis de Lie sao:
. T
s6 (q)=1s1(q) , 54 (q)] = [1"03 sing —rctcosp 0 0 0 ] =—c*s3(q) € A3 ;

s7(q) = [52(q) , 54 (@)] = c"s3(q) € Ag;

ss (q) =[s3(q),s4(q)] =0€ As.

Como sg(q) e s7(g) sao miltiplos de s3(g), ss(¢) é uma combinagao linear
de s3(q) e s4(q), e todos eles estao na distribuigao As, entao:

Ay = span{s1(q),s2(q),s3(q),s4(q)} =A3 e dimA,; =4.

Como dim Ay = dim A3, entao Az é involutiva e Az, ; = Az para todos
os 7 > 0. A partir deste resultado, pode-se concluir que a distribuicao
gerada por s1(q), s2(q), s3(q) e s4(q) é involutiva sendo todos os seus vectores
linearmente independentes e, portanto,

A" = span {s1 (q),52(q) ,s3(q),s4(q)} -

O grau de nao-holonomia de A* é Kk = 3, e o sistema é parcialmente
nao-holénomo. A partir do conceito de filtragao, do grau de nao-holonomia,
e recorrendo a simples operacoes aritméticas, pode-se concluir que de entre
as trés restricoes, duas delas sao nao-holénomas.

Subtraindo a equagao (3.101) da equagao (3.100), a restri¢cao holénoma
é obtida,

. 7" . .
= (0.~ 8) . 4.24
°= 5 ( o (4.24)

Em conclusdo, existe uma restrigdo holénoma (4.24), e duas restrigoes

nao-holénomas:

g)ccosgb—ircsingzﬁ—q'ﬁd:O

T COS P + Y Sin g — g (9r+él> =0.
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4.3.2 Modelo Dinamico

Considerando a figura 3.8 (do capitulo 3), e recordando que este robo é
actuado por duas rodas, o — zy é o sistema de coordenadas do mundo e
Py— XY é o sistema de coordenadas do robo mével. A localizacao do centro
de massa do robd mével é em P, ( P, situa-se no eixo X e a uma distancia
“d’de Py). 0,,0, representam os angulos de rotagdo das duas rodas. A
posi¢ao do robo é determinada pelos valores (2., 3.) do seu centro de massa e
pelo seu angulo de direc¢ao ¢, sendo que ¢ = [z. y. ¢ 0O, Gl]T representa,
a configuracao do sistema (i.e. as cinco coordenadas generalizadas).

No desenvolvimento do sistema dinamico do robo em estudo vao ser
desprezadas as rodas tipo ‘castor’ dado que, como ja foi dito anteriormente,
elas s6 tém como func¢ao manter o equilibrio do robo. Vai-se entao consi-
derar unicamente as rodas actuadas, pois sao as Unicas que estao ligadas a
motores, logo podem influenciar directamente a velocidade.

Para se obterem as equacoes dinamicas do robé mével em estudo é ne-
cessario calcular o seu Lagrangiano, de modo a obter as equacgoes de La-
grange do movimento e consequentemente as matrizes M, C' e B (referidas
na equagao (4.20)), de modo a tornar mais facil a representagdo em espago
de estados.

Uma vez que o Lagrangiano (equacao (4.15)) é dado pela diferenca entre
a energia cinética e a energia potencial, é necessario obter, para o WMR em
estudo, a expressao para cada uma destas energias.

Assim, para se calcular a “Energia Cinética” (7)) em P, é necessirio
calcular:

1. Energia cinética da Plataforma:
- Movimento linear:

1 . )

onde m, é a massa da plataforma do robo.

Para obter a energia em funcao de z. e y., é necessario comecar por
calcular a velocidade no ponto F, logo

Ty = T, — dcos o
Yo =Y — dsing

ig = & 4 dsin ¢

derivando vem . . .
{ Yo = Yo — d cos po
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O quadrado de cada uma das expressoes é:
@2 = &% + d?sin ¢ + 2&.d sin po
U2 = g2 + d? cos p*¢* — 24.d cos p¢

e consequentemente a soma, membro-a-membro, das duas expressoes
anteriores, conduz a:

@2+ 2 = 2+ + d?¢® + 2d (i sin ¢ — g, cos @) (4.25)
Finalmente, obtém-se a energia cinética relativa ao movimento linear:

1 ) . 1 Lo oy 1 . s )
Tlinzimc (x% +y§) = imc (xzwz)+§mc(d2¢2)mcd¢(1‘c Sin d)_ Ye COS d))

-Mowvimento Rotacional:

1 .
Trot = §Ic¢2

onde I. é a inércia da plataforma do robo, em torno de um eixo per-
pendicular ao plano e que passa pelo centro de massa, P..

-Energia cinética Global:
Para obter a energia cinética total da plataforma basta somar as ener-
gias referentes aos movimentos linear e rotacional, donde resulta

TP = imc(i‘z—i-yz)+§mc(d2¢2)+mcd¢(i‘c sin d)_yc COS ¢)+§Ic¢2 (426)

. Energia cinética das Rodas: Para o cilculo da energia cinética

das rodas (em P,), e de modo a simplificar os calculos, comega-se por
calcular a energia cinética em relacao a Py, e s6 depois em relacao a P,.

-Roda Direita:

-Movimento linear:

Considerando que (z,, y,) representa as coordenadas do centro da roda
direita, e tendo em consideracao a figura 3.8, obtém-se

{ Ty = To + bsin ¢
Yr = Yo — beos ¢

T, = Zp +bcos¢523

derivando vem . . .
{ Yr = Yo + bsin ¢
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O quadrado de cada uma das expressoes é:

02 = &2 4 b2 cos ¢? % + 2iob cos o
72 = 2 + b? sin ¢%$? + 25jpbsin po
e consequentemente
&7+ g7 = &5+ 95 + 0207 + 2b9(dg cos ¢ + g sin ¢)
Finalmente a energia cinética linear, da roda direita vem:
1 2 . 1 9 .on 1 : ‘o oo
Tin = 5 (&74+57) = 5 1m0 (£ Hoy s (0 6° Hmbe (g cos S sin )

onde m,, é a massa de cada roda actuada (mais o rotor do seu motor).

-Mowvimento Rotacional:

1. ., 1. .
Tror = =I,0% + =1,,0?

onde I, é a inércia em torno de um eixo definido no plano da roda
(perpendicular ao eixo da roda), e I, é a inércia das rodas actuadas
em torno do eixo das rodas.

-Energia cinética total da roda direita:

Para obter a energia cinética total da roda direita somam-se as ener-
gias referentes aos movimentos linear e rotacional desta roda, donde
resulta

1 1 : , 1. ., 1. .
T, = §mw(¢g—|—g)§)+§mw(b2¢2)+mwb¢(:'vg cos ¢+ sin ¢)+§Im¢2+§fw9,?
(4.27)

-Roda Esquerda:

-Movimento linear:

Considerando que (z;, y;) representa as coordenadas do centro da roda
esquerda, e tendo em consideracao a figura 3.8, obtém-se

x; =29 — bsin ¢
Y1 =yo +bcos¢

. x'l:x'o—bcosgbgz.ﬁ
derivando vem . . . .
{ U1 = 1o — bsin ¢
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O quadrado de cada uma das expressoes é:

7 = @2 + b? cos ¢2p® — 2&gb cos o
g2 = 42 + b?sin ¢?¢? — 2gobsin po

e consequentemente
T} + i = i+ gy + 0" — 206 cos ¢ + o sin )
Finalmente a energia cinética linear, da roda esquerda vem:

1 9 . 1 o oo 1 . - o
Tiin = §mw (7)) = §mw (x§+y§)+§mw (b?¢%)—m,bd(ig cos g+ sin @)

-Movimento Rotacional:

1

1 . .
Too = =1,,0% + = 1,07
L= 5 ¢ +2 1

-Energia cinética total da roda esquerda:
Para obter a energia cinética total da roda esquerda procede-se como
para a roda direita, donde resulta

1 1 : : 1. ., 1. .
Tl = §mw (i‘g+y§)+§mw(bzd)z)_mwbd)(x‘ﬂ Cos ¢+y0 sin ¢)+§Im¢2+§[w9l2
(4.28)

-Energia cinética Global: Para obter a energia cinética total das
rodas soma-se as contribuicoes de cada uma das rodas, i.e. adiciona-se
(4.27) e (4.28):

1 : 1 R
Tr=T,ATi= 5 (2ma) (5 +35)+ 5 (2m) (07 6%) + 5 (21m) 6"+ 5 L (07 +67)

N

(bO | —

J/

A B
(4.29)
Como se constata por observagao da equacao (4.29), o termo da
equacao identificado por “A”, estd em funcao da velocidade em F,.
De modo a obter-se o resultado em funcao da velocidade em P., é
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necessario aplicar a equagao (4.25) a equagao (4.29), nomeadamente
ao termo identificado por “A”.

Assim, para o termo “A”, resulta:

A= S (0m) (242 () P54 (2my, ) A sin 6 cos ) (4.30)

De modo a obter a energia cinética global das rodas basta somar o
resultado obtido para o termo “A” da equagao (4.30) com o termo
“B” da equacao (4.29), obtém-se entao:

1 1 : -
T = 5 (22 + 92)2my + 52mw¢2(d2 +0%) + 2my, do (i, sin ¢ — g, cos @)+

1. 1 . .
+§¢221m + 5Iu,(a;% + 07) (4.31)

3. Energia cinética Total:

A energia total do robo obtém-se somando as energias cinéticas da
plataforma e das rodas, ou seja as equacgoes (4.26) e (4.31), donde
resulta

T=Tp+Tr= %mt (:‘c3+y2)+%q52[+%fw (02467)+m,dé(. sin p—, cos @)
onde my=m,+2m, e I=m.d?®+2m,*+d?) + 1.+ 2I,.
Assim, para este sistema o Lagrangiano é entao:
Lye(q,4) = T(q,4) — V(q)

1 1 .. 1 . .
Lge(a, @) =5 mu(#49:)+5 10"+ 5 Lo (07 +07) +mudo (& sin ¢ — g, cos §)—migr
(4.32)

Sendo a energia potencial, V' (¢)=m, g r, constante (pois considera-se que
a altura do rob6 ao solo nao varia) e dado que nao depende de qualquer uma
das coordenadas generalizadas, nos cdlculos que se seguem (em que é usada
a equagao de Lagrange), a sua contribuicao vai ser nula (i.e. g—;/i = g—;/i =0)

Pela Equacao de Lagrange (4.16), resulta:
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d (OLge OLge . .
— ( g ) — —% =0 , calculando as derivadas obtém-se:

dt \ 0z, oz,

L e . T
0 9 — myi, + mydgsin ¢ ;
0T,

%(mtﬁcc + mydd sin ¢) = myF, + myd(dsin ¢ + ¢ cos @) ;

0Ly, ) . .
6—g =0, donde resulta,  myi, + myd(¢psin ¢ + ¢* cos ¢) = 0.
Le

L L
d (6 96) _ OLge =0 , calculando as derivadas:

dt \ 0y Y
L .

Ose _ rugie — muddpcos 6 -
Y,

O (mate — mudd cos 6) = mec — mud(Beos g — 7 sin )

Lo ) . .
aa % =0, obtém-se,  myij. — md(¢pcos ¢ — ¢*sin @) = 0.
Ye
L L
(9 ) — OLye _ 0 , calculando as derivadas:
i\ a) ) 0o
L .
aa; = I+ mud(&.sin ¢ — 9, cos @) ;

% (38115«3) = I + myd(—ij, oS ¢ + 1 Sin ¢ + F, Sin ¢ + &, cOs GP) ;
0Ly,
09

= mtdé(yc sin ¢ + &, cos ¢);

% (aa[:;e) — aaL(Ze = I — mydij. cos ¢ + mydi,sin ¢,

obtém-se, I$ — mydij, cos ¢ + mydi,sin ¢ = 0.
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=71, , calculando as derivadas:

d (8L98> 0L,

[ v
dt \ 99, 00,
oL, : d . . oL . .
=10, —(1,0,) = 1,0, ; 9 — ), tao: 1,0, = 7.
20, dt( ) 2, entao T,

d aL e aL e . . s . -~
o — ( J )— 9 — 1, , utilizando o raciocinio anterior: I,60,=.
dt 00, 891

As equacoes dinamicas vém entao:
(

myite + myd(Psin ¢ + ¢% cos ¢) = 0
Mifje — myd(d cos ¢ — ¢2sin @) = 0
S Tq'ﬁ' — mydyj. cos ¢ + muydZ.sin ¢ =0
Iwé, =T,
Iwél =T

\
onde 7, e 7; sao os binarios das rodas direita e esquerda, respectivamente.
Quando se considera as forgas de restri¢ao (utilizando multiplicadores de
Lagrange) a equagao dinamica é a seguinte:

d (0L, 0Ly o
— - A = F, 4,

onde F; representa as forcas generalizadas (forgas e bindrios) e A as forgas
de restrigao. Como neste caso existem 3 restrigoes, para AT (g)\, vem:

Aﬁq) ATJ(E))\
l —sing —cos¢p —coso ) l =y sin ¢ — cos p(Ag + A3) )
cos¢ —sing —sing A A1 cos ¢ — sin p(Ag + A3)
—d —b b )\2 - —d)\l + b()\g - )\2)
0 r 0 )\3 )\27"
0 0 r AT

Finalmente, as equagoes dinamicas (considerando as forcas de restri¢ao)
sao entao:

(i, + mtd(é sin ¢ + ¢2 cos ®) — Aising — cosp(Ay + A3) =
Myfje — myd(pcos ¢ — ¢? sin @) + Ay cos ¢ — sin p(Ag + A3) =

8 I — mydije cos ¢ + mydiesin g — dAy + b(Az — A\y) =0

L0, + Xor = 7,

[wél + )\37” =T

0
0
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Na forma matricial, o sistema vem

M(q)i + C(g,4)qd = B(q)T — A" (q)A (4.34)

onde
my 0 mydsing 0 0 Le
0 my —mydcos¢p 0 O Ye
M (q) = | mydsing —mydcos¢ I 0 0|, g=1| ¢
0 0 0 I, O 0,
0 0 0 0 IUJ 7
mtdécos¢ T 00
mtdgz.ﬁsingzﬁ ?).c 00 T,
cwi=| "0 | i=| 6| Bw=[oo| =[7]
0 0, 10 !
0 él 01

sendo, M (¢q) € R™™ a matriz inercial, C (q,q) € R™*" a matriz das forcas
centripetas e de coriolis, B (q) € R (=m) o matriz de transformacio de
entrada, A” (¢) uma matriz Jacobiana, 7 € R"™™ o vector de entrada, e
A € R™ o vector das forcas de restricao.

No apéndice B sao apresentados outros exemplos de calculo das equagoes
dinamicas de WMRs, para o caso em que o centro de massa ¢é colocado em
posicao diferente da utilizada no robo em estudo, e para o caso em que o0s
calculos sao realizados em relacao a Py em vez de P,.

4.4 Representacao em Espaco de Estados

Considera-se agora o sistema mecanico dado por (4.21) e (4.34), e que k
das m restrigoes sejam holénomas. Como a velocidade restringida (§) esta

. T
sempre no espago nulo de A(q), n — m velocidades v (t)=[v1 vy ... Vp_m]
podem ser definidas de tal modo que para todo o t [199]:

¢=5S(qv(). (4.35)

A equacado anterior representa a cinematica de um sistema mecanico
(neste caso de um WMR), onde S(¢) (equagao 3.84) é basicamente uma
matriz Jacobiana que converte velocidades entre sistemas de coordenadas.
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Derivando a equacao (4.35) em relagao a t, apds substituir o resultado (§)
na equagao (4.34), e finalmente multiplicando o resultado por ST, consegue-
-se eliminar a matriz de restricio A’ (¢)\, vem entao:

STMSi+ ST (MS‘ + OS) v =STBr (4.36)

tendo em consideracao que STATA = 0, uma vez que a matriz S gera
N (A), dado que as duas colunas de S(g) estao no espago nulo de A(q) e
sao linearmente independentes, é possivel exprimir ¢ como uma combinagao
linear de s1(q) e s2(q), isto é, ¢ = v151(q) + v252(q).

Neste caso, devido a escolha de S(q), as velocidades generalizadas, v,

T . .7
vem v = [y 1| = [9,« 9;] :
Assim, considera-se o seguinte vector de estado

T = [ q ] = |:1‘c ye ¢ 0, 0, 0, éz]T (4.37)

e baseado nas equagoes (4.35) e (4.36) a equagao de estado do sistema é

obtida: .
. Sv
) el

onde f, = (STMS)1ST(—~MS—CS)v. Assumindo?* que o niimero de entra-
das do sistema é maior ou igual a diferenca entre o nimero de coordenadas
generalizadas e o niumero de restrigoes independentes do sistema mecanico
(re >mn —m), e que (STMS)_1 STB tem caracteristica n—m, a seguinte
realimentagao nao-linear pode ser aplicada [161]:

. ((STMS)_I STB)+ (u— f») (4.39)

onde (.)* denota uma inversa generalizada® de (.). A equacio de estado

4E possivel fazer esta suposicao visto que usualmente os sistemas robéticos controla-
dos por computador sdo projectados de modo a que todos os graus de liberdade sejam
controlados por actuadores.

5E conveniente usar a inversa generalizada para resolver o problema de alguma re-
dundéncia, caso exista [198].
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(4.38) pode ser reescrita na forma:
t=f(z)+g()u (4.40)

onde

4.5 Conclusoes

Neste capitulo foi abordado o tema da dinamica de robos moveis, dando
particular énfase ao robo6 diferencial (neste caso, uma cadeira de rodas ro-
botizada). Ao longo do capitulo foram abordados vérios temas necessarios
a compreensao da dinamica dos WMRs, nomeadamente a formulacao de
Lagrange, a classificagao de sistemas nao-holénomos (onde foi determinado
o grau de holonomia do rob6 em estudo), e a dedugao do modelo dinamico
do robo recorrendo ao Lagrangiano e as equagoes de Lagrange. Finalmente,
apos obtencao do modelo dinamico, e juntamente com o modelo cinematico
(obtido no capitulo anterior), foi possivel determinar a representagdo em
espaco de estados do sistema mecanico em estudo. E de notar que esta
representacao em espaco de estados é fundamental para o controlo do robo.

A dinamica de robos moveis é bastante importante no controlo de tra-
jectorias em robética maével. O desafio com que se depara no controlo de tra-
jectorias, prende-se com o facto de um WMR diferencial ser apenas actuado
por duas entradas de controlo (directamente relacionadas com as velocida-
des das rodas/robd). Além desta dificuldade, acresce que os robos médveis
tém uma mobilidade restrita, traduzida em restricoes nao-holénomas. Por
isso um bom modelo dinamico é fundamental na caracterizacao do robo,
com vista a um bom desempenho ao nivel do seu controlo.

Dado que as rodas motrizes sao as tnicas que estao ligadas a moto-
res, logo que podem influenciar directamente a velocidade, desprezam-se,
na obtencao do modelo dinamico, as rodas tipo “castor”, tendo estas como
funcao unicamente manter o equilibrio do robo. Além disso, as rodas tipo
“castor” permitem tres graus de liberdade, nao impondo portanto nenhuma
restricao cinemdtica ao movimento do robo moével. No entanto, o sistema de
controlo deve ser suficientemente robusto para minimizar as perturbacoes
ao movimento causadas pela existéncia destas rodas, cujo efeito é particu-
larmente sensivel em mudangas nao suaves de direcgao e/ou de sentido.
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O facto de se proceder ao estudo dinamico, vai permitir ter modelos de
simulacao mais realistas, e permitir o estudo e ajuste dos controladores em
ambiente simulado sem ser necessario recorrer constantemente ao protétipo.
Por outro lado, a inclusao do modelo dinamico na malha de controlo, e nao
apenas do modelo cinematico, vai permitir a obtencao de controladores mais
robustos. Assim, com mais precisao e com melhor desempenho é de esperar
que estes controladores conduzam a melhores sistemas de controlo.



Capitulo 5

Linearizacao por
Realimentacao

Neste capitulo considera-se o problema da obtencao de uma representacao
linear do sistema, aplicando-se para tal, uma transformacao nao linear de
estado. Uma descricao mais detalhada desta teoria pode ser encontrada em
[137, 174, 95, 123, 108]. Em seguida serd apresentada uma breve introdugao
ao tema, dando énfase a linearizacao entrada-saida.

Considere-se o seguinte sistema nao-linear de entrada-tinica, saida-inica:
&= f(z)+g(@)u

y = h(x) (5.1)
onde x € R" representa o vector estado, u € R é a entrada de controlo e
y € R é asaida. f e g sdo campos de vectores (a partir daqui designados
por fungoes), h é uma func¢do. Todas as fungoes sao ndo-lineares e assume-se
que sao diferenciaveis.
No problema de linearizagao por realimentacao entrada-saida a questao
é encontrar, caso exista, uma lei de controlo de realimentacao de estado

u=o(x)+ 5 (x)v
e uma transformacao de varidveis de estado’
z="T(x) (5.2)

'Aqui z, representa o vector de estado transformado, ndo confundir com o eixo de
coordenadas z, previamente designado pela mesma letra.

113
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que transforme o sistema nao-linear num sistema linear equivalente. A
variavel v é a nova entrada externa, z; sao as novas variaveis de estado,
a(x) e B(x) sao fungoes algébricas escalares com [ (z) # 0.

A matriz de transformagao T'(z) deve ser invertivel, de modo a que
x = T71(2) seja possivel, e uma vez que as derivadas de z e x devem ser
continuas, entdao tanto T (.) como T~'(.) devem ser continuamente dife-
renciaveis. Um mapeamento continuamente diferencidavel com uma inversa
continuamente diferenciavel é designado por difeomorfismo.

Pretende-se agora analisar de que forma a linearizacdo (exacta) por rea-
limentacao pode ser aplicada ao problema do controlo de WMRs, de modo
a obter um modelo linear mais simples de controlar.

Os sistemas nao-holénomos tém propriedades unicas. Assim, Campion
[39] estabeleceu que o sistema (4.40) é controldvel se todas as suas restrigoes
forem nao-holénomas, e o seu ponto de equilibrio x =0, pode ser tornado
estavel segundo Lyapunov mas nao pode ser tornado assimptoticamente
estavel por meio de uma realimentagao de estado suave (ver algumas destas
defini¢oes no Apéndice A).

Duas situagoes devem ser distinguidas: 1)- quando p = n, (p, representa
graus relativos) estd-se em presenca de uma linearizagao entrada-estado e
as equagoes de estado e de saida representam um sistema linear; 2)- quando
p < n, verifica-se uma linearizacao entrada-saida, e algumas varidveis de
estado vao apresentar uma dinamica nao-linear.

A seguinte propriedade do sistema (4.40) foi estabelecida em [199]:

Teorema 1. O sistema (4.40) nao é linearizdvel entrada-estado por uma
realimentacao de estado se uma ou mais restricoes forem nao holénomas.

Foi provado no capitulo 4 que o sistema tem duas restricoes nao holéno-
mas. Pode-se, entao, afirmar, que um sistema com restricoes nao-holénomas
nao é linearizavel por entrada-estado, e pode ser linearizavel por entrada-
saida se for escolhido um conjunto apropriado de equagoes de saida [199][161].
E importante salientar que na linearizacao entrada-estado a equacao de es-
tado é completamente linearizada, enquanto na linearizacao entrada-saida,
onde o mapeamento de entrada-saida é linearizado, a equacao de estado
podera apenas ser linearizada parcialmente.
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5.1 Linearizacao por Entrada-Saida

Uma das condicoes para a aplicacao dos métodos de linearizacao por rea-
limentacao é o conhecimento do grau relativo, p. O grau relativo de um
sistema é a menor ordem das derivadas de saida, y, que depende explicita-
mente da entrada, w.

Assim, por diferenciagao de (5.1), é obtido

oh oh e
i = i = 5 [F(@) + g@)u) < Lyh(x) + Lyh(a)u .

onde 9
Lih(z) = 5 /(@)

é por definicao a derivada de Lie da fungao escalar h(x) em relacao a fungao

vector f(z) ou ao longo de f(x). Esta é a no¢ao comum de derivada de h ao

longo da trajectéria do sistema & = f(x). Para continuar o célculo do grau

relativo é necessdrio conhecer as seguintes expressoes de dlgebra de Lie [48]:
0 (Lysh)

LyLih(z) = 2oL 2)

L3h(w) = Lt sh(a) = 2E g

- o (LE1h
Lih(z) = LiL} h(z) = %f(x).

Lih(z) = h(z).
Se Lyh(xz) # 0, entdao p = 1. Se Lyh(x) = 0, entdo §y = Lgh(x) é
independente de u. Calculando a segunda derivada de y, representada por
y?), vem:

0 (L¢h)
y® = =SE2 (@) + g(x) u] = Lih(x) + LoLsh(x) u
Uma vez mais, se LyLsh(z) # 0, entdo p = 2. Se LyLsh(x) = 0 entao
Y2 = Lfch (x) é independente de u. Prosseguindo o cédlculo das derivadas
de y, a defini¢ao de grau relativo, p, é obtida desde que, h(x) satisfaga

LyL's b (2)

0, i=1,2,.r—1
LgL' h (z) # 0
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entao u nao aparece nas equacoes de v, 7, ...y(“l), mas aparece com um
coeficiente diferente de zero na equacio de y™, ie. p=r, e

Yy = Lok () + Lyl h (2) u. (5.3)

A equacao anterior mostra que o sistema ¢ linearizavel por entrada-saida
e é descrito pela equacao

y» =u, (5.4)
se a seguinte lei de controlo for escolhida

1 p
u:m [U—th,(a:)].

De (5.4) pode-se concluir que o sistema linearizado resultante, isto é, um
sistema com entrada v e saida y, é uma cadeia de p integradores.

Uma caracteristica importante do método de linearizacao por realimen-
tacao entrada-saida é o facto de decompor a dinamica de um sistema nao-
linear numa parte externa e numa parte interna. Uma vez que a parte
externa consiste numa relagao linear entre y e v (ou de modo equivalente
a forma candnica de controlabilidade entre y e u [174]), é facil projectar a
entrada v de modo a que a saida y se comporte como desejado. Entao, a
questao que se coloca é saber se a dinamica interna se vai comportar de
modo satisfatorio, isto é, se os estados internos se vao manter dentro de cer-
tos limites. Uma vez que o projecto de controlo deve ter em consideracgao
a dindmica global (e portanto nao pode tolerar a instabilidade da dinamica
interna), o comportamento interno deve ser cuidadosamente abordado. O
problema da instabilidade é normalmente ultrapassado através da utilizagao
da dinamica zero do sistema. A dinamica zero pode ser obtida considerando
que as entradas e as condigoes iniciais do sistema sao escolhidas de modo a
permitir que a saida do sistema seja nula (i.e. identicamente zero) [48].

A linearizacao por entrada-saida, tem como base a aplicacao da trans-
formacao (5.2), que permite que o sistema transformado seja apresentado
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2'7p+/1) ; Gpi1(2) (5:5)
y==
onde
[ Ti(z) 7 [ Ma) ]

Ty(x) th(ﬂf)

c=T)= | B || B 56
Tp+1(x) Tp+1($)
Tn(x) J i Tn(x)

A partir da equacgao (5.5) verifica-se que as ultimas n — p equagdes nao
sao observaveis por intermédio da saida, tornando-se no entanto necessario
garantir que estas sejam estdveis. As funcoes T,1(z),...,T,(z) podem
ser escolhidas arbitrariamente, desde que seja garantido que T'(x) é um di-
feomorfismo. Em particular, baseado em (5.5), é possivel obter fungoes
Tpi1(2),...,Ty(x), de modo que as dltimas n — p equagdes sejam indepen-
dentes da entrada u. De (5.5) pode verificar-se que as primeiras p equagoes
exibem um comportamento entrada-saida de um integrador de ordem p (tal
como apresentado anteriormente no estudo dos graus relativos).

De modo a ilustrar a aplicacao do método de linearizacao por entrada-
-saida, considera-se que as equacoes de saida sao apenas funcao da variavel
de estado de posigao, ¢, (ver (4.37)). Uma vez que o nimero de graus de
liberdade do sistema é instantaneamente n — m, pode-se ter neste caso, no
maximo n — m equacoes de saida independentes:

y=h(q) = [hi(q) - ha-m(q)] .
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Assim, para determinar o grau relativo, é necesséario derivar em ordem ao
tempo a saida, y, até que apareca explicitamente a entrada u. Supondo que
u aparece, pela primeira vez, na segunda derivada de y, pode-se concluir
que o grau relativo do sistema é p = 2. Logo, a transformagao (5.2) permite
representar o sistema (5.6) na forma

[ hig) | [ ) ] [ kg ]
Lsh(q) g D4(q)v
=T@)=T@=| 1y(q) |= _T3_(Q)_ —| Ts(o) (5:1)
| Tn.(q) 1 L Tn.(q) 4 L Tn.(q) J

onde ¢ = S(q)v(t), Pa(q) = Jn(q)S(q) é a matriz de desacoplamento, e

Jp = g—z e R(m—m)*n & 3 matriz Jacobiana.

Note-se que as fungoes T3(q), . . ., T,(¢) nao foram ainda definidas. Entao,
neste momento a questao ¢ analisar a dinamica interna do sistema.

Como se referiu anteriormente, a dinamica interna é a dinamica nao
observdvel do sistema (5.5). Para se distinguir a dindmica controldvel e
observavel da dinamica nao-observavel, é comum usar-se a seguinte notacao

(ver (5.6)):

onde

Consequentemente, o sistema (5.5) é decomposto em duas partes, sendo
¢ a parte da dinamica observavel e n a parte da dinamica nao-observavel.
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E obtida assim, a chamada forma normal do sistema:

& &
i | ™ :
& a(§,n) + b(&,n)u
m (&) 9
i ) qn_p&«S 1)
y==&

onde
a(&,n) = Lih(z)
b€, 1) = Ly L " h(x)
q:(&;m) = Lyn(z) I1<i<n-—p
Neste momento, ja é conhecida a transformacao de estado, que lineariza
parcialmente o sistema, e a lei de controlo. No entanto, ¢ ainda necessario
determinar os elementos do vector n:

m Tpii(x) T3(q)
n=1 i | = E =
np To() T.(q)
Sabendo que
oT; . OT;
= ti= L (f(@) + g(o)u) = LyTy(a) + LyTy(a)u,  j=p+l,.n

e de modo a que 7 nao dependa explicitamente de u, as fungoes 7} sao
escolhidas de modo a verificar
%g(x) =0. (5.9)

O teorema de Frobenius [95] garante a existéncia de n — 2 solugoes in-
dependentes Ts, ..., T, se a distribui¢do A(x) = span{g(x)} for involutiva,
o que é verdade, uma vez que g(x) é constante? (ver equagao (4.40)).

LgTj =

2Note que campos de vectores constantes sdo sempre involutivos. De facto o paréntesis
de Lie de dois vectores constantes é simplesmente o vector zero [174].
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Para demonstrar que o sistema nao-linear representado pelas equagoes
(4.40) e (5.1) pode de facto ser transformado na forma normal (5.8), tem
de ser provado, nao s6 que tal transformacao de coordenadas existe, mas
também que é uma transformacao de estado “verdadeira”. Por outras pa-
lavras, tem de ser mostrado que se pode “construir”’um difeomorfismo

T(x)=[&...& m.. .nn,p]T

de modo a que (5.8) seja verificada. Para saber se T'(x) é um difeomorfis-
mo, é suficiente verificar se os seus Jacobianos sao invertiveis (i.e. se tém
inversa). E entdo necessario mostrar que existem n — p funcoes de 7;, que
sao fundamentais para completar a transformacao de coordenadas.

Do ponto de vista pratico, encontrar explicitamente o campo de vectores
1, necessario para completar a transformacao na forma normal, obriga a
resolver o conjunto das equacoes diferenciais parciais em 7;, como indicado
na equacgao (5.9).

Considerando-se de novo as suposigoes atras referidas (i.e. y é apenas
fungao da varidvel de estado ¢, e p = 2) pode-se agora completar a equagao
(5.7), como a seguir se explica.

Considerando o sistema nao-linear (4.40)

)

(][0 )+ 3]

pode-se escrever a equagao (5.7) na forma normal (5.8).
Primeiro, é 6bvio que

&L= h(Q)
& = Lyh(q) = ®a(q)v

Segundo, considerando apenas a variavel de estado ¢, o sistema nao-
-linear (4.40) satisfaz a equacao (5.9), uma vez que

T} T} 8T
L,T;= L0+ —2.0=0, V j= 1,...
J aq (q) aql aqn J IO+ ) y

Como o resultado desta equacao é sempre zero, pode-se escolher uma
expressao arbitraria para 7 (ou 7;) que satisfaga (confirme) o difeomorfis-
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mo. Assim, escolhendo a solucdo n; = h; V i = p+1,...,n, a equacio
(5.7) pode ser reescrita como:

h(q)
Lh(q)
2=T@) =1 g |
| o ()
considerando que m = n — p, pode-se simplificar a equagao para
. h(q) [ h(q)
=T (@)= |z |=| W@ | Pal@)v (5.10)

Z ~ ~

’ h(q) L h(q)

onde h(q) € R™ é uma funcio vectorial tal que a matriz [Ji JI] tenha
caracteristica completa (i.e. seja regular).

Considerando que T'(z) é um difeomorfismo, o sistema sob a nova va-
ridvel de estado z é caracterizado por [161],[48],[137]

: . Oh.

21 = 51 == a—qq — Z9 (511)
by=E6 =Py (q) v+ Dy (q)u=uv (5.12)
b3 =n=J;Sv=J;S(J,S) " 2 (5.13)

A demonstragao da obtengao das equagoes (5.11)-(5.13) encontra-se no
apéndice C'.

A condicao necessaria e suficiente para se proceder a linearizacao por
entrada-saida é que a matriz de desacoplamento, ®,(x), tenha caracteristica
completa [137]. ®4(z) pode ser obtida no momento em que sao calculadas as
derivadas (em ordem ao tempo) de y, como é descrito na secgao 5.2. ®4(x)
¢ nao-singular se as linhas de J,, forem independentes das linhas de A(qg).

De (5.12) determina-se a realimentacgao de estado

u=2,"(0) (v~ ba (o)) (514
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que conduz a linearizacao e ao desacoplamento por entrada-saida, tendo em
consideracao apenas a parte observavel do sistema:

2"1251222
Zg=8§ =v
y=nh(qg) =2 .

A dinamica interna associada com a linearizacao entrada-saida corres-
ponde as (n—p) tltimas equagoes 17 = ¢(&,n) na forma normal (5.8). Geral-
mente, esta dinamica depende dos estados de saida £&. No entanto, pode ser
definida uma propriedade intrinseca do sistema nao-linear, considerando a
sua dinamica interna, quando a entrada de controlo é tal que a saida y é
mantida a zero. O estudo desta, assim chamada, dinamica-zero, vai permitir
obter algumas conclusoes sobre a estabilidade da dinamica interna.

O facto de se obrigar a que a saida y seja identicamente zero, implica que
todas as suas derivadas em ordem ao tempo sejam também zero. Assim, a
dinamica interna do sistema, ou dinamica zero, descreve o movimento res-
tringido & superficie (variedade®) ‘suave’ de dimensao-(n — p), My, definida
por £ = 0. De modo a que o sistema funcione (opere) em dindmica-zero,
i.e. que tenha o estado X na superficie My, o estado inicial do sistema X (0)
tem de estar na superficie, e além disso a entrada u deve ser tal que y se
mantenha a zero [174],

y P (t) =0. (5.15)

Substituindo (5.15) em (5.3), pode-se concluir que u deve adoptar a
expressao
B Lih (2)
LoLy™'h ()

Utilizando esta entrada, e assumindo que, de facto, o estado inicial do
sistema estd na superficie, i.e. que £ = 0, a dinamica do sistema pode ser
simplesmente escrita na forma normal como

uo(z) =

£=0
= (0.1) . 519

Por defini¢ao, (5.16) é a dindmica-zero do sistema nao-linear constituido
pelas equacoes (4.40) e (5.1) [174].

3Traducdo da palavra inglesa “manifold”.
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Finalmente, para o sistema constituido pelas equagoes (5.11)-(5.13) e
por aplicagao da definigao (5.16), (i.e. substituindo z; = 0 e z5 = 0), resulta
para a dinamica zero do sistema

23 = JBS (JhS)il 29 — 23 =0
0

que ¢é estavel segundo Lyapunov mas nao assimptoticamente estavel. Isto
significa apenas que o WMR nao se move se o ponto de referéncia (P)) se
mantiver quieto. E entdo necessirio saber o que acontece com a dinamica
interna quando o ponto de referéncia (e logo 0 WMR) estd em movimento,
mais especificamente quando se move em frente ou em marcha-atras. Este
assunto foi estudado em detalhe por Yun [200], tendo provado que para um
WMR com duas rodas motrizes (actuadas) diferenciais (similar a cadeira de
rodas robotizada) a dinamica interna do veiculo é estavel quando se move
em frente, e instavel quando se move em marcha-atras durante um percurso
longo.

Baseado no estudo de Yun [200] e para a especificidade da cadeira de
rodas, cujo movimento é normalmente em frente sendo escassos e curtos os
movimentos em marcha-atras, pode-se concluir que a dinamica interna do
sistema tem um comportamento estavel.

5.2 Equacoes de saida

As variaveis de saida, ao contrario das equacoes de estado que sao unica-
mente determinadas tendo em consideracao as caracteristicas dinamicas do
sistema, sao escolhidas de tal modo que as tarefas a serem realizadas pe-
lo sistema dinamico possam ser convenientemente especificadas, tornando
assim, mais facil o projecto do controlador.

Uma vez que o sistema tem duas entradas, podem ser escolhidas quais-
quer duas varidveis de saida, entre as quais, e.g.: 1) y=h(q) =[x, y]’;
2) y=h(g)=[y o' 3)y=h@)=[r ¢|'; 4) y=h(z)=[m(q) h(¥)]".
E notdério que as trés primeiras opgoes correspondem a algoritmos de “se-
guimento de trajectéria” e a quarta opcao corresponde a um algoritmo de
controlo de “seguimento de caminho”. Algoritmos de seguimento de tra-
jectéria foram ja bem estudados [8, 157, 161], tendo-se verificado que podem
ser essenciais em situagoes onde o veiculo deve seguir, por exemplo, uma

N
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curva em coordenadas de espaco-tempo, ou seja, deve atingir um ponto par-
ticular no espago num dado periodo de tempo (é de notar que neste tipo de
algoritmo as equacoes de saida sao unicamente funcao da variavel de estado
de posigao, ¢). Por sua vez, o seguimento de caminho [161] demonstra ser
mais adequado para a aplicacao no controlo da cadeira de rodas robotizada,
devido ao facto de ser uma estratégia de controlo mais realistica onde o robo
necessita de seguir um caminho geométrico com uma velocidade desejada,
nao existindo grandes variagoes bruscas de velocidades ao longo do percurso.

5.2.1 Seguimento de Caminho

Se se pretender analisar o seguimento de caminho de um robo movel, as
duas condigoes mais importantes sao: seguir o caminho com o menor erro
possivel, e com uma dada velocidade desejada. Assim, é necessario escolher
uma equacao de saida que tenha duas varidveis: 1- a menor distancia desde
o ponto de referéncia no robé moével ao caminho desejado, e 2- a velocidade
longitudinal.

Consequentemente, para se obter o seguimento de caminho é necessario
escolher uma equacao de saida com duas varidveis apropriadas hy e hy. hy
é definida como sendo a menor distancia do ponto de referéncia (i.e. P, na
figura 3.8), do robo moével, ao caminho desejado, e hy é definido como a
velocidade longitudinal (de P, ao longo do eixo dos X), resultando o vector
de saida

y=hz)=[ hlg) hav)]"

Neste estudo consideraram-se caminhos constituidos apenas por arcos
circulares e linhas rectas. Dubins [63], e mais tarde Reeds e Sheep [153],
provaram que entre quaisquer dois pontos existe uma familia de caminhos
composta apenas por segmentos de linhas rectas e de arcos circulares, se a
posicao inicial e final, e também a orientagao (do robo) forem dadas.

Considerando os trabalhos de Dubins, Reeds e Sheep e mais recente-
mente os de Bui [38], Scheuer [163, 164], Fraichard [73, 74], pode-se dizer
que qualquer caminho pode ser dividido em segmentos de linhas rectas e
de arcos circulares. Portanto, se for possivel controlar os WMR. nestes ca-
minhos basicos ou em caminhos continuos constituidos por ‘partes’ destes
dois, é efectivamente possivel o movimento de qualquer posicao e orientagao
para qualquer outra posicao e orientacao. Logo, neste estudo consideram-se
os dois caminhos bésicos: arcos circulares e linhas rectas. A expressao da
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distancia do ponto (z;,;) ao caminho é facilmente obtida, para ambos os
casos.

Considere-se um caminho circular. Seja R o raio do caminho circular,
e seja P, o seu centro, cujas coordenadas sao designadas por (z4,y,) no
referencial inercial (i.e. o sistema de coordenadas do mundo), entdo h; e hy
podem ser escolhidas como se segue:

B (@) =hi (e, 9o, 0) = (=202 + (—po) P =R (5.17)

ha(v) = &ccos ¢ + Yesin g = g(’/l + 1) (5.18)

E importante nao esquecer que a menor distancia do ponto P, ao caminho
circular é o valor absoluto de hq, e que x; e y; se relacionam com as variaveis
de estado, x., y. e ¢, pelas equagoes:

T =x.+ L, coso; Y = Yo+ Ly st .

Considere-se agora um caminho em linha recta descrito por Ax+By+C=0.

Neste caso
. Axl + Byl +C

hl(Q) = hl(xca Ye, ¢) - \/m

A menor distancia do ponto P, ao caminho, é uma vez mais, o valor
absoluto de h;. O segundo componente da equacao de saida, hs, é 0 mesmo
que para o caminho circular.

Apoés obter hy e hy, 0 passo seguinte é realizar a linearizacao entrada-
saida do sistema. Assumindo que y(z) = [h1(q) ho(v)]", é necessario obter
os graus relativos separadamente para hi(q) e ha(v), de modo a ser obtida
para cada um deles a nova variavel de entrada externa v. Portanto, cada
um dos elementos de y(z) é diferenciado até que dependa explicitamente da
entrada u. Como tal, a primeira derivada de y; produz:

Ol o
= or "~ Ox

Constata-se a necessidade de aplicar a algebra de Lie para calcular
Lyh(x) em (5.20). Uma vez que h; depende unicamente de ¢, e Lyh(z) =0
(como pode ser verificado pela equagao (4.40)), vem

_Ohy . om

= or v a—qq = ®41(q)v(1)

(5.19)

[f(x)+g(z) ul=Lsh(x)+Lyh(z) u. (5.20)

Y1
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onde ®4(q)=J515(q). Como esta derivada nao vem expressa em funcao de
u € necessario continuar o processo de derivacao em funcao de ¢, resultando

i = L3h(x) + LyLgh(z)u i = 228508 (q)w + Jaa(g) S(q)u = vy -

Como g estd ja em funcao de u, pode-se concluir que o grau relativo de
y1 é dois. Do mesmo modo, a primeira derivada de ys, tendo em atencao
que hs é funcao exclusivamente de v, é expressa por

_ O, Ohy
Y VA

Considerando de novo a equacao (4.40) observa-se que ¢ = S(q)v e
v = u, e consequentemente

?JQ = —Uu= (I)dQ(l/) U = Uy

ov

onde $yo(v) = Jpe. Esta tltima equac¢ao vem expressa em fungao da entrada
u, entao pode-se concluir que o grau relativo de y, é um.

Entao, resumidamente, todas as derivadas de y podem ser representadas
como se segue:

i = Jhi(q) S(q) v(t)
i = %5(q)y + Jui(q) S(q) u

?J2=Jh2u-

Torna-se agora necessario determinar os Jacobianos [161]:

e Para o caminho circular,

(xc—x4 + Lg. cos @) r
Ini(q) = 3—(] = @ L [cos ¢(ye—y,) —sing(z.—z,)]
0
0

onde dL = \/(xl_xg)2+(yl_yg)27 €

Ohy T

v 2 2

(V) = 2 2
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E onde a matriz de desacoplamento do sistema é dada por

D, = [ Dq1(q) ] _ [ Jhl(zszS(Q) }

cujo determinante tem a seguinte expressao:

_rMd+L) (sing (wy—w)+cos d (ye—yy))

det(@d) o .
\/le — 2xlxg+x§ +y?— 2ylyg—|—y§

A partir da expressao anterior, pode-se verificar que a matriz de desa-
coplamento é singular se e s6 se: a) A direcgao de ‘viagem’ do WMR,
ou o eixo dos X, é normal* ao caminho circular, i.e. sin¢ (z,—z.) =
—cos ¢ (y. —y,). Esta singularidade ocorre porque, apesar do facto
de a velocidade longitudinal ser especificada, a direccao ao longo do
caminho (ver a expressao hi, equagao (5.17)) nao estd explicitamen-
te especificada; b) O ponto P, é coincidente com o ponto P, (i.e.
L,=—d). Esta singularidade é devida as restri¢des nao-holénomas do
WMR, uma vez que o robo nao é capaz de se mover instantaneamente
ao longo do eixo das rodas.

e Para o caminho em linha recta,

A T
B
oh 1 )
Jni(q)= 8q1:\/m BLacos¢0—ALasm¢
0

e Jyo é igual ao apresentado para o caminho circular. Do mesmo modo
a matriz de desacoplamento exibe a mesma forma que para o caminho
circular, excepto para J,; que é substituido pela expressao anterior.

Neste caso

r?(d+ L,) (Bcos¢ — Asin ¢)
2b VA2 + B2 )

4A normal a um caminho circular, num ponto, é a perpendicular & tangente & curva,
nesse ponto.

det ((I)d) =
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Tal como para o caminho circular, a matriz de desacoplamento é sin-

gular se o eixo dos X for perpendicular ao caminho em linha recta ou
L, = —d.

Entao, a condicao necessaria e suficiente para que o sistema seja line-
arizado por entrada-saida e seja controldvel é que det(®,) # 0. Se esta
condigao for verificada, por aplicacao da realimentagao nao-linear (equagao
(5.14)), obtém-se um sistema linearizado e desacoplado (para qualquer um
dos dois caminhos bdsicos ou algum caminho arbitrdrio) na forma seguinte:

j1=v
y; _ U; (5.21)

Note-se que é necessario projectar uma malha de realimentacao linear
(i.e. um controlador) de modo a que cada sub-sistema linear se torne estavel
e adquira o “comportamento desejado”.

5.3 Conclusoes

A linearizacao por realimentacao foi estudada para o modelo de um robo
movel com rodas. Foi referido que a linearizacao entrada-estado nao é
aplicavel devido ao facto de o sistema nao ser localmente controlavel. Calcu-
lou-se entao uma realimentacao nao-linear, que garante estabilidade entrada-
-saida e estabilidade para o sistema global. A linearizacao entrada-saida foi
aplicada com sucesso, transformando o sistema de posicao num integrador
duplo e o sistema de velocidade num integrador simples. Foi analisada a
dinamica interna nao observavel resultante deste procedimento.

Na escolha das variaveis de saida foi tido em consideracao o tipo de al-
goritmo de controlo pretendido. Como se pretende que o WMR siga um
caminho geométrico com uma velocidade desejada, optou-se pelas variaveis
que permitem obter as equacoes de saida mais adequadas para a implemen-
tacao do algoritmo seguimento de caminho, pois esta parece ser a estratégia
de controlo que mais se coaduna com a realidade. Para os dois caminhos
bésicos (arco circular e linha recta) foram calculados os Jacobianos e as ma-
trizes de desacoplamento. E de notar que com estes dois caminhos basicos
se consegue construir qualquer tipo de caminho geométrico.



Capitulo 6

Seguimento de Caminho -
Continuo

Nos capitulos anteriores foram desenvolvidos conceitos e métodos essenciais
ao controlo de um sistema mecénico (e.g. cadeira de rodas robotizada), su-
jeito tanto a restricoes holénomas como nao-holénomas. Neste capitulo, vai
ser considerado o problema do controlo de seguimento de caminho de robos
moveis com rodas. O estudo de Sarkar [161] foi relevante para o desenvolvi-
mento do trabalho apresentado nesta tese. Neste capitulo, apresenta-se de
uma forma sintética o esquema de controlo de seguimento de caminho (em
tempo continuo) utilizado na cadeira de rodas robotizada. O seu desempe-
nho serd analisado, considerando breves resultados de simulacgao.

6.1 Projecto do Controlador

Apoés obter as equacoes de saida, bem como todas as outras condicoes ne-
cessarias a implementacao da linearizacao por realimentacao entrada-saida,
é possivel projectar o controlador. O esquema do controlo de seguimento
de caminho (em continuo), tendo em consideracao o modelo dinamico da
cadeira de rodas robotizada, é apresentado na figura 6.1.

Na figura 6.1, verifica-se que 74 (onde ry = [rg; 742)") representa os
valores de referéncia (ou os valores desejados) para as saidas, y; e y, (onde
y="[y |t =[hi(q) hy()]F). v (onde v=1[v; wvo]T) é o erro entre os
valores actuais e os de referéncia. A realimentagao nao-linear (4.39) vai per-
mitir cancelar a nao-linearidade da dinamica do rob6 (4.38) simplificando a

129
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x=f(x)+g(x )u

'y [T u | FE I
+ ? > 0 nao-linear
o n&o-linear h(x)

4 y

X Yo d ViV,

Realimentagdo |
Linear h

Figura 6.1: Esquema de controlo em continuo considerando a linearizacao
por entrada-saida.

equagao de estado para a forma da equagao (4.40). Este processo é repre-
sentado pelo bloco com linha ponteada na figura 6.1. Uma realimentacao
de estado nao-linear (5.14) lineariza e desacopla o mapeamento entrada-
saida. Assim, o sistema global é desacoplado em dois sub-sistemas lineares
(5.21), onde o sub-sistema de controlo de posi¢ao é de segunda ordem, e
o sub-sistema de controlo de velocidade é de primeira ordem. Para esta-
bilizar os sub-sistemas torna-se necessario projectar um controlador para a
malha de realimentagao linear externa (neste caso o controlador utilizado
foi o controlador de colocacao de pédlos).

6.2 Resultados de Simulacao

Nesta seccao, de modo a verificar a validade do modelo dinamico e a efi-
ciéncia do algoritmo de controlo (de seguimento de caminho) em tempo
continuo (figura 6.1), discute-se e apresenta-se resultados de simulagao, ob-
tidos usando o ambiente Matlab® e Simulink®.

Na tabela 6.1 sao apresentados os parametros cinematicos do WMR, de
acordo com a notagao apresentada na figura 3.8 (capitulo 3).

O ponto de referéncia virtual P, foi escolhido para estar afastado de
P. (L, = 0.1m). Os ganhos para a malha externa de realimentacao line-
ar foram projectados (por colocacao de pélos) de modo a ter um sistema
criticamente amortecido (¢ = 1) no controlo de seguimento de caminho.
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Tabela 6.1: Parametros cineméaticos
a=1[m] me = 60 [Kg¢]
b—030[m] w=1[Kg]
=0.05 [m] || I, = 15.625 [K g.m?]
L = 0.1 [m] || I, = 0.005 [K g.m?]
r =017 [m] || I, = 0.0025 [Kg.m?]

Este tipo de sistema é apropriado para o seguimento de um dado caminho
(por exemplo uma curva), uma vez que permite que nao existam grandes
variacoes de distancia e de velocidade.

O parametro que apresenta maior influéncia na ‘trajectoria’ do WMR ¢ a
sua velocidade inicial, sendo por isso um dos mais importantes a considerar,
conjuntamente com o angulo de direccao inicial, ¢, na anélise do seguimento
de caminho.

Nesta andlise consideraram-se dois tipos de caminhos. Um caminho em
linha recta e um caminho circular:

e O caminho em linha recta é da forma y = x com os elementos da
equagao (5.19) dados por A=—1, B=1e C =0. Logo

-z r
ylﬂl; hgzi(l/l—i‘Vg).

A posi¢ao inicial é dada por (z.,y.) = (1.0,0.1). Para todas as simu-
lagoes a velocidade longitudinal desejada é de 1.414m/s (5 Km/h), e
a distancia desejada do WMR ao caminho é de 0m. Logo os valores
de referéncia tomam a forma

hlz

Tqr = 0, Tq2 = 1.414

e Para o caminho circular mantém-se os mesmos valores de referéncia
rq1 e rqo atras referidos. No entanto, a posicao inicial para este caso é
(e, ye) = (18,22) e as equagoes (5.17) e (5.18) sao dadas por

hi = /(21— 10)2+ (1 —25)2—7.5 | hy = g(y1 + ).

Convém mais uma vez recordar que z; e y; se relacionam com as varidveis
de estado, x., y. e ¢, pelas equacoes: x; = x.+ L,cos¢p, e y, = y.+ L, sing.
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Figura 6.2: Seguimento de caminho com diferentes velocidades longitudinais
iniciais: (a) efectuado para um caminho em linha recta; (b) efectuado para
um caminho circular.

6.2.1 Velocidades Iniciais

Na analise da influéncia das velocidades iniciais, vao ser considerados os
tipos de caminhos atras referidos bem como as suas posicoes iniciais. As
figuras 6.2 (a) e (b) exibem o seguimento de caminho do WMR quando
percorre, quer uma linha recta (com angulo de direcc¢ao inicial de ¢ = 30°),
quer um caminho circular (com angulo de direccao inicial de ¢ = 60°), com
diferentes valores de velocidades iniciais.

Dado que o WMR inicia o movimento numa posicao afastada dos ca-
minhos, com angulos de direccao (iniciais) constantes, pela observagao das
figuras 6.2 (a) e (b) pode-se concluir que, para diferentes velocidades inici-
ais, o sistema exibe melhor desempenho quando a velocidade inicial é baixa,
aproximando-se mais depressa do caminho ‘desejado’. Constata-se também
que, independentemente do valor da velocidade e do tipo de caminho, o
ponto de referéncia do WMR consegue alcancar o caminho de forma suave
e nele permanecer.

E de notar que dependendo dos valores dos ganhos obtidos para a ma-
lha externa (aquando da colocagao dos pdlos), o robd mével converge mais
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Figura 6.3: Posicao relativa do WMR com diferentes velocidades longitu-
dinais iniciais: (a) para o caminho em linha recta; (b) para o caminho
circular.

rapida ou mais lentamente para o caminho.

Pelos graficos da posicao relatival do WMR, em fungao do tempo (fi-
guras 6.3 (a) e (b)), verifica-se que nos primeiros 15 segundos o ponto de
referéencia do WMR, consegue ficar, aproximadamente, a uma distancia de
6.5 ¢cm do caminho em linha recta e a 11 ¢m do caminho circular, acabando
por coincidir com o caminho (linha recta ou circular), sensivelmente, ao fim
de 30 segundos.

Pelos graficos das velocidades (figuras 6.4 (a) e (b)) constata-se que,
quer para o caminho em linha recta, quer para o caminho circular, apesar
de o WMR ter iniciado o movimento com diferentes velocidades consegue
convergir de forma suave para a velocidade desejada (1.414m/s), apresen-
tando, para qualquer uma das velocidades, uma resposta exponencial suave
(como esperado), que é tipica de um sistema de primeira ordem.

Verifica-se ainda, pela anélise das figuras 6.4 (a) e (b), que “a resposta”
do sub-sistema de controlo da velocidade é independente do tipo de caminho

Nos graficos da distancia (ou posigao relativa), em funcio do tempo (do WMR. ao
caminho em linha recta ou ao caminho circular), estabeleceu-se que: - Para o caminho em
linha recta, quando o WMR esta abaixo da linha recta, o valor da sua posicao relativa
vem precedido do sinal (—); - Para o caminho circular, quando o WMR estd fora do
circulo o valor da sua posi¢cdo relativa vem positivo, e quando estd dentro do circulo, o
valor da sua posicdo relativa vem precedido do sinal (—).
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Figura 6.4: Comportamento das velocidades quando o WMR ‘parte’ com
diferentes velocidades longitudinais iniciais: (a) para o caminho em linha
recta; (b) para o caminho circular.

percorrido, constatando-se que o grafico das velocidades para o caminho em
linha recta (figura 6.4(a)) exibe as mesmas respostas (para as diferentes
velocidades iniciais), que o gréfico para o caminho circular (figura 6.4(b)).

6.2.2 Angulos Iniciais

Considerem-se de novo os caminhos em linha recta e circular atras referidos?,
uma velocidade inicial de 0 m/s, e diferentes angulos de direcgao iniciais, ¢.

Por observacao das figuras 6.5 (a) e (b) pode-se concluir que para angulos
de direcgao diferentes (mas com velocidade inicial de 0m/s), a resposta é
satisfatoria, quer para o caminho em linha recta, quer para o caminho cir-
cular, conseguindo o WMR, convergir sempre para o caminho ‘desejado’.
Como seria ‘fisicamente’ esperado, observa-se que quanto mais direccionado
para o caminho estiver o WMR, mais rapidamente ele se aproxima desse
caminho. Esta convergencia, como ja constatado para o estudo das veloci-
dades iniciais (sec¢ao 6.2.1), ocorre de forma suave (i.e. sem movimentos
bruscos) o que é desejavel no caso do WMR em estudo (cadeira de rodas
robotizada).

2 As posigoes iniciais utilizadas sdo as mesmas que foram utilizadas na anélise do efeito
das velocidades iniciais.
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No entanto, convém ter em atencdo as possiveis singularidades (ver
sec¢do 5.2). Assim, para o caminho em linha recta o algoritmo é singu-
lar se o WMR tem uma orientagao com ¢ = —45° ou ¢ = 135°. No caso
do caminho circular, o algoritmo ¢é singular se 0 WMR tem uma orientagao
com ¢p=—20.6° ou ¢p=159.4°. Logo, é de todo conveniente evitar estas ori-
entacoes iniciais. Para outros angulos de direccao, como se constata, pelas
figuras 6.5(a) e (b), a resposta é satisfatéria.

Pelo gréfico das velocidades (figuras 6.6 (a) e (b)) verifica-se que, inde-
pendentemente do tipo de caminho a ‘seguir’ (linha recta ou circular) e do
angulo de direccao inicial utilizado, o comportamento das velocidades é o
mesmo para diferentes angulos iniciais. Tal como na seccao 6.2.1, constata-
-se uma certa semelhanca entre os resultados obtidos para o caminho em li-
nha recta (figura 6.6(a)) e os obtidos para o caminho circular (figura 6.6(b)).

6.3 Controlador do WMR Diferencial

De modo a dar mais realismo & simulacao®, foi implementado um esquema de
controlo em continuo tendo em consideracao os motores da cadeira de rodas
(como representado na figura 6.7). Note-se que, algumas caracteristicas
particulares da cadeira de rodas encontram-se descritas no apéndice D.

." RodaDireita

Ny o |Reimentagéo u»{Realimentagéo 7T | Dinamico >

x=f(x)+g(x)u

v<

de estado
—A néo-linear

A A
Roda Esquerda
XY 0V, Y, O.V,.V, OV,V,

X Ye o0V, Y,

Cinemética

Realimentagdo |
Linear b

Figura 6.7: Esquema de controlo em continuo com o WMR diferencial.

Na figura 6.7, tal como ja referido na seccao 6.1, r4 representa os valores

3Embora com um modelo ainda simplificado.
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de referéncia para as saidas, y, e v é o erro entre os valores actuais e os
valores de referéncia. Este erro é a entrada para o bloco de realimentacao
de estado nao-linear. O bloco do sistema dinamico do robo mével tem
como saidas, entre outras, as velocidades desejadas para a roda direita e
esquerda, respectivamente (v = [, 1]” = [, 6]T). Estas velocidades
sao comparadas com as velocidades actuais (medidas) do “sistema fisico”.
O erro obtido tem uma accao directa no sistema fisico. Estes “comandos
de conducao” sao aplicados por meio de um controlador PID ao motor.
E de notar que cada roda motriz (direita e esquerda) é actuada por um
motor DC. Através do movimento gerado no veio de cada um dos motores é
possivel calcular as velocidades actuais das rodas, que sao as entradas para
o bloco de transformacao cinemdtica*. Por sua vez, os dados obtidos neste
bloco, sao usados por diferentes médulos como é mostrado na figura 6.7. A
explicacao relativa aos restantes blocos, bem como a outras caracteristicas
do controlador foram ja expostas na seccao 6.1.

6.3.1 Simulacoes

Nas simulagoes do esquema de controlo apresentado na figura 6.7, considera-
ram-se 0s mesmos parametros cinematicos (tabela 6.1) e as mesmas con-
digbes de operacao (ver seccdo 6.2) que no caso do esquema de controlo
da figura 6.1, nomeadamente em relacao aos ganhos da malha externa de
realimentagao linear, e aos dois tipos de caminhos (linha recta e circular)
utilizados no seguimento de caminho.

Uma vez que, na realidade, a cadeira de rodas robotizada inicia sempre
a sua ‘marcha’ com velocidade zero, para todas as simulacoes do esque-
ma de controlo da figura 6.7, a velocidade longitudinal inicial usada foi de
0m/s. Tal como para as simulac¢oes da secgao 6.2, os valores de referéncia
(desejados) sao:

rq = 0m, re2 = 1.414m/s

Velocidades Iniciais

As figuras 6.8 (a) e (b) apresentam o comportamento do WMR, no segui-
mento de caminho de uma linha recta (com angulo de direcc@o inicial de

40 bloco de transformacdo cinemdtica converte as velocidades actuais das rodas v; e
v nos valores do vector de estado x. Esta operacao é feita recorrendo a expressdo 3.83.
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¢ = 30°), e de um caminho circular (com angulo de direcgao inicial de
¢ = 60°), para uma velocidade inicial de 0m/s, tal como ji foi anterior-
mente referido.

Considerando esta velocidade inicial, e por comparacao das figuras 6.8
(a) e (b), com as figuras 6.2 (a) e (b), constata-se que os resultados obtidos
sao semelhantes e que o WMR converge para o caminho de forma suave.

Pelos graficos das velocidades (figuras 6.9 (a) e (b)), verifica-se que para
qualquer um dos caminhos apresentados, a velocidade do WMR, consegue
convergir para a velocidade desejada (1.414m/s), apresentando as mesmas
respostas que as obtidas nas figuras 6.4 (a) e (b) (para uma velocidade inicial
de 0m/s e para o esquema de controlo da figura 6.1).

Verifica-se, uma vez mais, que a resposta do sub-sistema de controlo da
velocidade é independente do tipo de caminho percorrido, exibindo a figura
6.9(a) o mesmo comportamento que a figura 6.9(b).

Angulos Iniciais

Considere-se os mesmos caminhos atras referidos e uma velocidade inicial de
0m/s. Relativamente ao comportamento deste esquema de controlo (figura
6.7), com angulos iniciais diferentes, observou-se 0 mesmo comportamento
que na seccao 6.2.2. Por esse motivo irao ser apresentados graficos de re-
sultados, nao para a totalidade dos angulos usados nas figuras 6.5 (a) e (b),
mas apenas para os angulos que estao mais direccionados para os caminhos.
Assim, para a linha recta utiliza-se um ¢ = 90° e para o caminho circular
um ¢ = 135°.

Por observagao das figuras 6.10 (a) e (b) pode-se concluir que a resposta
do sistema para qualquer um dos caminhos é satisfatéria, apresentando
0s mesmos comportamentos que os obtidos nas figuras 6.5 (a) e (b). E
no entanto importante ter em atengao a escolha dos angulos iniciais, para
evitar as possiveis singularidades.

Mais uma vez, para o grafico das velocidades (figuras 6.11 (a) e (b)),
constata-se que independentemente do tipo de caminho a percorrer (linha
recta ou circular) e do angulo de direc¢ao inicial utilizado, o comportamento
das velocidades é o mesmo. Isto é, verifica-se uma semelhanca entre estes
resultados e os obtidos nas figuras 6.6(a) e (b), bem como entre os resultados
obtidos para o caminho em linha recta (figura 6.11(a)) e para o caminho
circular (figura 6.11(b)).
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Fazendo uma andlise dos resultados obtidos para o esquema de controlo
apresentado na figura 6.1 e para o esquema de controlo do WMR diferencial
(apresentado na figura 6.7), constata-se que o comportamento dinamico é
semelhante e que os resultados obtidos sao, também, bastante semelhantes
e até por vezes coincidentes.

6.4 Conclusoes

A cadeira de rodas robotizada é um sistema que se pode enquadrar na area
da robdtica mével com rodas (WMR), tendo por isso utilizado grande par-
te da mesma tecnologia e exibindo um funcionamento semelhante aos dos
WDMRs. No entanto, é importante ndo esquecer que este tipo de sistema (ca-
deira de rodas) tem algumas particularidades que o distinguem dos WMRs
convencionais, nomeadamente ao nivel da seguranca do utilizador e da qua-
lidade do seu movimento, que deve ser suave e sem a presenca de arranques
stubitos (aspectos que por vezes sao negligenciados e recorrentes em algumas
aplicacoes de controlo de WMRs).

Neste capitulo, discutiu-se o controlo de seguimento de caminho, em tem-
po continuo, do WMR. Investigou-se, através de simulacao computacional,
a influéncia das diferentes escolhas de velocidades iniciais e de angulos ini-
ciais no comportamento do seguimento de caminho. Através de resultados
de simulacao, ilustrou-se o desempenho dos esquemas de controlo apresen-
tados, tendo-se concluido, uma vez mais, que o algoritmo de seguimento de
caminho demonstra ser uma estratégia de controlo adequada em situagoes
em que um ‘veiculo’ necessita seguir um caminho com uma dada velocidade
desejada.

Apesar das leis de realimentacdo serem essenciais no controlo do movi-
mento para neutralizar a presenca de perturbacoes, bem como de inexac-
tidoes de modelo, um dos problemas que influencia os varios algoritmos de
controlo de seguimento de caminho é a necessidade de robustez contra ruido,
incertezas de modelo e nao-linearidades.

No capitulo seguinte (capitulo 7) estes problemas vao ser ainda mais evi-
dentes dado que se pretende implementar o seguimento de caminho usando
um controlador por computador, i.e. um controlador discreto. Torna-se
entao necessario discretizar o controlador, bem como tornar robusto o sis-
tema de controlo global, contra incertezas e perturbagoes, tais como as que
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sao devidas ao método de linearizacao por entrada-saida em modo discreto,
dado que ele foi desenvolvido para ser utilizado em modo continuo.

No capitulo 7 sera desenvolvida uma estrutura de controlo que seja capaz
de lidar com os termos nao-modelados, ruidos, incertezas e nao-linearidades,
de modo a que o sistema global possa apresentar um comportamento dese-
jado.



Capitulo 7

Seguimento de Caminho -
Discreto

No capitulo 6 foi apresentado o esquema de controlo de seguimento de cami-
nho, em (tempo) continuo, do WMR em estudo (cadeira de rodas robotiza-
da). Para a sua implementagao foram utilizados os conceitos e os métodos
desenvolvidos em capitulos anteriores. Neste capitulo vao ser utilizados
os mesmos conceitos e métodos presentes no seguimento de caminho em
continuo, mas para um esquema de controlo de seguimento de caminho em
discreto. Um dos problemas que tem influenciado os varios algoritmos de
controlo de seguimento de caminho, desenvolvidos em diversos estudos, ¢ a
necessidade de robustez contra ruido, incertezas do modelo, nao-linearidades
e varios tipos de perturbacoes. Estes problemas tornam-se ainda mais evi-
dentes quando se pretende implementar o seguimento de caminho usando
um controlador por computador (i.e. um controlador discreto), ou quan-
do se utiliza, como é o caso, o método de linearizacao por entrada-saida
em modo discreto tendo este sido desenvolvido para ser utilizado em modo
continuo. O presente trabalho vem de algum modo contribuir para suavizar
estes problemas.

Assim, neste capitulo serd apresentado em detalhe, a implementacao de
uma nova estratégia de controlo para o seguimento de caminho de WMRs
sujeitos a restrigoes nao-holénomas. Esta estratégia de controlo é composta
por uma malha interna de linearizacao por realimentacao entrada-saida e
por uma malha externa de controlo linear onde é usado o controlador com
Observador Activo baseado no filtro de Kalman (AOB), proposto por Cor-

143
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tesao [51]. Todavia, esta é a primeira vez que o AOB é aplicado a WMRs.

Esta estratégia de controlo apresenta a particularidade de ser usada em
modo discreto, sendo robusta contra incertezas e perturbacoes, tais como
as que sao devidas a utilizacao do método de linearizacao entrada-saida.

O desempenho do algoritmo de controlo, proposto neste capitulo para o
seguimento de caminho, vai ser analisado através de simulagao computaci-
onal, e serd comparado com outras estratégias de controlo usadas na malha
de realimentacao linear, tais como o Controlador de Colocacao de Podlos
(PPC) e o Controlador de Colocagao de Pélos com Observador por filtro de
Kalman (CKF).

7.1 Planta do Sistema: Discretizacao

Dado que o controlador é discreto, torna-se entdao necessario discretizar'
o sistema. ApoOs a linearizacao entrada-saida, foram obtidos dois sistemas
SISO desacoplados (ver equagao (5.21)): um de segunda ordem e um de pri-
meira ordem. O sistema de segunda ordem representa o modelo de posicao
e o sistema de primeira ordem representa o modelo de velocidade. Entao,
obtém-se, respectivamente:

1
Gp(s) = ?e_STdP (7.1)
Gv(s) = éeSTdV (7.2)

onde T'dp e T'dy representam os tempos mortos (ou atrasos puros) do mo-
delo de posicao e do modelo de velocidade, respectivamente. Estes atrasos
sao devidos essencialmente ao processamento de sinal do controlador em
cascata, e tem um papel chave na dimensao do estado discreto.

7.1.1 Discretizacao do Modelo de Posicao

Considerando a equagao (7.1) pode-se escrever o sistema SISO desacoplado
para o modelo de posicao como,

V() s e
) =) T wils) P

' A base da teoria do controlo determina que se faca a conversdo da equacio de estado
em tempo continuo para tempo discreto, permitindo assim o seu uso computacional.

- Y(s)s? =U(s).e T (7.3)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace a (7.3), e substituindo
ty = T'dp, a representacdo temporal equivalente de (7.1) é dada por

onde y é a saida e u é a entrada. Definindo as varidveis de estado 1 =y e
xe = 7, a equacao (7.4) pode ser escrita em espaco de estados como

H;]:{g (I)HZ]JF{HU(t—td)
y=1[1 0]{%]_

Na representacao em forma compacta vem,

{ t=Ax(t) + Bu(t —tq) (7.5)

y=Cuz(t) =2

No célculo do equivalente discreto do sistema (7.4) assume-se que é efec-
tuada uma amostragem por ZOH. Devido ao ZOH, o sinal u(t) para efeitos
de integracao é considerado constante ao longo do intervalo de amostra-
gem. Por isso, tanto u(¢) como o sinal atrasado u(t — t4) sao considerados
constantes ao longo do intervalo de amostragem.

Proposicao 3. Para se proceder a discretizagao de (7.5), com periodo de
amostragem h, consideraram-se tempos de atraso arbitrdrios (ou tempos de
atraso longos). Assim, considerando apenas a equagdo de estado nao ho-
mogénea (a primeira expressao de (7.5)), & = Ax (t)+Bu (t — tq), aplicando
a transformada de Laplace vem,

sIX(s) — 29 = AX(s) + BU(s)e ",
resolvendo em ordem a X (s), vem
X(5) = (sI — A)~ (o + BU(s)e™*")

X(s) = (s — A) tag + (sI — A) " 'BU(s)e ™ (7.6)

onde ®(s) = (sI — A)~L, representa a matriz de transicao de estados em
s. Aplicando as Transformadas de Laplace (Teorema da Convolugao), esta
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expressao pode ser transformada para o dominio do tempo.
transformada inversa, obtém-se

Assim, pela

x(t) =

L7[®(5)] o+ L7 [B(s) B U(s) e™*]

z(t) = eAlt=t)

t
Lo + / A=) Bou(s' —tg) ds'.
to
Fazendo ty = 0, vem

t
eA® o + / A=) Bou(s' —tg) ds'
0
ou

Continuando com o sistema em s (equagao 7.6),

X (s) = ®(s)zy + ®(s)BU(s)e

com ®(s) = (sI — A)~!, é entao necessdrio calcular ®(s), sabendo que

0 1
=[50
logo vem:

B(s) = (sI —A) — O(s) = <S { 10

o]y s -]t
0 1 0 0 10
através do calculo da inversa da matriz, obtém-se

Calculando a transformada inversa de Laplace vem para ®(s), em ordem
ao tempo:
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Discretizando (7.5) com periodo de amostragem h, o sistema em tempo
discreto equivalente é

{ Trk = (I)rxr,kfl + Frukfl (7 7)

Yk = Orxr,k

onde @, e T, sdo respectivamente as matrizes® de estado (ou de ‘transigao
de estados’) e de comando, e C, é a matriz de saida.
Considerando tempos de atraso arbitrarios

tag=d—-1)h+7, 0<7 <h (7.8)

onde d é inteiro, sao obtidas as seguintes equagcoes [18]:

xr,k:[xk Ug—q ' Ug—2 qu]T (7.9)
[ &, Ty, Ty --- 0]
0 0 1 --- 0
¢, = : (7.10)
0 0 0 1
| 0 0 0 |
T
L,=[00 -+ 0 1] (7.11)
C,=[10 - 0 0] (7.12)

Para o modelo de posicao, e relativamente a x,, (7.9), z; tem dois esta-
dos que representam a posicao e a derivada de posicao. Os outros estados
de z, ; aparecem devido aos tempos-mortos.

Deste modo, para tempos de atraso arbitrarios, obtém-se a seguinte
equacao:

Trgp = P12 g1+ LoUp—@—1)—1 + T1-Up a1 (7.13)

onde @, [y e I'; sao dados por (7.14) a (7.16), respectivamente

), = e = (h) (7.14)

2A matriz ®,., caracteriza a “personalidade do sistema”, porque define como o esta-
do evolui ao longo do tempo. A matriz I';., funciona como “uma fronteira”, dado que
relaciona a ‘intervencdo do exterior’ com o sistema.
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T = / e (\) dAB (7.15)

!

Iy =& (h—7) / ® (\) dAB (7.16)

Para o modelo de posicao, as matrizes de transicao de estado e de co-
mando, em tempo continuo, sao

@(t):“)” eB:H]. (7.17)

A partir de (7.17), o cdlculo computacional de ®;, T'y e T'; é facil de realizar
e de compreender.
Assim, calculando ®¢, I'y e I'y obtém-se:

B 1 (h . 7_/) % B 27’h27'r’2
[
Substituindo os valores de @1, I'g e I'; na equagao (7.13) obtém-se:

1 h (h—7")2 27 h—1'2
Ty = |: 0 1 :|$r,k—1 + |: h 2 , :| Uk —(a—1)—1 + |: 7?, :| Uk—d—1 (7.21)

(i3] To I

yk:[l 0].@‘,"7]6:1'17]6.
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Entao, para o modelo de posigao, t4 assume o valor de t; = 2h (valor
obtido experimentalmente). De (7.8),

e substituindo na equagao (7.21), vem

1 h (h;h)2 M;hz [1 A
Trk=lo 1 Trg—1+ Lo U2+ h Uk-—3=10 1 Trg—11
——

0

>l

:| Uk—3-

Como duas variaveis de estado extra sao introduzidas no modelo discre-
to, devido ao atraso, o modelo global em espaco de estados pode ser escrito
da seguinte forma

T o, I Ty Tr—1 0
Up—9 | = 0 0 I ug_s |+ 0 Up—1-
Ug—1 0O 0 0 U2 I

Como neste caso existem para xj dois estados, pode-se escrever final-
mente, o modelo discreto como

T1k 1 h h'2/2 0 T1k—1 0
Tk 01 A O T k-1 0
Tl = ’ + Uk 7.22
U2 00 0 1 Up—3 0| ** (7.22)
Ugp—1 00 0 0 Ug—2 1
@, r,

ye=1[10 0 0].24=mz1.
A e —
Cy

7.1.2 Discretizacao do Modelo de Velocidade

Considerando a equacao (7.2), pode-se escrever o sistema SISO desacoplado
para o modelo de velocidade como,

Y(s) _ya(s) et
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Aplicando a transformada inversa de Laplace a (7.23), e substituindo
tqy = T'dy, a representacao temporal equivalente de (7.2) é

§ = u(t—tq) (7.24)

onde y é a saida e u é a entrada. Definindo como variavel de estado = =y,
(7.24) pode ser escrita na forma compacta em espago de estados (7.5), como

{ i =0z (t) 4 lu (t — tq) (7.25)

y=1lz(t)=m

onde neste caso A, B e C sao escalares.
Tal como no caso anterior, e recorrendo a Proposicao 3, o sistema em s
pode ser descrito por

X (s5) = ®(s)zo + ®(s)BU(s)e "

com

B(s) = (sT = A) " = P(s) = (s1 = 0) " =5 =~

Calculando a transformada inversa de Laplace vem para ®(s), em ordem
ao tempo:

S

B(t) = M = £ H LB = 1

Procedendo-se a discretizacao com periodo de amostragem h, o sistema
em tempo discreto equivalente pode ser escrito como em (7.7). Assim,
considerando tempos de atraso arbitrarios e as equagoes (7.14), (7.15) e
(7.16) obtém-se, para o modelo da velocidade, os @1, Iy e I'; seguintes:

b =eM=0(h) =1 (7.26)

h—T1

h—1' , ,
roz/ (I)()\)d)\B:/l.d)\.lz/l.d)\:h,—r’ (7.27)
0
0 0

h—T1

r1:q>(h—f’)/ @(A).dA.B:l/l.dA.l:T’ (7.28)
0

0
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Substituindo os valores de @1, I'y e I'; em (7.13), obtém-se a seguinte
exXpressao:

Trg = 1 Trk—1 + h — ’/'J Uk—(d—l)—l + 7', Uk—q—1 (729)
®y To 1N

Yk — 1-xr,k =Tk -

Considerando que no modelo de velocidade t; assume o valor de t; = h
(valor obtido experimentalmente). De (7.8),

e substituindo na equagao (7.29) vem

~ —~—
0 (O3] Ty

ek =12, 1+h—hur1+hup,o=_1 .2, h ug_
Trk Trg—1+ Up 1+ NUE 2 Trg1+ Ug—2

O sistema discreto tem uma variavel de estado que representa a veloci-
dade, x;, e uma variavel de estado extra devido ao tempo-morto. Entao, o
modelo discreto, em espacgo de estados, pode ser escrito na formas:

T o 1 h Th—1 O
AN
P r

yk:[l 0].xr,k:xk.
C

7.2 Colocacgao de Podlos

O controlo de seguimento de caminho (posigao), bem como o controlo de
velocidade, podem ser considerados simples problemas de regulacao. Assu-
mindo que os sistemas estao sujeitos a perturbacoes “nao-nulas”, e como
se esta perante problemas de regulacao, o objectivo dos controladores serd
‘conduzir’ os sistemas para os valores de referéncia. Entao, este objectivo é
conseguido através da obtencao de leis de controlo, por realimentacao das
variaveis de estado, da forma

up = —Lx,; onde L:[Ll Ly --- Ln]
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de modo a que os sistemas em malha fechada obtenham uma equacao ca-
racteristica que permita garantir que as perturbacoes decaiam, isto é, sejam
compensadas.

No seguimento de caminho é indesejavel a presenca de sobreelevacoes.
Assim, foi escolhido um comportamento criticamente amortecido (( = 1)
para as malhas de realimentacao linear.

7.2.1 Modelo de Posicao

Verifica-se que, para o modelo discreto de posigao (secgao 7.1.1), o sistema
é de dimensao n = 4 (i.e. dois para o estado zj, e dois estados adicionais
devidos ao tempo-morto® de d = 2). Assim, os quatro pélos em malha
fechada podem ser mapeados em qualquer parte do plano z. Se o atraso nao
for considerado, o polinémio caracteristico do sistema em malha fechada,
no dominio continuo, é:

5% + 2Cwys + w?

onde w, ¢ a frequéncia natural. A sua representacao discreta equivalente é
2
224+ a1z+ a

com
ay = —2e " cos (\/ 1— Canh> = —2¢ Wrh

1y = €—2§wnh — €—2wnh‘

De modo a proporcionar uma ‘navegacao’ suave, aquando da seleccao
da constante de tempo em malha fechada teve-se em consideracao a cons-
tante de tempo dos motores, e a necessidade de um perfil de aceleracao
suave (i.e. sem aceleragoes bruscas). Deste modo, e considerando um siste-
ma, criticamente amortecido, foi escolhida a constante de tempo em malha

fechada
1

T.=—=2]9].
Wn
Os dois polos adicionais devem ser mapeados longe dos dois polos domi-
nantes, de modo a que a sua influéncia no sistema em malha fechada seja

30 tempo-morto é por vezes referido como atraso puro.
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ignorada. Entao, os polos em malha fechada sao mapeados na origem, i.e.
2=0, e o polinémio caracteristico, para este caso, é

P(z) = (2= 02 (2> + a12 + ap) = 2* + a,2° + ap2°. (7.31)

Logo, o ganho de realimentagao de estado (L) pode ser calculado usando
a formula de Ackermann,

L=[0 - 0 1]W'P(®,).

onde W, é a matriz de “alcancabilidade” do sistema,
We=[T, &I, - &'T, ]

e P(®,) é o polinémio caracteristico em ®,, P(®,) = P(2)|,—4,, donde
P (®,) = &2 + ¢, ¢ 4,2,

Assim, para este caso, tendo em consideracao as expressoes anteriores,
bem como as obtidas na seccao (7.1.1), vem

0 0 M 3
W,=[T, &T, or, &r,]= |20 » h

01 0 0

10 0 0

P ((I)r) = (I)ﬁ + 01(1)1?: + CLQ(I)?A =

(7h2+5a1h2+3a2h2) (5h2+3a1h2+a2h2)

14+ay+ay 4h+ 3aih + 2ash

2 2
_ 0 14+a;+ay h+ah+ah h+ah+ah |.
0 0 0 0 ’

0 0 0 0

L=[000 1] WP (®,) =

= [ (1—|—a1+a2)/h2 (7+5a1—|—3a2)/2h 34+ 2 4a; 2+ ay
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7.2.2 Modelo de Velocidade

Para o modelo discreto de velocidade (7.30), verifica-se que o sistema ¢é de
dimensao n = 2 (i.e. um para o estado x; e um estado adicional devido
ao tempo-morto de d = 1). Assim, os dois pdlos em malha fechada podem
ser mapeados em qualquer lugar do plano z. Se o tempo-morto nao for
considerado, o polindmio caracteristico do sistema em malha fechada, no

dominio continuo, é:

1
5+ —
TC

onde 7. é a constante de tempo em malha fechada.

A sua representacao discreta é z — a;, com a; = e 7", Tal como para
o modelo de posicao, foi escolhida a constante de tempo em malha fechada
7. = 2 [s]. O pélo adicional deve ser mapeado longe do p6lo dominante, de
modo a que a sua influéncia no sistema em malha fechada seja ignorada.

Escolhendo o mapeamento =0, o polinémio caracteristico para este caso é
P(2)=(2-0).(z —a)) = 2* — zay,

e o ganho de realimentacao de estado é calculado, usando a férmula de
Ackermann, como se segue:

L=[0 1]W'pP(2,)

onde W,=[T, &rTI,], e P(®,)=2?—aP,.
Logo, para o modelo de velocidade os valores obtidos sao:

WCZ[O h]’ P(@,):[l_al h—thh]’ L:[(kal) (h—a1h)

10 0 0 h- h

7.3 Controlador AOB

Uma realimentagao de estado (e.g. controlo adaptativo, controlo de colo-
cagao de polos e controlo 6ptimo) pode ser usada para controlar um sistema
linear representado em espago de estados por (7.7), que no entanto nao re-
presenta exactamente o sistema real, uma vez que termos nao modelados in-
cluindo perturbacoes desconhecidas, incompatibilidade de parametros, aco-
plamentos, ruido, entre outros, nao sao abordados no projecto de controlo.
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Perturbacoes, ruido e nao-linearidades estao sempre presentes em siste-
mas de controlo complexos. A sua presenca num modelo dinamico pode ser
devida a natureza intrinseca do sistema ou introduzida por fontes externas.
O projecto de controlo em espaco de estados do AOB usa o projecto do
filtro de Kalman, numa estrutura de controlo de realimentagao nao-classica,
para obter um comportamento em malha fechada desejado, negligenciando
os termos nao modelados. Com este propdsito o AOB usa um observa-
dor baseado no Kalman de modo a estimar o estado do sistema e as suas
perturbacoes. Para atingir este objectivo, é necessario:

e Uma especificacao do sistema, em malha fechada, desejado.

e Uma equagao extra, referida a entrada do sistema, para estimar uma,
perturbagao equivalente. Um estado activo py (estado-extra) é gerado
para eliminar aquela perturbacao equivalente, compensando os ter-
mos nao modelados. Note-se que esta perturbacao equivalente existe
sempre que o sistema fisico seja diferente do modelo desejado.

e O projecto estocastico das matrizes de Kalman () e R para o contro-
lador AOB.

7.3.1 Estrutura do AOB - AOB-1

O algoritmo AOB de primeira-ordem (AOB-1), é apresentado de forma re-
sumida nesta seccao. Dado um sistema com equagoes

Trgp = Ppypp1 + Drug—q + &, (7.32)

Yr = Crxr,k + Nk (733)

um observador de estado pode ser escrito como
:%r,k :(I)r:%r,kfl—i_rrukfl—i_[(k [yk_cr (q)r:%r,kfl—i_rrukfl)] (734)

onde &, e n; sao varidveis aleatérias Gaussianas, que sao fundamentais
para o projecto do AOB. &, estd associado com o sistema e representa
as incertezas de modelo, 7, estd associado com as medicoes e representa
as incertezas de medida. Kj é o ganho de Kalman e reflecte a incerteza
associada a cada estado, baseado nas incertezas do modelo e das medidas.
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Planta do Sistema

A 4
r u =
X =@ X g+ | Obslervador
— Classico
yk_cr'xr,k

Colocagéo de Polos (L)

Figura 7.1: Observador Classico. O erro do observador —e; é uma entrada
indesejada que entra no sistema. L representa o ganho (i.e. o controlador).

O erro de reconstrucao, e, pode ser definido como
€ = Trk — Trk — Trf = Ty — €Ek- (735)

Em presenca de termos nao modelados este erro existe sempre. O erro e, do
observador (ver a figura 7.1) entra no sistema como uma entrada adicional
indesejada, py.

pr = L.ey,

onde L é o ganho de realimentacao de estado do controlador, que pode ou
nao variar com o tempo. O observador recebe a entrada u, dada por

up =1 — L(xr g —ep) =16 — L2 + pi;

onde r; é a referéncia. O observador cldssico nao é capaz de distinguir py
de r,, uma vez que ele nao conhece o comportamento em malha fechada
desejado. Para ultrapassar esta dificuldade, é necessario que o observador
conhega a referéncia r,. O comportamento em malha fechada desejado (que
nao deveria ser afectado pelas perturbacoes, o que significa que o efeito de
pr. deveria ser anulado) é expresso por

Ty = (I)rxr,k—l + Fr (rk—l - L-xr,k—l) + ga:k (736)

Definindo a matriz da malha fechada ®, = ®, —T'. L, (7.36) pode ser escrita
como
Trp = q)c Tr k-1 + Fr-’rkfl + gwk . (737)
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A Estado Activo
Planta do Sistema

Xr,k:q)r'xr,k-1+rr'uk-l Yi AOB
yk_cr'xr,k

Colocagéo de Pélos (L)

Figura 7.2: Controlador AOB. L representa o ganho (i.e. o controlador) e
o estado activo p; compensa o erro e, referente a entrada do sistema.

Para a estrutura do AOB representada na figura 7.2 verifica-se, para o
sistema em malha fechada apresentado, que a accao do estado activo, pg,
permite compensar o erro e,. O observador, apesar de ter como entrada
re em vez de ug, “vé” o sistema em malha aberta’ [51]. Entdo, se for
usado um observador activo baseado no Kalman, as matrizes do sistema
em malha aberta sao usadas no cédlculo do ganho K. Como se tornard
claro mais adiante no texto, para obter o estado estimado Z,, o sistema
em malha fechada (7.37), na sua versao aumentada, é usado em vez do
sistema em malha aberta (7.32), de modo a que o comportamento em malha
fechada desejado seja imposto. Na figura 7.2, verifica-se que a perturbagao
equivalente indesejada py é cancelada pelo estado activo pj, permitindo que
o sistema global tenha o comportamento desejado.

Seguidamente, vao ser apresentadas sucintamente as equagoes usadas na
abordagem AOB. Uma equacgao em espaco de estados deve ser encontrada
para caracterizar a entrada indesejada pg, conduzindo o sistema a uma
representacao de estados estendida. Para o AOB-1, a equacao de espaco
de estados de p; é

Pk = Pk—1 + Wy, (7.38)

onde w; estd associado com p, e representa as incertezas no modelo da

4Neste contexto, malha aberta significa que a matriz de estado ndo considera a in-
fluéncia da realimentacao de estado.
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perturbacao. wy é uma variavel aleatoria Gaussiana com média zero. A
equagao (7.38) representa a primeira derivada (ou evolugao de primeira or-
dem) de pi. Logo, pode concluir-se que, wy, descreve a evolugao de primeira
ordem de p;. Definindo Y w;, como sendo a evolucao de ordem® N de wy, (ou
a evolucao de ordem (N + 1) de py) como [51],

N =V, — Y wey,  com Pwy = wy (7.39)

a forma geral de (7.38) é dada por

N N1
_ j+1 . ‘ N—1
Pe = Z (=1) mmﬁ + Ny, (7.40)

J=1

A cada intervalo de tempo, existe uma variavel aleatoria wj com uma
distribuicao Gaussiana de média zero e variancia aik. Para o AOB-1, apenas
a variancia de wy, aik, é necessdaria para estimar p,. Se wj; aumenta, con-
sequentemente a incerteza na derivada py aumenta também (isto significa

que a confianga no modelo do sistema diminui) [51].

Inserindo py, o sistema global pode ser descrito por

Ty, _ q)r Fr Trf— Fr gwk
o o S 1 K b R

onde X
Trl—1
1=rr_1— | L 1 L 7.42
wer == (L 1] Tt (7.42
¢ T
Ue =Co [ Trge ok |+ (7.43)

com a matriz de saida estendida (ou aumentada) C, dada por
Co=1[C, 0]. (7.44)
O sistema em malha fechada desejado de (7.41) é

Trk (I)T_FTL 0:| |:xrk—1:| |:Fr:| |: :vk:|
= ’ + 1+ . 7.45
[ Dk ] [ 0 1 Pr-1 0 | "™ wy (7.45)

5N representa também a ordem do AOB.
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O valor de &, deve ser baixo, reflectindo desta forma grande confianca
no modelo, permitindo que todos os erros de modelacao do sistema sejam
compensados em py.

No AOB, comparativamente com a estrutura do observador cléssico,
ocorrem duas alteragoes fundamentais: 1) Na equagao do observador sao
utilizadas as matrizes do sistema em malha-fechada, existindo também a va-
ridvel de estado-extra referente a perturbagao equivalente; 2) Nas equagcoes
de Kalman (ou ganho de Kalman), utilizam-se as matrizes aumentadas do
sistema em malha-aberta (®, e C}). Este novo observador-controlador tem
a caracteristica de impor o comportamento desejado (projectado) ao sis-
tema global. Assim, a estimacao de estado considera: a) a influéncia da
incerteza &, nas varidveis de estado; b) o valor da entrada de referéncia;
c) a representacao de estados estendida, e d) a resposta desejada em malha
fechada.

O estado estimado de (7.41), é baseado no sistema em malha-fechada
desejado (7.45) (i.e. pr = pi € Ty = Tyy), € ¢ dado por

:i'rk (I)T_FTL 0:| |:§7rk1- |:Fr:| ~
U= N 4+ K - 7.46
[pk ] [ 0 1| per 0 | k1 k (Yr—Uk) ( )

A (I)T_FTL 0_ :%r,kfl Fr
e ([ [ )

O estado activo® p, é uma estimativa da perturbacao equivalente py,
permitindo cancelar a influéncia desta perturbacao na entrada do sistema e
obter o comportamento desejado do sistema global.

com

K. é calculado a partir de

Ky, = Py,CT [CoPCT + Ry] (7.47)
com
Py, = ®, P, 1D + Qy (7.48)
e
Pk = Plk: - Kk:CaPIk: (749)

60 estado activo sé actua quando ndo é seguido o “modelo” desejado.
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onde P é a matriz de erro quadratico médio”, e o seu valor inicial deve
reflectir pelo menos a incerteza na estimacao de estado. ®, é a matriz
aumentada do sistema em malha aberta,

B, — [ ol ] (7.50)

Q) é a matriz do ruido do sistema (representa a incerteza do modelo, para
os estados ), e é dada por

_ | Qo O
Qk—|: 0 ka}. (7.51)

. , . o T
A matriz )y para o estado x, é (leﬁnlda; como Q. , = F {ka xk}7 e
para o estado activo como @, = E{w;} = oy, .
Ry, é a matriz do ruido de medigao®,

Ry = E{mn}

e representa a incerteza da medicao. Note que P, nao deve ser inferior a
matriz inicial Q.

7.3.2 AOB-N

Se a perturbacao equivalente modelada por p; tiver uma forma constante,
a sua derivada tem o valor zero, sendo bem descrita por (7.38), logo utiliza-
-se 0 AOB-1. No entanto se p; tiver uma forma em rampa, uma forma
quadratica ou qualquer outra forma nao-linear, a sua primeira derivada nao
¢ bem definida pelas propriedades estatisticas de wy. E necessério entao, “ir
até” a derivada de ordem N de p; para encontrar uma boa semelhanca com
uma variavel Gaussiana de média zero. Torna-se entao necessario utilizar o

AOB-N.

"Para a implementacdo computacional do algoritmo é necessirio fornecer uma esti-
mativa inicial Zo e a respectiva qualidade dessa estimativa, i.e. de Py. Quanto maior
for o, maior deve ser Py. Py nao deve ser mais pequeno que ()9 de modo a prevenir
sobreelevagoes na convergéncia de Py [51].

8Neste caso, dado que o sistema é completamente observavel, apenas a “saida” (depois
de corrompida por rufdo branco) é lida para reconstruir o vector de estado. Assim, Ry
serd um escalar.
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Apés a obtencao do algoritmo para o AOB-1 (secgao 7.3.1), a genera-
lizagdo para o AOB-N (algoritmo AOB geral) é ficil de compreender. O
aumento da ordem do AOB, vai permitir que nao-linearidades mais ‘fortes’
sejam seguidas com um erro de estado estacionario zero. O AOB-N usa
(7.40) para descrever py.

Algoritmo AOB-N

O algoritmo de AOB-1 tem de ser ligeiramente modificado para obter o

algoritmo de AOB-N. Apenas a equagao de estado activo vai ser sujeita a

alteracgoes, obrigando a ligeiras modificacoes no projecto global do AOB-1.
A equagao (7.40) tem a seguinte representagao em espago de estados

Pk—(N-1) 0 1 o - 0 Pk-N 0
Pr—(N-2) 0 0 1 - 0 Pr—(N-1) 0
o= P S (7.52)

Dk—1 0 0 o --- 1 Pk—2 0

L Pt | [N GN-1 aGN-2 -t G| | Pk-1 | _Nﬁlwk_
com N1
i= ()" ——— =1,..,N
W=D oy T

Escrevendo (7.52) como
Npp = ®o0 Vpr1 + V&, (7.53)

a equacao (7.41), tendo em consideracao (7.7), (7.10), (7.11) e (7.53), é
agora representada por

Ty k (I)r (1)12 Ty k-1 Fr gk :|
b — b ) + u _ +
|:Npk:| {0 (1)2,2:||:Npk1:| [O]kl [ka
onde z,; é dado pela equacao (7.9), e
T
Npk = [pkf(Nfl) Pe—(Nn-2) " DPk-1 Pk }

Y

®, 5 é a matriz de ‘estados’ de (7.52) e

0 --- 0
D9 = :
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&k, tal como ja referido, representa a incerteza associada ao modelo (estados)
de 2,4, e

Nee=10 0 - 0 Nlu]". (7.54)

O sistema em malha fechada desejado (7.45) é alterado para

Ty k _ q)L 0 Ly fe— Fr gk
EARKEA ISR R Y

com
[, I, T, 0 ]
0 0 1 0
®;, =P, —@y.L = : : : - :
0 0 0 e 1
—Ly =Ly =Lz --- —1L,

os componentes’ L (L, ..., L,) podem ser obtidos pela férmula de Acker-
mann

L=[0 --- 0 1]W 'P(®),
onde W, é a matriz de “alcancabilidade” do sistema,
W, = [ r. o.r, --- @'T, ]

e P(®,) é o polinémio caracteristico desejado. A estimagao de estados é
agora para o AOB-N dada por:

fi'rk: q)L 0 i.rk—l Fr :| R
= R + et + K (g — 7.55
[ RZ ] [ 0 @y ] [ Npr—1 ] [ o |71t K (e —g)  (7.55)

N~ (I)L 0 -'i'r,k—l Fr
e[ a (B0 ][5 ])

K}, é calculado a partir de (7.47) até (7.49), considerando neste caso

_ q)r (I)I,Z
o = { 0 By } '

com

9n é a dimensdo do sistema (i.e. representa o niimero de estados).
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Matrizes de Covariancias do AOB-N

@, é uma matriz muito importante no AOB-N, como sera verificado na
seccao 7.3.3. Uma vez projectado @)k, o valor inicial de Py é facilmente cal-
culado computacionalmente (tendo em atengao que Py > Qy) e Ry é apenas
funcao das caracteristicas dos sensores. A forma de )y é

Qr = {Qg“’“ Qz(\)fpk } : (7.56)

Qe,, ¢ uma matriz diagonal e depende da estratégia dos estados .. A
incerteza associada com z,y deve ser baixa, uma vez que todas as pertur-
bacoes do sistema devem ser compensadas por Vp;. Por isso, Qq,, deve ter
valores baixos quando comparados com Qy,, . @, € definido como

Qn, =F {Ne - Nl
De (7.54)
QN:Dk = - " ’
0 --- 012\771,%

onde a?v_lwkrepresenta a variancia da derivada de ordem N de pg, e esta
relacionada com aik pelo teorema seguinte:

Teorema 2. Se as varidveis wy sao independentes e com média zero, a

relagcao entre UJZVwk e aik ¢ dada por

N NI 2
2 2 § : : N
O'ka == ka (m) e (757)
=0

onde v (0 < v < 1) é um factor que reduz J,%wk a medida que a ordem do
AOB aumenta, tendo assim, como objectivo, reduzir a actividade do estado
activo e consequentemente melhorar a estabilidade relativa do AOB.

Prova: Ver Cortesdo [51].
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7.3.3 Estratégias de Estimacao e de Estabilidade do
AOB

Uma propriedade importante do ganho de Kalman é a possibilidade de per-
mitir definir diferentes estratégias de estimacgao, variando apenas os valores
de Qk e Rk

Os valores das matrizes'® Q. e Ry, por si s6 ndo tém significado, apesar de
poder ser feita uma interpretacao qualitativa que facilite o projecto [51],[26].
Assim, se se multiplicar tanto @y como Ry por um escalar o (a.Qy, a.Ry),
o ganho K} obtido é o mesmo que no caso de ser usado apenas Q) e Ry.
Como tal, o que define o ganho de Kalman, ou a estratégia de estimacao,
sao as relacoes entre os valores de (), os valores de Ry, e ainda a relacao
entre os valores de )y, e de Ry.

A matriz @ é muito importante no AOB [51], [53]. Em Q) (equagcoes
(7.51) e/ou (7.56)), Q,, ¢ uma matriz diagonal e depende da estratégia de
estimagao para o estado x,;. A incerteza associada com z,j é baixa, uma
vez que todas as perturbacoes do sistema devem ser compensadas por py.
Por esse motivo, os valores de @), , devem ser baixos quando comparados
com @, (ou Qw,, ). Neste caso, a estimacao para o estado do sistema segue
o modelo de referéncia. Tudo o que nao se “ajuste” no modelo de z, vai
ser compensado por p.

Para o AOB, R, é também muito importante no processo de estimacao.
O equilibrio entre as incertezas de modelo e de medigao (Qy e Ry, respec-
tivamente), tal como jd referido, define o ganho de Kalman para o estado
estacionario, o qual influencia a razao de convergéncia das estimativas. Se
a estrutura de () é conhecida, a relacao entre Ry e (), torna as estimati-
vas mais (Ry baixo) ou menos (R alto) sensiveis as medigoes. Entao, se
Ry, > Qy (significa que o ruido das medidas é muito maior que o do mode-
lo) logo a estimacao ‘segue’ o modelo, i.e. Abordagem Baseada no Modelo
(MBA). Nesta abordagem a exactiddo do modelo deve ser muito boa, quan-
do comparada com a exactidao da medida. Entao, a estimacao de Z,y ¢
principalmente baseada no modelo, dando pouca importancia as medidas.
O ganho Kalman tem portanto valores baixos (Kj — 0).

Por outro lado, se as medidas sao muito exactas quando comparadas com

Em geral, Q e Ry ndo tém as mesmas dimensdes tornando as notacdes Q > Ry, ou
Ry, > Q) matematicamente inconsistentes. Portanto, Qy > Ry, significa que pelo menos
um valor de ()} é muito maior que os valores Rj,.
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a exactidao do modelo, entao @, > Ry e a estimacao ‘segue’ as medicoes, i.e.
Abordagem Baseada nos Sensores (SBA). As estimativas sao entao muito
sensiveis as medidas, e o ganho Kalman tem valores elevados (Kj — 1).

A estratégia de controlo ideal é obtida através de um compromisso entre
o modelo e as medi¢oes, i.e. Abordagem Hibrida (HBA). No AOB, a forma
geral seguida é o HBA, e permite a troca entre SBA e MBA, isto é, faz
o balanco entre as estimativas baseadas na informacao dos sensores, e no
modelo. Para manter a mesma estratégia a medida que a ordem do AOB
muda, alguns ajustes em () e Ry podem ser necessarios, dado que a matriz
do sistema estendido ®, muda, afectando os valores de K}, .

Com base nas intimeras simulacoes do esquema de controlo AOB, que
foram realizadas, pode-se concluir que o esquema de controlo é robusto e
estavel segundo Lyapunov. A estabilidade é também assegurada pelo facto
de todos os valores préprios da matriz de estado (®, — I',.L ou @) per-
tencerem ao circulo de raio unitario. Além disso, Cortesao [51] analisou a
estabilidade relativa do AOB usando métodos de Nyquist, tendo provado
que a medida que a ordem do AOB aumenta a estabilidade relativa dimi-
nuil’. B possivel calcular a ordem maxima do AOB, para um dado sistema,
antes de ser atingida a instabilidade. Como esperado, a estabilidade relativa
é alta para MBA, média para HBA e baixa para SBA.

7.4 Estrutura ‘Experimental’

7.4.1 Projecto do Controlador

O esquema do controlo de seguimento de caminho é apresentado na figura
7.3. Nesta, 1 (onde ry, =[r1x 794|7) representa os valores de referéncia
(ou os valores desejados) para as saidas, y1x € ya i (onde ye=[y1x yor|’ =
[hik(q)  hag(W)]F). vr (onde vy =[v1y va|T) é 0 erro existente entre os
valores actuais e os de referéncia. Este erro é a entrada para o bloco de
realimentacao de estado nao-linear. O bloco do sistema dinamico do robo
movel tem como saida, entre outros, as velocidades desejadas para a roda

11 A medida que a ordem do AOB aumenta, a funcdo de transferéncia da malha introduz
um integrador adicional. Fazendo analogia com o dominio-s, mais um pélo em s = 0
desloca a localizacao do pélo para o semiplano direito, diminuindo a estabilidade relativa.



166 CAPITULO 7. SEGUIMENTO DE CAMINHO - DISCRETO

PLANTA DO SISTEMA COM LINEARIZAGAO ENTRADA-SAIDA

RodaDireita
Fonte de Erros
de Medida

X1 =X, )+ 90X, Uy

« Realiment.
de Estado
22 k! [Nao-linear | Uk

Integrador
Discreto

A

Roda Esquerda

XerYer Pu Vik o Vo

Realimentacéo Linear

Figura 7.3: Planta detalhada do sistema com linearizacao por entrada-saida,
e alternativas possiveis a colocar na malha de realimentacao linear, de modo
a realizar o sistema de controlo.

direita e esquerda, respectivamente. Estas sao comparadas com as veloci-
dades actuais (medidas) do “sistema fisico”. O erro obtido tem uma accao
directa no sistema fisico. Estes “comandos de conduc¢ao” sao aplicados por
meio de um controlador PID aos motores. Cada roda (direita e esquerda) é
actuada por um motor DC. Os dados proporcionados pelos encoders associ-
ados aos motores, permitem calcular as velocidades actuais das rodas, e sao
as entradas para o bloco de odometria. Os dados da odometria sao usados
por diferentes médulos como é mostrado na figura 7.3. A realimentacao
nao-linear (4.39) permite cancelar a nao-linearidade da dinamica do robo
(4.38) de modo a que a equagao de estado seja simplificada para a forma da
equagao (4.40). Este processo é representado pelo bloco com linha ponteada
na figura 7.3. Uma realimentacao de estado nao-linear (5.14), lineariza e
desacopla o sistema global em dois sub-sistemas lineares (ver equacao 5.21),
onde o sub-sistema de controlo de posigao é de segunda ordem, e o sub-
sistema de controlo de velocidade é de primeira ordem. O bloco com linha
tracejada na figura 7.3 representa a “planta do sistema global com lineari-
zagao entrada-saida” (nas préximas figuras este bloco é identificado pelo seu
nome). Por aplicagao da linearizagao entrada-saida obtém-se dois sistemas
lineares desacoplados, que sao controlados pela introducao de duas malhas
de realimentacao linear externas, como é mostrado nas figuras 7.4, 7.5 e 7.6.

Algumas abordagens de controlo, referentes a esta area de estudo, fo-
ram desenvolvidas no dominio continuo. No entanto, quando os sistemas de
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SISTEMA DE CONTROLO DA POSIGAO

Colocagdo de Pélos
Referéncia
da Posicio
Planta do Sistema com
Linearizagdo Entrada-Saida
V)
. Modelo da Posi¢éo
,,,,,,,,,,,,,,,,,, - & I
Modelo da Velocidade
Referéncia
daVelocidade

SISTEMA DE CONTROLO DA VELOCIDADE

Figura 7.4: Controlo de seguimento de caminho com controlador por colo-
cacao de pélos. L; representa o primeiro elemento dos ganhos L, calculado
para cada um dos modelos.

SISTEMA DE CONTROLO DA POSICAO

Referéncia
da Posi¢éo

+ Colocagéo de Polos

Estimativa de Estados Estatisticas do

Ruido do
Sistema
0, Planta do Sistema com )
’ Linearizagéo Entrada-Saida B e o
— yl,k Medicio
( Modelo da Posigéo )
A & e
Modelo da Velocidade Estatisticas do
Ruido do
Sistema
Vak
Colocagéo de Pdlos
Estimativade Estados (X ) Estatisticas do

Ruido de
Referéncia + Medicio
da Velocidade

SISTEMA DE CONTROLO DA VELOCIDADE

Figura 7.5: Controlo do seguimento de caminho com o CKF. L, representa
o primeiro elemento dos ganhos L, calculados para cada um dos modelos.
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SISTEMA DE CONTROLO DA POSICAO

Referéncia
da Posicéo

>

Estatisticas do
Ruido do
Sistema

Estado Activo

v Planta do Sistemacom
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&
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SISTEMA DE CONTROLO DA VELOCIDADE

Figura 7.6: Controlo do seguimento de caminho com o AOB. L; representa
o primeiro elemento dos ganhos L, calculados para cada um dos modelos.

controlo se tornam discretos, tal como é necessario em aplicagoes praticas,
varias incertezas vao surgir. E necessdrio utilizar uma estrutura de controlo
robusta a variacoes de parametros, ruido de medicao, perturbacoes nao pre-
vistas e termos nao-lineares nao-modelados. Além disso, a linearizacao de
realimentacao por entrada-saida foi desenvolvida para o dominio de tempo-
-continuo, mas, na pratica, é implementada como um processo discreto no
tempo. Esta abordagem é uma fonte de incertezas adicionais, que necessita
de uma malha externa de realimentacao linear robusta, capaz de lidar com
uma larga gama de incertezas. A necessidade de preencher este requisito,
foi a principal motivacao para usar a estrutura AOB na malha de controlo
de realimentagao linear (ver figura 7.6). Este tipo de observador, contraria-
mente aos classicos, ndo estima passivamente o estado do sistema. A figura
7.6 mostra que os valores de referéncia sao fornecidos ao AOB, e que um es-
tado activo py (estado-extra) é gerado para eliminar quaisquer perturbagoes
equivalentes, e compensar termos nao modelados, permitindo que o sistema
em malha fechada apresente a dinamica desejada.
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Neste estudo, os resultados obtidos no seguimento de caminho usando
AOB, vao ser comparados com os de outras estratégias de controlo usadas
na malha de realimentacgao linear: CKF (figura 7.5), e PPC (figura 7.4).

7.4.2 Matrizes Estocasticas do Modelo de Posicao

As matrizes estocasticas do AOB sao

1050 0 0 0
0 10°0 0 0
Qe=|0 0 10°0 0 : (7.58)
0O 0 0 05 0
o o o 0 107

R, = 1073 e Py = Q. Este projecto origina os seguintes ganhos para o
estado estacionario de Kalman:

K,~[0.1407 0.3018 0.2931 0.2931 0.2931]" (7.59)

7.4.3 Matrizes Estocasticas do Modelo de Velocidade

As matrizes estocasticas para o AOB sao

106 0 0
Q=] 0 10° 0o |, (7.60)
0 0 10°

R, = 1073 e Py = Qy. Este projecto origina os seguintes ganhos para o
estado estacionario de Kalman:

Ky ~ [ 0.0683 0.0965 0.0965 ] . (7.61)

7.4.4 Ruido de Medida

Em veiculos com rodas, nao ha uma via directa para obter uma realimen-
tagao de posi¢ao. A posigao (e orientagao) do veiculo pode ser ‘estimada’ a
partir das posicoes ou velocidades das rodas. No caso da cadeira de rodas
robotizada, as velocidades angulares das rodas motrizes sao ‘estimadas’ a
partir das leituras dos encoders, a cada periodo de amostragem, h. Pode,
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porém, haver erros nas ‘estimativas’, quer devido a deslizamentos e arras-
tamentos, quer devido a erros nos sensores das rodas.

De modo a simular erros nos sensores das rodas, isto é, nos codificadores
6pticos das rodas (encoders), foi injectado ruido branco (ver figura 7.3) ao
encoder, que estd associado a cada roda motriz. Este ruido aditivo tem uma
distribuicao Gaussiana, com média nula e tem uma variancia de 0.001. Este
ruido branco esta entao associado as medidas e tem a forma representada
na figura 7.7.

0.1

Amplitude

-0.1
[

. . . . .
5 10 15 20 25 30
Tempo [s]

Figura 7.7: Ruido de medida.

7.5 Resultados de Simulacao

Analisando as manobras efectuadas por um veiculo num ambiente sem
obstaculos, verifica-se que as duas condigbes fundamentais sao: 1) seguir
o caminho ficando o mais perto possivel deste; e 2) manter a velocidade
desejada. Com isto em mente, é 6bvio que a escolha das varidveis para a
equacao de saida (tal como descrito na secgao 5.2) tém de ser: 1) a menor
distancia de um ponto do rob6 ao caminho desejado e 2) a velocidade longi-
tudinal. Deste modo, formula-se o problema de controlo de seguimento de
caminho. Num problema de seguimento de trajectéria, a condi¢cao temporal
é especificada. Portanto, neste caso, a tarefa nao é s6 atingir um ponto, mas
também atingi-lo num determinado instante de tempo. Pelo contrario, no
problema de seguimento de caminho, apesar da geometria do caminho ter si-
do especificada, é mais importante conseguir seguir o caminho do que atingir
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pontos no caminho em instantes de tempo especificados. De algum modo,
especificando a velocidade longitudinal desejada, assegura-se (embora indi-
rectamente) que o veiculo atinja os pontos desejados no caminho. Com esta
abordagem o seguimento de caminho apresenta um comportamento mais
suave que o seguimento de trajectoria.

Com base no teorema de Dubins, neste estudo (tal como ja no capitulo
6) consideram-se dois caminhos bdsicos: um caminho em linha recta e um
caminho circular. Portanto, se se conseguir controlar o WMR em tais cami-
nhos basicos ou em caminhos compostos por estes dois, pode-se efectivamen-
te mover o WMR a partir de qualquer posicao e orientacao para qualquer
outra posicao ou orientacao. As equacoes de saida para estes dois caminhos
bésicos sao dadas pelas equacoes (5.17) e (5.18) para o caso do caminho
circular, e pelas equagoes (5.19) e (5.18) para o caso de um caminho em
linha recta.

Nesta seccao sao apresentados alguns resultados de simulagao computa-
cional, relativamente ao controlo de seguimento de caminho do WMR, e a
estratégia do AOB. De modo a verificar a robustez da estratégia do AOB,
é comparado o desempenho do AOB wversus CKF versus PPC.

A auseéncia de um completo conhecimento dos componentes do sistema,
bem como a dificuldade em medir ou estimar os parametros geométricos,
cinematicos ou inerciais, pode ser a causa de erros de modelo. Portanto,
simularam-se erros de modelacao nos valores de referéncia de posicao e de
velocidade (ver figura 7.8) e ainda nos parametros inerciais (nomeadamente
a massa). De acordo com a notagao apresentada anteriormente (ver figura
3.8), os parametros cinematicos do WMR usados nas simulagoes sao:
a=1m, b=030m,d=0.05m, L, =01m, r = 0.17m, m. = 60 Kg,
my = 1Kg, I, = 15.625 Kg.m?, I, = 0.005 Kg.m?, e I,, = 0.0025 K g.m?.

Para todas as simulagoes, sao usados os seguintes valores: velocidade
inicial é de 0m/s; a velocidade longitudinal desejada é de ryy =1.414m/s
(excepto para as simulacoes que envolvam diferentes velocidades desejadas);
a menor distancia desejada (do WMR ao caminho) é de 7 ,=0; e o tempo
de amostragem é h = 0.02s (fs = 50 Hz).
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Referéncia
daPosico Perturbagio_ |~ KW (s AOB) |
Perturbacdo L
Referéncia
daVelocidade™ | "2~ (s AOB)

(se AOB)

(b)

Figura 7.8: Vista em detalhe da perturbagao: (a) na referéncia da posicao;
(b) na referéncia da velocidade.

7.5.1 Seguimento de Caminho com AOB

Considere-se um caminho em linha recta e outro circular. Para o caminho
em linha recta, y = x, os valores de hy j e hy ; sdo dados pelas equagoes (5.19)
e (5.18), respectivamente, onde A = —1, B =1, e C' = 0; o ponto de partida
em P, é (z.,y.) = (1.0,0.1) e 0 angulo de direcgao é ¢ = 90°. Para o caminho
circular os valores de hyj e hyy sao dados pelas equagoes (5.17) e (5.18),
respectivamente, o centro do caminho circular é (z,,y,) = (10.0,25.0) e o
seu raio é R = 7.5m; o ponto de partida em P, é (x.,y.) = (18.0,22.0) e o
angulo de direccao é ¢ = 135°.

Para ambos os caminhos, como é mostrado nas figuras 7.9(a) e (b) o
ponto de referéncia do WMR é capaz de atingir o caminho e nele permane-
cer. O algoritmo de seguimento de caminho exibe uma convergéncia gradual
permitindo, desta forma, uma convergeéncia para o caminho de forma suave.
Relativamente a velocidade longitudinal, representada nas figuras 7.9(c) e
(d) verifica-se que esta apresenta, como esperado, uma resposta exponenci-
al suave que é tipica de um sistema de primeira ordem. Verifica-se ainda
que, independentemente do tipo de caminho seguido, o comportamento das
velocidades ¢ o mesmo.

Considere-se agora o comportamento, do WMR no seguimento de cami-
nho, para as seguintes velocidades desejadas: 0.2778 m/s (1 Km/h); 0.7070
m/s (2.5 Km/h); 1.414m/s (5 Km/h); e 2.083m/s (7.5 Km/h). Pela figu-
ra 7.10, verifica-se que o algoritmo de controlo AOB, tanto para o caminho
em linha recta como para o caminho circular, permite uma convergencia
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Figura 7.9: Comportamento do WMR, usando AOB e sem perturbagoes.
(a) Seguimento de caminho em linha recta. (b) Seguimento de caminho em
circulo. (c) Velocidade longitudinal no seguimento de caminho em linha
recta. (d) Velocidade longitudinal no seguimento de caminho em circulo.
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Figura 7.10: Comportamento do WMR usando AOB para vérias velocidades
desejadas. (a) Caminho em linha recta. (b) Caminho circular.

mais rapida para o caminho quando a velocidade desejada exibe valores
mais baixos.

A escolha das velocidades desejadas demonstra ser ainda mais critica em
situagoes em que o robo em estudo esteja restringido a locais habitacionais
ou a corredores ‘estreitos’. Portanto, nestas situacoes a velocidade deve ser
‘restringida’ nos seus valores, pois velocidades elevadas em caminhos em
linha recta podem nao afectar muito a trajectoria, mas ‘seguir’ curvas aper-
tadas a velocidades ‘elevadas’, vai de facto provocar desvios de trajectoria,
mesmo que estes sejam de pequena amplitude.

Assim, considerando um caminho circular com o centro em (x,4,y,) =
(5.0,12.5) e raio de R = 1.0m, partindo de duas posi¢oes iniciais diferentes
((we, yo)=(6.0,12.5) e (¢, y.)=(6.5,12.5)) e angulo de direccao ¢ = 90°, foi
simulado o comportamento do WMR em curvas apertadas e com velocida-
des de 1.414m/s e de 0.2778 m/s (figura 7.11). O facto de se considerar
um circulo com raio de 1m, permite de algum modo exemplificar curvas
apertadas, tao frequentes em espacos interiores. Pelos graficos verifica-se
que o WMR com uma velocidade de 0.2778 m/s converge mais rapidamente
para o caminho e nele permanece, demonstrando por este facto que esta
velocidade é a mais adequada para espacos residenciais ou de dimensoes re-
duzidas. Pela figura 7.11(a) verifica-se que 0 WMR com uma velocidade de
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Figura 7.11: Comportamento do WMR usando AOB, sem perturbagoes
e para um caminho circular com raio=1m. (a) Seguimento de caminho
partindo de posigao no caminho. (b) Seguimento de caminho partindo de
posi¢ao fora do caminho. (¢) Velocidade longitudinal quando o WMR parte
de posigao no caminho. (d) Velocidade longitudinal quando o WMR parte

de posicao fora do caminho.
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1.414m/s, mesmo partindo de uma posigao inicial correcta exibe algumas
dificuldades na convergéncia para o caminho.

E de notar que para além da velocidade desejada, tanto a velocidade
inicial como o angulo inicial afectam a capacidade de convergéncia para o
caminho, como foi demonstrado no capitulo 6.

Nas proximas simulacoes, a velocidade desejada a utilizar no controlo
da velocidade do WMR é de 1.414m/s. A escolha desta velocidade, teve
como objectivo adequar o algoritmo de velocidade ao controlo do robo em
estudo, de modo a permitir a sua utilizacao quer em espacos interiores, quer
em espacos exteriores.

Nas seccoes 7.5.2 a 7.5.5, é realizado um estudo comparativo dos resul-
tados obtidos no seguimento de caminho quando sao utilizados os controla-
dores AOB, CKF e PPC.

7.5.2 Seguimento de Caminho sem Perturbacao

Nesta seccao, o caminho utilizado foi o circular, pelo facto de ser este o tipo
de caminho que apresenta maiores dificuldades no seu seguimento. Neste
caso, os valores de hyy e hyy sao dados pelas equagoes (5.17) e (5.18),
respectivamente. O centro do caminho circular é (z,,y,) = (10.0,25.0) e o
seu raio é R = 7.5m. O ponto de partida em P, é (z.,y.) = (5.0,30.6) e o
angulo de direccao é ¢ = 225°.

Assim, vao ser comparados os resultados obtidos no seguimento de cami-
nho com os controladores AOB, CKF e PPC, quando se inicia o movimento
a partir de uma posicao correcta (i.e. uma posi¢ao no caminho). O sistema
nao é sujeito a qualquer tipo de perturbacao.

Por observacao da figura 7.12 nao é evidente a diferenca entre os resul-
tados obtidos no seguimento de caminho com os diferentes controladores.
No entanto, pelo grifico da posicao relativa (figura 7.13(c)) a diferenca de
‘comportamento’ observado quando se usam os trés controladores é mais
evidente, verificando-se que na fase inicial do percurso o controlador que
permite melhor ‘comportamento’ é o AOB, afastando-se no maximo 2 cm
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Figura 7.12: Seguimento de caminho para o caso de um caminho circular,
usando AOB, CKF e PPC.

do caminho contra os, aproximadamente, 4 cm com o CKF e os 3¢m com o
PPC. Apesar disso, todos eles permitem atingir o valor de referéncia sensi-
velmente aos 20 s. A variacao inicial deve-se, essencialmente, ao valor inicial
de ¢ que nao se encontra devidamente orientado no sentido do caminho (o
¢ mais aconselhdvel seria entre 230° — 240°).

Na figura 7.13(d) encontra-se representado o comportamento do estado
activo, referente ao modelo de posicao. O estado activo compensa as peque-
nas ‘perturbacoes’ existentes, possibilitando ao AOB apresentar o melhor
desempenho.

Relativamente a velocidade (figura 7.13(a)), verifica-se que nao existe
grande diferenca nos resultados obtidos pelos varios controladores. A dife-
renca minima existente é apresentada pelo AOB e é devida a actuacao do
estado activo, referente ao modelo de velocidade (7.13(b)).

Nas simulagoes seguintes a actuagao/desempenho do AOB serd mais
evidente, dado que o sistema sera sujeito a perturbacoes.
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Figura 7.13: Comportamento do WMR usando AOB, CKF e PPC sem
perturbagoes e para um caminho circular. (a) Velocidade do WMR. (b)
Estado activo para o modelo de velocidade. (c) Posicao relativa do WMR.

(d) Estado activo para o modelo de posigao.
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7.5.3 Seguimento de Caminho com Perturbacao na
Posicao

Considere-se 0 mesmo caminho circular apresentado na seccao 7.5.2. Nesta
seccao o sistema vai ser sujeito a uma perturbacao em degrau na referéncia
de posicao (figura 7.8(a)), e investiga-se o desempenho do AOB, CKF e
PPC nestas condicoes.

A ideia de introduzir uma perturbagao na referéncia (ou a saida do blo-
co de colocagao de pdlos) tem como objectivo simular um erro constante
er (que é importante para perceber o funcionamento intrinseco do AOB).
Este erro do observador entra no sistema como uma entrada adicional inde-
sejavel py (pr = L.ey), alterando completamente o valor de uy (ver figuras
7.1 e 7.2). O constante e elevado valor da perturbagao foi escolhido inten-
cionalmente, de modo a dar énfase a actuacao do AOB quando comparado
com as outras estratégias de controlo. O AOB conhece o valor de referéncia
e portanto consegue distinguir o componente do erro, causado pelas diversas
perturbacoes, no sinal de realimentagao injectado.

A figura 7.14(a) mostra um rob6 seguindo um caminho circular, co-
mecando com uma velocidade inicial de 0m/s, até atingir a velocidade
desejada de 1.414m/s. Cinco segundos apés o inicio da simulagao uma per-
turbagao em degrau (figura 7.14(d)), na referéncia de posigao, é imposta ao
sistema. Esta perturbacao em degrau forca o robo a divergir da trajectoria
desejada. Observando as figuras 7.14(a) e 7.14(c), verifica-se que o robd
apresenta uma estabilizacao gradual numa trajectoria que nao é a desejada,
quando as estratégias do CKF e PPC sao usadas no sistema de controlo. O
controlador PPC, no entanto, consegue melhores resultados que o CKF uma
vez que em CKF o erro do estado estacionario é funcao do ganho de Kalman
(malha aberta) e nenhuma acgao de compensagao em avanco é realizada. E
de notar que o CKF ¢é de ganho constante, tendo por isso tendéncia a apre-
sentar um erro estacionario, que poderia ser reduzido se as matrizes Q. e I
fossem redimensionadas. No entanto, se 0 AOB é usado como controlador,
o estado activo (figura 7.14(d)) estima a perturbagao levando a cabo uma
accao de compensacao apropriada. O estado activo py realiza uma accgao de
compensacao em avanco. Com o AOB verifica-se (figura 7.14(c)) que o erro
estacionario desaparece e o erro transitério diminui. No que diz respeito
a velocidade do robo, como nao sofre perturbacao, verifica-se o comporta-
mento esperado (figura 7.14(b)), e ndo houve diferencas significativas nos
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Figura 7.14: Comportamento do WMR para o caso de um caminho circular
usando AOB, CKF e PPC, na presenca de perturbagoes. (a) Seguimento
de caminho. (b) Velocidade longitudinal no seguimento de caminho. (c)
Distancia entre o caminho actual e o desejado, realizado pelo robo (i.e.
posicao relativa do WMR). (d) Estado Activo py, para o AOB e perturbacao.
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resultados obtidos com os varios tipos de controladores. Note-se que relati-
vamente as velocidades, este é o comportamento que também seria esperado
se nenhuma perturbacao fosse imposta ao sistema, como se pode constatar
na figura 7.13(a).

7.5.4 Seguimento de Caminho com Perturbacao na
Velocidade

Ponto de
Partida

5 10 15 20
X[m]

Figura 7.15: Seguimento de caminho para o caso de um caminho circular,
usando AOB, CKF e PPC.

Considere-se 0 mesmo caminho circular e o mesmo ponto de partida
utilizado nas secgoes anteriores (secgao 7.5.2 e 7.5.3). Neste caso, em vez de
uma perturbacao na posi¢ao é introduzida uma perturbacao em degrau na
referéncia da velocidade (figura 7.8(b)).

Na figura 7.15 é representado o comportamento de um robo seguindo
um caminho circular, comegando com uma velocidade inicial de 0m/s, até
atingir a velocidade desejada de 1.414m/s. Vinte segundos apds o inicio
da simulacao, é imposta ao sistema uma perturbacao em degrau (figura
7.16(d)) na referéncia de velocidade. Esta perturbagdo em degrau forca o
robo a aumentar o valor da velocidade. Por observagao das figuras 7.15 e
7.16(a), verifica-se que o rob6 apresenta uma boa convergéncia para o ca-
minho desejado, apesar de apresentar ligeiras oscilagoes quando usa PPC e
CKF. O AOB ¢ mais uma vez o que permite melhores resultados, devido
a accao de compensacao introduzida pelo estado activo referente a posicao
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Figura 7.16: Comportamento do WMR para o caso de um caminho circular
usando AOB, CKF e PPC, na presenga de perturbacoes na velocidade. (a)
Posigao Relativa do WMR. (b) Velocidade longitudinal no seguimento de
caminho. (c) Estado Activo py para a posicao. (d) Estado Activo py para
a velocidade e perturbacao.
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(figura 7.16(c)). Verifica-se ainda que, por volta dos 20 s, a perturbacao
na velocidade afecta, mesmo que de forma ligeira, a posicao relativa (figu-
ra 7.16(a)), sendo rapidamente ‘compensada’ no caso do controlador AOB
devido a actuacao do seu estado activo (figura 7.16(c)). O mesmo nao se
verifica com o CKF e o PPC, pois apesar de permitirem que o rob6 ‘ten-
da’, ao longo do tempo, para a referéncia, o seu comportamento apresenta
alguma oscilagdo (mais evidente com o CKF).

Relativamente & velocidade verifica-se, pela figura 7.16(b), que na fase
inicial todos os controladores permitem a convergencia para o valor desejado.
Contudo, sensivelmente a partir dos 20 s devido a perturbacao imposta,
tanto o PPC como o CKF ‘conduzem’ a uma estabilizagao gradual num
valor que nao é o desejado. No entanto, se 0 AOB é usado como controlador,
o estado activo (figura 7.16(d)) estima a perturbacao, levando a cabo uma
accao de compensacao apropriada, isto é, o estado activo p, realiza uma
acgao de compensagao em ‘avango’. Com o AOB verifica-se (figura 7.16(b))
que o erro estacionario desaparece.

7.5.5 Incertezas de Modelacao nos Pardmetros Iner-
ciais m, e my,

Nesta seccao sao discutidos os resultados de simulagao relativamente a erros
de modelagao de +130% em m,. e m, (quase 80 Kg para além do peso
inicial), e investiga-se o desempenho do sistema num caminho em linha
recta, bem como num caminho circular. As caracteristicas do caminho
circular (centro e raio do caminho, bem como o ponto de partida) sdo os
mesmos que nos casos anteriores (ver sec¢ao 7.5.2). Para um caminho em
linha recta, y = =, os valores de hy j e hyy sdo dados pelas equagoes (5.19) e
(5.18), respectivamente, onde A = —1, B=1,e C = 0. O ponto de partida
em P, é (z.,y.) = (0.0,0.0) e o angulo de direccao é ¢ = 90°.

A perturbacao devida a erros de modelacao obriga o robo a divergir da
trajectoria desejada. A figura 7.17(a) apresenta a resposta do sistema no
caminho em linha recta, onde se verifica que todos os controladores (AOB,
CKF, PPC) permitem (como é “fisicamente” esperado) que o robo convirja
para o caminho desejado, no entanto, os controladores CKF e PPC, levam
ligeiramente mais tempo que o AOB. Do mesmo modo todos eles permitem
uma convergéncia para a velocidade desejada (figura 7.17(c)). Contudo, foi
verificado que com CKF e PPC o tempo de convergéncia é maior, quando
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Figura 7.17: Comportamento do WMR, quando ha um erro de modelacao
em m,. e m, para o caso de uma linha recta e um caminho circular usando
AOB, CKF e PPC. (a) Seguimento de caminho para um caminho em linha
recta. (b) Seguimento de caminho para um caminho circular. (c) Velocidade
longitudinal no seguimento de caminho de um caminho em linha recta. (d)
Velocidade longitudinal no seguimento de um caminho circular.
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Figura 7.18: Distancia entre o caminho actual e o desejado realizado pelo
robo (posigao relativa), quando hd um erro de modelagao em m, e m,, para

o caso de um caminho circular, usando AOB, CKF e PPC.

a perturbacao é imposta aos parametros inerciais, do que quando nenhuma
perturbagao é imposta ao sistema (figura 7.13(a)). Com o AOB obtém-se
melhores resultados tanto na convergéncia para a posicao desejada, como
para a velocidade desejada (i.e. o AOB permite uma convergéncia mais
rapida para os valores desejados). Isto deve-se ao facto de o estado activo
do AOB actuar em concordancia, compensando a perturbacao imposta ao
sistema. Note-se, no entanto, que com o AOB se verifica uma sobreelevacao
na velocidade (figura 7.17(c)), devido ao facto de o estado activo do modelo
de velocidade (figura 7.19(a)) ser muito actuante (uma vez que estd ajustado
para grandes perturbagoes). Assim, torna-se necessaria uma ‘sintonia fina’
do AOB para o modelo de velocidade de modo a reduzir a actividade do
estado activo, e, consequentemente, permitir que a sobreelevacao diminua
ou desapareca. Constata-se, que esta perturbacao afecta o sistema, princi-
palmente para o caso de um caminho circular. Neste caso, verifica-se que no
seguimento do caminho circular (figura 7.17(b) e 7.18) apenas com o AOB
é possivel seguir, sem erro, o caminho desejado. Tanto com CKF como com
PPC o caminho circular é ‘seguido’ mas com um erro estacionario (figura
7.18), que pode constituir um problema, dependendo do tipo de tarefa a
ser realizada pelo robo. No caso especifico da cadeira de rodas robotizada o
erro estaciondario apresentado com os controladores PPC e CKF, apesar de
pequeno, nao é razoavel, devido a razoes de seguranca do utilizador. Um
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Figura 7.19: Comportamento do estado activo quando ha um erro de mode-
lacdo em m, e m,, para o caso de um caminho circular, usando o AOB. (a)

Estado activo py, para o modelo de velocidade. (b) Estado activo py para o
modelo de posicao.

desvio de 0.4m pode fazer a diferenca entre descer uma rampa ou cair de
umas escadas. Deste modo, verificou-se que com o AOB se atingem melho-
res resultados. E de notar que uma cadeira de rodas estd preparada para ser
usada em ambientes interiores (com portas, corredores, curvas, etc.) onde
um erro de 0.4 m nao é aceitavel. O erro aceitavel é de poucos centimetros.
Relativamente a velocidade (figura 7.17(d)) verifica-se (tal como para a po-
si¢ao) que o tnico controlador que permite a convergéncia para a velocidade
desejada é o AOB, os outros dao origem a um ligeiro erro estaciondrio (li-
geiro aumento da velocidade). Baseado nos graficos dos estados activos py,
para a velocidade (figura 7.19(a)) e para a posi¢ao (figura 7.19(b)) verifica-se
que o estado activo “injectado” ao sistema pelo AOB realiza uma acgao de
compensacao em avanco, levando o sistema a seguir os valores de referéncia.

Com o AOB foi verificado que o erro estacionario desaparece e que o erro
transiente diminui (figura 7.18).

7.5.6 Perturbacao em Degrau e Rampa na Posicao

Considere-se de novo o mesmo caminho circular, o mesmo ponto de partida
e a mesma, perturbacao na referéncia de posicao, utilizada na seccao 7.5.3.
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Nesta seccao é analisado o desempenho dos AOBs de ordem mais elevada
na deteccao de fungoes nao-lineares.

Como ja referido neste capitulo, se a perturbacao equivalente modelada
por pr tem uma forma constante como é o caso de uma perturbacao em
degrau, a sua derivada tem o valor zero, sendo bem descrita por (7.38), logo
usa-se 0 AOB-1. No entanto se p; tiver uma forma em rampa, uma forma
quadratica ou qualquer outra forma nao-linear, a sua primeira derivada
nao é bem definida pelas propriedades estatisticas de wy. Deverd, entao,
ser utilizado um AOB de ordem superior (AOB-2, AOB-3,...,AOB-N). Nas
simulagoes foi considerada a equacao (7.57) com oy, = 10"*, v = 1/500
(para o modelo de posicao).

Tabela 7.1: Ganhos de Kalman, Kj, para o modelo de posicao
I | Ganhos de Kalman, K, [

AOB-1 Ky~ 0.1407 0.3018 0.2031 02031 0.2931]"

AOB-2 Kk%[0.1703 0.5666 1.0251 1.0433 1.0433 1.0615}T

No caso da perturbacao em degrau (figura 7.23(a)) verifica-se pelas fi-
guras 7.20(a) e 7.22(b), que com o AOB-1 a convergéncia é suave, tendendo
para um erro estaciondrio zero, isto é conseguido devido a actuacao do es-
tado activo (figura 7.23(a)).

No caso de se usar a mesma perturbacao, mas agora utilizando o AOB-2
verifica-se pelas figuras 7.21(a) e 7.22(b), que apesar do WMR convergir
mais rapidamente para o caminho, devido ao facto do estado activo ser
mais actuante (figura 7.23(c)), apresenta uma maior oscilagao, sendo esta
bastante evidente nos gréaficos da posigao relativa (figura 7.22(b)). Esta
oscilacao é devida, essencialmente, a um decréscimo de rejeicao de ruido
(devido ao facto do Kj ter aumentado) e a uma maior ac¢do do estado
activo. Assim, para este tipo de perturbacao o AOB-1 ¢ suficiente, pois
permite obter resultados bastante satisfatorios.

No caso do sistema ser sujeito a uma perturbacao em rampa (ver figura
7.23(Db)), verifica-se que quando se utiliza o AOB-1, a perturbagao em rampa
faz com que o WMR se desvie da trajectoria desejada, seguindo o caminho
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Figura 7.20: Comportamento do WMR, com AOB e na presenca de pertur-
bagoes na posicao. (a) Seguimento de caminho com perturbacao em degrau
e com AOB-1. (b) Seguimento de caminho com perturbagdo em rampa e
com AOB-1.
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Figura 7.21: Comportamento do WMR, com AOB e na presenca de pertur-
bagbes na posi¢ao. (a) Seguimento de caminho com perturbacao em degrau
e com AOB-2. (b) Seguimento de caminho com perturba¢ao em rampa e
com AOB-2.
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Figura 7.22: Comportamento do WMR, com AOB e na presenca de pertur-
bagoes na posicao. (a) Velocidade longitudinal com diferentes perturbagoes
e ordens de AOB. (b) Posigao Relativa do WMR quando se usa diferentes

perturbacoes e ordens de AOB.

com um erro estaciondrio (ver figuras 7.20(b) e 7.22(b)). Isto deve-se ao

facto do estado activo nao conseguir compensar completamente a pertur-
bagao, como se constata na figura 7.23(b). Aumentando a ordem do AOB
(i.e. AOB-2), o resultado obtido é bastante melhor, constatando-se, pelas
figuras 7.21(b) e 7.22(b), que 0 WMR j4 consegue convergir para o caminho
e o estado activo (figura 7.23(d)) ja consegue compensar completamente a
perturbacao. Assim, para este tipo de perturbacao é aconselhdvel o uso do
AOB-2. Esta melhoria nos resultados é devida, essencialmente, ao aumento
do ganho de Kalman, K}, que ocorre quando se aumenta a ordem do AOB.
Note-se que o ganho do estado activo (dltimo elemento de K}) usado para
0 AOB-2 tem um valor superior ao usado para o AOB-1 (ver tabela 7.1).
Este aumento de Kj; melhora a convergéncia para o caminho, mas dimi-
nui a capacidade de rejeicao ao ruido, tornando assim o comportamento

oscilatoério.
Para o modelo de velocidade foi utilizado o AOB de ordem 1 (AOB-1),
verificando-se o comportamento esperado para a velocidade (figura 7.22(a)).
Nesta simulacao as perturbacoes foram introduzidas na referéncia de
posicao, visto ter sido nesta que o seguimento de caminho demonstrou ser
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Figura 7.23: Comportamento do WMR, com AOB e na presenca de pertur-
bagbes na posi¢ao. (a) Estado Activo do AOB-1 para a posicao e pertur-
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mais afectado, como foi verificado em simulacoes anteriores. No entanto,
as conclusoes que se tiram para as perturbacoes introduzidas no modelo de
posicao sao extensivas ao caso em que se utilizam perturbacoes na referéncia
de velocidade. Logo, quando se tem uma perturbagao em rampa é necessario
usar o AOB-2. Todavia, para a maioria das perturbacoes reais a que os
sistemas fisicos sao sujeitos o AOB-1 é suficiente, permitindo resultados
satisfatorios.

7.5.7 Influéncia dos Elementos da Matriz Q)

Nesta seccao é analisada a importancia dos elementos da matriz (0, ou seja
os valores de 0, e @z, ,, na obtengao dos valores de K}, e consequentemente
na boa ou ma convergéncia para a referéncia. Para tal, o caminho circular
utilizado anteriormente (secgdo 7.5.3 e/ou 7.5.6), vai ser sujeito de novo a
uma perturbacao na referéncia da posicao. Utiliza-se o AOB-1 no modelo
de posigao, quando a perturbacdo for em degrau e o AOB-2 (no modelo
de posicao) quando a perturbacao utilizada for em rampa. O modelo de
velocidade usa sempre o AOB-1. Os valores utilizados, tal como ja referido
na seccao 7.4, para o modelo de posi¢ao nas simulagoes foram os seguintes:
R, = 1073, Qu,, = 107° e Q,, = 1072

Numa primeira simulacao, o sistema vai ser sujeito a uma perturbacao
em degrau na referéncia da posicao e utiliza-se o AOB-1. Nesta simulagao
mantém-se os valores de R, = 107 e @, , = 107", e variam-se os valores de
(Qp,- Mantendo-se as mesmas condicoes da simulacao anterior, sera imple-
mentada uma segunda simulacao onde se mantém os valores de R, =103,
Qp, =107* e variam-se os valores de Qz,,- Numa terceira simulagao agora
com AOB-2, e uma perturbacao em rampa, ird ser mantido unicamente o
valor de Ry = 1073 e variam-se os valores de Q,, e Qz,, simultaneamente.

AOB-1 com perturbacao em degrau e (), diferentes

Convém, desde ja referir, que os graficos da velocidade longitudinal para
qualquer uma das simulagoes desta seccao se mantém constantes, dado que
o modelo da velocidade nao estd a ser alvo de ‘modificacoes’ nem de per-
turbagoes. Exibe, assim, o comportamento desejado.

Pela figura 7.24, verifica-se que o seguimento de caminho (ver figuras
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Tabela 7.2: Ganhos de Kalman, para o AOB-1
|| | Ganhos de Kalman, K}, ||

Qp, =107% | Kj,~[0.1407 0.3018 0.2931 0.2931 0.2931]T

Qp, =1075 | K,~[0.1244 0.1790 0.0936 0.0936 0.0936]T

Quz, 5, = 1075
Qp, =1073 | Kp~[0.1700 0.5640 0.9110 0.9110 0.9110 ]T

Qa, , = 1076

L

Qp, = 1074 Kj~[0.1017 0.2487 0.2997 0.2997 0.2997 ]T

7.24(a) e (d)) melhora quando a diferenca entre @, , e (),, aumenta, ou seja
quando (),, aumenta. No entanto, é necessario alguma precaucao quando
se efectua a sintonia de ),,, dado que, como se verifica pela figura 7.24,
quando se utiliza Q,, = 1072 (que é 100 vezes maior que QIM), apesar de
ocorrer uma convergencia mais rapida para o caminho desejado, apresenta
um movimento oscilatério. Este movimento oscilatério é devido, em parte,
ao aumento do valor absoluto dos elementos de K; o que provoca maior
sensibilidade ao ruido. Note-se que o estado activo também apresenta muita
oscilagao (figura 7.24(b)), com tendéncia a diminuir ao longo do tempo.

Quando se utiliza Q,,, = Qp, = 105, verifica-se que o estado activo
‘responde’ a perturbacao mas nao tao rapidamente como o desejado, fazendo
com que o WMR se afaste mais do caminho, do que nos restantes casos. E de
notar que neste caso Kj tem os valores mais baixos de todas as combinacoes
(ver tabela 7.2).

Por fim com @,, = 107* (Q,, ¢ 10 vezes maior que @, ,), obtém-se
uma situacao de compromisso que demonstra ser a mais adequada, como
se pode verificar pela figura 7.24. Pois o WMR ¢ ‘conduzido’ de forma
suave e sem oscilagoes. Neste caso o estado activo nao apresenta oscilagoes,
compensando a perturbacao de forma eficaz.
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AOB-1 com perturbagao em degrau e (), , diferentes

Quando se mantém o valor de @,,=10~* e se variam os valores dos elementos
de @, ,, verifica-se (ver figura 7.25) que com a diminuicao dos valores de
Qs,, (Qs,,=107°), o sistema fica menos vulnerdvel ao ruido. Neste caso
com a descida dos valores de @, ,, aumenta a diferenga para o valor de
Qp, (tornando-se este 100 vezes maior que (), ). Verifica-se assim, uma
melhor actuacao do estado activo e consequentemente um melhor resultado
no seguimento de caminho, que o obtido com thkzl()*‘r’.

Note-se que o ganho do estado activo (dltimo elemento de K}) quando se
utiliza er,kzlo_ﬁ, apresenta um valor ligeiramente superior do que quando
se utiliza @, ,=107° (ver tabela 7.2).

AOB-2 com perturbagao em rampa e @,, e @, , diferentes

Tabela 7.3: Ganhos de Kalman, para o AOB-2

|| | Ganhos de Kalman, K ||

Qz,, =107

Qp, =107% | Kp~[ 0.1703 0.5666 1.0251 1.0433 1.0433 1.0615 |

Qz,, =107
Qp, =1075 | K~ [0.1488 0.3683 0.4665 04724 04724 04782 "

Qz,, =107

Qp, =107% | Kp~[ 0.1064 0.2756 0.4089 0.4149 0.4149 0.4209 ]

Qz,,‘k = 1076
Qp, =107% | K~ [0.0854 0.1665 0.1794 0.1813 0.1813 0.1832 |”

Na figura 7.26 apresentam-se os resultados de simulagao, para uma per-
turbagao em rampa, usando o AOB-2 e com vdrias combinagoes de @, , e
Qp,- Pela analise da figura 7.26 constata-se que a combinagao que ‘mostra’
ser mais eficaz a compensar a perturbacao, levando o WMR a convergir
para o caminho mais rapidamente, ¢ @), , = 107°, @Q,, = 10~*. No entanto
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esta combinagao origina alguma oscilacao (ver figuras 7.26(b) e (d)), no-
meadamente na fase inicial da perturbacao acabando esta oscilacao por se
desvanecer ao longo do tempo. Esta oscilacao deve-se, tal como ja referido
nesta sec¢ao, ao aumento do valor absoluto dos elementos de K}, (ver tabela
7.3), 0 que provoca maior sensibilidade ao ruido.

Assim, de modo a ser mantida a mesma estratégia de controlo definida
para o AOB-1, podem ser necessarios alguns ajustes em ) e R a medida
que aumenta a ordem do AOB. E de notar que, com o aumento da ordem
do AOB a matriz do sistema estendido ®, é alterada, afectando o ganho
de Kalman, e consequentemente a estabilidade do AOB. A melhoria da
estabilidade do AOB é feita a custa da diminuicao da “actividade” de py
[51].

7.5.8 Influéncia de MBA, SBA, HBA

O caminho circular apresentado na seccao 7.5.3 continua a ser utilizado nesta
seccao, e 0 WMR vai também ser sujeito a uma perturbacao em degrau na
referéncia de posicao.

Esta seccao apresenta resultados de simulacao de um dos aspectos fun-
damentais do projecto do AOB, que sao as estratégias de estimacao. Na
seccao anterior foi discutida a importancia da escolha dos valores de @),
e Qg,, de modo a obter os valores mais adequados para os elementos da
matriz Q. Assim, exemplificou-se a forma de efectuar a ‘sintonia fina’
dos elementos de @z, de modo a obter-se o melhor acerto para o sistema
de controlo, mas considerando sempre HBA. Pelo contrario, nesta seccao
discute-se a importancia e as diferencas entre MBA, SBA e HBA. Nestas
simulacgoes o sistema é sujeito a uma perturbacao em degrau, na referéncia
do modelo de posicao, aplicada aos 5 s, e os elementos da matriz (Q; nao irao
ser alterados. Todas as alteracoes serao efectuadas unicamente na matriz
de ruido de medicao Ry, sendo para o efeito utilizado uma matriz virtual'?
de ruido de medicao, Ry al-

No AOB, como ja referido, a forma geral seguida é o HBA, permitin-
do desta forma um compromisso (negociacao) entre estratégias de controlo
baseadas no modelo e baseadas na informacgao dos sensores (nas medidas).
Assim, a estimacao de estados faz o balancgo entre a informacao das medidas
e do modelo. Para as abordagens baseadas no modelo e nos sensores (MBA

12R é o ruido real e Ryirtual ¢ 0 ruido dado ao projecto do AOB.
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e SBA), a estimacao é apenas conduzida pelo modelo e apenas conduzida
pelos sensores, respectivamente.

Na figura 7.27, encontram-se os resultados obtidos com as diferentes
abordagens (MBA, SBA e HBA), considerando que 0 Ryjuq assume os

seguintes valores:
MBA —  Ryjrtwa = 10°R

SBA  —  Ryirtua = 1071°R

HBA — Ryirpuar = R

Para MBA, (Ryirua = 10'°R), verifica-se que o WMR, nao consegue
seguir o caminho, acabando por se “perder” (ver figuras 7.27(a) e (b)). Tal
acontece porque a estimativa da perturbacao é sensivelmente zero. Isto
sucede porque o estado activo (figura 7.27(d)) “nao vé” a perturbagao, uma
vez que ele confia demasiado no modelo, negligenciando as medidas. Para o
MBA, como esperado, todos os valores do ganho de Kalman, K, convergem
para zero:

K~ [0.0019 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000]" .

Ao contrario de MBA, para SBA (R = 107°R), a dindmica da
estimativa da perturbagao (i.e. o estado activo) é alta tornando o estado
activo mais actuante (figura 7.27(d)), mas também mais sensivel ao ruido.
Por este facto o WMR consegue convergir para o caminho, apds ser sujeito
a perturbacao, no entanto o seu movimento torna-se um pouco oscilatorio
(figuras 7.27(a) e (b)). E de notar que a sensibilidade ao ruido de j;, aumenta
com a diminuicao de Ry;quq- Para o SBA, como esperado K. converge, para
o estado medido, para o valor um:

K~ [1.0000 2.6653 3.0778 3.0778 3.0778]" .

Para o HBA, (Ryirwa = R), a estimativa da perturbagao é menos rui-
dosa/oscilatéria (figura 7.27(d)), do que para SBA. O WMR consegue con-
vergir para o caminho desejado apods a perturbacao, apesar de nao ser tao
rapido como o verificado para o SBA (figuras 7.27(a) e (b)). Para o HBA,
o K} assume os seguintes valores:

K~ [0.1407 0.3018 0.2931 0.2031 0.2931]".



7.5. RESULTADOS DE SIMULACAO 199

35 5 T T T
- - AOB-1, HBA '
- AOB-1, MBA ask | |
AOB-1, SBA : | - = AOB-1, HBA
— Referéncia i — AOB-1, MBA
Ponto de at AOB-1, SBA 4
Partida ! — Referéncia
30 oo
35F [ 4
1 vl
3 s 1
'E‘ )
! ‘s 1
K £ 25t : E
Eos ; 5 i
ko7 z Ll 0 4
v - !
\ = 1
v. 15+ R E
<
[
1t AN g
20 I N
5 N
05 't Sa. B
-7 ! ~
- / T
o -
15 -0.5 . . .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 25 30
X [m] Tempo [s]
(a) (b)
16 T T T 12 T T T
14F o = A
1+ S
— - AOB-1, HBA ‘
12r - AOB-1, MBA 7 :
AOB-1, SBA 08 i
— Referéncia :
1+ 4 - - AOB-1, HBA
7 J - AOB-1, MBA
E / 06 AOB-1, SBA
v 08f 4 g Y — Perturbacdo b
- ! g
2 h H
S o6k ! 4
g o6 < o4 4
= !
< i
04f | 4
! 0.2 4
i
o2r/ 4
ol e 7
~02 L L -0.2 y
10 15 20 25 30 15 20 25 30
Tempo [s]

Tempo [s]

(c)

(d)

Figura 7.27: Andlise do comportamento com HBA, MBA e SBA. (a) Segui-
mento de caminho. (b) Posi¢ao relativa. (¢) Velocidade longitudinal . (d)
Estado Activo do AOB-1 para a posicao e perturbacao em degrau.
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Resultados andlogos aos obtidos deverao ser conseguidos “escalonando”
@k em vez de Ry. Relativamente a velocidade longitudinal, como seria de
esperar, nao houve qualquer tipo de alteracao dado que os valores de Ryl
foram ‘introduzidos’ apenas no modelo/controlador de posigao.

No apéndice F encontram-se graficos que apresentam os valores estima-
dos e os valores reais, bem como a sua diferenca, para as abordagens MBA,
SBA e HBA.

7.5.9 Influéncia do Valor de 7. no AOB-1 e no CKF

Nesta sec¢ao, sao analisados os factores que envolveram a escolha da cons-
tante de tempo em malha-fechada, 7., e simultaneamente é realizada uma
comparacao entre AOB-1(HBA) e CKF(HBA). O caminho utilizado conti-
nua a ser o caminho circular utilizado nas seccoes anteriores.

Foram intimeros os ensaios elaborados, neste estudo, com varios valores
de 7.. No entanto, para o caso do robo em estudo e para o tipo de movimento
pretendido (movimento suave), os ensaios que obtiveram o desempenho mais
adequado, e que aqui se apresentam, foram obtidos para 7. = 1se 7. = 2.

Assim, ambos os modelos de posicao e de velocidade, foram simulados
com estas constantes de tempo. A perturbacao, continua a ser a utilizada
em seccoes anteriores, isto é uma perturbacao em degrau na referéncia do
sistema de posicao. Nas simulacgoes utilizam-se ainda os valores das matrizes
estocasticas referidos nas secgoes 7.4.2 e 7.4.3.

Por observagao das figuras'® 7.28(a),(b) e (d), verifica-se que para ambos
os controladores o melhor resultado é conseguido quando se utiliza 7. = 1 s.
Como esperado, o WMR com o AOB-1 segue bem a referéncia, pelo con-
trario com o CKF é completamente alterado pela perturbacao, estabilizan-
do numa trajectéria que nao é a desejada. A accao do estado activo é
fundamental para o AOB-1, pois permite compensar a perturbacao (figura
7.29(b)), conduzindo o WMR para o caminho desejado.

Se o estado activo py estiver ‘desligado’, o algoritmo do AOB ‘perde’
as equacoes de estado activo, sendo entao equivalente ao CKF e conse-
quentemente nao consegue compensar a perturbacao.O AOB de ordem zero
(AOB-0) pode entao ser visto como um CKF. Assim, conclui-se que se o con-
trolador AOB ¢ usado, o estado activo estima a perturbacao proporcionando

13Nas figuras 7, é representado simplesmente por 7.
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Figura 7.29: Comportamento do WMR com diferentes 7, para AOB-1. (a)
Estado activo para a velocidade. (b) Estado activo para a posicao e pertur-

bacao.

uma accao de compensacao apropriada. Por outro lado, se o controlador
tem um observador sem estado activo (logo sem acgao de compensacio),
como o CKF, o erro do estado estaciondrio é funcao do ganho de Kalman.

O erro de estado estacionario verificado, quando se utiliza o CKF, deve-
-se ao facto de, para esta perturbacao os valores utilizados para Q) e Ry
(especificamente para o CKF), ndo serem os mais adequados. No entanto,
provavelmente este problema voltaria a existir se o sistema fosse sujeito a
outro tipo de perturbacao que nao a actual. E de notar, que o CKF é de
ganho constante, tendo por isso tendéncia a originar um erro estacionario.
Se o controlador fosse de ganho variavel este erro estaciondrio teria tendéncia
a diminuir/desaparecer havendo uma melhor convergéncia para os valores
de referéncia, mas nao tao rapida como a que se obtém com o AOB.

A grande virtude do AOB é a sua capacidade de adaptacao e compen-
sacao aos varios tipos de perturbagoes.

Relativamente a velocidade (figura 7.28(c)), verifica-se que o WMR tende
mais rapidamente para a velocidade no caso de se usar 7. = 1s, indepen-
dentemente de se usar AOB-1 ou CKF. No entanto, é de notar que nesta
simulagdo, o modelo (sistema) da velocidade ndo estd sujeito a qualquer
tipo de perturbacao.

O estado activo do AOB-1, quer para a velocidade (figura 7.29(a)), quer
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Figura 7.30: Aceleragoes presentes no WMR, com AOB-1. (a) Aceleragao
com 7, = 1s. (b) Aceleragao com 7, = 2s.

para a posi¢ao (figura 7.29(b)), demonstra ser ligeiramente mais actuante
quando se utiliza 7, = 1 s. Como era esperado, este incremento de actuacao
implica um ligeiro aumento do esforco de comando, dado que este aumenta
a medida que o valor de 7, diminui [51].

O valor da constante de tempo, 7., pode ser diminuido, mas deve ser
acompanhado de um redimensionamento dos valores de ) e Ry, de modo
a nao permitir a saturagao do esfor¢o de comando [51].

Apesar de 7, = 1 s obter melhores resultados (ser mais rapido), nao foi
este o valor de 7, utilizado na generalidade das simulacoes apresentadas nes-
te capitulo, mas sim 7. = 2s. Tal, deve-se ao facto de que para 7, = 1s o
sistema (i.e. a cadeira de rodas robotizada) apresentar maiores valores de
aceleracao, logo reaccoes mais rapidas, do que as obtidas com 7, = 2 s, prin-
cipalmente quando sujeito a perturbacoes. Assim, e dadas as circunstancias
em que a cadeira de rodas é utilizada, a escolha de 7, = 1 s implicaria um
menor conforto do utilizador deste tipo de veiculo, devido, como ja referido,
as aceleragoes mais acentuadas e reacgoes mais bruscas (ver figuras 7.30(a)
e (b)).

Segundo Felipe e Navin [71], a aceleragao e desaceleracao lateral de con-
forto méaxima permitida, em pequenas curvas, para os automoéveis comuns
é de 0.35g — 0.40¢g o que corresponde a 3.43ms 2 —3.92ms 2. Assim, dado



204 CAPITULO 7. SEGUIMENTO DE CAMINHO - DISCRETO

que se utiliza uma cadeira de rodas robotizada, que nao possui o conforto
de um automovel, optou-se por valores de aceleracao relativamente mais
baixos. Portanto, a opgao recaiu sobre o 7. = 2s (figura 7.30(b)) em de-
trimento de 7. = 1s (figura 7.30(a)), dado que apresenta aceleragoes mais
baixas, possibilitando maior conforto ao utilizador.

7.5.10 Seguimento de um Caminho ‘Composto’

Foi mostrado por Dubins [63] e Reeds [153] e mais tarde em [38],[164],[74],
que todos os caminhos, mesmo os mais pequenos, podem ser divididos em
arcos circulares e linhas rectas. O resultado é um caminho continuo dividido
em ‘parcelas’ com descontinuidade na ligagdo entre os segmentos (arcos
circulares e linhas rectas). Um exemplo deste tipo de caminho, composto
por arcos circulares e linhas rectas, é apresentado na figura 7.31(a).

De modo a realizar o seguimento de caminho deste caminho “composto”
é usado exclusivamente o controlador AOB, uma vez que tanto com o CKF
como com o PPC verificam-se dificuldades (quando o sistema é sujeito a
perturbagoes) no seguimento de caminho e nao se consegue atingir o fim do
caminho. De modo a ser verificada a robustez do controlador AOB (bem
como o funcionamento intrinseco do AOB) quando sujeito a diferentes per-
turbagoes, o sistema sera sujeito, como na seccao 7.5.3, a uma perturbagao
em degrau na referéncia de posi¢ao (ver figura 7.32(b)). A figura 7.31(b)
mostra o excelente desempenho do sistema de controlo. Quando a pertur-
bacao é introduzida, o robo desvia-se no maximo 1.2 m do caminho desejado
(figura 7.31(d)), contudo este erro estaciondrio é rapidamente compensado
pelo estado activo (figura 7.32(b)) do AOB. A partir da observagao, do eixo
do tempo, da figura 7.31(d) verifica-se que aproximadamente aos 22s, 38s,
53s e 70s o sistema apresenta pequenos erros transitorios, que sao devi-
dos as transigoes entre segmentos (caminhos em linha recta ou circulares).
Note-se que o ponto final (z,y) de um segmento nao é necessariamente coin-
cidente com o ponto inicial do segmento seguinte. Por esse motivo existem,
necessariamente, sempre descontinuidades e desvios. No entanto, devido a
utilizacao do AOB as descontinuidades sao “negociadas” sem qualquer difi-
culdade, uma vez que o estado activo (figura 7.32(b)) faz a sua compensacao.
Como resultado, o desvio do caminho actual ao caminho desejado quase nao
existe, e os erros transitérios (devido as transigoes entre segmentos) exibem
no maximo uma amplitude de 0.03m (ver figura 7.31(d)).
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Figura 7.31: Comportamento do WMR para o caso de um caminho “com-
posto” na presenca de uma perturbacao na referéncia de posicao, usando
o AOB. (a) Caminho “composto” desejado. (b) Seguimento de caminho
para um caminho “composto”. (c¢) Velocidade longitudinal no seguimento
de caminho. (d) Distancia entre o caminho actual e o desejado, realizado
pelo rob6 (posigao relativa).
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No que diz respeito a velocidade (como nao sofre perturbagao), observa-
-se que ela converge para o valor desejado (figura 7.31(c)) e o estado acti-
vo para o modelo de velocidade (figura 7.32(a)) mantém-se perto de zero,
excepto no tempo inicial, como esperado (onde a velocidade aumenta de
0m/s até 1.414m/s).

Para este tipo de caminho (figura 7.31(a)), sao apresentadas no apéndice
E, outras simulagoes, que vém mais uma vez comprovar a robustez e efi-
ciencia do AOB no seguimento de caminho, com ou sem perturbacoes e
partindo, ou nao, de uma posicao correcta.

7.6 Conclusoes

Neste capitulo foi discutida a implementacao do controlo, em discreto, da
cadeira de rodas robotizada, tendo em atencao que este ‘WMR/’, possui al-
gumas particularidades muito préprias, nomeadamente no que respeita a
seguranca do utilizador, a necessidade de ter uma navegacao suave e sem
aceleragoes bruscas. Apds a discretizacao e a colocacao de pdlos para os
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modelos de posigao e velocidade, foi apresentada e discutida a estrutura (e
algoritmo) do AOB, bem como as suas diversas estratégias de estimacao.
O objectivo principal do AOB é conseguir um comportamento em malha
fechada desejado sem ter em consideracao as imperfeicoes dos modelos usa-
dos em projectos de controlo. Para atingir este objectivo é necessério: 1)
uma especificagao do sistema, em malha fechada, desejado; 2) uma equagao
extra, referida a entrada do sistema de modo a estimar uma perturbacao
equivalente. Esta perturbacao equivalente é descrita por um estado activo
pe- As evolugoes py sao quantificadas de um modo estatistico. Os métodos
probabilisticos sao essenciais no projecto do AOB. A teoria estocdstica pre-
sente no AOB estd ligada ao conceito do filtro de Kalman. Propriedades do
ganho de Kalman permitem definir trés diferentes estratégias de estimagcao:
MBA, SBA e HBA [51].

Tanto o controlador AOB como o CKF baseiam-se no filtro de Kalman.
A diferenca entre estes controladores é a sua estrutura. O controlador AOB
usa o filtro de Kalman numa estrutura de controlo por realimentacao nao-
-classica, tendo como entrada os ‘sinais’ de referéncia e de saida (1, yx) em
vez de (ug, yx). Deste modo e por introducao de uma varidvel de estado
extra, como discutido na seccao 7.3.1, é possivel estimar a perturbacao equi-
valente que ird “actuar” no sistema, permitindo cancelar a sua influéncia.
Com esta estratégia é possivel impor o comportamento em malha-fechada
desejado a todo o sistema de controlo.

Foram ainda, neste capitulo, apresentados e analisados, através de simu-
lacao computacional, os resultados obtidos com o AOB, quando o sistema
é sujeito a diversas perturbacoes. Com base nestas simulacoes realizou-se
uma analise comparativa entre AOB versus CKF versus PPC. Nas diversas
simulagoes efectuadas, discutiu-se a influéncia da escolha das velocidades
desejadas no seguimento de caminho, bem como da constante de tempo em
malha fechada, 7.. Analisou-se, também, o efeito das incertezas de mode-
lacao nos parametros inerciais (massa), tendo o AOB mostrado boa capa-
cidade de compensacao a esta “perturbacao” quando comparado com os
controladores PPC e CKF. O mesmo foi verificado quando sujeitos a outros
tipos de perturbacao. Assim, pelo que foi observado neste estudo, pode-se
concluir que o AOB, comparativamente as estratégias de controlo cldssicas
(PPC e CKF), apresenta melhores resultados no seguimento de caminho.

Extensas simulacgoes foram realizadas de modo a evidenciar, quer a fle-
xibilidade do AOB para diferentes estratégias de controlo (MBA, SBA e
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HBA), quer a influéncia dos elementos da matriz @)y na sintonia do AOB.
Mostrou-se ainda que aumentando a ordem do AOB aumenta a capacidade
para ‘seguir’ perturbacoes nao-lineares mais elevadas, mas a sensibilidade
ao ruido aumenta e a estabilidade relativa e a robustez diminuem. Repro-
jectando os parametros estocdsticos para AOBs de ordens mais elevadas
pode-se melhorar a estabilidade relativa [51].

E de notar que esta é a primeira vez que o projecto do controlador
AOB ¢ aplicado a seguimento de caminho de WMRs. Os resultados obtidos
mostraram a validade e a eficiéncia do projecto de controlo do AOB no
seguimento de caminho, mesmo quando os parametros fisicos do WMR  (e.g.
a massa) foram alterados.



Capitulo 8

Conclusoes

Planear o movimento (comportamento) para manobras automatizadas de
veiculos, como por exemplo um WMR, um carro ou uma cadeira de rodas
eléctrica, é uma tarefa complexa. Uma das possiveis abordagens é aproximar
o comportamento do ‘veiculo automatizado’, ao comportamento que teria
um humano que se deparasse com o problema da “conducao” desse veiculo,
entre obstaculos, num ambiente complexo.

Um sistema robético, que é capaz de executar tarefas de um modo se-
melhante a um humano, é chamado um sistema robdético inteligente [51].
Segundo Antsaklis [12] um sistema de controlo inteligente deve ser capaz
de realizar, pelo menos, uma das seguintes funcoes: planeamento de acgoes,
aprendizagem com base na experiéncia passada, deteccao de erros e sua cor-
reccao. Tais sistemas rednem sinergias em vdrias dreas disciplinares (tais
como o controlo cldssico, controlo estocastico, légica difusa, redes neuro-
nais, aprendizagem), com o objectivo de actuarem em conformidade com o
problema com que se deparam. Portanto, os sistemas de controlo inteligen-
tes expandem as potencialidades do controlo classico, através da inclusao
de outras estruturas de conhecimento, de modo a obter comportamentos
inteligentes.

O controlo classico permite resolver, muitos problemas de sistemas ba-
seados no modelo de referéncia, e a teoria estocastica quantifica de modo
robusto incertezas de modelo, ruidos, nao-linearidades, e diversos tipos de
perturbacoes. Assim, para se obterem sistemas de controlo robustos a varios
tipos de incertezas, pode-se recorrer a técnicas estocasticas para complemen-
tar as determinfsticas (e.g. controlo cldssico).

209
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Nos ultimos anos, a dinamica e o controlo de sistemas mecanicos nao-
-holénomos receberam grande atencao por parte dos investigadores, na area
da robodtica. No trabalho descrito nesta tese foram também considerados
tais sistemas, bem como sistemas mecanicos sujeitos a restricoes rolantes
(sistemas que sao frequentemente encontrados na robética).

A evolucgao dos projectos mecanicos e de sistemas de controlo de movi-
mento tem vindo a permitir, quer uma melhor aplicacao dos robos méveis
com rodas (WMR) a tarefas em ambientes ndo estruturados, quer a um
controlo mais eficiente dos WMRs. Um dos problemas que tem influenciado
os varios algoritmos de controlo de seguimento de caminho, apresentados
na literatura, é a necessidade da existéncia de robustez contra ruido, per-
turbagoes, incertezas do modelo e nao-linearidades.

Este trabalho, apresentou metodologias para construir sistemas de con-
trolo inteligentes. A maior parte das andlises recorrem aos conceitos do
filtro de Kalman, expandindo-lhe as suas potencialidades a varios dominios,
tais como o controlo adaptativo robusto.

Assim, nesta tese foi apresentada em detalhe, a implementacao de uma
nova estratégia de controlo para o seguimento de caminho de WMRs sujeitos
a restricoes nao-holénomas. Esta estratégia de controlo é composta por uma
malha interna de linearizagao por realimentacao entrada-saida e por uma
malha externa de controlo linear com o controlador com Observador Activo
baseado no filtro de Kalman (AOB), proposto por Cortesao [51]. No entanto,
esta foi a primeira vez que o AOB foi aplicado a WMRs. Esta estratégia de
controlo apresenta a particularidade de ser usada em modo discreto. Além
disso, é robusta contra incertezas e perturbacoes.

Nesta tese, foram abordados aspectos envolvidos no projecto e imple-
mentacao de controladores para sistemas com restricoes nao-holéonomas. As
restricoes nao-holénomas sao basicamente restricoes a manobrabilidade do
sistema (i.e. do WMR). Este capitulo resume o esfor¢o de pesquisa apre-
sentado nesta tese.

8.1 Consideracoes Finais

Apresentam-se nesta seccao, de forma sucinta, os ‘pontos-chave’ discutidos
nos capitulos desta tese.
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Cinematica de Robods Modveis

No capitulo 3, foram apresentados de forma aprofundada e sistematica,
os conceitos tedricos necessarios ao calculo do modelo cinematico de qual-
quer WMR, e foi ilustrada a aplicacao desta metodologia para o modelo
cinematico do WMR em estudo (cadeira de rodas robotizada).

No desenvolvimento deste capitulo, apés uma breve consideracao tedrica
sobre o tipo de rodas existentes nos WMRs, abordou-se a atribuicao de sis-
temas de coordenadas através da convencao de Sheth-Uicker. Os sistemas
de coordenadas instantaneamente coincidentes, sao uma das pedras chave
na obtencao do modelo cinemadtico. Sistemas de coordenadas instantanea-
mente coincidentes, conduzem directamente ao Jacobiano da Roda, que re-
laciona as velocidades de uma roda com as velocidades do corpo do WMR.
Calcularam-se, através da aplicacao da solucao dos minimos quadrados, as
duas solucoes da equacao composta do robo: a solucao da velocidade inversa
actuada e a solucao da velocidade avancada detectada. Na solucao de velo-
cidade inversa actuada, calcularam-se as velocidades actuadas das rodas a
partir das velocidades do corpo do WMR. Por sua vez, no calculo da solucao
de velocidade avancada detectada calcularam-se as velocidades do corpo do
WMR, apenas a partir das velocidades detectadas (medidas com sensores)
das rodas. Constatou-se que, a solucao de velocidade avancada detectada
pode ser simplificada, eliminando as equacoes de movimento das rodas com
trés DOFs e que ndo sdo medidas (e.g. ‘castores’), uma vez que elas nao
afectam a solucao.

Pode-se, ainda, concluir que para seguir uma trajectéria (para aplicagoes
de Ambito geral), necessita-se apenas de um robd com dois graus de liberda-
de. Um WMR com dois graus de liberdade permite um projecto mecanico
mais simples, reduzindo tanto os custos de ‘hardware’ como de construgao.
O modelo cinemético torna-se, também, mais simples de projectar e de im-
plementar.

Por fim, foi realizada a transformacao das velocidades do robo em estudo,
do sistema de coordenadas do robo para o sistema de coordenadas do mundo
(chao), e obtiveram-se as suas restri¢oes cinematicas.

O capitulo 3 contribuiu, através das metodologias apresentadas, para
elucidar e obter uma boa pratica de engenharia no célculo do modelo ci-
nematico de um WMR.
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Dinamica de Robos Modveis

No capitulo 4, foi sistematizada e clarificada a dinamica de robos méveis com
rodas. Ao longo do capitulo foram abordados varios conceitos necesséarios a
compreensao da dinamica dos WMRs, nomeadamente a formulacao de La-
grange, a classificacao de sistemas nao-holénomos (recorrendo a dlgebra de
Lie), e a representacao em espaco de estados do sistema. A ‘base de traba-
lho” apresentada é muito geral e permite tratar tanto as restricoes holénomas
como nao-holénomas de um modo unificado. Entao, transformou-se o pro-
blema do controlo de um sistema dinamico com restri¢oes, num problema
padrao, equivalente, de controlo nao-linear. A aplicagao destas metodologias
foi ilustrada na obtencao do modelo dindmico do WMR em estudo (cadeira
de rodas robotizada). A dindmica de robos méveis é bastante importante
no controlo de seguimento de caminhos, uma vez que os robos méveis tem
uma mobilidade restrita, traduzida em restri¢coes nao-holénomas. Por isso,
um bom modelo dinamico é fundamental na caracterizacao do robo, com
o objectivo de obter um bom desempenho ao nivel do seu controlo. Dado
que as rodas motrizes (actuadas) sao as tinicas que estao ligadas a motores,
desprezaram-se, na obtencao do modelo dinamico, as rodas tipo “castor”,
cabendo a estas, apenas, manter o equilibrio do rob6. Convém referir que,
as rodas tipo “castor” permitem tres graus de liberdade, nao impondo por-
tanto nenhuma restricao cinematica ao movimento do WMR. No entanto, o
sistema de controlo deve ser suficientemente robusto para minimizar as per-
turbacoes ao movimento, causadas pela existéncia destas rodas, cujo efeito
é particularmente sensivel em mudancas nao suaves de direccao e/ou de
sentido. O facto de se proceder ao estudo dinamico, permite ter modelos
de simulacao mais realistas, e permite testar e ajustar os controladores em
ambiente simulado sem ser necessario recorrer constantemente ao protétipo.
Por outro lado, a inclusao do modelo dindmico na malha de controlo, e nao
apenas do modelo cinematico, conduz a construcao de controladores mais
robustos. O capitulo 4 contribuiu para elucidar o modo de obtencao do grau
de holonomia de um sistema, a obtencao do modelo dinamico de um WMR
e a representacao em espaco de estados do sistema.

Linearizagao por Realimentacgao

Uma vez que no capitulo 4 se obteve um sistema nao-linear, tornou-se ne-
cessario proceder a sua linearizacao, de modo a possibilitar o seu controlo li-
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near. Assim, no capitulo 5 considerou-se este problema, tendo sido aplicada
uma transformacao nao-linear de estado. A linearizagao por realimentacao
foi estudada para o modelo de um robo mével com rodas, tendo-se concluido
que a linearizacao entrada-estado nao é aplicavel devido ao facto de o siste-
ma nao ser localmente controlavel. Calculou-se, entao, uma realimentacao
nao-linear, que garante estabilidade entrada-saida e estabilidade para o sis-
tema global. Apresentou-se entao, de forma sistematizada e detalhada, a
linearizacao por realimentacao entrada-saida. A linearizacao entrada-saida
foi aplicada com sucesso tendo desacoplado e linearizado o sistema. Foi ana-
lisada a dinamica interna nao observavel resultante deste procedimento. Na
escolha das variaveis de saida teve-se em consideracao o tipo de algoritmo
pretendido, i.e. “algoritmo de seguimento de caminho”, tendo-se escolhido
como variaveis de saida: - a menor distancia desde o ponto de referéncia no
WMR ao caminho desejado, e - a velocidade longitudinal. Foram calculados
os Jacobianos e as matrizes de desacoplamento para os dois caminhos basicos
(arco circular e linha recta). Entao, a condi¢ao necesséria e suficiente para
que o sistema seja linearizado por entrada-saida é que det(®y) # 0. Se esta
condigao se verificar, por aplicagdo da realimenta¢ao nao-linear (equagao
(5.14)), obtém-se um sistema linearizado e desacoplado.

Seguimento de Caminho - Continuo

No capitulo 6, foram apresentados dois esquemas de controlo de seguimento
de caminho, em tempo continuo, do WMR, (um considerou apenas o mo-
delo do sistema dinamico do rob6 moével, o outro, semelhante ao anterior,
considerou também os motores da cadeira de rodas). Ambos os esquemas
de controlo permitiram caracterizar de um modo intrinseco um controlador
de seguimento de caminho. O controlador utilizado na malha de realimen-
tacao linear foi um controlador por colocagao de pélos (PPC). Investigou-se,
através de simulacao computacional, a influéncia das diferentes escolhas de
velocidades iniciais e de angulos iniciais no comportamento do seguimento
de caminho, tendo-se concluido, para ambos os esquemas de controlo, que
o WMR, partindo de uma distancia afastada do caminho, converge mais
depressa para o caminho desejado quando a velocidade inicial é baixa. Do
mesmo modo, verificou-se que quanto mais direccionado para o caminho
estiver o WMR, mais rapidamente ele se aproxima desse caminho. E de
notar que, quer para as velocidades iniciais, quer para os angulos iniciais, o
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WMR converge para o caminho de forma suave (i.e. sem movimentos brus-
cos), o que é desejdvel para o caso da cadeira de rodas robotizada. Através
de resultados de simulacgao, ilustrou-se o desempenho dos esquemas de con-
trolo apresentados, tendo-se concluido, que o algoritmo de seguimento de
caminho mostrou ser uma estratégia de controlo realistica em situacoes em
que um ‘veiculo’ necessita seguir um caminho com uma dada velocidade
desejada.

Seguimento de Caminho - Discreto

As contribuicoes principais desta tese, foram implementadas no capitulo 7,
e sao aqui resumidas. Nesse capitulo foram descritas as metodologias res-
peitantes a discretizacao, e a colocacao de pélos em malha fechada para os
modelos de posicao e velocidade, e foi discutida e apresentada uma nova
estratégia de controlo para o seguimento de caminho, em tempo discreto,
de WMRs sujeitos a restricoes nao-holénomas. Este algoritmo de contro-
lo de seguimento de caminho da cadeira de rodas robotizada, obedeceu a
algumas particularidades muito préprias, nomeadamente no que respeitou
a seguranca do utilizador, e a necessidade de ter uma navegacao suave e
sem aceleracoes bruscas. Este novo algoritmo foi implementado em tempo
discreto, sendo robusto contra ruido, incertezas de modelo, perturbacoes e
outras nao-linearidades. Esta estratégia de controlo é composta por uma
malha interna de linearizagao por realimentacao entrada-saida e por uma
malha externa de controlo linear onde usou o Controlador com Observador
Activo baseado no filtro de Kalman (AOB). O filtro de Kalman teve por-
tanto um papel fundamental neste algoritmo. Foi apresentado o algoritmo
geral do AOB e os teoremas bésicos que lhe servem de base. O objectivo
principal do AOB ¢é conseguir um comportamento em malha fechada dese-
jado, independentemente das imperfeicoes dos modelos usados em projectos
de controlo. Para atingir este objectivo foi necessario: 1) uma especificagao
do sistema, em malha fechada, desejado; 2) uma equagao extra, referida
a entrada do sistema de modo a estimar uma perturbagao equivalente; 3)
O projecto estocastico das matrizes de Kalman () e R para o controlador
AOB. Os parametros estocasticos foram considerados no contexto do esta-
do do sistema. Estes parametros, {;, , definem a incerteza do modelo do
sistema. O valor desta incerteza deve ser baixo, reflectindo desta forma
confianca no modelo; tudo que nao se ‘enquadre’ nesta incerteza é consi-
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derado perturbacao e a sua influéncia deve ser atenuada/cancelada. Esta
perturbacao equivalente, referida a entrada do sistema, é descrita por um
estado activo py. As evolugoes P, sao quantificadas de um modo estatistico.
A estrutura estocdstica nas matrizes de Kalman é constante (fixa), o que
implica que o ganho de Kalman seja também constante. A relacao entre a
matriz de ruido do sistema, (), e a matriz de ruido de medicao, R, define
o ganho de Kalman e consequentemente a estratégia de estimacao. Tres
estratégias de estimacgao foram testadas com base na informacgao do mode-
lo e dos sensores [51]. Tanto o controlador AOB, como o controlador de
colocagao de pélos com observador por filtro de Kalman (CKF), usam o
filtro de Kalman. A diferenca entre estes controladores é a sua estrutura.
O controlador AOB usa o projecto de Kalman numa estrutura de controlo
por realimentacao nao-classica, tendo como entrada os ‘sinais’ de referéncia
e de saida (74, yx) em vez de (ug, yx). Deste modo, e por introdugao de
uma variavel de estado extra foi possivel estimar a perturbacao equivalente
que “actuou” no sistema, permitindo cancelar a sua influéncia. Com esta
estratégia foi possivel impor o comportamento em malha-fechada desejado
a todo o sistema de controlo.

As potencialidades do AOB foram testadas, no seguimento de caminho
de WMRs, através de simulacao computacional, quando sujeito a diver-
sas perturbagoes e estratégias. Baseado nestas simulagoes realizou-se uma
andlise comparativa entre AOB versus CKF versus PPC, tendo-se observado
que o AOB permitiu obter melhores resultados no seguimento de caminho.
Nas diversas simulacoes efectuadas, foi ainda discutida a influéncia da es-
colha, das velocidades desejadas no seguimento de caminho, bem como da
constante de tempo em malha fechada, 7.. Analisou-se, também, o efeito das
incertezas de modelacdo nos parametros inerciais (massa), i.e. foi simulado
o transporte de um passageiro com cerca de 80Kg na cadeira de rodas, ten-
do o AOB mostrado boa capacidade de compensacao a esta “perturbacao”,
quando comparado com os resultados obtidos pelos controladores PPC e
CKF. O mesmo foi verificado quando expostos a outros tipos de pertur-
bacao. Extensas simulagoes foram, ainda, realizadas de modo a evidenciar,
quer a flexibilidade do AOB para diferentes estratégias de controlo (MBA,
SBA e HBA), quer a influéncia dos elementos da matriz (), na ‘sintonia’
do AOB. Confirmou-se também neste estudo que, aumentando a ordem do
AOB aumenta a capacidade para ‘seguir’ perturbagoes nao-lineares mais
elevadas, mas a sensibilidade ao ruido aumenta e a estabilidade relativa e
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a robustez diminuem [51]. Reajustando os parametros estocdsticos para
AOBs de ordens mais elevadas pode-se melhorar a estabilidade relativa.

E de notar que esta foi a primeira vez que o projecto do controlador AOB
foi aplicado a seguimento de caminho de WMRs. Os resultados obtidos
mostraram a validade, a eficiéncia e robustez do projecto de controlo do
AOB no seguimento de caminho, mesmo quando os parametros fisicos do
WMR (e.g. a massa) foram alterados.

8.2 Trabalho Futuro

Este trabalho serve como base a diferentes areas de investigacao em robética
e pode ser estendido em varias direcgoes. Algumas direcgoes importantes
para futura investigacao sao apresentadas.

Uma direccao futura de fundamental importancia, é a validacao expe-
rimental, e a generalizacao para outros WMRs, da estratégia de controlo
de seguimento de caminho apresentada. A sua aplicacao ao mundo real,
permitira abordar algumas técnicas de controlo complementares para, por
exemplo, diminuir o erro da odometria existente, pois na realidade podem
existir escorregamentos e erros de arredondamento durante as medigoes.
Seria, ainda, interessante fazer o seguimento de caminho fazendo uso de
modelos, mais precisos, da dinamica dos motores, bem como utilizando a
identificacdo em linha de parametros (e.g. de massas, e de inércias).

Na estratégia de controlo apresentada nesta tese, a velocidade longitu-
dinal foi considerada constante, e o seu valor foi escolhido apés uma analise
prévia da cinematica e da dinamica do WMR, e ainda do tipo de tarefa a
que este se destina. No entanto, esta andlise nao é isenta de imperfeicoes
que possam conduzir a uma especificagao inadequada de um perfil de velo-
cidade. A interaccao das rodas do WMR com o solo, foi sempre considerado
de dificil modelagao originando desvios de trajectéria/caminho, no caso de
se utilizar uma velocidade que nao se coaduna, quer com o tipo de solo (e.g.
liso/rugoso, seco/molhado), quer com o tipo de percurso (e.g. com curvas
acentuadas). Entao, relativamente ao seguimento de caminho, seria inte-
ressante que o controlo de velocidade fosse realizado de modo adaptativo
em que a velocidade fosse ajustada em tempo-real, i.e. conseguir adequar
a velocidade automaticamente quer ao raio de curvatura, quer ao tipo e
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estado do piso. Isto iria permitir que o WMR seguisse com maior precisao o
caminho desejado, particularmente nas curvas mais acentuadas. Uma abor-
dagem para resolver este desvio de caminho seria a utilizacao de algoritmos
que aumentassem a velocidade do WMR (até ao valor maximo desejado)
durante os periodos em que os erros de desvio de caminho fossem pequenos,
e diminuissem a velocidade do WMR durante os periodos em que os erros
de desvio de caminho fossem grandes.

Qualquer método usado na resolucao de um problema apresenta sempre
aspectos que podem ser melhorados e/ou desenvolvidos. Como foi discuti-
do neste trabalho, os sistemas de controlo adaptativo sao projectados para
modificar o sinal de controlo a medida que o “meio ambiente” muda, de
modo a apresentarem um desempenho 6ptimo. Um sistema sujeito a in-
certezas tem uma certa dificuldade em manter esse desempenho éptimo,
apresentando por vezes instabilidade. Uma abordagem interessante para
resolver este problema seria a aplicacao de métodos de aprendizagem que
permitissem reconhecer caracteristicas e padroes familiares nas incertezas,
ou perturbacoes, a que o sistema fosse sujeito, e que permitissem escolher
as “matrizes” mais adequadas ao tipo de perturbacao. Melhorando assim,
significativamente, os resultados e a estabilidade do sistema.

Uma area importante para aplicacao deste estudo, sera a implementacao
do seguimento de caminho em arquitecturas mistas de controlo. Nesta abor-
dagem, a conducao do robd poderd ser efectuada usando procedimentos
estratégicos (planeamento de caminho) e reactivos (uso de sensores), bem
como o controlador de seguimento de caminho como elemento auxiliar na
conducao. Este projecto podera proporcionar ao WMR a capacidade de
adaptar o seu movimento a ambientes desconhecidos e dinamicos a partir
de um “controlador” estratégico.
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Apeéndice A
Definicoes e Teoremas

As definicoes que em seguida se apresentam sao uteis para compreender
alguns conceitos introduzidos nos diversos capitulos, tendo sido ja descritas
em [95, 123, 137, 174, 1, 135, 70, 69].

Assim, e para um melhor entendimento destas definicoes e teoremas,
apresentam-se de novo as equacoes do sistema nao-linear:

&= f(2) + ga)u (A1)

y = h(x) (A.2)

Tendo em atencao que, em geral, o espaco de estados consiste numa
variedade M na qual se definem os campos de vectores f e g. Neste apéndice,
vai ser considerado R"™ como o espaco de estados do sistema, ou seja,
M = R".

Definicao 4. A qualquer conjunto de coordenadas que especificam unica-
mente a configuracao de um sistema chamamos coordenadas de Lagrange.

Se o nimero de coordenadas de Lagrange é maior que o nimero de
graus de liberdade do sistema, por exemplo F' graus de liberdade, entao
pode-se especificar F' das coordenadas de Lagrange como sendo coordena-
das primdrias. As restantes coordenadas sao chamadas coordenadas se-
cunddrias. Em mecanica classica, as coordenadas primarias sao chamadas
coordenadas generalizadas.

219
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Definicao 5. A forma geral das restri¢cdes consideradas na mecanica cldssica

s

e

> Apgdgs + Aydt =0 (r=1,2,...,m) (A.3)
s=1
na qual ¢ = [ G Q2 .- Gn ]T sao as coordenadas generalizadas dos sis-

temas dinamicos, t € o tempo e A,y e A, sao funcgoes de q diferencidveis
parcialmente, pelo menos uma vez. FEstas ‘m’ formas diferenciais lineares
sao chamadas forma Pfaffian. Se A,, na equagao (A.3) é zero, entdo o con-
junto de restricoes é chamado catastdtico e o sistema dinamico resultante
€ chamado um sistema catastatico. De outro modo a restricao é chamada
acatastatica.

Teorema 3. Na maior parte dos casos, as Restricoes sao Pfaffian, e sdo
apresentadas na forma

al (¢)G=0 ou A" (q)G=0

i
onde se constata que sao lineares nas velocidades.

Definigao 6. Qualquer restricio que possa ser reduzida d forma f(q,t)=0
€ chamada restricao holonoma, onde q € o conjunto de coordenadas de
Lagrange do sistema et é o tempo.

Definigao 7. Qualquer restrigao que nao pode ser reduzida a forma f(q,t)=0
¢ chamada restricao nao-holénoma.

Definicao 8. Uma coordenada que ndo € definida como uma funcgdo de q e
de t, mas a sua derivada é uma forma de Pfaffian em q e t, é denominada
de quasi-coordenadas.

O conceito de quasi-coordenadas é muito util no estudo de sistemas nao
holénomos onde as restricoes sao definidas ao nivel da velocidade, mas nao
sao definidas ao nivel da posicao devido a nao integrabilidade das equagoes
de restricao.

Definigao 9. Seja A um subconjunto aberto de R" e f : A — R™. Diz-se
que a funcao f € suave se todas as derivadas parciais de qualquer ordem
existirem e forem continuas.
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Definigao 10. Seja A um subconjunto aberto de R", a f: A— R™ é chamada
de difeomorfismo se é suave, e se a sua inversa f ! existe e é suave.

Definicao 11. Seja A um subconjunto aberto de R™. Um mapeamento é
uma coleccio F = (fy, ..., fm) de fungées f; : A — R. O mapeamento
F: A— R™ € suave se todas as funcgoes f; sdo suaves.

Teorema 4. Sejam U e V subconjuntos abertos de R™. Um mapeamento
F:U —V éum difeomorfismo se é bijectivo (injectivo e sobrejectivo), e se
F e F~! sao suaves.

Definigdo 12. Um subconjunto M C RF é chamado variedade suave de
dimensao n, se para cada v € M existe uma vizinhanca aberta de x,
W N MW C RF) que é difeomorfo a um subconjunto aberto U C R™.

No que se segue M é uma variedade diferencidvel de dimensao n. (Para
mais detalhes consultar [95, 137, 162]).

Defini¢ao 13. Uma distribui¢cao A de dimensdo k na variedade M (de di-
mensdo n) é um mapeamento que atribui, o cada x € M, um sub-espaco de
dimensao k de R™ de modo que as sequintes condigoes de suavidade sejam
satisfeitas: Para cada oy € M existe um conjunto aberto U C M contendo
o e k campos de vectores fi,..., fr tais que

(1) {f1, fo, .-, fi} € um conjunto linearmente independente em U, isto é
{fi(z), fo(x), ..., fe(x)} € um conjunto de vectores linearmente independen-
tes, Ve € U, e

(11) A(.T) :span{fl(x),fQ(x),,fk(x)}, Ve eU.

Definicao 14. A matriz Jacobiana de F': A C R™ — R™ ¢ a matriz

... onh
OF o On
Oz Ofm ... Ofm
ox1 0Tn

Definicao 15. Seja f um campo de vectores suave em U C R" e A : U — R
uma funcgao suave em U. A derivada de Lie de A na direccdo f € uma funcgao
U — R, denotada por L\ e definida por

fi(x)
(LN () = [ () -+ 2(2)] :
fn()
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O uso repetido do operador Ly resulta em L’})\ =Ly (L’}_l)\), com L(})\ =\

Definigao 16. Sejam f e g campos de vectores, o produto [f,g] é definido

por 5 5
[f: ] a_i - a_J;
Ao produto [-,-] € usual chamar produto de Lie ou paréntesis de Lie.
E ébvio que [f,g] = —1[g, f] e [f,g] = 0 para campos de vectores cons-
tantes ‘f " e ‘g’. Igualmente, a identidade Jacobi vem,

(b, [f, gl + [f, g, Bl + g, [h, f]] = O

A sequinte notagao é comummente usada na representacdo dos paréntesis
de Lie:
ad}g (q) = g (q)
adrg (q) = [f, 9] ()
adbg (q) = [f,adi'g] (¢), k>1

Definicao 17. O conjunto de campos de vectores suaves em R™ com a
operacao de paréntesis de Lie é uma dlgebra de Lie.

Definicao 18. Um conjunto linearmente independente de campos de vec-
tores { f1, fa, ..., fn} diz-se involutivo se e s se, existirem fungoes escalares
ok : R" — R tais que

fzaf] Zazyk \V/Z,]

onde x pertence a R".

Involutividade significa que se forem formados os paréntesis de Lie de
quaisquer pares de campos de vectores a partir do conjunto {fi, fo, ..., fn},
entao o campo de vectores resultante pode ser expresso como uma combi-
nacao linear do conjunto original de campos de vectores.

Definicao 19. A mais pequena distribuicdo involutiva que contém A é cha-
mado o fecho involutivo de A e é denotado por A*.
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Teorema 5. Sequndo o Teorema de Frobenius, uma distribuicdo requlart A
¢ completamente integrdvel se e so se é involutiva.

e Uma distribuicao de dimensdo 1 (isto é, associada a um dnico campo
de vectores) é sempre integrdvel.

A demonstracao deste teorema pode encontrar-se em [95].

Definigao 20. Considere o sistema nao-linear (A.1), onde x € o estado e u
é a entrada. O sistema (A.1) designa-se controldvel se para quaisquer dois
pontos x1, xo em M (a variedade em espagos de estados) existe um controlo
u tal que o sistema (A.1) com a condi¢do inicial x1 atinge o ponto xo ao fim
de um intervalo de tempo finito T, i.e. u:[0,T] = U tal que x (T) = xs.

A controlabilidade é um conceito béasico na teoria de controlo. No en-
tanto, provar a controlabilidade de um sistema nao linear nao é, em geral,
simples.

Definicao 21. No caso particular da controlabilidade de sistemas nao-
holonomos, considere-se um sistema de controlo ndo-linear

i = 1@+ i)

que € controldavel se Vxi,xo € M
AT < oo, u:[0,T] = U: x(T,0,21,u) = xo
Teorema 6. No caso linear
x':Ax+ijuj:Ax—|—Bu
j=1

todas as defini¢oes de controlabilidade sdo equivalentes e os testes associados
reduzem-se a condicao ordem de Kalman:

rank (B AB A’B ... A"'B)=n

Y Uma distribuicdo é regular se dimA(q)= constante, Yq.
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Teorema 7. Um teste de controlabilidade é um teste de nao-holonomia.
Um conjunto de k restrigoes de Pfaffian

A(g)g=0

é (completamente) nao-holénomo se e sd se o modelo cinemdatico associado
¢ controldvel, isto € dim A* = n, sendo A* o “fecho involutivo”. Conclui-se
que a controlabilidade, no seu espaco de configuracdao global, é equivalente a
nao-holonomia (completa) das restrigoes cinemdticas originais.

Definigao 22. O sistema (A.1) com [ e g campos de vectores suaves em R",
diz-se ser linearizdvel por entrada-estado se existir um aberto Q2 em R™, um
difeomorfismo T:Q— R™, e uma lei de controlo de realimentacdo nao-linear

u=oa(r)+p(x)v

tal que as novas varidveis de estado z = T (x) e a nova entrada v satisfaz
uma relacdo linear invariante no tempo

z=Az+ Bv
[0 1 0 0]
0 01 0
onde A=1|" "~ =~~~ eB:[OOO..l]T.
000 . .1
000 .. 0]

em que A € R"™" ¢ B € R", satisfazem rank(B, AB, ..., A" 1B) =n.

Teorema 8. O sistema & = f(x)+ g(x)u € linearizdvel entrada-estado se e
s0 se satisfizer as sequintes condig¢oes:

1. Os campos de vectores {g, adyg, ...,ad’}_lg} sao linearmente inde-
pendentes em §2;

2. A distribuicao A := span{g, ad;g, ...,ad’;_Qg} ¢ involutiva em Q.

Definigao 23. O sistema (A.1) com a equagdo de saida (A.2) diz-se lineari-
zavel entrada-saida se € possivel gerar uma relacao diferencial linear entre a
saida y e uma nova entrada v (onde v é definido de modo similar a defini¢ao
de lineariza¢ao entrada-estado).
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Definicoes de linearizacao entrada-saida e linearizacao entrada-estado
generalizam-se naturalmente para casos de multipla entrada-multipla saida.

Definicao 24. A dinamica interna € a parte da dinamica do sistema que é
dada como nao-observavel pelo processo de linearizacao entrada-saida.

E chamada dinamica interna porque nao pode ser vista a partir da re-
lacao entrada-saida.

Definicao 25. A dindmica zero, do sistema nao linear (A.1) e (A.2), € de-
finida como sendo a dinamica interna do sistema quando a saida do sistema
€ mantida a zero pela entrada.

Definicao 26. Para toda a matriz A € R™*™, existe uma matriz unica
At € R™™  que é chamada inversa generalizada, e que satisfaz:

(i))AATA=A (i) ATAAY=A%  (iii)(AAT)T=AA+  (iv)(AtA)T=ATA

onde AT representa a transposta de A. No caso especial em que a ma-
triz A € uma matriz nao-singular quadrada, a inversa generalizada de A é
simplesmente a sua inversa, i.e. AT = A1,

Quando m > n e rank(A) = n a inversa generalizada de A é dada por
At = (ATA) TAT. Quando m < n e rank(A) = m a inversa generalizada
de A é dada por AT = AT(AAT) L.

Definicao 27. Para qualquer deslocamento virtual o trabalho virtual reali-
zado por uma forca F, considerando ds como um deslocamento virtual, é
dado por:

W = Féscos (F,0s) = Fy,0x + F,0y + F,z

e considerando um sistema, com p particulas, actuado por forcas Fy,Fy,. .. F,,

e considerando os deslocamentos, 651,05, ...,05,, o trabalho virtual total €

P
OW =" Fy.0m; + Fy,0y; + F.,0%
i=1
Definigao 28. O estado de equilibrio x=0 do sistema dindmico (A.1) diz-se

estdavel se, para cada R >0, existe um r >0, tal que se ||z (0)||<r, entdo
||z (t)||< R para todo o t>0. De outro modo, o ponto de equilibrio € instdvel.

A definicao de estabilidade acima é também chamada estabilidade de
Lagrange ou Estabilidade de Lyapunov.
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Definicao 29. O ponto de equilibrio 0 é assimptoticamente estdvel, se for
estdvel e se para além disso, existe algum r > 0 tal que ||z (0)|| < r implique
que z (t) — 0 quando t — oo.

Estabilidade assimptotica significa que o equilibrio é estavel, e que além
disso, os estados que comegam perto de 0 convergem para 0 a medida que o
tempo tende para infinito. Qualquer ponto de equilibrio que é estavel segun-
do Lagrange mas nao assimptoticamente estavel é chamado marginalmente
estavel.

Para uma melhor compreensao das defini¢oes anteriores deve-se ter em
consideracdo a seguinte figura [174]:

Figura A.1: Diagrama de conceitos de estabilidade.

Na figura anterior R representa o raio da circunferéncia maior, r é o raio
da circunferéncia menor, Sg é a superficie do circulo maior, S, é a superficie
do circulo mais pequeno e 0 é o centro das circunferéncias. Por observacao
da Figura pode-se concluir, tendo em atencao a estabilidade dos sistemas,
que:

Estavel- x(0) deve estar sempre perto de 0 e a sua norma deve ser
menor que 7;

Assimptoticamente estdvel- Curva, 1;

Marginalmente estdvel- Curva 2;

Instdvel- Curva 3.



Apéendice B

Aplicacao do Método de
Lagrange

Neste apéndice pretende-se elucidar a aplicacao do método de Lagrange a
outros WMRs, em que o centro de massa seja colocado em posicao diferente
da do rob6 em estudo (capitulo 4), ou quando, de acordo com outras coor-
denadas generalizadas, os calculos sao realizados em relacao a Py em vez de
P..

B.1 Centro Geométrico = Centro de Massa.

Considere a dinamica de um robo moével com duas rodas motrizes que pode
mover-se na direc¢ao na qual ‘aponta’, e roda sobre o seu centro geométrico,
como representado na figura B.1 (Murray, 1997), [134].

Este robo é actuado por duas rodas, 2b é o comprimento do eixo entre
rodas do robo movel e r é o raio das rodas. o—xy € o sistema de coordenadas
do mundo e Py — XY é o sistema de coordenadas do robo mével. F, ¢é a
origem de coordenadas do sistema Py — XY e situa-se no meio do eixo
das rodas de direccao/traccao. Os angulos de rotacao das duas rodas sao
representados por 6,., 0;,. A posicao do robo é determinada pelos valores de xy
do seu centro e pelo seu angulo de direccao ¢. O equilibrio do robo é mantido
por rodas tipo ‘castor’ cujo efeito, salvo caso contrario, se vai ignorar. Assim,
g=[zo yo ¢ 0, 0] representa a configuracio do sistema (i.e. as cinco
coordenadas generalizadas). Neste exemplo, o centro de massa é coincidente
com o centro geométrico, i.e. situa-se em Fy, logo d = 0.

227
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y
{W} {Wioxy}
0 X {RIP_XY}

Figura B.1: Esboco de um robo mével de duas rodas motrizes.

Na modelacao de cada contacto usa-se a suposicao que em cada contacto
existe um movimento ‘rolante’ puro, i.e. cada roda pode rolar na direccao
da orientacao da roda, e girar sobre o seu eixo vertical, mas nao desliza.

Umas deducgoes simples mostram que esta suposicao produz as seguintes
restrigoes (diferentes das calculadas no capitulo 4):

Proposicao 4. Admitindo-se somente a existéncia de movimento da plata-
forma na direcgao do sentido de deslocamento, obtém-se:
w'(q)§ = —dgsiné + jpcos ¢ = 0 (B.1)
Demonstragao: Da cinemética de um robé mével com rodas (ver figura
B.1) observa-se que:
Lo = VRy COS @
Yo = VR SN @ (B.2)
¢ = wg
onde v, representa a velocidade linear segundo o eixo z no referencial do

robo, e wg é a velocidade angular.
Na forma matricial vem

ANERID
HEEI
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ou seja py = R(d)pr, onde py é a velocidade no referencial do mundo, pg
¢ a velocidade no referencial do rob6 e R(¢) é a matriz de transformacao.

Da equagao (B.2) resulta:

—Tp sin ¢ = —Vpg, €OS P Sin @
1o COS ¢ = VR, SIN ¢ COS @

—Tosing + ypcos g =0

Obtém-se assim a primeira restrigao cinematica:

w'(q)g = —igsin ¢ + g cos ¢ = 0

somando membro—a—membro as equacoes:

Proposicao 5. Considerando que as rodas do veiculo nao escorregam, re-

sulta: . ‘
wZ(q)q = ZpCcos o+ Yosing + bop —rb, =0

w?(q)§ = dcos ¢ + Yo sing — b — rh; = 0
Demonstracao: Ainda da cinemadtica obtém-se
2b¢.) = ré, — Tél
2R = ré, + rél
Esta tltima equagao (B.6) pode dar origem a:
Tér = 2URy — Tél
Tél = 2URy — Tér
Da equagao (B.2) obtém-se

{ Lo = VR COS @

yO = VRg SiH(IS

e consequentemente
T COS ) = Vpy COS P°

o Sin ¢ = Vg, sin ¢°

(B.3)
(B.4)

(B.9)
(B.10)
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Adicionando (B.9) a (B.10):
To COS P + Yo Sin ¢ = Vg, (B.11)
Regressando a equacao (B.5), pode-se reescrevé-la da seguinte forma:
2b¢ — rf, + 6, = 0 (B.12)
De (B.8) e (B.12) e eliminando 6;, resulta:
2b(i) — rér + 2URy — ré, =0, simplificando vem bé — Tér 4+ VR =0

e tendo em consideracao a equagao (B.11), obtém-se a segunda restrigao
cinematica:

w?(q)d = G cos ¢ + o sin ¢ + b — 16, = 0

Para a obtencao da terceira restri¢ao multiplica-se a equagao (B.12) por
“—1"e vem:

—2b¢ + 1, — 16, =0 (B.13)
De (B.7) e (B.13) e eliminando 6,, resulta:

—2b¢ + 2wpy — rf —rf, =0, simplificando vem  — b + vgy — rf; =0

e tendo em consideragao a equagao (B.11), obtém-se a terceira restrigao
cinematica:

w*(q)§ = 2 cos ¢ + 1o sin ¢ — b — 16, = 0

Estas restricoes podem ser reescritas na forma matricial A(q)¢ = 0,
obtendo-se

—sing cos¢p O 0 O

A(q)=| cos¢p sing b —r 0 (B.14)
cos¢ sing —b 0 —r

Para este exemplo, as equagoes (3.83) e (4.20) podem ser escritas como
se segue:
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e Equacoes Cinematicas:

¢ = S(q)v(t) (B.15)

que tendo em consideracao a cinemdtica do robo pode ser reescrita
como:

T 5C08¢ 5 COSQ
Yo zsing Lsing 0
o | = z - [ 9.7“ ] (B.16)
0, 1 0 !
0, 0 1
Equacoes Dinamicas:
M(q)v +C(g,4)v = B(q)T (B.17)

onde v pode ser considerado uma entrada de controlo e representa o
vector das velocidades angulares das rodas (6,,6;). A equacio (B.17)
foi obtida a partir da equacao (4.36) considerando que a energia po-
tencial é constante pois nao hd variacao de altura do robé ao solo. M,
6, e B representam, respectivamente:

M=S"MS (B.18)
C=S"(MS+CS) (B.19)
B=5"B (B.20)

Assim, é necessario calcular o Lagrangiano, para obter M, C, e B, e
conseguir posteriormente calcular M, C, e B. Torna-se, entao, necessdrio
proceder ao calculo das energias cinéticas presentes no robo.

Dado que neste exemplo d = 0, ou seja, o centro geométrico coincide
com o centro de massa (em Fp), a energia cinética no ponto Py do robd é
dada por:

1. Energia cinética da Plataforma:

-Movimento linear:
-2 -2)
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-Movimento Rotacional:

1 .
Trot = §Ic¢2

-Energia cinética Global:
Para obter a energia cinética total da plataforma, basta somar as
energias referentes aos movimentos linear e rotacional, donde resulta

1 1. .
Tp = Tyip + Thot = §mc(fvg + 7)) + §IC¢2 (B.21)

. Energia cinética das Rodas:

A energia cinética das rodas em relacao a P, ja foi calculada no
capitulo 4. Logo, para se obter a energia cinética total das rodas,
basta somar as contribuicoes de cada uma das rodas, para tal basta
somar as equagoes (4.27) e (4.28), obtendo-se entao

1 1 . 1 . 1 . .
T =TT =5 (2m) (35 + )45 (2m0) (0 §°) 45 (2Lm) 6745 L (6,46
(B.22)

Energia cinética Total:

Agora, para se determinar a energia total do rob6 basta simplesmente
somar as energias cinéticas da plataforma e das rodas, ou seja, as
equagoes (B.21) e (B.22), donde resulta

1 1. 1. .
T=Tp+Tr= 5 (M +2my) (:'vg+g)§)+§¢2 (IC+2mwb2+21m)+§Iw (62407)

Para este sistema, o Lagrangiano é entao:

1 1 .1 ..
Lye(q,4) = §mt($g +95) + §f¢2 + 5[,1,(93 +67) — mugr (B.23)

onde, I = I, +2m,b* + 21, e m=mg+ 2my.

Como o ultimo termo (energia potencial) desta equacao é constante e

nao depende das coordenadas generalizadas, nos calculos que se seguem,
em que é usada a equagdo de Lagrange, a sua contribuigdo vai ser nula (i.e.
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ov. __ oV _
9¢; 0g; 0)

Pela Equagao de Lagrange, resulta:

1)

Lge i
d <3Lge> _ 9L, =17, , logo calculando as derivadas:

dt \ 90, 00,

aaLéie = 1,0, ; %(Iwér) = 1,0, ; aaLgi@ =0, obtém-se: I,0, =1,
2)

% <65Lg‘ie> — 8;99[8 =7, , utilizando o raciocinio anterior: I,6;,=1.

3)

% <88Lx,ie> — aalf;“;e =0 , calculando as derivadas:

aaLx,i’: = mudg ; %(mtfvg) = myy ; aa[;;e =0, entao: mudy=0.
4)

% <aalg;ie> — aalg;ie =0, utilizando o raciocinio anterior: m;gj,=0.

5)

% <a§;e> - 8;:;8 =0 , pelo cdlculo das derivadas:

aan‘Ze =1é; %(Iq}))z[gﬁ; aaL(Ze:O, obtém-se: I = 0.
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Finalmente pode-se colocar, na forma matricial:

M(q) q F
~ - \/—:H —
mg; 0 0 0 O To 0
0 m 0 0 0 ijo 0
0 0 I 0 0 o | =10 |,
0 0 01, 0 0, s
0 0 0 0 I, i, 7

obteve-se assim a matriz M, onde M € R>*%, e constatou-se que nao tem
forcas de Coriolis.

A equagdo (B.17) pode ser de novo reescrita como M(q) = B(q)7, para
este caso. Assim, é necessario obter M(q) e B(q).

Agora é s6 aplicar a equacao (B.18), vem entao:

g

r

2
r

2

mg 0 0 0 O0f|5cosg Fcosg
oo e 5 1 g8 o b
cos¢ ssing —g 0 1 % %
0 0 0 0 ILJ| 0 |
my5 cos ¢ myk cos ¢
o e & L 0] MR
5c08¢ gsing —5 0 1 [Z)b 02b
0 I,

donde resulta

M

T'2 T'2 T'2 ,,,2
_ {thJF[mﬂLIw me'r — Iim ]

[ O r? 2

Do mesmo modo calcula-se a matriz B, onde B € R>*?
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B
0 0 0
0 0 0
0[=|0 0 [T’"], agora que se obteve a matriz B, calcula-se B,
ol |t ofl"
Tl 01

entao, através da equagao (B.20), vem:
10
101

Logo, pode-se apresentar as equagoes dinadmicas M (q)r = B(q)7 do
seguinte modo:
7.2 7.2 7.2 7.2 o~

2 r2 2 2 -
mtI—Im mtI—FIm‘i‘[w 91 0 1 Ti

Zcosgp Lsing —L 0 1

E_{%cosgzﬁ ssing 5 1 0]
2

2

o= O O O
_ o O O O

B.2 Centro Geométrico # Centro de Massa.

Neste exemplo [77] considera-se 0 mesmo rob6 que na sec¢ao B.1 (ver figura
B.1), o que muda em relagao ao exemplo anterior é a localizagao do centro
de massa do robd mével, que neste caso é em P, em vez de em P, (ou seja,
P, situa-se no eixo X e a uma distancia “d”’de P).

A configuracao deste robo pode ser descrita por cinco coordenadas ge-
neralizadas (diferentes das utilizadas no capitulo 4):

q:[xo Yo ¢ 0O, GZ]T-

Assume-se que as rodas rolam e nao escorregam. Entao existem trés
restri¢oes (tal como ja exposto na seccao B.1). Tem-se entao em relagao a
P()l

o COS ¢ — Tgsing = 0 (B.24)

o COS ¢ + o sin ¢ + bp — 76, = 0 (B.25)
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o coS ¢+ Yo sing — b — 16, = 0 (B.26)

estas restri¢coes podem ser reescritas na forma

Alg)g=0
com

—sing cos¢p O 0 O
A(q)=| cos¢p sing b —r 0 (B.27)
cos¢ sing —b 0 —r

As equacoes da cinemédtica e da dindmica podem ser reescritas (tal como
na sec¢ao B.1) como:

q=S(q)v(t) (B.28)
M(q)i + C(q,¢)v = B(q)T (B.29)

Tendo em consideracao as equacoes de restricao (e consequentemente a
cinemdtica) do rob6 mével, vem para S(g) (em relacao a Fp):

5COSQ 5 COSQ
r r

§Sin¢ §Sin¢
r I

S(q) = 2 % (B.30)
1 0
0 1

O passo seguinte é calcular o Lagrangiano, para obter M, C, e B, para
este sistema.

Neste caso, como no anterior exemplo, G(¢) = 0 (ver equagao (4.18)),
porque a trajectoria da base mével esta restrita ao plano horizontal, i.e. o
sistema nao pode mudar a sua posicao vertical, o que implica que a energia
potencial, V', permaneca constante.

Assim, para se calcular a “Energia Cinética”em P, vem:

1. Energia cinética da Plataforma:

-Movimento linear:
Comeca-se por calcular a velocidade no ponto P., logo
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ZTe = Ty + dcos ¢ e =Ty — dsmq§¢
d d
{ ye=yo+dsing 1O Vem{ e = o + d.cos 6

O quadrado de cada uma das expressoes é:

i? = :'UO + d%sin ¢%¢? — 2iyd sin ¢¢
12 = 52 4 d? cos 2% + 25od cos po

e consequentemente:
32 4 g2 = @2 4 g2 + d®¢® + 2dg(ijo cos ¢ — F sin @)

Finalmente obtém-se a energia cinética relativa ao movimento linear:

1 1 1
Tiin= 2mc(x —l—yc) §mc(x0+y0)+2mc(d2¢2)+mcd¢(y0 COS p—I¢ sin ¢)

-Movimento Rotacional:

rot - 5 c¢

-Energia cinética Global:
Para obter a energia cinética total da plataforma, basta somar as
energias referentes aos movimentos linear e rotacional, donde resulta

1 1 . . 1 .
Tp=gme(&5+5)+5me(d¢*)+medd (o cos gy sin §)+5 16" (B.31)

. Energia cinética das Rodas:

O calculo da energia cinética das rodas para o exemplo 2, é precisa-
mente igual ao do exemplo 1. Logo, obtém-se:

l(2Im)<i>2+%lw(9'3+9'f) (B.32)

Ty (2ma) (F-+38) 5 (2ma) (207)+
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3. Energia cinética Total:

Agora, para se determinar a energia total do robd, basta simplesmente
somar as energias cinéticas da plataforma e das rodas, ou seja as
equagoes (B.31) e (B.32), donde resulta

1 o o Lo 1 o - L
T=Tp+Tr= §mt(xg+y§)+§¢2f+§Tw(93+9l2) +m.do (Yo cos p—zg sin @)
onde my =m,+2m, e I =m.d*+2myb>+ 1.+ 2I,,.
Assim, para o Lagrangiano, obtém-se :

Lye(q; @%mt(fcﬁwé)%f q'ﬁ?%fw (67+07)+med(io cos p—ao sin ¢) —my g v
(B.33)

Sendo a energia potencial, V' (¢)=m; g r, constante (pois considera-se que

a altura do rob6 ao solo nao varia) e dado que nao depende de qualquer uma
das coordenadas generalizadas, nos calculos que se seguem, em que é usada

a equacao de Lagrange, a sua contribuicao vai ser nula (i.e. g—; = g—; =0)
(2 (2

Pela Equacgao de Lagrange, vem entao:
1)

L L
d <6 96) _ OLge =0 , calculando as derivadas:

E 81'0 8x0
L e . T

0 22 = mydo — meddsin @ ;

81'0

d . ) .

%(mtfvg — medgsin @) = myiy — med(psin ¢ + ¢ cos @) ;

aLge , . o 12

B 0, obtém-se, muiy— m.d(¢sind + ¢°cosp) = 0.
Lo

2)

i aL.ge — OLye =0 , calculando as derivadas:
dt \ 9o Yo



B.2. CENTRO GEOMETRICO # CENTRO DE MASSA. 239

OLge
9Yo

= mugo + Medd cos ¢ ;

d . . .
g + medcos ) = majo + med(6 cos 6 — ¢ sin )
Ly, ) ) ) -
0 =0, vem entdo, Mmyijo+ m.d(¢pcosp — ¢~ sin¢p) = 0.
0

3)

L L
da <3 98) _ Ol _ 0 , calculando as derivadas:

dt \_ 9¢ -
I .
0 2= = I+ med(gjo cos ¢ — i sin @) ;
09
i <8L?e> = I + m.d(ijo cos ¢ — o sin ¢ — &g sin ¢ — &y cos p) ;
dt \ 0¢
OLe T :
8; = mdp(—7yo sin ¢ — @ cos P);
d aLge aLge . . ..
- 9¢ ) — =1 -
7 < 5 ) 96 ¢ 4+ m.dijy cos ¢ — m.dZy sin @,

obtém-se, I(}ﬁ + m.dijp cos ¢ — m.dxysin ¢ = 0.

4)
L L
(2 LA OLye _ 7, , calculando as derivadas:
dt \ 09, o0,
OL,. . d . . L, i §
aéi =10, ; %(Iwﬁr) =10, ; 89i =0, vem entdo I,0, =T,.

5)

d aL e aL e e . ;. . -
— < J ) — % — 7, utilizando o raciocinio anterior: I,6;,=1.
dt 00, 891



240 APENDICE B. APLICACAO DO METODO DE LAGRANGE

As equacoes dinamicas sao entao:

Myity — med(@sin ¢ + ¢% cos ¢) = 0
mydio + med(dcos ¢ — ¢*sin ) =0
{1+ medijy cos ¢ — mediy sing = 0
1,0, =,
[wél =T

;

Escrevendo na forma matricial, considerando M (q)§+C(q, §)¢ = B(q)T,
vem

M(q) g
P e \/—fH
my 0 —medsing 0 0 o
0 my medcosg 0 0 Yo
—medsing medcos ¢ I 0 0 o |+
0 0 0 I, 0 0,
0 0 0 0 I, i,
C(q,4) q B(q)
- - ~— T ——
0 0 —medopcosep 0 0 Zo 00 r
0 0 —medpsing 0 0 Yo 00|77
+10 0 0 00 6 =100 {T}
0 0 0 0 0 0, 10 !
00 0 00 0, 0 1

De modo a obterem-se equagoes dinamicas “simplificadas”, é necessario

reescrever o sistema como apresentado na equagao (B.17). Assim, é preciso
obter M(q), C'(q,q) e B(q).

Aplicando a expressao M (B.18), vem

my 0 —medsing 0 0 |[5cosg 5coso
0 my medcosgp 0 0 ssing  £sing
MS=|—m.dsin¢g m.dcos¢o I 0 0 % — %
0 0 0 I, 0 1 0

0 0 0 0 I, 0 1
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T — scos¢ gsing 5 1 0

T T : T
scos¢ gsing —5 0 1

My COS ¢ — medgy sing  mys cos ¢ + medsg; sin ¢
myg Sin ¢ + medg; c0s ¢ my 3 sin @ — medgy cos ¢

X IQLb —IQLb
I, 0
0 I,

donde resulta

Zmb® + 1)+ 1,  Lo(mb® —1)

=
Zm? = 1) I (mb® 4+ 1)+ 1,

Do mesmo modo calcula-se a matriz C' (B.19),

my 0 —medsing 0 0[-LIsingd —Isinepe
‘ 0 mg medcosg 0 0 % cos (;5(;5 % cos (;5(;5
MS=|—m.dsin¢ m.dcosep 1 0 0 0 0
0 0 0 I, 0 0 0
0 0 0 0 I, 0 0

—Mmy 5 sin ¢é —My 5 sin ¢¢
My COS OO My COS P

= Lmedd Emedd
0 0
0 0
0 0 —mcdcosgzﬁgzé 0 0 5C08Q 5 COSQ
0 0 —medsingd 0 0 Lsing Lsing
cS=10 0 0 00 =z - | =
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
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’"mc cos qﬁqﬁ T";Ij cosqﬁqﬁ

’"mC smgbgzﬁ ’"mg Slnd)d)

= 0 0
0 0
0 0

Somando (MS) e (CS),

—my 3 sin b — Tm” cos gz$¢ —mt2 sin d)(/) + ’"mc cos d)(i)
my 5 COS PP — ’"mc sin ¢ My COS bd + ’"mc sin ¢

MS+CS= Cinedo Enedd
0 0
0 0

Finalmente aplicando a equacao (B.19), obtém-se a matriz

T A T
o scosg gsing o 1 0 o
T

5co8¢ gsing —5 0 1

—my & sin d).(/.) ’"mc cos d)(/) —Mmy s Sin ¢¢ + ”;bc cos gz$¢
My COS PP — ’"mc sin ¢¢ My COS bp + ’"mc sin ¢¢

X gmcdqﬁ mcdqﬁ
0 0
0 0
— 0 ”m d(i)
O — . 2ple
[ —Gmedé 0 ]

Falta ainda calcular a matriz B (B.20), vem ento:

3]

5 5 COS @ %s?n¢ % 10
5cos¢ gsing —5 0 1

2 2

o= O O O
_ o O O O
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Logo, podem-se apresentar as equagoes dinamicas (B.17) do seguinte
modo:

[%mb?mm f (b~ 1) HQH ; %mmwr]:

2AmP—I) (D)1, 6] [ ~Smdd 0 0,

-0 117

onde 7, e 7 sao os bindrios que actuam nas rodas direita e esquerda, res-
pectivamente.
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Apéndice C

Deducao de Equacoes

C.1 Calculo das Derivadas de =z

Nesta seccao apresenta-se o calculo detalhado da obtencao das equagoes
(5.11)-(5.13), apresentadas no capitulo 5.

Sabendo que

% h(q) h(q)
z=T(@)= |2 |=|L@ | =| v |,
23 h(q) h(q)
e que | o0
qg=5S(qv(t) e Jh:a_q

pode comegar-se a demonstracao do célculo das equagoes (ou seja, o célculo
das derivadas de z):

e Processo de obtencao de z;:

) Ooh .
2 =h(q) — %4 = 8_qq = J,S(q)v

sabendo que ®4(q) = J5(¢)S(q), vem

— Z = Q4(q)v = 2o
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e Processo de obtencao de Z:
2= Dy(q) — 2 = Da(q)v + Pu(q)v
pela equacao (4.40) verifica-se que 7 = u, logo resulta

— 2y = By(q)v + Py(q)u = v

e Processo de obtencao de Z3:

. . 0h, .
z3="h(q) — Z3= 3_qq — Z3 = J; S(q)v(t)

De modo a eliminar v na equacao de 23, sabendo que
2o =P4(q)v = v=1229,"(q)

e considerando que z3 é apresentado em termos de Jacobiano, é ne-
cessario eliminar ®4(g). Vem entdo

h
= =Sy =550 0) 5
q

Como ®4(q) = J; S, vem

— 23 =J: S (JpS) " 2 .

E de notar que neste caso z3 e Z3 representam a parte da dinamica
interna do sistema, que é a parte nao observavel.



Apeéendice D

Especificacoes do Sistema
Fisico “Real”

A cadeira de rodas robotizada é um sistema que se pode enquadrar na area
da robética mével com rodas, apresentando, no entanto, a particularidade
de ser um sistema que possui um utilizador humano.

(b)

Figura D.1: Cadeira de rodas: (a) Vista de perfil. (b) vista de lado.
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D.1 Cadeira de Rodas

A figura D.1 ilustra a cadeira de rodas, preparada para uso exterior e
interior, existente no Instituto de Sistemas e Robdética (ISR) pélo de Coim-
bra. Esta cadeira de rodas foi fabricada pela empresa Vector Mobility e foi
adquirida pelo ISR ao instituto americano KIPR, (Kiss Institute for Practi-
cal Robots).

E uma cadeira de rodas motorizada convencional que pode ser coman-
dada por meio de um joystick. Como se pode constatar pela figura D.1 a
cadeira possui duas rodas actuadas e trés rodas livres tipo “castor”, a ro-
da livre traseira encontra-se ligada a um amortecedor, conferindo-lhe maior
estabilidade e seguranca.

As caracteristicas cinematicas e dinamicas da cadeira de rodas foram ja
expostas de forma detalhada nos capitulos 3 e 4, respectivamente.

A cadeira de rodas, desde que foi adquirida pelo ISR, tem vindo pro-
gressivamente a ser melhorada no seu equipamento e funcionalidades. Na
figura D.1(a) observa-se a presenca de um computador portatil que se en-
contra ligado a rede Ethernet do ISR permitindo comunicagao TCP/IP, e
uma cadeia de sensores de ultra-sons (sonares), entre outros.

Especificagoes de Poténcia:

e A autonomia da cadeira, é garantida por duas baterias de 12 Volts, e
¢ de algumas horas;

e A caixa de velocidades (ou de engrenagens) tem um factor de 1 : 10;
e A velocidade maxima (de fbrica) é de £9 K'm/h;
e A cadeira é dotada de 2 motores DC de 24V.

Nota: O controlo dos motores é conseguido por intermédio dos sinais
de velocidade (v; e 12) que entram nos controladores PID, sendo enviados
ao médulo de poténcia que gera os sinais de comando (sinais PWM de 24V)
para os motores DC.

Codificadores ()pticos das Rodas:

A capacidade de auto-localizacao é essencial para o seguimento de cami-
nho, deste modo colocaram-se encoders (codificadores 6pticos), nas rodas
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actuadas da cadeira de rodas, que proporcionam informacao sobre os deslo-
camentos de cada roda. Os codificadores utilizados na cadeira de rodas sao
de quadratura, possibilitando a deteccao do sentido de rotacao do motor, e
estao ‘ajustados’ para uma resolucao de 2000 pulsos, o que permite 20000
pulsos por cada revolucao da roda, uma vez que o factor de desmultiplicacao
da engrenagem do motor é de 10.

Uma vez que o nimero de pulsos é directamente proporcional ao deslo-
camento das rodas, para se obter uma relagao entre o deslocamento linear
de cada roda e o nimero de pulsos, torna-se necessario relacionar o raio da
roda, r, com o nimero de pulsos por cada revolucao da roda, N,.,, de modo
a que:

2rr
NT‘@’U

Dado que o raio ‘efectivo’ da roda é r = 0.17m, e N,., = 20000, por
substituigao em (D.1) obtém-se a correspondéncia de um deslocamento de
0.0534mm para cada pulso.

= lpulso . (D.1)

Em cada uma das rodas actuadas encontra-se um codificador 6ptico
que permite calcular a velocidade angular de cada uma das rodas. Sao
codificadores de elevada resolucao que permitem obter informacao precisa
do deslocamento das rodas, permitindo calcular a posicao da cadeira no

pOHtO Pca (l‘c, Ye, ¢)

D.2 Odometria

A odometria permite actualizar a posicao da cadeira. Os cédlculos odométricos
aqui realizados foram desenvolvidos para a posi¢ao da cadeira no ponto P..

Os deslocamentos de cada uma das rodas obtém-se a partir das medidas
dos codificadores das rodas, através de:

2w rN,
As, = L D.2
8 N’I‘C’U ( )

2N
B N’I‘C’U ,

AS[ (D3)



250 APENDICE D. ESPECIFICACOES DO SISTEMA FISICO “REAL”

onde As, é o deslocamento da roda direita e As; é o deslocamento da roda
esquerda, N, e N; sao o nimero de pulsos medidos (através dos encoders)
na roda direita e esquerda, respectivamente, e N,., € o nimero de pulsos
por cada revolucao da roda.

Considerando o caminho percorrido pela cadeira obtém-se a distancia
percorrida (deslocamento), AS, e a variacao da orientagao da cadeira, Ag,
em funcao dos deslocamentos percorridos pelas rodas no plano cartesiano:

AS:AS,«—FASZ;
2

As, — As;

Ap= ——— .
¢ 2b

A actualizagao da posi¢ao da cadeira, (x.,y., @), é entao dada por:
Tk Tek—1+ AS}C,1 COS((]Sk,l + %) — d-A¢k71 sin(¢k,1 + %)
Yoo |=| Yep—1 + ASk_1 sin(¢p_1 + %) + d.A¢pq cos(dr—1 + —A¢’2’“*1)

O, -1 + Adp_1

Por sua vez, a actualizacdo da velocidade (em m/s) para cada uma das
rodas é obtida, respectivamente, por:

As,
v = h ;

As
=T

onde v, e 15, sao as velocidades das rodas direita e esquerda, respectiva-
mente, e h é o periodo de amostragem, que neste caso é h = 0.020 s.



Apeéendice E
Complemento das Simulacoes

Neste apéndice encontram-se alguns graficos que permitem, de algum modo,
complementar as simulagoes apresentadas no capitulo 7.

E.1 MBA, SBA e HBA

Nesta seccao sao apresentados os graficos dos valores estimados e reais, bem
como da sua diferenca para as abordagens MBA, SBA e HBA.

[ — Valor Real, AOB-1, MBA / [ — (valor Real - Valor Estimado), AOB-1, MBA
= = Valor Estimado, AOB-1, MBA

-
5}
T

h,, Distancia [m]
i
5
Diferenga [m]

I . . . . I . . . .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tempo [s] Tempo [s]

(a) (b)

Figura E.1: Andlise do comportamento com MBA. (a) Posicao relativa do
valor real e do valor estimado, para MBA. (b) Diferenca entre o valor real
e o valor estimado, para MBA.
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12 T T T T T i i i i i

— Valor Real, AOB-1, SBA

—— (Valor Real - Valor Estimado), AOB-1, SBA
1F — = Valor Estimado, AOB-1, SBA

h,. Distancia [m]
Diferenca [m]

I
15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tempo [s] Tempo [s]

(a) (b)

0.07 T T T T T

— (Valor Real - Valor Estimado), AOB-1, HBA

— Valor Real, AOB-1, HBA
— = Valor Estimado, AOB-1, HBA

h,. Distancia [m]
Diferenga [m]

. .
5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tempo [s] Tempo [s]

(c) (d)

Figura E.2: Andlise do comportamento com SBA e HBA. (a) Posicao re-
lativa do valor real e do valor estimado, para SBA. (b) Diferenca entre o
valor real e o valor estimado, para SBA. (¢) Posigao relativa do valor real
e do valor estimado, para HBA. (d) Diferenca entre o valor real e o valor
estimado, para HBA.
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E.2 Caminho Completo

Nesta seccao sao apresentadas diversas simulacoes para um caminho “com-
posto”.i.e. constituido por arcos circulares e linhas rectas.

E.2.1 Posicao Inicial Correcta e Sem Perturbagao

Ponto de partida em P, é (z.,y.) = (5.0,30.6), com ¢ = 225°.

50

50

Referéncia

+++ Referéncia
a5

Ponto de Partida

o
20 30 40 50
X [m]

(a) (b)

o
N

- - AOB-1
— Referéncia

Iy
o
f
@

N - - AOB-1
12f
! — Referéncia

°
=

o
o
@

Distancia [m]
1

h,

-0.05-

h,, Velocidade [m/s]

50 60 70 80

10 20 30

0 10 20 30 40 50 60 70 80 40
Tempo [s] Tempo [s]

(c) (d)

Figura E.3: Caminho “composto”partindo de posicao correcta, usando o
AOB. (a) Caminho desejado. (b) Seguimento de caminho. (c) Velocidade
longitudinal no seguimento de caminho. (d) Distancia entre o caminho
actual e o desejado, realizado pelo robo.
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Amplitude

— AOB-1

20

30

(

40
Tempo [s]

a)

50

70

— AOB-1

0 10 20 30 40
Tempo [s]

(b)

50 60 70 80

Figura E.4: Estados activos quando nao hé perturbagao. (a) Estado activo
para o modelo de velocidade. (b) Estado activo para o modelo de posi¢ao.

E.2.2 Posicao Inicial Distante e Sem Perturbacao

Ponto de partida em P, é (x.,y.) = (3.5,31.0), com ¢ = 225°.

50

45

40

35

30

Eogs
>

Ponto de Partida

20f

15

10

5

0

+++ Referéncia

50

50

45

50

Figura E.5: Caminho “composto” partindo de uma posicao distante, usando
o AOB. (a) Caminho desejado. (b) Seguimento de caminho.
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T 14 T T T T T T T
v
- - I
14 1
e 121 - - AOB-1
4 \ — Referéncia
’ - - AOB-1 i )
2 B — Referéncia 1h
) 1
1! 4 1
7 ! o8l
£ | g%,
% 0.8 ) 1 g \‘
b=t ) S 06
2 ]
8 ‘ 2}
g 0.67: Bl D;\
S < 04
0.4 B
|
1 0.2
0.2t 1
I
' ~
ok | 0 -
~02 . . . . . . . _02 . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo [s] Tempo [s]
(a) (b)
0.1 . . . . . . . 12 T T T T T T T
0.08 1
1k _ . 1
— AOB-1 AOB-1
0.06[ 1
0.8 1
0.04 B
0.6 1
0.02 1
° Y
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El 1 £ oaf 1
=
Z H
-0.02 g 02 |
-0.04H 1
0 vV V 1
-0.06 - 1
-0.21 1
-0.08 1
“01 . . . . . . . —04 . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo [s] Tempo [s]

(c)

(d)

Figura E.6: Caminho “composto” sem perturbacdo, usando AOB. (a) Ve-

locidade longitudinal no seguimento de caminho.

(b) Distancia entre o

caminho actual e o desejado realizado pelo rob6. (¢) Estado activo para o
modelo de velocidade. (d) Estado activo para o modelo de posigao.
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E.2.3 Posicao Inicial Distante e Com Perturbacao

APENDICE E. COMPLEMENTO DAS SIMULACOES

Ponto de partida em P, é (x.,y.)

(3.5,31.0), com ¢ = 225°.

50 50
Referé Referéncia
++1 Referéncia L
¢ 45
sl 40t
i 35t
sl 30t
= =l
E g =25
200 200
15k 15¢
1ol 100
st St
o . . . o
0 20 30 40 50
X [m]
16 T T T T T 14 T T T T T T T
\
I
= - - AOB-1
14F B
121 " — Referéncia R
i
7/ \
12l ! - - AOB-1 ) [
2 -
| — Referéncia 1h ]
, 1
1! } |
T ! — 08F, ! g
E ! B W !
@ Lt o 1
£ o8 s ) !
e I
2 ! < 06 | 4
o ' 2 \ |
g o.sf‘, ‘:‘; \ |
, 1
& < oab |\ ' 1
0.4H v 1
| | ! \
! 021 \\ ! \ 1
02} | \
I \ | \
" N ! S
of 0 - . ]
-0.2 . L L . . 02 . . . . L L L
10 40 50 60 70 80 10 20 30 40 50 60 70 80

Tempo [s]

(c)

Tempo [s]

(d)

Figura E.7: Caminho “composto” na presenca de uma perturbacao na re-
feréncia de posicao, usando o AOB. (a) Caminho desejado. (b) Seguimento
de caminho. (c) Velocidade longitudinal no seguimento de caminho. (d)
Distancia entre o caminho actual e o desejado realizado pelo robo.
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Figura E.8: Estados activos quando ha uma perturbacao na referéncia de
posi¢ao. (a) Estado activo para o modelo de velocidade. (b) Estado activo
para o modelo de posicao e Perturbacao.
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