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Un dos aspectos mais importantes no cédlculo de eatruturas de malhas
de cabos é a pos-tensdo que vel afectar a capacidade resistente &35
cargas., deformsbilidade e custos. Neste artige vai-se optimizar a
comhinagho de deforuagles impostas aos cabos de pré-esforgo para esse
tipo de estrutura tridimensional, de modo que 03 esfargos resultantes
das cargas de servigo ndo excedam valores especificades. Utiliza-se
para isso um algoritmo de decouposicio de recursos, Qqueé & una
generalizagho do método de Bender's onde sfo incorporsdos o5
resultados de duslidade en programacdo inteira. Chega-se a uwn
slgoritne que € aplicével & um progrema umatemdtico cColl restrigtes
separéveis que conduz & solucdo glohal do problems.
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1. INTRODUCXO

Condicionantes arquitectonicas, econduicas e estéticas contribuen
para o problema ds determinacio da forma de uma  estrutura
tridinensional traccionada.

Grande parte dos autores tém por objectivo determinar uma forma
qué se aproxime da ideal. Nas ref 1-4 sfo desenvolvidas técnicas que
tentam obter uma soluclo para este problems: método iterativos. de

relexsgo e critérios de optimalidade e técnicas de prograuwacio
natemdtica.

Quase todos estes tipos de métodos inpoem restricOes nas forgas de
pré-esforgo aplicadas sos cabos e nos valores mAximos das deformacgoes,

embora nio tentem reduzir o grau de pré-esforgo.

Por vezes as solucdes 280 carscterizadas por um pré-esforgo que ¢é
ruito elevado em relscéo & rigidez que seris necesséria para manter
todos os wvarfes traccionados e para que os deslocamentos em certos
pontos ndo  excedam certos velores linites. Como &s forgass de
pré-esforgo vio influenciar as estruturas de apoic e o0s custos é
desejédvel a sus reducéo. Adopta-se a forma da estruturs tridimensional
déterninada & partir de qualquer uwm dos métodos citados {ou por
experiéncia) e que nio € substancialmente alterads quando se optimiza
8 forca do pré-esforgo.

Para un estudo mais completo dever-se-ia atender contudo &
restrigbes genéricas que -esto associadas a técnicas de construcfo ben

- couo condicionantes tecnolégicas e limites nos deslocamentos 1upostos.

Nessa base na ref.5 estshbelece-se uit critério de optimslidade en que
s¢ consideram as forgas de pré-esforgoe como cargas  exteriores
obtende-se convergéncia através de um processo iterativo. Contuda,
como 0 algoritme utilizedo tem por base a ninimizecde do Lagrangiang,
as  solupBes encentradas npao rassar  de minimos locais face &
nag-convexidade do dominic do Problema gue ¢ caracterizedo por somas

de produtos de fungtes e/ou varidveis.

Neste artige apresenta-se uwm  povo algoritme para  fungtes

SEPAY&VELS, gue & uma generalizacéo do método de Bender's e permife s
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deterninag¢fio do minimo global. Tomam-se para varidveis de decis@o as
deforuagGes dos cabos em lugar da forga de preé- esforgo exterior, o que
val permitir optimizar tembér & rigidez inicial. As equagcdes de
 compatibilidade que cordicionam este tipo"de estrutures sao nao'
11neares dado que estamos no campo das grandes defornagoes. '

2. FORHULACEO DO PROELEHA

o)
Considere-se wma estrutura com s walha de cabos que estg sujeita
8 um conjunto de s condlpoes de carregamento. Se o numero de graus de

liberdade for [, o0s deslocamentos nodais e carges nodais vara &

condigcio de carregamento i s8o representados pelos vectores U e Py

cada qual com R elementos .

0 alongauento total dos cabos & dado pelo vector com n elementos

que p&la & condigéo de carregamento i ¢ @i . O vector das deformactes

D é un vector com r < m elementos (para se poderen associar 0s cahgs
com 0 mesuo dinensionamento), que sfo os componentes cujas defornagdes
se cingen & um dado intervalo.

O comportamento e¢léstico do membro J de comprimento lj e frea da

seccaon Aj € dado pelo quociente EAjflj, onde E € o ndédulo de

elasticidade. Constroi-se a matriz diasgonal E (m X n) cada elemento da
qual € 8 rigidez do memhro correspondente.

Ten-se para equaces de equilibrio.
q%; E (¢; - BD) = Py (i=1,..., 1) {1)
ende, B € uma watriz (m x r) cujos elementos sio Q ou 1.
A mstriz 4 G = 1, 2, . 1), de dimenséo (5 x m) vai

representsr & condigBo  de compatibilidade r&o  linesr Iare  cads
descarreganento ie:

qufauﬁ qufauB




En virtude das relacoes de compatibilidade nfAo-linear serem de
dificil tratamento, substitui-se o sistema de equagfes de egquilibrio

(1). por equagtes de equilibrio para grandes deslocamentos baseadas na
matriz tangente. ' .
R ¢

|

1,....1)  (3)

f

{u -2 D=7y !
on&e, XK; = Kj¢ + K9 s8o as matrizes de rigidez eléstica e

geométrica, respectivamente, e 2; € a matriz que transforma &

deformagéo de um meubro de uma treliga eléstica em forgas nodsis.

A walriz de Compatibilidade C permite ligar os vectores gy e yy

qj = Cj g (i=1,....1) (4

Por outro lado,

2; =C;TEB (i=1,.... 1) (5)

Un segundo conjunto de restrigBes wai traduzir a auséncis de

perdasiﬁor encurtanento do cebos ew todas as condicGes de carregamento
. E (g -BD) =2 € (i=1,....1) (6)

ende € é um vector de m elementos que representa um tipo de
coeficiente de seguranga. A rigidez ds estrutura pode ser
caracterizada a partir dos valores ahsolutos dos deslecamentos nodais,
a0 passo que as rigidezes locais podem ser determinadas & custa de
coubinagdes dos deslocanentos nodais.

Como 05 limites superiores em d deslocamentos nodais u? rdo poden
ser ultrapassados, considera-se a matriz A com s dimens&o (n x 6)

Au; < ut (1=1,....1) ()

As restrigbes associadas sos limites superiores nas tenstes dos

cabos vao ser dadas pelas desigualdades,
E (g4 -BD) 20 (i=1..... 1) (8)

onde @ € un vector com m elementos.

A funcgo de custo z do problema vel depender linearmente do vectaor

das deformagGes D towsrdo-se para coeficientes de custo 0 vector de r
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elementos positivos c.
' z=-¢clD , (9)

O prograpa matemético de optimizagho do pré-esforgo para m@ihas.Q§
cebos consiste pois em determinar o valor minimo de {9) de modo a
satisfazer as restriges (3). (6), (7) e (8).

3. EXTENSAO DO METODO DA DECOMPOSICAO DE RECURSOS
P

O algoritmo da decomposicdo de recursos de Eender's qué tern sido
&té esgora utilizado para resolver problemas convexos e parcialmente
convexos com un grande numero de variéveis e restrigies {ref.?7) que
envolvessen apenas dois tipos de varidveis pode ser interpretado en
termos econdwicos, vendo os nultiplicadores de Lagrenge cona Pregos
sowbra  de um wétodo de decomposicRo que nRo & totalmente
descentralizado. 0 drgdo central produz ss decisfes finsis atribuindo
pesos 6ptim03 &s propostas de ceda um dos suhsisteﬂas, tendo seumpre em
ateng&o as ofertes anteriores.

Em seguide spresenta-se um caso particular do algoritmo genérico
que € splicdvel a programas uatewmdticos no qual (parte) das restrigdes
s80 sowas de fungbes separveis. Nesta simplificache supfe-se as
fungdes das wvariédveis identicas &s variéveis, chegando-se & uns
minimizacio com restrigdes bilinesres. Fixando o conjunto de varidveis
Y. o0 problems nas varifveis x dail resultante é bastante simples.
EFvbora o problema inicial =eja no-convexo quando se consideram
simultanesnente as varidveis x e y , fixando Y obtem-se um problema
linear em teruwos de x.

A ideis fundesmental que permite ao problema (B) :

nin c? y (10)
&8 giT x + xT Hy vy = by ; 1= 1,..., il (11)
0= ¥ £ ¥yay ige: Yy €EY (12)
X] £ X £ Xy ie: » E X {13)

ser visto no espago das varidveis x ¢ o conceito de projeccao:




Rin v(x) (14)

S8 X E XNV (15)
orde, - ' : ‘.
(%) = infimm cT y | | (16)
sa g5l x+xTH y-b; > 0 (17)
0<Y< Yy 7 (18)

£ se tem:
V={)::giTx+xTHiy—bi>_DparayEY} (19)

Fixando o walor de «x obtem-se o Gptimeo de (P). w{x). Determinsr
vi{x) £é Consequentexente nmuito nsis facil do que resolver 0 prograus
cou restrigfes bilineares.

Considere-se (P(x)) o problems de optimizacao:

win ¢T y (20)
& GiTX*‘XTHiY-bi:zU S . (- I (21)
0 < ¥ £ Vigy (22)

0 conjunte V consiste nos valores de x para os quais (P(x))

pertence ﬁo douninie do problema e a intersecgdo XNV € a Projecgido do
dorinio do DProblems (P) no espagoe dos X Como a fungéo v e o conjunto
Y sb s80 conhecidos de un wodo iuplicito stravés das suas definigtes,
torns-se dificil utilizar o conceito de projecgcéo do problema como
forwa de o resolver,

Para ultrapsssar estg dificuldade utiliza-se um netodo de plano de
corte que permits construir sproximacoes para v e V. A ideis base
consiste ns utilizacio da duslidade existente na programwacio linear
gplicada & v e ¥ depois de projectar o problema inicial.

Resolve-se o probleus ‘uaster® dai resultente através de u
processo de relayacho, o qual vei gerar aproximagies a v e ¥
Convergindo © processo pars o optimo global. Assin, determinsm-se gs
multiplicadores de Lsgrenge pars (P(x)) correspandentes & diversos
valores de x e que vao sendo obtidos sucessiveuente, adicionsndg-se
tentes plenos de corte ao programs “master* relaxade quantes os




necessérios até satisfazer o critéric de convergencis.

3.1 Formulagio d9 Problems “Haster® ;

O prograna “mﬁéﬁer“(Pﬂ) que € equi?alenﬁe a (P) é deduzido & custa
de trés teoremas: ~ |

~(A) Projectar {(P) sobre x dai resultando (P(;)} .

(B) Invocar & representacfio dusl de Y em termos do conjunto de
regidoes que o contem. '

(6) Invecar & representacfo dual de v em termos do infimo do
conjunto de fungbes que o dominam.

Hanipulendo estes resultsdos define-se o Pl a seguir indicedo:
win 1) (23)

sa N - 2.4 pu5° (by - g5 7x) (24)

-+ Zj::i,r.l [“Cj + zl=1,muiS(XTHi)J]+ ij&x =0
= Zio1 9 by - g57x) (25)
+ Zyog p [ 2504 09%CTH 51 Yinax 2 0

> =1 uis >0 w0

i=1i.m i

onde os vectores w€ e w® sfo os multiplicadores de Lagrange que

corresponden, respectivaunente, &s funcoes de corte e apoio.

0 P (23) tem spenas interesse tedrico, j& que possui um nuwvero
elevado de restrig@es. No entante pode ser resolvido astravés de uma
sequencias de subproblenas: em cada iterscae é resolvids ums versso

relaxada do P e que contem spenas algumes das restriges dos tipos

(24) e (25) . Testas-se a soluggo (N.x) & fim de se verificar se
pertence ou n3o ao dominio do problema, sendo para 1sso resolvide o
subproblema (P(x)) ou o seu dusl. Acrescentan-se ent&o novos cortes ou
funcoes de apoio até que se chegue a uma solugdo final que satisfacgs o
critério de canvergéncis.

Quer as fungtes de apoio, quer as de corte definem ums regido

linesr concava, consistindo cada programs "master"” relaxsdo (PJR) da



nininizagio sobre wuma regiao  linear concava (ie! progremagio

nﬁo—convexa). Os termos que representaMzdisjungﬁes, quer nas”funefes
de apoio quer nas fungbes de corte podem ser linearizesdos atravﬁs'daa

veriévels binérias & de uodo & transformar cada PMR num programs

linear ﬁisto (con yaridveis reais e 0-1).

rarendices L e U, respectivanente:
L<fTys+ecuy (26)

0<d <1 (27)

Introduzindo g variavel r substitui-se [fT X + e]* por:

r<&u g r£(6—1)L+(fo+e) (28)
3.2 Algorituo

Passaoni

Tomar'para 03 limite%?iniciaig da fungfo objectivo ¢l Y 08 valores
UB = +00 ¢ 1B = -o0 . Fazer k = 1 = g ¢ para tolerancis que d& o

critério de terminaciio un valor & . Gerar un valor x X e seguir pars o
Passo 3 .

Passo2

Resolver o Programa “master® relaxado.

(1) Se este problems ndo tiver qualguer solugSo pertencente ag sey
dominio. o problema (P) nlo possui quslquer solugho. Terminar o
algorituo.

(2) Se (n.x) for a solugdo Optima do PIR . fazer LB = 1. Se UB -

LB < € terwinar g wlgoritmo. (x.y) é & solucgo Gptims de (P).

Passo 3

Resolver o problems dual D(x) correspondente no prodewns projectada
(P{x)).

(1) Se o dual crescer sem limites, seguir para o Passo &

(2) Se u for ¢ dptimo do programa (D{x}). ¥{x) vai ser dado pela
expressgo ol ¥ . onde y é 0 conjunta de multiplicaderes de Lagrange de




(D(x)). Caso v(x) - LB < € ., terminar o algoritmo: (x.y) € & sdlucﬁo
6ptima de (P) . ‘ o

i <t Bz

Passo 4 n , ' . ' | :f;
Se?v(i) < UBttransformar UB = v(x) . Con t¢ = tf +1e utf = u

Adicionar uma restrigio do tipo (24) ao PR e continusr para o Passo 2

Passo b
Gérar um raic dual através do programs linear (D,) . Adicionar uma
restri};’éo do tipo (25) ao RIP, fazendo s8¢ = s + 1 e _1_13f =3 e

prosseguir para o Passo 2 .

3.3 Aplicacio & um Programs com Restrigoes Bilineares

0 problensa wmatemético sequinte possui restrigbes bilinesres e ¢€

semelhante & determinacdc do volume minimo de treligas:

nin xq + Xp * X3

I
[

s8 Xi I4 + 13 Xﬁ'

10

il

3 Xi x4 + 1.2 Xz 15 = I3 IB
5 X4 + X5 + 16 < 2.5
1= xg 25 12 x;<56. 12 x3 25,

0. < x4

A

2.5 ;0. x5« 2.5 ; -2.5«¢ Xg < 0.

Este problema possui trés minimos locais:

Xxg=.1:%=3833 x3=.1.X4°= 0. ; xg= 2.5 % = 0.

OF = 3.53
xg= .5 %xp=3 [ x3=.17_ X4+ 0.5 ; x5 =2.5: xq=-2.5
OF = 3.60

xl=2.5;12=.1;x3=1.;xq=1.;x5

1l
=
tad
o
|
|
[
)

OF = 3.60

Quando se pretende representar este problema rnfo convexo de @
forms gréfica, ndo ¢ possivel ir além de duas equacoes & ftres

incognitas sem nos colocarmes dentro de un subespaco de problema. A



Fig,inréﬁresenta as curvas de nivel da fungéo objectivo para

vaiofé§ de a, €& s, mantendo s3 constante.
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Fig. 1 Curves de nivel da fungdo objectivo para diversas

velores de 8 € sy mantendo 25 constante




De notar que para efectuar a aplicagio do algoritmo descrito. seria
ncessério efectuar uma trenslagclo de coordenadas de modo que as
varidveis y sejam nio negativas.

~ i

INICIALIZAGKO

Passo 1

Fezendo UB = 400 , LB = -00 . € = 0.001 e tI =1 . Pars,
-4 X1='B.7 b X2=1.5 . X3=-2.5

Pazso 3
4 soluggo do Dual do problews projectado € 4.588 = v(x). Daqui se
conclul que o primal tew pelo menos wwa solugdo no seu dominio para x.

(2) uf =1[0.057 0.457 6.0 0.0 0.477 0.0 0.0 0.0]
v(x) - LB > €

Padso 4 |

Cou UB=4.568 , 5q=1eul=uy

Tt 1 1] : Ay +v)T =049 4.9 4.9]
(xTH); =[x 3% 1.0 0.0 0.0-1.0 0.0 0.0]
(xT H), = [0.01.2x, 0.0 1.0 0.0 0.0 -1.0 0.0]

(xTH)3=1[ x3 -x3 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 -1.0]

(b-gTx)T=[ (=, 1x4-.1x3) (40. ~. 1%~ 12x,+. 1x3)0.0.0. -4. 9-4.9-4_ 9]

A restricio a adicionar ao RUF seria:
T - 4.87 - .04x3 + .086xp + .143x4 + [1.428x4 - 1.]% 4.9 +

+ [.546x, - .823]1 4.9 4+ [~ 4x5 - 1.]¥ 4920

Pasas-se em seguida & resolugio do nove RIP inserido no Passa2

0 optimo glebal seris obtido apds & iteragdes. S&0  contudo

necessarias mais trés ilteragtes, para terninar o algoritmo



3.4 Algoritmo de Decomposicgo de Recursos para Optimizar
0 Pré-esforco_em Coberturas com Halhas de Cahos

Se no algoritmo.de progremac8o bilinear ao fixar o conjunto ‘de
variaveis x, se obtiverem de uma forma tnica as variéveis do conjunte
Y isto,'? 2ignifica ,que os subproblemas ou tem ums unica solucho ou nao
bossuen qualquer solugo no seu dominio. Se for este 0 caso € possivel
determiﬁér 0 raio dual que 1he corresponde deduzindo-se tma yersstg
siuplificads do algoritmo de decomposicio de IECUrsos.

Coada solugfio do PHR & um lirite inferior do resultado final que ey

cada iteraciio se aproxima deste. Por esse nwotive as varidveis de

estado y gue Corresponden &s varifveis de decis8o x obtidas pelos PHR,
estao fora do dorinio do problens. Esse conjunto de éreas permite
obter um limite inferiory de 1T x até que o algoritmo termina com o
Gptime global do problems. Calcula-se en cada iterachio o raio dusl

&ssociado ao vector y € adiciona-se o Plano de corte correspondente 4s
restrictes do PHR.

nin n = 1T 7. (29)
58 -zizi,m u;® by - (30)
¥ Zj=’1,n {[Zizifm u; & (x? Hi +15)5 (ry1 + Y5 " 2 0

X E X : &= 1, .8

descrito € que en lugar do conjunto de wvari4veis ¥ se tem de

conzidersr as fungtes que constituen 05 elementos das metrizes E5 e
4j. Estas sio conhecidas quando se efectus uma analise ndo-linear dg

estrutura g Partir do wvalor do vector de deformsgdes ‘D ¢ entran
indirectauente np pHp através dos miltiplicadores de Lagrange
associados a0s raios dusis qué correspondem. ¢ PMR ohtido ep cada
iteragéo € pois ug Programs linear misto no qual as variaveis reais

s&o o= deslocamentos nedais s ¢ o vector das deformagdes D.
1

Lo-go que se obtém gs resultados do PHR enm cada iteracfio, as

deformacioes D e 0s deslocanentos nodsis u; sie conparados aos valores




calculados para cada uma das cohdicﬁéh'de carregamento & .partir da
anslise da estruture - (subnetida @o coﬁjupto 6ptimp.de deformagdes D).
Caso nio convirja inicia-se uma nove iteragao adicionando novo_pldno
de corte ao PIR. % B p ¢

LAY
-3

3.6 Resultadod™

0 nmétodo descrito foi aplicedo & rede- parsboloide hiperbdlica da
Fig.2. & geonetria e rigidez ao alongamento de cabos positivos e
negativos sBo idénticos aos da ref.6. A simetria da distribuicdo de

cabos conduz & © varidveis de decisfo Dy (3 = 1.....8) cada qual -

sesocisda acs membros externos de cads slinhemento de cebos.

i
> \;
— Saggling coble ;
5 / Hogging cable
-
o]
Dd Dd
5 Il 7
732 m %% %m
Dé 2 & 12 18 22
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o 20
I 3 7 2 lis |23 I25
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4 8 4 |20 |ea
%é% o, D,
9 i5 |2l
5 0, o, oy
L)
0 .0
A
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J 732m 1

368 \‘ﬁ‘t:::1Eiiﬁfziﬁéiffféﬁﬂg;””f’
366 m %
Fig.2 Paraboloide hiperbdolico onde estdo

representadas as wslhas de cabos

Inicis-se o cdlculo com Djo, que para a primeira iteracio vai ser

igual a 1/(500 ljo) onde 15 € 0 conprizento ns horizontal do csha 3.



Na Fig.3 a&s linhas a cheiq representan 0s cabos negq@évns-puqu
forgas se aproximam do limite superior € (toleréncia de 10%). 0s cabos

onde € € activo estBo assinaledos com ums cruz.

0 @lgoritmo permite obter a distribuicho Gptima de pré-esforgo
sujeité a condipé;s de carregamento alternativas e dimpondo linites
uiximos nos deslocementos de modo a garantir o grau de seguranca
relativamente a perdas por encurtamento dos cabos.

Os estsdes de pré-esforgo Optimos correspondem ao conjunto de.

deformactes {(em cu):
D1: ﬁ.ig;DZ:O.U :D3=U.U ;D4=U.[]

Dg = 13.60 ; Dg = 8.77 ; Dy = 3.63 . Dg = 0.55

A& projecgfo horizontal da forgs de pré-esforgo méxims € de 561 KN
gue vio ser aplicades &os diverses cahos nas percentagens seguintes:
Hy =100 ; H, = 47 . Hy =53 ; Hy = 41

Hg = 90 ; Hg =83 ; Hyp=64 : Hg= 35

o

4.CONCLUSDES

A situsgBo ideal (que ndo se ple normalmente em termos préaticoes)
consiste em ter redes cuja forma pode variar livremente e de grande
curvatura, splicar pouco pré-esforgo e nio restringir as deformagfes
{ref.6).

Er particular como o custo dss ancorsgens e estruturss de spoio se
reduzen de uwa forma directs em relaglo 4z deformagfes da estrutura
2uspenss € inversa em relacgio & relaxagho dos cebos, pode concluir-se

que 0 pré-esforgo € uuma propriedade que deveria ser optimizeds.

As varifveis de decisfo =80 as deformacdes impostss sos cshos
permitindo  estabelecer o valor de pré-esforgce, bem como & sud
distribuigho. A fungho objectivo ¢ pois a combinacio linesr de
defarmagfes impostas nes cahos e estd sujeita a restrigfes relativas a

equactes de estado, tecnolégicas e de conportamento. Estaz restrigoes

S



Consideram-se as condigdes de’ carregamento alternativas-LCi, LCZ,
LC3, indicadas na ref.6. As restrigies activas: para cada ‘um dos

problemss sdo indicadas ns quadro: uuzi3 representa o linite superior

no afungamﬁnto vertical do ﬁé 13 (1.0 ) e € é o limite inferior que

- do esfofbo axial correspondente a cada membro do cabo (95 kN).

0 linmite uuzi3 vai controlar e deformsbilidade global da estrutura

traccionades enguanto que € garsnte que a estrutura se comports de um
nodo seguro evitsndo perdas nos csbos. A seproximagio que esté
associada & linearizecdo das relagdes de compatibilidede é verificada
em cada iteragho. Logo gque se obiém os resultsdos do prograns de
optinizagdo, as forgas axiais e deslocamentos nodais s8o coumparsdos
a0s valcres obtidos para cada uus das condigGes de carregauento
fazendo-se para isso uma andlise ndoc-linear da estrutura gue esté
subretida so conjunte oOptimo de deformagdes. Case nao se consiga
convergir inicis-se ums nova optimizagko tendo por base os resultados

de andlise e coupare-se o novo conjunto de deformagGes com o enterior.
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va0 impor linmites nas deformat;oes méximas da estrutura e rel&xacao dos
cebos. Deste modo € elaborado un &lqrorltmo que garante convexgenma
para © minimo global e onde se entrou com a nfo- linearidade" nas

relacoes de compatlbllmade que traduzer o comportsmento real das-_'?

estruturas con malhas de cabo de pré- esfnrcado ™

A garantie da existéncis .de ums solugBo € um problema ainds a
estudar dado neste tipo de estruturas ela vai depender das restrigies
inpostas.
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