€0

A UTILIZACAO DOS CONCEITOS DE ENTROPIA NA SINTESE
DE ESTRUTURAS COM COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO

LM.C. Simdes *

Resumo: E intengfio deste trabalho dar a conhecer uma nova técnica de optimizagio cujas
potencialidades estde actualmente a ser investigadas no Departamento de Engenharia Civil da
Universidade de Coimbra. Consiste na aplicagdo do principio da entropia, formulada por
Shannon para medir a incerteza num PTOCEsso estocdstico, & sintese de estruturas com
componamento elastoplastico. Deste modo € possivel ultrapassar algumas das dificuldades
decorrentes das restrigdes de complementaridade que determinam que o dominio do
Programa matemdtico seja ndo-convexo.

1. Introdugz’io

Os métodos de optimizagao que actualmente se utilizam no dimensionamento de estruturas
com comportamento eldstico foram desenvolvidos nos Gltimos vinte anos. Tem-se verificado
que ndo sdo muito eficientes quando se aplicam a outros problemas de optimizacio, tais
como a optimizagdo de forma de estruturas que se apoia na discretizagio por elementos
finitos e a sintese elastopldstica em que estio presentes restrigdes de complementaridade.
Julga-se ser conveniente propor estratégias baseadas em conceitos fundamentalmente
diferentes. Entre estes, os métodos baseados em entropia da in-form:u;éctl’2 tem um potencial
considerdvel, embora ainda se encontrem num estidio primdrio de investigagio.

O problema genérico da optimizagio de estruturas com comportamento elastopldstico nio tem
sido objecto de muitos trabalhos, com excep¢do de alguns problemas preblemas
particulares®4. Pretende-se neste trabalho analizar uma classe suficientemente alargada de
problemas de optimizagio de estruturas clastopldsticas (com ou sem endurecimento) que
stporiam um determinado carregamento e estdo sujeitas a restrigdes de ordem tecnolégica e
deformag@es que nio excedem certos limites impostos.
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Uma hipdtese de base normalmente aceite € que a Jei constitutiva corresponde a plastcidade
holonémica quando o carregamento varia proporcionalmente. Por outro lado, supde-se que a
fungdo objectivo € linearmente dependente das varidveis de decisio identificadas com
parametros de resistencia local. Um dos aspectos mais dignos de realce da formulagio
matemdtica deste tipo de problemas de optimizagdo € que existe uma relagiio de
complementaridade entre pares de varidveis de estado. O problema de andlise elastoplastica,
inverso do dimensiomento conduziria a um problema de complementaridade linear.

No caso mais geral de comportamento das secgbes da estrutura, admite-se que as varidveis de
decisio afectem a resisténcia e a rigidez das secgOes correspondentes, 0 que acontece em
estruturas metdlicas dicteis e nas de betdo armado em que se admite variarem as dimensdes
da secgdo e as armaduras.

No caso de se pretender minimizar a armadura em estruturas de betdo armado em que a
$€CGA0 s& maniém consiante, pode assumir-se que as varidveis de decisio nio alteram a

rigidez eldstica e rigidez pldstica .
2. Formulacao do problema

Por hipétese, a fungio objectivo € lincarmente dependente das varidveis de decisdo r, ¢ como
se admite que o custo ¢ proporcional ao volume do material, temn-se:
Minw=clr (1)

Se u e F representarem, respectivamente, os vectores dos deslocamentos nodais e do

carregamento aplicado (> grau de liberdade) e supondo que a andlise se pode basear na

geometria inicial as equagdes de compatibilidade e equilbrio escritas na forma matricial sio:
g=Cu @)
c'Q=F (3)

onde a matriz C (m x 5) tem trago % desde que a estrutura seja isocinemdtica, Q e q sdo os
vectores com m elementos dos esforgos e das deformagdes das barras.
Em cada membro i admite-se que as relacdes constitutivas que ligam os esforgos is

deformagdes s@o holondmicas e constitufdas por trogos lineares (Fig.1),

qi = @b Pi = (Si)-i Qi + )\il - >\i2 (4a)
@ = fy+HL AL, Q2o (4¢)

>\il ; >‘i220 - QsiI)\i] =0 ; @ij }\iEZO (4d)

S S ey




82

l S S
o :

Figura 1

Nestas expressoes Al e DLre resentam, respectivamente,
p j P P

o multiplicador pldstico ¢ a

fungdo de cedéncia e H!: € o médulo de endurecimento. Asgrupando estas rela 0es para o
j grup P

conjunto de membros m, tem-se na forma matricial ,
a=51Q«p
p=NXA ; XN20
@ =r+HA-N'Q 20

BT\ =0
onde, N = [I -I]

Substituindo os vectores q e Q as expressdes (2), (3) e (5) vem:

Ku-Ct'N = F
r-NTSCu + (NUSN+H) A =@
20 : A20 : ¢Thn =0

onde, K=C!S C € a mawiz de rigidez da estrutura.
De (6a) tem-se que:

u=uE+GNA
onde,
vE =kl e G=xlctg

(6a)
(6b)
(6¢)

(7

(8)

Do ponto de vista mecanico o vector uE representa os deslocamentos eldsticos e a mauiz G

dd os coeficientes de influéncia dos deslocamentos devidos as deformacdes A. Em geral a

rigidez das barras, composta da rigidez eldstica representad

a por S e da rigidez pldstica

{endurecimento) que se designa H, varia com a resisténeia r da barra, porque todos os

pardmelros que definem o comportamento dos membros dependem das caracter(sticas

geamérricas das secedes das barras (que sio as varidveis de decisdo). Entio para um
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determinado conjunto de vartdveis r a expressio que dd a resposta da estrurura is cargas pode
sérrepresentada do seguinte modo:

@ =1+ (HE) - NZ@N) N - NQEm > 0
N =0

;A0 (9a)

(9b)
onde,

QB = s C KW IF & 20 = S K eTsw -se) o)
QE(r) € o vector das tensoes eldsticas devidas 4s cargas e Z(r) € a matriz simérrica dos
coeficientes de influéneia das tensdes internas que sio produzidas pelas deformagdes. De
notar que a formulagio (9) equivale ao problema de andlise elastopldstica holonémica.

Para entrar com estados limites de utilizaggo, impde-se limites superiores nos deslocamentos
TEspectivos:

-U < BuFm + BN A <U (11)

Por outro lado, as varigveis de decisdo podem estar sujeitas a restrigdes tecnoldgicas (por
exemplo, vdrias barras representadas pela mesma varidvel de decisio, simetria no
dimensionamento). Estas restrigGes lineares podem ser representadas através de:

Tr=0 ; rz0 (13)
No caso particular do modelo ser eldstico-pldstico perfeito, H = 0 e tem de S€ assegurar que
existe capacidade resistente suficiente para suportar as cargas aplicadas. QE representa um

estado de tensio em equilibrio com as cargas e Z N\ ¢ um estado de tensdo auto-equilibrado

qualquer que seja o valor de ) . As desigualdades (9a) garantem que as cargas $ao

estatisticamente admissiveis e ndo excedem a capacidade resistente r dos membros da
€strutura.

Figurg 2
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A lei de deformabilidade representada na Fig.2, onde se segue a um estado de
endurecimento um comportamento pldstico perfeito tem interesse pratico (betdo armado). Os
ramos onde se venfica o endurecimento vio afectar as mudangas de geometria ainda que a
carga de colapso pldstico ndo seja alterada.

3. Conceitos Basicos de Entropia

Considerar o programa de optimizacio a seguir indicado (Problema A):

Min,. f(x) i=1,.N (14a)

sa gj(x) <0 1=1,..M (14b)
A forma surrogada equivalente do Problema A (Problema B) €:

Min,. f(x) 1=1,.,N (15a)
onde os muldplicadores surrogados tem de obedecer a:

Ocj =20 (16a)

Uma solugdo x* do Problema A também resolve o Problema B com ¢ *, Tem-se:

fg (&) < fg (0c*) (17)

3.1. Possivel esquema de solucdo:

Um possivel esquema de resolugéo consistiria em escolher em primeiro lugar um conjunto
inicial & ©. Em segida, resolve-se o Problema B com & © de modo a obter-se x% e fg (o ©).
Para a iteracdo seguinte, tem de se actualizar de qualquer forma & © para ¢ l yeresolvero
Problema B com cx 1 de modo ater-se x! e fg (e 1) > fg (o).

Continuar a actualizar & até encontrar um valor de x* que satisfaga todas as restricies do
Problema A. Esse valor de x* é uma solugdo do problema A.

Para um dado valor de x, o problema de encontrar uma melhor tentativa para & tem a

seguinte forma:




Determinar,

o = ocj[kl Pi=1,.M (18)
de modo que,
Zimm oW gieolel] o ¢ (19)

¢ uma fungdo objectivo desconhecida fg( o) tenda para um valor mdximo,

fp(e). Assim, tem-se:

Max (SH{) == ijl’}v{ O(.j In OCJ (203)
5a ZJ:I,M O:'j: 1 (20b)

A solugdo para este problema € a estimativa de o COm MeNor erro:

& j[k] = @l

g ePm g (k1)
F.2: Implementagao

l. k=0

ochOJ = 1/M : i=1,..M
2. Resolver;

Minx f(x)

sa Zj=1,M C:j[k} gj(X) =0

que tem por solugio xi[k] y =1, N
3. Verificar convergéncia:
gj(x[k]) <et, VJ- ?

a) SIM = Terminar x[k] - X,

b) NAO = Passo 4.

4.k = k+1: ESCO]hL‘I‘ﬁ“(] > 0 de modg qQue B[k] > fb[k'”
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P g (k1))
k= j=1,.M
B g (x[k-13y

ZJ:I.M e

voltar ao Passo 2.

3.3. Interpretagdo

A testricio no Problema B tem um valor esperado nulo. Os valores de & ; $a0 as

possibilidades de que cada uma das restrigdes do Problema A seja activa na solugao dptima.

Maximizando a entropia, pretende-se encontrar em cada iteragdo os valores de & ; com

menor erto baseados na informagio do g(x) calculado na iteragdo anterior.
4., Aplicagdo do Conceito de Entropia a Sintese de Estruturas Elasfoplisticas

Nos casos praticos a variagio dos valores das resisténcias locais r vai afectar a rigidez
(eldstica S ¢ pldstica H) de uma forma complexa. Contudo hd cdsos em que as modificagdes
em no produzem variagdes significativas na nigidez eldstica: Em estruturas de betdo armado
pode-se minimizar a armadura supondo constantes as dimensdes das secgdes e um
comportamento eldstico-pléstico perfeito do material (embora se possa admitir um
endurecimento pléstico constante). Deste modo as matrizes S, G, Z ¢ H e os vectores -QE, uE
s@o constantes e o programa matemético transforma-se num problema de programagio
complementar: Trata-se de um programa linear onde € adicionada a relagdo de

complementaridade, que o torna ndo linear € ndo-convexo.
t

Min w=ctr (22a)
sa @G=[H-NtZNIA-NQE 20 (22b)
-U<BUE+BGNA < U Q2¢)
A< A (22d)
ANz20 ; 120 (22e)
@ N=0 (226)

Este problema pode ser resolvido utilizando o algoritmo deserito no pardgrafo anterior.
Em primeiro lugar, reduz-se o nimero de varidveis de decis@o independentes com base no
conjunto de resmri¢des tecnoldgicas:

Tr =0 (23)




Para utilizar os mérodos baseados em entropia, a condicao de complementaridade (22£) ¢

inicialmente relaxada, sendo Imposta numa fase ulterior através da manipulagio dog

cumprida, utiliza-se a relagio
= pE
¢m “m )'n % (24)
que liga os multiplicadores surrogados & oy &, 208 potenciais pldsticos e miultiplicadores

pldsticos Gilm_, >\n, respectivamente e fornece uma indicagdo sobre as vandveis que se
€ncontram na base.

Se arigidez (S e H) variar quando r for alterado, os vectores QE, uE e as matrizes Z, H, S e
G ao depender dos valores das varidveis de decisdo aumentam a ndo-linearidade ¢ a nio
convexidade do programa de optimiza¢io. Embora seja possivel neste caso mais geral utilizar
O mesmo método, descreve-se em seguida um algoritmo que reduz as oscilacdes entre
iteragdes sucessivas e evita to trabalho numérice de cdlculo de QE(r), H(r), Z(r), uE(r) e
G(r) de cada vez que € obtido um novo r.

4.1, Algoritmo OD

Cada iteragio deste algoritmo consiste essencialmente em resolver dois programas
matematicos. Na Fase O tenta melhorar-se o dimensionamento obtido na itera¢do anterior.
Verifica-se em seguida se o resultado obtido pertence ou no ao dominio do problema inicial

Na fase de Optimizagio (Fase O) deste método iterativo resolve-se o problema (22a)-(22¢) em
ordem a r, definindo-se QE, H, Z, uEeGa partir de %, ou seja: Calcula-se um novo r*
supondo que as modificagdes em r nio produzem variacdes significativas na rigidez. Se a
solucdo deste programa derr* = 12, est4 encontrada uma solugdo local.

Se iss0 n3o acontecer (r* #1°) e tenta encontrar-se uma solugdo pertencente a0 dominio
(Fase D). Normalmente limita-se o passo miximo | r - (O l.

Nesta fase € resolvido O sistema a seguir indicado emordeme @ e A,

@ = [Hr*) - N ZE*) N] A +1* - Nt QFe*) >0 : Aso0 (25a)
“USBUE@ 4+ BGMON A <U (23h)
A< A (25¢)

B =0 (254)
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O Que se consegue utilizando a fungdo objectivo artificial (em lugar da funcio objectiv
comr = r¥);

ow

Min Z, @+ X, N, (26)

A condicfio de complementaridade (25d) seria obedecida indirectamente através da escolha
dos multiplicadores surrogados. Se este sistema tiver solugdo, r* pertence ao dominio do
problema inicial e 1° € substituido por r* na iteracdo seguinte em virtude de se ter ol p* <¢t

1. Se r* ndo pertencer ao dominio, fazia-se r* = (r* +19)/2 e recomegaria a fase D.
5. Aplicacao

O exemplo normalmente utilizado € a treliga representada na Fig.3.

Figura 3

PressupGe-se que cada barra possui um tdnico modo de cedéncia & compressio, HY =0, que

€ a carga critica de Euler T2 E 11/112. Considerando secgdes do tipo "sandwich" com uma
altura tit h; em todas as barras, 0 momento de inéreia L =12 hiz A; € proporcional 3 drea A
dos banzos que suportam as tensdes instaladas. Admite-se geralmente que a resisténcia T, @
rigidez eldstica S; e o custo de cada membro ¢; sdo proporcionais a A; . Escolhendo
convenientemente as dimensdes, tem-se:

12,3 = 341 : 456 = 24

5123 = 34 ; S456 = 24y
Supondo que o ¢nlongamento no limite de cedéncia € uma unidade e a rigidez eldstica das

barras € idéntica is resisténcias, impondo 0 mesmo limite em todos os deslocamentos,
termn-se:

Ul=14 4 4 4] . B =1




Este exemplo foi resolvido considerando diferentes matrizes tecnologicas e carresamentos:

Casol
Supor que todas as barras com o IMesma comprimento sio representadas pela mesma varigve]
de decisdo, tem-se:

r=r1=r2:r3 s 1'=I'4=I’5=I'.6
Considera-se para carregamento,
Fl=19 00 0)

Caso 2

Utiliza-se a marriz tecnolégica do exemplo anterior e o carregamento € dado por:
Fl = {7 300 i

Considera-se o farregamento indicado no Caso ] e supde-se que as seis varidveis de decisio
podem variar independentemente,

6. Discussio

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia para a solugdo do problema de sintese
elastoplastica de ¢struturas, baseada em conceitos radicalmente diferentes dos
tradicionalmente adoptados. No escasso nimero de artigos onde aquele assunto é tratado,
sdo utilizados métodos que se baseiam em programagdo matemdtica ou em critérios de
optimalidade. Os métodos qQue se apoiam em entropia tem sobre a prograniagdo matemgtica a
vantagem de evitar a utilizacio de 4rvores combinatérias que tornam muito morosa a
resolugdo destes problemas nio lineares e nio-convexos. Além disso constituem por si
proprios uma estratégia para a escolha do conjunto de restricdes activas através da
informagdo produzida pelo comportamento do modelo, o que ¢ reconhecidamente a grande
deficiéncia dos métodos baseados em critérios de optimalidade. Contudo, ainda constituen
uma drea nova de investigacia.
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