Comunicagdo n® I-17

MONITORIZACAO DOS RESULTADOS _
DAOPHMHMCAODETRHJCASUﬂLHANDOUMA&ﬂTH&NHVADUAL

L. M.C. SIMOES (I) E A.J.B. TADEUI)

programacao linear da biblioteca cientifica Harwell. Sio apresentados alguns exemplos de aplicagio
desta técnica.

L INTRODUCAO

Um aspecto importante a ter em conta no projecto de treligas € que estas suportem as acges que
sobre elas se exercem com a utilizagdo de um volume de material minimo. Com o desenvolvimento dos
meios de cdleulo automddco, esta necessidade conduziu ao desenvolvimento de programas de

conseguir uma estrutura com um volume minimo € forgar a que um critéto de optimalidade seja
satisfeito. Em complemento a esse critério calcula-se a partir dos multiplicadores de Lagrange em cada
iteracdo uma estimativa dual do volume, o que permite estabelecer o intervalo que delimita o volurne
minimo. Os valores maximos das varidveis duais sdo utilizados para a actualizagdo do critério de
optimalidade. Os multiplicadores nulos obtidos estdo associados a restri¢oes que deixam de pertencer
a0 conjunto das restrigdes activas.

2. DESCRICAQ DO PROBLEMA

Para se simplificar a formulagio algébrica do trabalho, apresenta-se a SEZULr O programa matematico
que corresponde 4 optimizagio de treligas, cujos membros tém um comportamento eldstico. A funcio

objectivo consiste em minimizar o Custo, que estd de algum modo associado ao volums do material
utilizado:
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O termo genérico somatério refere-se ao membro 1 da drea a; ¢ de comprimento L;. Utilizam-se
varifiveis x; reciprocas das dreas neste tipo de algoritmos em face da simplifica¢do que resulta de se

Supor que as restrigoes sdo lineares nas varidveis reciprocas. De notar que este raciocinio so € vdlido
para estruturas isostdticas.

Os deslocamentos modais u sdo obtidos a partir do vector de carga A por inversdo das equagdes de
equilibrio do método dos deslocamentos:

Zk=1,n Kjk e = >\] g T (2)

onde Kij € 0 elemento genérico da matriz de rigidez da estrutura K e n o nimero de deslocamentos
nodais asociados ao grau de indeterminagao cinematica.

Se os membros se comportarem de um modo eldstico, as tensdes nos membros tem de satisfazer as
tenstes admissiveis:

gl = g¥ < g=85 ATu < ¥ (3)

De notar que o vector & € uma combinagio linear de deslocamentos nodais, onde os elementos da
matriz diagonal S sdo os quecientes entre 0 médulo de elasticidade do membro e os respectivos
comprimentos. Para entrar com 0s efeitos da encurvadura, podem-se diminuir as tensdes de
compressdo de acordo com 0s resultados da coluna de Euler. No membro j, tem-se:

“a; 0y (Y T2Ea2) /% <0 )

Limitando os deslocamentos nodais:

- uuk < U < Uuk ; k=1,..,n (3)

De uma forma genérica as restrigoes (2)-(4) podem ser escritas :
Bk = Sk (6)

Para manter constante a topologia da treliga constante 3o adicionados limites inferiores nos valores
das dreas dos membros:

a; 2 ai] ve= Tm (7

o que € idéntico a impor limites superiores nos valores das varidveis reciprocas:

x; € 1/a;] i=1,.,m (8)
Para compleiar a definigdo do problema, € necessario referir as resigoes:
=0 i=1,..,m (9

i

(ue Nunca sao wctivas no GpLmo.
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Efectuar a opumizagio do volume/peso de uma treliga equivale a minimizar-se (1) estando o dominio
restningido pelas equagdes bilineares (2), inequagdes lineares (3), (5), (7) ou (8) e inequagoes
quadrdticas (4). Por vezes em lugar de entrar com as desi gualdades (4) reduz-se a tensdo admissivel de
compressao gl em (3).

A razdo de maior vulto que tem causado algumas das dificuldades encontradas no desenvolvimento
de programas para sintese de treligas eldsticas € que as restrigoes que traduzem o comportamento da
estutura tem sob o ponto de vista numérico caracteristicas divergentes. Estas restrigdes s3o fungdes
ndo lineares das vanidveis de decisio (dreas dos membros), pelo que o programa matematico é nao
linear. Por outro lado o cdlculo exacto das tenses e deslocamentos nodais obri £a a que a estrutura seja
reanalizada em cada iteracdio. Para evitar os custos proibitivos em tempo de computagiio de que
resultaria uma aplicagdo directa de um cédigo genérico de programagao materndtica, a investigacio
tem-se concentrado na utilizagdo de metodologias que ultrapassam essas dificuldades.

Uma dessas técnicas consiste em substituir a estrutura inicial por um modelo aproximado em que as
restrigGes relativas ao comportamento da estrutura sio fungdes explicitas das varidveis de decisio. A
actualizagdo do modelo assegura convergéneia para um optimo local. Gera-se o modelo aproximado
substituindo as restricées relativas as varidveis de estado por deseavolvimentos em séries de Taylor
(em ordem ao ponto d,) € desprezando os térmos ndo lineares. Invertendo as equagdes de equilibrio e

substituido os deslocamentos nodais em fungio das dreas, as restrigdes relativas is tensdes limires
vém:

olc o 415 (@ ay < oV (10)

onde J ¢ € a matriz de Jacobiano da tensdo no poiito &, ou seja:

ol-20, <152 s0¥20, (1)

As lensbes nos membros podem ser portanto calenladas a partir das dreas dos membros:

¥

:c«?"f-d =0 (12)

Do mesmo mode poderiam ser obtidas as reswrigodes para o problema linearizado relativas aos
deslocamentos nodais.

Resultados numérices levam a concluir que s¢ as varidveis inversas das dreas x;=1/a; forem

utilizadas como varidveis de decisdo, melhora a qualidade das aproximagdes lineares das tensées e
deslocamentos nodais. Este fenémeno € ex plicado porque se a estrutura for isostdtica, as restricoes s3o
fungdes lineares de x. Em estruturas hiperestdticas espera-se que as restrigdes apresentamn algumas
dessas caracteristicas, sobretudo se o grau de hiperestacidade for baixo. As restrigdes relativas is
tensoes admissiveis no espago das varidveis inversas &:

ol c o, +7g x-xp < ¥ (13)

onde I' s € 0 Jacoblano de @ em ordem a x.
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2. PROFRIEDADES CARACTERISTICAS DE TRELICAS ELASTICAS

Uma das propriedades bdsicas de uma trelia € a invaridncia escalar do vector dos esforcos N. Os
esfor¢os nos membros de uma estrutura isostitica sio calculados a partir das equagdes de equilibrio
independentemente das 4reas das barras a. Contudo, se a estrutura for hiperestdnca os esforgos sio
fun¢Ges dessas dreas, mas os esforgos nio variam se as dreas forem multiplicadas pelo mesmo factor

P (p>0).
N(p a) = N(a) (14)

Por esse motivo, os esforgos nas barras sdo fungdes homogéneas de grau n=0 nas varidveis de
decisdo a. A tensfio no membro i da estrutura O ;=Ni/a; € uma fun¢fo homogénea de a com grau

n=-1.
d;(p a) = /p I;(a) (15)

Como os deslocamentos nodais sdo combinagdes lineares das tensdes nas barras, gozam das
mesmas propriedades das tensoes.

Pelo Teorema de Euler para fun¢des homogéneas tem-se que:

m  3hy)
2 —— yj=nhy (16)
=1 3y;

onde h(y) € uma fungfo diferencidvel homogénea de grau n nos m componentes do vector y.
Considere-se a restrigdo que dd o limite superior da tenséo no membro i. De (3), vem:
m Jd ;
3 -
i=1 d a _]

8 £ -2, (17)

3 . ~ - ¥ .
onde as derivadas parcial e a tensdo sdo calculadas no ponto a, O ; €oelementoido vector G em
P . * . 5 5 . .
€ o numero de membros. Se a” for a intersecgio da linha que modifica proporcionalmente todas as
P 5 ¥
dreas (e que passa por a) com a restrigio d,=0; ,tem-se:

a=pa (18)
Como a derivada de uma fungdo homogénea de grau n ¢ homogénea e tem grau (n-1) a equagio (17)

VEITL

Z —— a4 <fp)o;” (19)
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onde,

flo) = p (P-2) (20)
Conclui-se que uma restri¢io relativa a uma tensio admissivel lincarizada através de um
desenvolvimento em série de Taylor, pode ser substituida pelo produto de uma €XPressao em termos

das derivadas parciais da tensdo calculada no ponto de intersecgdo a" por uma fungio quadrdtica f(p )
da distdncia de a 4 origem.

Como o vector dos esforgos € também invariante no espago inverso, as tensoes g;=Njx;e
deslocamentos nodais sdo fungdes homogéneas de grau n = ] nas varidveis x.

S(px)=p @) (21)

n(px) =p ulx) (22)

Considerando o limite superior da tensdo na barra i,

m Jda :

L — oy =" (23)

J=1 dx ;
Se x* fora intersecgio da linha que modifica proporcionalmente todas as 4reas (e que passa por x)

com a restricio < ;=0 i* , como as denivadas parciais (8 & / 8 X;) sdo funcdes homogéneas de grau

n=0 no espago x, a equacio anterior vem:

m Jd
2.

J=1 aXJ

xj <0, (24)

ou seja: A restrigio no valor da tensao limite & idéntica para todos os pontos que estejam na mesma

linha de escala. Como a aproximagdo da restricdo € um hiperplano tangente ao ponto de intersecgéo x
as restricdes que traduzem o comportamento da estrutura dio valores mais aproximados no espago das
varidvets inversas das dreas que quando se tomam dircctamente as dreas.

4. FORMULACAO DAS CONDICOES DE ESTACIONARIDADE

Para resolver o programa matemdtico (1)-(6)-(8)-(9) € necessdrio obter os pontos estaciondrios do
Lagrangiano;

c m | m
¥ =i oy (gi-c)+ Z By (kg - —)- 2 vox (25)
k=1 i=1 TS

1
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onde as varidveis &, WL e Y que foram introduzidas no Lagrangiano sio denominadas varidveis

duais ou multplicadores de Lagrange. E condigiio necessdria para que um ponto do Lagrangiano seja
estaciondrio que as derivadas parciais de ¥ em ordem is varidveis primais e duais seja nulo -
condigbes de Karush-Kuhn-Tucker. As derivadas em ordem as varidveis primais X; 530 denominadag

condigGes de opumalidade em problemas de optimizagdo de Treligas:

—_— + z (xk _— U-l - Yl =0
8xi k=1 8x-1
Cop > By, ¥ 20 : i=1,..,m

As dernvadas em ordem as vardveis duais,

Wi (xg - Lagh =0

(26a)

(26b)

(27a)
(27b)

(27¢)

asseguram que quando as restrigbes sdo satisfeitas como igualdades (restrigdes activas) o
multiplicador de Lagrange correspondente € diferente de zero. Como a restrigdo (9) nunca € activa, o

vector Y € nulo.

5. CRITERIO DE OPTIMALIDADE

A utilizago do critério de optimalidade permite determinar as dreas a; que satisfazem as condigées de

K-K-T a partir das varidveis duais & .

Como,
8V I
_ . a2
— =i = -l g
2
Bxi Xi
Tem-se:
1 c dgk
1 k=1 a X;
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desde que nio seja activa a restrigio associada ao limite inferior de a; (e superior de X;), ou seja:

1L i:O' Contudo, se:

c 3gy
T ooy < 1y x; 2 (30)
k=1 axi

passa a ser activo o limite:
2 = 2! (x; = 1/ah 31)

Donde,

(32)

Ww: = I aizf 2. oy

1 1
8 Xi
Em estruturas isostdticas (8 gkfa x;) € independente do ponto em relagio ao qual 530 calculadas as

derivadas e por esse motivo o sistema de equagoes (28)-(32) possui uma s6 solugdo. Em trelicas
hiperestdticas esta propriedade deixa de ser v4lida e os X; 6ptimos sdo obtidos resolvendo

lterativamente as equagdes (28).

Deste modo as condigbes necessdrias de estacionaridade (26) s6 sdo satisfeitas se for possivel
modificar os valores dos multiplicadores oc i de modo a cumprir as condigdes (27). A metodologia

que a seguir se apresenta para determinar um ponto de estacionaridade baseia-se na informagdo dada
pelos multiplicadores de Lagrange.

6. PROGRAMA DUAL

O programa de que se parte, ou primal, € a minimizagdo do Lagrangiano (25) cujo dominio &
constituido por pontos que satisfazem as restrigoes (27). Desprezando os termos do desenvolvimento
em série de Taylor de ordem superior a um, estas restrigdes sdo aproximadas por fungdes lineares das
varidveis reciprocas das dreas. O dual deste programa linear corresponde & maximizagio do
Lagrangiano, sobre um dominio formado pelos pontos que satisfazem as condi¢des de optimalidade,
isto €: Fixando aj, a resolver o dual consiste em determinar o optimo de um programa linear nas

varidveis Ccy e 1 i» que satisfazem as condicdes de optimalidade.
Embora esta solugZo ndo corresponda normalmente a0 dptimo do programa primal (de entre todos os

valores de a; possiveis), € uma subestimativa de (1). A partir desta subestimativa ou volume dual &
possivel saber-se entre que limites se encontra o volume optima da trelica.
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Multiplicando cada uma das equagdes (26):
a3V Cc o) g_k
— + Zcxk —+t ;=0 (33)
dx; k=1 d X

pelo valor de x; correspondente e adicionando os produtos obtidos, chega-se a:

c g
~V+ 2 &, g —— =0 (34)
kil 8xi

Deste modo, o volume dual D a maximizar é obtido a partir de (25) e (34):

o m ]J.i
D=2V-Z &pep- 2 (35)
k=1 i=1 aj

Este programa matemdtico tem a mesma solugdo que a minimizagio de:

Cc m ]J.l
F= 2 C(.iCi'f‘ Y pre— (36)
i=1 i=1 al

sujeito as restri¢Ges:

c ogy av
2 oy +Hy 2 — i=1,..,m (37a)
k=1 0 x; ax;
&y 20 ;20 (37b)
O volume dual ¢ dado pela expressio:
D =2V-F (38)

Conclui-se que valores de cx K € W que satisfagam (37) se forem substitufdos em (36) permitem o

cdlculo de uma estimativa dual. Para obter a methor estimativa possivel utilizam-se rotinas de
programagcio linear.

O limite inferior dado pelo volume dual é melhorado através da operacio que a seguir se indica e
que utiliza a propriedade da invanincia escalar do vector dos esforgos. Multiplicando odas as dreas
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por um factor P, os multiplicadores de Lagrange que lhe correspondem passam a ser p 2rx e &
0 Zu i+ ©volume primal PV e o éptimo da funglo objectivo de em (36) é QZF. O limite inferior
para uma treli¢a cujas 4reas sio P a é:
2 _
D=2Vp-Fp (39)
Maximizando D em ordem a P tem-se;
2V-2Fp =0 = D = VF (40)
Como o limite (40) € superior a (38) constitui uma subestimativa dual de melhor qualidade.,
De notar que estes limites inferiores s6 sdo vilidos depois de ser efectuada uma linearizagio convexa

do problema de sintese el4stica e ndo para a formulagdo inicial deste problema, que tem restri¢des nio
lineares e ndo convexas.

7. EXEMPLOS

Foram resolvidos dois exemplos muito conhecidos da literatura de optimizagio de treligas.

11, Treliga de dez barras

Pretende-se optimizar o volume da trelica de dez barras representada na figura 1 e que est4 sujeita a
uma unica condigio de carregamento. Supde-se que a tensio admissivel na barra 9 € tés vezes
superior a tensdo admissivel nas outras barras.

Partiu-se de uma soluc¢io inicial com um volume cerca de 2.5 vezes superior a0 minimo obtido apos
6 iteragdes. Neste problema a estimativa dual do volume convergiu para a solugdo apds 4 iteragoes,
mais répidam: e que o volume do programa primal. Este comportamento justifica-se fzce a0 elevada
niimero de tensdes admissiveis activas na solucio,

7-2, Trelica espacial de virite C1nco barras

Pretende-se optimizar o volume da torre representada na figura 2 e que estd sujeila a seis condicoes
Ut carregamento alternativas. Impondo simetria na Eslmutura, por agrupaniento de conjuntos de barras
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com & mesma drea s se consideram 8 varidvels de decisio independentes. S50 umpostos limites
mdximos para as anslacgoes das ariculagoes.

Iniciou-se o problema com uma treliga com um volume 50% mais elevado que o éptimo local, que
foi obiido apés quatro iteragdes. Ao contririo do pnmeiro problema em que a estimativa dual converge
mais rapidamente, neste caso chegou-se a um volume primal igual a solugdo no final da 1*iteragao.
Isto acontece em virtude do elevado nimero de equagoes de equilibrio gue restringem o dominio do
problema (grau de liberdade cinemdtico x niimero de condigdes de carregamento). A maior dificuldade
reside agora em encontrar um ponto do dominio que satisfaga as tensoes admissiveis, sem ultrapassar
os deslocamentos nedais maximos.

Figura 2

8. CONCLUSQES

Este programa utiliza um critério de optimalidade que através de um método Newton dd estimativas
dos multiplicadores de Lagrange. Em problemas de optimizagao onde a solugdo tem de satisfazer um
critério de optimalidade, um dos principais problemas € reduzir o nimero de andlises da estrutura
necessdrias até se atingir a convergéncia. Por esse motivo hd vantagens em se utilizar um processo que
dé limites para a solugdo, permitindo detectar se o algoritmo diverge ou termina com bons resultados.
A diferenga entre o volume primal e dual € o intervalo de dualidade que dd uma indicag@o sobre a

convergéncia do programa de optimizagao.

Este programa prevé que virios membros com a mesma drea sejam representados pela mesma
variavel de decisio, Além disso é possivel extendé-lo para a optimizagdo de placas isotropicas sujeitas
a cargas axiais onde a varidvel de decisdo ¢ a espessura da placa. O algorittno converge para um ponto
que € pelo menos wmn minimo local.
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