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DETERMINACAQ DE LIMITES DE CEDENCIA POR PROGRAMACAQ MATEMATICA
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RESUMO

S3o indicados os programas matemdticos que correspondem % andlise de
uma viga sujeita a um cdrregamento proporcional com comportamento
elastopldstico e que assenta numa fundagio elastopldstica. Para se estabelecer
como a capacidade resistente da viga ¢ a variagio do limite de cedéncia do solo
vdo influénciar as deformagdes ‘observadas efectua-se 2 andlise de

Lo

sensibilidades através da resolugio de um programa quadritico convexo. Por’

iltimo € abordado a reselugio do problema de identificagdo. por programacio
matemética. Com base nas medictes cfectudas e admitindo que as caracteristicas
cldsticas e geométricas do modelo estrutura/ fundacio sdo conhecidas, obtémi-se
valores mais realistas para os limites de cedéncia do solo. O problema de
programagio gquadrdtica complementar correspondente ¢ resolvido com
recurso ao principio da entropia mdxima,

ABSTRACT

An clastic-perfectly plastic discretized structure subjected to given
Proportional loads, undergoes displacements, some of which are measured. On
the basis of this experimental data assumed as exact (unaffecied by

Mmeasurement  errors) the yisld limits are sought, whereas the elastic and-

geomeric properties are kaown. This special problem  of identificstion under
suitable hypw!hesis of piecrwise lincar wield surfaces and no local unstressing
tnder increasing loads is shown o be amenable o the minimizaion of a
Convex quadiriic funclion under linear und complementarity consiraints  an
18 solved by using the maximum entropy  foroyalism,
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L. INTRODUCAO

Pouca  atengio  tem  sido - prestada 2 problemas  inversos de
clastoplasticidade. Coniudo hi motivas prdticos para identificar og parimetros
que  caraclerizam 2 resisiéneia  de macigos rochosos e outras formacoes
geotéenicas, a partir de medi¢dcs do comporamento do sistema no proprio
local. "Neste contexio, a calibragio do modelo malemdtico  elastoplistico de .
ccdéncia  de Mohr~-Coulomb foi efectuado na rel.[1]. Nesse trabalho foram
aplicadas técnicas de pesquiza directa para minimizar a fungZo de erro (que é a
discrepincia entre os resultzdos  observados e os referentes a0 modelo
matemadtico), QOutras aplicagdes da programacdo matemdtica 3 geotecnia
encentram-se  referenciadas em [2]. O problema de identificagio de limites de
cedéncia com base na Tesposia do sistema  estrurural 2 um dade carrcgamento
fei resolvido na ref.[3] através da utilizagdo de um modealo discretizado em que
$2o consideradas Jeis elasto-plésticas com LI0G0S. TeClos & se assumiram leis
constitutivas holonGmicas, Para resolver o programa quadrético complementar
correspondente  foi aplicado um algoritmo de duas fases. De notar que para
evitar 2s situacdes sm que se verifica eCuperacdo eldstica dag secgles pode
efectuar-se uma andlise elasto-pldstica incremental 405 resultados obtido. Neste
trabalho; este programa de identificagio des limites de cedéncia ¢ reselvido por
vm  outre algoritmo em que  ©os multiplicadores sig gerados avtomaticamente
maximizando g entropia do sistema,

2. FORMULACAO DO PROBLEMA DE ANALISE ELASTOPLASTICA

Para  simplificar o modele matemético referem-se  apenas estruturas
articuladas. As relagbes matriciajs QUE representam 2 resposta elastoplastica
deste tipo de estruturas, permitem estudar CULIoS  sistemas estruturais
discretizados em que relacles constitutivas sio linearizadas em tr0Cos recios,

U e F representam, respectivamente, og vectores de deslocamentos dos nés
livres (n graus de liberdade cinemitica) e de cargas nodais. Q e q TIepresentam,
respectivamente, oS vectores dos esforgos e dos elongamentos das m barras. Ag
equagdes de equilibrio e compatibilidade podem ser escritas na forma,

g = Cu _ ' (1)
CtQ=F (2)
onde C € uma matriz m POT N que depende apenas da geometria inicial do

sistcma. Se a lei constituliva de cada membro que relaciona as forgas com os
cniongamentos for coastimmjdo POr lragos rectos (Fig. 1), tem-se:
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@1t =-Qi+ i+ Hiph 0 (3b)
@ol = Qi+ (ol + Hoipph 2 0 (3e)
pitap2t 20 5 Eplpi' =0 0 @aipyl =0 © (34
onde -pil , @ ;i representam, respectivamente, o multiplicador plistico e a
j j P 2

fungdo de cedéncia. Hji ¢ um médulo de endurecimento (ndo-negativo) para
cada, ¢ 1 dado por al Ei kji/ii onde Lj‘, al, Bl 1 representam coelicientes de
endurecimente, drea de secgdo, médulo de elasticidade e comprimente do
membro 1. O clemento i da matriz de rigidez diagonal S! ¢ a rigidez cldstica. rj‘ ,
j=1.2 sdo os pardmetros de cedéncia que s¢ pretende determinar & que para
ireligas sdo dados pelo produto Gjlal onde o‘J » i=1,2 s3o as tensdes de cedéncia i

compressdo e iracgdo do membro i. Podem:se agrupar estas relagbes para todos
os membros, obtendo-se:

q=()1Q+p1-p — | (4a)
@1 =-Q+(r7 -+ Hi pp) Z 0 (4b)
@2 = Q+(rp+Hypy) 2 (4c)
P1.p2 20 ; @ypi+@opy =0 (4d)

Substituindo os veciores g ¢ Q nas expressoes (1), (2) e (4), vem:

Ku-ClSpy+ClSpy=F (5a)
NS Cu+(NLSN+H)p+r 2 0 (5b)
@20 ; p20 ; @lp=0 (3¢)

onde K =Ct § Cé a matiz de rigidez da estrutura e N = [I -I]. De (5a), tem-se:

u=u®+GNp ) (6)
onde, '
we=K-1F and G=x-1Ct5s (1)

QO vector u€ representa deslocamentos cldsticos e os clementos da matriz G
sio os deslocamentos da estrutura provocados pelas deformagdes plasticas. O
problema de anslise de sistemas estruturais que possuem leis constitutivas
elastopldsticas com endurecimento, pode ser resolvido com recurso A
Programagdo quadrdtica convexa. Pretende-se minimizar os vectores dos
esforgos nas barras Q e os muliiplicadcres plésticos p:

Min 172 QU S L Q+ 122 pyt Hy py + 12 pt Hy py (82a)
sujeito a,

ClQ=F (8b)

@I:—Q+H1p1+r’:20 (8c)

_f;:':z': Q+Happ+iz 2 0 (8d)

Qreal 5 pp20;:py2 0 (3d)



que € idéntico a:

Min 172 Q51 @ 4 1p pl Hp {(9a)

€ Cumpre as restrigdes,

CtQ=F ' (9b)
Q:-N1Q+Hp+rg(} (9¢)
Q real ; p ¥ Q (9d)

Para o modelo eldsto-pléstico perfeito, H = 0 ¢ o programa quadrdtico (%
pode ser simplificado:

Min 122 Qtg-1 g - (10a)

cujo dominip € definido por,

ClQ=fF (108)
=-N'Q+r3 0 (10c)
Q real (10d)

Este programa g6 tem solugdo se o dimensionamento permitir que o
sistema tenha Capacidade resistente para suportar as cargas.

O programa dual de (8) € 0 programa quadrdlico convexg,

Min 172 [ut pyt pot CGsCc -cts crg uf+ (For ety u [(11a)

-5C S+H; -8 P1 | Pl
SC -8 s+Hy|(py )
para,
u real ; py 20 :pp 30 (11b)

Cuja solucdo dé o vector des deslocamentos nodais e o3 multiplicadores plésticos.

E mais vantajoso do ponto de vista computacional utilizar a formulagiio
dual em lugar do primal. Além de nio ter restriges, possui normalmente um
nimero de varidveis mais reduzido, A selucdo Sptima  dos Programas de andlise
elastopldstica possui as seguintes Propriedades: (i) Todas ag matrizes e vectores
eavolvidos sig diferencidveis (if) as restrigdes  activas definem vectores
linearmente independentes.

4. ANALISE DAS SENSIBILIDADES

E necessdrio  verificar o modo  como uma Pequena  diferenga nos
Pardmetros vai afectar 0 comportamento do sistema CXpresso  através das

varidveis de estado: esforgos nas barras, deslocamentas nodais, dcf_ormagﬁf;s
plisticas.

As matrizes §, Hy ¢ iy ¢ os vectores Tl €1y sdo diferencidveis. em ordem &

" _ . . i L
cada um dos baramictros, tendo por derivadas, respectivamente, $%, Hgyal Ha?',
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rid, rpd. A derivada 3 direita de [ul p1t poll para um incremento positivo A al
do parametro aj € obtida através da resolucio do programa guadrilico convexa
dual de andlise elastopldstica (12a);

Min 12 [ud' 'pyal el Yietg oo oes Cty W [-Fi(ry2'r)i(ryalry )i wa!

-SC S+H; -8 (p? o)
SC -5 S+Hy|py?' Pyl
onde, '
u?l ¢ real
p1* =0 vpara @ (! =-Q+ '+ Hlph > 0 (12b)
Pr® =0 paa  Bal = Q4 (i Hylpyl) > 0 (12¢)
p1* <0 para @l =-Ql4 (gl 4+ Hilpih =0 (12d)
pp® <0 para @ol = Ql4 (i 4l ph) =0 (12e)

—— i, ; _ . <
A sensibilidade  Q%'¢ calculada directamente através das equagfes de
compatibilidade,

Q¥ = scud' +§p g pya (13)
e as fungGes de cedéncia sdo,

Q)al NL Q?l]' 4 Hal pal 4+ aI (14)

As derivadas 4 esquerda sdo os valores simétricos destas, desde gue se
considere o mesmo conjunlo de restrices  activas. Como o conjunto  de
estricGes activas depende nio 6 do Carregamento como da destribuicio das
Capacidades resistentes, este método produz apenas semiderivadas.

4. FORMULACAQ DO PROBLEMA DE IDENTIFICACAO DOS LIMITES DE CEDENCIA

4.1 - O problenia inverso elastopldstico

Apesar da rigidez eldstiva ser cenhecids, as capacidades resistentes r
dependem de o parimetros independentes a, sendo 4 relagdo entre estes
representada pela restricio linear, -

Ta=r (135)

onde T € uma matriz bindria de dimensio 2mx2a. Deste modo, as
Capacidades resistentes dos membros sio subdivididas em e grupes ‘com 2s
Mesmas caracterfsticas resistententes. Obiém-se o8 deslocamentos uhLM em d

locais ¢ que correspondem a t medigGes clectuadas durante o carregamerio
Ty — i

=l k=1,..10. P(.,'cndn, se que esta informagio seja explorada de modr a
“Dlerem-se gy parimetros a que dentificam  as  caracteristicas resisientes o




local. Se uy® indicarem 0s deslocamentos (rnos mesmos loczais onde ge efectuam

as observagdes) calculados a partir do modelo matemdtico sob g acgdo  dgg
mesmas cargas verifica-se que estes valores sio dependentes dos Pardmeirgs
especificados. Toma-se para medida da discrepancia entre 05 resullados reais o
0s resultados tedricos o quadrado da norma Euclidiana,

i 2 _ .
2=2Ih=1d Tg=1, (upM - UpE©) (16)
A minimizacio degta fungdo de erro em ordém apsg parimetrog permite
identificar estes valores. Se g matriz  bindria B (dxn) seleccionar 0s d
deslocamentos nodais que v&o ser medidos,

ut =B (uE + Gpp _ (17)

lem-se, com base em (16) e (17) que a funcdo a minimizar & Guadrdtica em
termos dos multiplicadores plasticos,

Min z = Ek:“ (pkt M pi o bk[ Pk +c) (18a)
onde,
M=G'BIE G (18b)
bk =2 G' B (B y© -y, M) _ (18¢)
; Ck = (M b up © L BY (u™ - B ™) (18d)

A Tfuncio objectivo dependente dos parémeiros g através dog
multiplicadores pldsiicos P Como M ¢ uma matriz positiva semidefinida, (18a)
¢ uma fungio convexa. As restrigoes que caratterizam o comportamento do
sistema  sdo:

P+ Q- (g + By py) - 0 (18¢)
P2k - Q- (k + Hyg pog) = 0 (E81)
Plk.P2k 2 0 Clk.Bax 20 (18g)
Tl Pix + Gokpog = 0 (18h)

Um aspecto que caracteriza a formulagdo matemdtica deste programa de
oplimizagio € a restricdo de complementaridade (18h) que imple gue em cada
par de varidveis ¢ ik Pjk. uma delas seja nula, Esta condi¢ic € responsivel pelo

dominio do problema (18) ser nig convexa,

O algoritmo de programagdo malemdtica descrito neste trabalho consiste
¢m  resolver um problema min-max, que ¢ obiido feescrevendo a  fungip
objectivg (18a) ¢ as restricdes  (18e-h) numa forma normalizada Se z
fepresentar o erro de referéncia que se prelende diminu;r, ,{Lf‘fl_l,f!ig,gj epy o8
potenciais cstdticos o multiplicadores pldsticas que  correspondem a4 egje ponte,
o objectivo {18a) lransforma-ge em,

g
§;
RhsETE
n-a.,..~,k,£._=,wm,—¢\¢j;"i‘ e -



ety (k"M pg +bxlpg +cp) € 2

Tl (k! Mopg + bt pi + o)
=> gi(a) = 140
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(19a)

As restriges de sinal que -limitam as variacbes em @ {, @9, p1 © p2

conduzem &,

1 O 1k
gy = - -1%20
B gy da
1 c8 B0 .
gz (@ = - -1¢0
Lor 3a
1 dp1k
g4 (@ = - - 140
21k Sa
1 dpag
g5 (a) = - -1¢0
P2k da

(19b)

(19¢)

(19d)

(19e)

Cada restrigio de complementaridade ¢é satisfeita implicitamente em cada

iteragdo.

Este problema multicritério pode ser enunciado no formato minimax,

min = max (g, . ks .- 84)

F k

4.2 - QOpuimizacio Minimax

Considere-se o problema de optimizagdo minimax,
Min  Max <g x) >
xEX jJEIJ

e a desigualdade de Jensen, igualmentc designada desigualdade de
(ref.[4]), para valores crescentes de p no intervalo 1 £ p od:

1A

J ]
(Z yPHylP ¢ 2yl

E=

(20)

(21)

norma

{0

2

p




Fazendo Uj = gXp [gj(x)], =1, .., T e aplicando limites ao lado esquerdo, vem:

] . :
lim { % explp gx)il/e = Max < explgj(x)]. > (23)
pP— 00 =1 =

Calculando o logariimo natural da expressdo (23) tem-se,

J
lim  (1/p) log {& explp gi(x)]} = Max < g(x) > (24)
p— oo =1 iET

O resuliado (24) € verdadeiro para qualguer conjunto de vectores g(x),
incluindo o conjunto que resulta da minimizagdo de ambos os lados. da igualdade

(24) qualquer que seja x & X. Desle modo esta igualdade ¢ aplicdvel ao programa
matemadtico: -

" J
Min Max <gj(x)> = Min (I/p) log{Z explp gj(x)]} (25)
xeEX jET x=E X j=1

para valores crescenies de p ne intervalo § € n $ oco,

Este resultado indica que o problema de optimizagdo minimax (21) pode ser
resolvido através da minimizacio da funcio escalar do lado direito de (25). A
desigualdade (26a) pode ser obtida utilizando a desigualdade de Cauchy =
transforma-se numa igualdade se o lado direito for mazimizado em ordem a A
satisfazendo as condigdes (26b).

, J J )
Min Max < g(j> 2 Min & A igjx) - (I/p) Z }‘i log hj (264)
sEX el XEX =1 =1
J
z -3\j=1 POR20 0 el (26b)
J=1 ‘

O segundo termo do lade dircito da expressio (26a) £ constante
relativamente a minimizagiio nas varidveis xE X e tende para 0 & medida que
p—+ LA . A forma deste termo adicional € pois idéntica i fungdo de entropia de
Shannon (ref.[5]), onde k=1/p

]
§=-k 2 f"‘\jlﬂg x\j (27)
j=1
onide S € a entropia, k é uma constante positiva e os A i» J=1, ... I satisfazem o
corjunto de condigbes (26b). A funcio de entropia de Shannon € medida da
incerteza associada a wm processo aleatéric  discretizade na qual A ;6 a

I
probabilidade associada zo dconlecimento J. Jaynes (refl[6]) wutilizou a funcio de
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entropia (27) para definir o principio da enlrogiz méxima, segundo o qual,

I
Ay = enle g0l /{E explo gl k=L, v J (28)
=1

Para um dado xE X, considere-se o problema,

J J
Max Z }‘j g -(/py X }"j log -z\j (29a)
A = j=1
sujeifo a,
I » |
. oAj=1 ; 3"«jg 0 5 =L (29b)
=1 -

Subtrainde os multiplicadores associados & entropia mdxima (28) na
fungfo  objectivo (29a) chega-se 4 funcdo escalar que se wviu ser idéntica ao
problema de optimizacio minimax.

4.3 - Optimizacio da funcido escalar

A fungdo escalar em (25) possui propriedades muito importantes do ponto
de vista da optimizacdo, Trata-se de urma aproxima¢do convexa dos critérios, o
que permile a ulilizagio de méiodos para optimizagdo convexa. Por outro lado, a
qualidade das aproximagGes melhora para valores de @ mais elevados. H4 um
grande niniero de métodos que podem ser utilizados para resolver problemas
de optimizacio sem restrigdes  (que corresponde 2 minimizagdo da fungdo
escalary e que s3o classificados em duas categorias; métodos de pesquiza directa
¢ métodos descendentes. Os métodos de pesquiza directa s6 necessitam do céleulo
da funcio objectivo e n#o wtilizam a informacio relativa &g suas derivadas
parciais para obter o extremo. Por esse motivo sdo mais® aconselhados para a
resolugdo de problemas de pequena dimensdo ou que envolvam fungBes nido
diferencidveis e a sua eficiéncia é normalmente menor que a dos métodos
descendentes. Estes dltimos, 2zlém do cdlculs da funcio objectivo utilizam
Aormalmente a primeira derivada e em alguns casos derivadas de ordem
superior. Como p e @ sio fungdes das restrigdes activas que correspondem a
um dado conjunto de pardmetros, a minimizagio da fungdo escalar deveria ser
electvada por um algoritmo para optimizagio nio diferencidvel. Por outro lado
COmo p e © sdo “semismooth" (ref.{7]) pode wutilizar-se um algoritmo para
Optimizagio diferencidvel. As derivadas da fungdo escalar vio possuir produtos
de termos exponenciais com valores superiores aos das funcdes primitivas, pelo
que sd3o particularmente desaconselhados algoritmos que utilizem as derivadas

analiticas de 22 ordem.

3. EXEMPLO NUMERICO

Con~idere-se a viga com ecmportamento elésto-pldstice  perfeito que
Assenta ra  fundagio clisto-pldstica rzpresentada nu Fig.2. A estrutura tem 26
traus de liberdade e possui 50 membros deformaveis: as 24 rotulas onde o
Concentra o deformabilidade da viga e das 26 molas de fundagdio que nio opdem
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Na Fig.3 estd representada a forma como o endurecimento H afecta os
valores do multiplicador plastico correspondente 3 mola 18, Este & active para
um comportamento eldstico-pldstico perfeito (H = 0) e anula-se quando o
endurecimento aumenta. A sensibilidade € descontinua, sendo negaliva guando
0 rmultiplicador pléstico € “ positive e nula a partir do momento que o
multiplicador pldstico deixa de pertencer a base.

Na Fig.4 estd representada a influéneia do endurccimento no afundamentg
vertical no ponto de aplicagia da carga verical. -Verifica-se que uma mudanga
de base na zona em Qque H = 0 altera significativamente o valor do
afundamento,
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QO problema da iden'{iﬁcag?o dos limites de cedéncia com base em medicges
efectuadas no sistema estrutural consiste na minimiza¢do de wuma fungio
quadrdtica dos multiplicadores pldsticos (e indirectamente dos pardmetros a
detcrminar) sujeita a um coajunto de restrigdes lineares ¢ uma restrigio (ndo
linear e nio convexa) de complementaridade. S3o necessirios pelo menos
medigdes para idenmiificar &  pardmetros. Para resolver o problema da
identificacio dos limites de cedéncia da viga e do solo i compressio, mede-se o
assentamento vertical dds rétulas. E comtudo necessirio que o numero de
deslocamentos o serem medidos nio seju inferior ao ndmero de incgnitas.
Chama-se 1 atengio para o facto de ndo ser possivel identificar as
taracteristice: pretendidas se o sistema ndo chegar a entrar em cedincia.

Na Fig.3 estio representadas os resultados obtidos pura o problema de
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identificacio de pardmetros  quando  se considera a2 wviga com Lm
comportamente pldastice-perfeita e se utilizam como medigdes os afundamentog
na  zona mais solicitada (enire as molas 17 ¢ 721, inclusivé), Pretende-se
determinar os limites de cedéncia da viga e 3 compressio do solo. Despreza-se g
resisténcia do solo i tracedo.  Inlroduziram-sc os vezlores obtidos no modelg
real. que foram afeciados de erros de 5 ¢ 10% para se estudar 2 sensibilidade do
método a ecrros de medigdo.  Verifica-se que ‘estes erros sio bastante mais
importantes que os  erros introduzidos pelo madelo de idéntificacdio de
parimelros.
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Figura s

De notar que a solugdo € grande parte dependente no nimero € posices
onde se efectnam as medigoes.

6. CONSIDERACGES FINAIS

Fol eswudado o problema de identificacio de parimetros (ou problema
inverso) de uma viga com tomporiamento elastopldstico e que assenta numa
fundagio elastopldstica. O problema de identificacie consiste em trés aspectos
distintos: andlise, andlise das sensibilidades e optimizagdo. Enguanto os dois
primeéiros podem ser resolvidos com  recurso 8 programagio quadritica,: o
iltimo € bastante mats difieil de resolver em virtude das restrigées  de
complementaridade gue possui. Em lugar de se caminhar para um sistema que
integre esses trés ASpectos, talvez seja preferivel g utilizagde da optimizacdo de
um mode interactivo, sendo assim possivel ir controlando os resultados obtidos,
A formulacio minimax proposta substitui a liltima fase pela minimizacio de
uma fun¢do escalar, em que existe wum nico parimetro de cantrole, Este
parimetro € especificado pelo utilizador, sendo ajustado & estrura de dados do
problema. No algoritmo descrite, os multiplicadores sig indirectamente
caleulados de modo a maximizar a entropia do conjunto, sendo obtida uma
solucdo de Pareto.

O modelo matemitico adoptado ndo exclui partida um certo grau de
conhecimento do sistema real Par ouiro lade, os parimelros a identificar estip
confinades a um intervalo de variagdo que se estabelece inicialmente. Ery
situagbes reais, quer as medigies quer o modelg do sistema $do afectudos por
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incertezas que possuemn determinadas propriedades ¢statisiicas. Os mélodos que
‘filtram” esse "rufdo” nio sdo o objective desta comunicagdo j4 que se admite ;
gue o minimo da fungio de erro poderd ser nule.
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