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The saddest aspect of life right now is that science gathers knowledge
faster than society gathers wisdom.
Isaac Asimov

A Lina e a2 Maria

Scientists investigate that which already is; engineers create that
which has never been.
Albert Einstein



Adaptability is not imitation. It means power of resistance and
assimilation.

Mahatma Gandhi
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RESUMO

O objectivo do trabalho de investigacdo consiste no desenvolvimento e teste de
métodos numéricos adaptativos, aplicaveis na resolucdo eficiente de modelos
matematicos diferenciais evolutivos de dimensdo arbitraria, que exibam solu¢bes com
gradientes elevados localizados no tempo e no espaco, e sejam relevantes no ambito
especifico da modelacdo de processos quimicos. Para tal, idealizam-se cddigos
computacionais para a aplicacdo e teste dos algoritmos numéricos desenvolvidos. A
opc¢ao de programar os algoritmos em linguagem FORTRAN deve-se principalmente ao
facto desta linguagem ser extremamente adequada ao desenvolvimento de ciclos
complexos de operagdes logicas e/ou algébricas, caracteristicos deste tipo de
algoritmos matematicos. Por outro lado, o recurso a versdo especifica FORTRAN 77
deve-se ao facto desta se revelar suficiente para uma demonstracdo genérica da
capacidade de execugdo dos programas em condigdes triviais, definidas num ambiente
de processamento referente a um laptop comercial convencional, sem grandes
preocupacdes de optimizacao intensiva do esforco computacional.

De modo a testar a robustez e eficiéncia dos métodos, estes foram sujeitos de forma
sistemdtica a modelos de complexidade crescente, desde exercicios de geracdo de
malha, até a integracdo de problemas de equacbes diferenciais parciais (PDE’s)
escalares e sistemas de equacgdes diferenciais (apenas em casos unidimensionais). Os
resultados disponibilizados permitem uma confirmagao genérica da utilidade dos
métodos para uma grande variedade de problemas que abrangem diversas areas
importantes da modelacdo de processos quimicos como: combustdo, adsorcao,
reaccdo quimica, mecanica de fluidos, etc; normalmente caracterizados por exibirem
solugdes com particularidades extremas.

Os métodos de geracdo de malha apresentados sdo baseados em estratégias de
colocacdo nodal controladas pela deteccdo de oscilacdes ou variagbes bruscas em
aproximagdes numeéricas avaliadas por formulas de diferencas finitas, que possibilitam
a especificacdo de dois tipos de critérios denominados por C1 e C2, respectivamente.
Estes denotam uma aptidao geral muito satisfatdria para a identificacao, localizacdo e
acompanhamento de frentes abruptas ou descontinuidades nos perfis de solucdo.
Simultaneamente, os algoritmos permitem o reconhecimento das regides de menor
actividade da solucdo onde a malha mantém a sua esparsidade apenas limitada pela
definicdo da malha base estabelecida por defeito idealizada como garante de um
suporte minimo para a solucdo numérica. A escolha de aproximacdes de diferencas
finitas para a definicdo de critérios de refinamento de malha deve-se exactamente a
uma tentativa de exploracdo das suas reconhecidas limitacGes, ou seja da sua
tendéncia para a introducdo de anomalias sem significado fisico nas solucBes
numeéricas. Deste modo, a pesquisa desse tipo de anomalias possibilita uma estratégia
simples de deteccdo de regites de maior actividade da solucdo e, consequentemente,
selecciondveis para refinamento de malhas inicialmente estabelecidas com um nivel de
resolucdo minimo.

A estratégia de integracdo numérica baseada num procedimento MOL (Method Of
Lines) recorre a esquemas de estimacdo das derivadas espaciais de diferencas finitas
(FD) ou de alta resolucdo (HRS) que geram sistemas de equacgles diferenciais



ordinarias (ODE’s) resolvidos por integradores ODE na direc¢do temporal. Opta-se por
testar a performance das aproximacdes FD nos procedimentos de integracdo MOL de
modo a demonstrar a potencialidade de uma estratégia conceptualmente mais simples
e directa na abordagem a exemplos problematicos. Esta andlise é complementada com
o estudo de uma estratégia de discretizagao HRS claramente direccionada para lidar
com as derivadas espaciais de primeira ordem que genericamente definem a natureza
hiperbdlica dos problemas diferenciais. Os resultados obtidos sdao geralmente
satisfatdrios, verificando-se melhores desempenhos dos métodos para diferengas FD
descentradas que acompanhem o movimento das ondas em problemas de cardcter
parabdlicos e procedimentos HRS no caso de exemplos essencialmente hiperbdlicos.
Os algoritmos revelam desempenhos aceitaveis, quer em relacdo a exactiddo dos
resultados, como do esforco computacional requerido. Assim, mostram-se bastante
eficazes para uma larga gama de equacdes hiperbdlicas e parabdlicas e para problemas
com condi¢des fronteira de diversos tipos, quer estacionarias como evolutivas.

A performance dos critérios de colocagao do tipo C1 e C2 é relativamente equivalente
para a generalidade dos exemplos testados. No entanto, verifica-se uma tendéncia
para uma maior sensibilidade do critério C1 que necessita tipicamente de condigOes
mais exigentes referentes a uma escala de tolerancia mais reduzida em alguns
modelos, para além de uma notdria propensdo para ao desenvolvimento de
perturbacdes nos perfis de solucdo do que o critério C2 que se revela
comparativamente mais estavel. Por outro lado, o critério do tipo C1 ajusta-se
satisfatoriamente a integracdo de problemas bidimensionais.

O passo critico dos algoritmos de integracdo numérica adaptativa consiste na operacao
de interpolacdo que executa a passagem da solugdo suportada numa malha gerada no
passo temporal anterior para a solucdo definida sobre a malha seguinte
correspondente ao passo actual. Os passos interpolativos sdo inevitaveis neste tipo de
estratégias ja que se relacionam intrinsecamente com a natureza estatica do processo
adaptativo seleccionado. Portanto, a qualidade do procedimento de interpolacdo
revela-se essencial ao sucesso do método adaptativo de integracdo, principalmente no
caso de problemas bidimensionais, onde o numero de nodos potencialmente
activdveis em cada passo ¢é consideravelmente superior aos problemas
unidimensionais. Esta questdo demonstra-se especialmente premente em exemplos
de cardacter parabdlico, ou seja predominantemente difusivos em que se constata que
a sensibilidade do problema numérico a erros de interpolagao relativamente reduzidos
€ muito superior, promovendo a introdugdo de fendmenos de instabilidade numérica
nos perfis de solucdo. Assim, conclui-se que os modelos teoricamente menos
problemdticos colocam maiores desafios de desenvolvimento de instabilidade e
perturbacdes numéricas do que os problemas correspondentes de natureza
predominantemente hiperbdlica, onde a aplicagao dos algoritmos adaptativos denota
uma visivel maior eficdcia e robustez.



ABSTRACT

The general objective of the present research work relates to the development and
implementation of numerical adaptive methods for the effective solution of
differential non-stationary mathematical models, which exhibit steep gradient
solutions localized in space and time. The problems of interest should have recognized
relevance in the particular field of chemical processes modelation. For that purpose,
computational codes are constructed for the execution and test of the developed
numerical algorithms. The choice of programming the codes in FORTRAN is due to the
fact of this language being especially well adapted to the codification of complex loops
of logical and/or algebraic operations, which represent the core of this type of
mathematical algorithms. On the other hand, the FORTRAN 77 version reveals itself
sufficient for a clear demonstration of the implementation ability of the codes under
trivial conditions (defined in a processing platform available in a conventional
commercial laptop), without any concerns regarding a intensive optimization of
computation effort.

In order to test the robustness and effectiveness of the methods, these are
systematically subjected to dealing with problems of increasing complexity, from
simple exercises of grid generation to the resolution of scalar partial differential
equations (PDE’s) and systems of PDE’s (solely for one-dimensional examples). The
available results ensure a generic confirmation of the methods usefulness for a wide
variety of problems covering important fields in chemical process modelation and
simulation like: combustion, adsorption, chemical reaction, fluid mechanics, etc;
usually characterized by developing solutions with extreme features.

The grid generation methods presented in this work are based in nodal collocation
techniques controlled by numerical oscillations and steep variations tracking on finite
differences (FD) derivative approximations, which define two classes of criteria, named
C1 and C2, respectively. These criteria reveal notorious ability to identify, locate and
follow steep fronts and discontinuities in the numerical solutions profiles.
Furthermore, the algorithms allow the recognition of lower activity regions where the
grid maintains its sparsity, only limited by the definition of a default resolution lower
threshold, which defines the minimum support to the solution. The choice of including
FD approximations in the grid refining procedures is explained as an attempt of
exploring its recognized limitations, namely its propensity to introduce non-physical
perturbations in the numerical solution. Therefore, the detection of these anomalies
allows the development of a simple scheme for the higher activity regions, selected for
increasing level refinement operations.

The numerical resolution strategy is based in a MOL (Method Of Lines) procedure that
uses FD or high resolution (HRS) spatial derivatives estimation schemes for the
generation of ordinary differential equations (ODE’s) systems, solved with standard
ODE integrators in the time direction. The option of testing the FD approximations
performance in the MOL integration process is due to the fact that the FD strategy
represents a conceptually simpler and direct approach to difficult problems. This
analysis is complemented with the study of the HRS discretizations, clearly directed for
dealing with first order spatial derivatives (representing advection phenomena) which
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generally define the hyperbolic nature of the problem. These algorithms provide good
results, with more successful performances for biased FD formulas that tag along the
movement of the waves in parabolic examples, and HRS procedures for mainly
hyperbolic cases. These procedures show acceptable result precision and require
reasonable computing effort. Thus, they seem rather effective for a large range of
hyperbolic and parabolic models, and several types of boundary conditions.

The performance of the C1 and C2 type collocation criteria is relatively equivalent for
most tested examples. However, the criterion C1 reveals a noticeable tendency to
greater sensitivity towards the solution conditions, as it typically needs more
demanding settings referring to reduced tolerance scales in some examples and a
notorious propensity to the development of non-physical anomalies in the solutions
profiles, comparing to the relatively more stable C2 criterion. On the other hand, the
C1 type criterion is rather successful in dealing with two-dimensional problems.

The critical step in the adaptive numerical integration algorithms refers to the
interpolation operations that implements the translation of the solution supported on
a grid generated at the previous time step to the novel solution defined on actual step
grid. The interpolative operations are inevitable in the context of this type of strategies
as they are intrinsically related with the static nature of the adaptive nature of the
selected adaptive process. Therefore, the quality of the interpolation procedure is
rather essential to the success of the integration method, mainly for two-dimensional
problems where the number of potentially active nodes at each step is far superior to
correspondent one-dimensional examples. This matter is especially important for
parabolic mainly diffusive problems, which reveal themselves rather sensitive to
otherwise reasonable interpolative errors, promoting the development of numerical
instability in the solution profiles. It is concluded that theoretically less problematic
models pose greater challenges than predominantly hyperbolic problems, where the
application of the adaptive algorithms shows visible robustness and effectiveness.
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dominio bidimensional.

Elemento unidimensional aplicado a um nodo.

Estratégia de interpolagdo linear piecewise a dois intervalos num elemento finito
1D [Xig,Xi1)-

Func¢do de interpolacdo ¢(x) linear piecewise a dois intervalos — hat function.
Interpolagdo quadratica num elemento finito 1D [x;.1,X;.1].

llustragdo de uma subdivisdo do dominio 2D em volumes de controlo finitos.
“Volume” de controlo 1D.

Definicdo das varidveis locais para um exemplo 1D.

Esquema geral para o NVD (Normalised Variable Diagram) representando a regido
de verificagdo do CBC (Convective Boundness Criterion).

Diagrama de Sweby, onde se salienta a regido admissivel de delimitagdo para
esquemas TVD de segunda ordem.

Representacdo da wavelet de Haar.

Representacdo da wavelet real de Ricker (Mexican Hat Wavelet).

Representacdo da wavelet real de Shannon.

Resumo da estratégia geral do Método das Linhas (MOL) para o caso
unidimensional.

Representacgdo genérica do Método das Linhas (MOL) para o caso unidimensional:
(a) dominio espacial continuo; (b) discretizagdo do dominio espacial; (c) integracdo
temporal cldssica, mantendo inalteradas as posicGes espaciais definidas pela
discretizagdo.
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35

3.6

3.7

3.8

3.9
3.10

3.11
3.12

3.13
3.14
3.15
3.16

3.17

3.18

3.19

Representacdo do sistema de controlo adaptativo MRAC — Model Reference
Adaptive Control.

Conceito de adaptagdo no contexto da resolugdo numérica de modelos
matematicos.

Resultados da equacdo de Burgers obtidos através da aplicacdo de um MOL ndo
adaptativo: A —discretizacdo espacial de Diferencas Finitas Centradas de 42 ordem;
B — discretizacdo espacial de Diferencas Finitas biased upwind de 42 ordem.
Resultados da equagdo de Burgers obtidos através da aplicagdo de um MOL
adaptativo — AMOL: A — até t = 2; B — nivel maximo de refinamento atingido pelos
nodos da malha original de nivel 2; C—até t = 10.

Relagdo entre a perspectiva classica fixa e a abordagem adaptativa para a resolugao
numeérica de PDE’s.

Exemplo de hierarquizacdo de malhas de diversos niveis no contexto dos
procedimentos AMR.

Relacdo hierdrquica em arvore das diferentes malhas de diversos niveis
apresentadas no exemplo da Figura 2.24.

Fungdes rampa com diversos declives com origem na abcissa x=0.1.

Representacdo da estimativa da primeira derivada das fung¢bes rampa da Figura
3.1, através de diferencas finitas centradas de quarta ordem, numa malha uniforme
com Ax=0.01.

Pormenor do grafico da Figura 3.2, centrado sobre a posicdo de origem das
diversas rampas (x=0.1).

Representacdo da estimativa da primeira derivada de uma func¢do pulso através de
diferencas finitas centradas de quarta ordem numa malha uniforme de 32
intervalos.

Representagdo da estimativa da primeira derivada de uma fungdo pulso através de
diferencas finitas centradas de quarta ordem numa malha uniforme de 64
intervalos.

Diagramas NVD (Normalised Variable Diagram) para esquemas de alta resolucdo da

Tabela 3.1 para: malha uniforme (----), malha ndo uniforme com razdo de
expansdo de 2 (----) e malha ndo uniforme com razdo de compressdo de 0.5 (----).
Os pontos evidenciados a vermelho correspondem as posi¢des nodais da malha
(Op, Of), para cada situagdo referida anteriormente.

A — Limitador Universal (ULTIMATE); B — restricGes TVD para métodos explicitos
evolutivos.

Representacgdo da estimativa da primeira derivada de uma fungdo pulso através de
um esquema de alta resolucdo (com limitador MINMOD) numa malha uniforme de
50 intervalos.

Interpolagdo de uma funcgdo pulso através de um esquema de alta resolucdo (com
limitador MINMOD) numa malha uniforme de 50 intervalos.

Exemplo de malhas diddicas unidimensionais: M=0, N=7; num dominio [0,1].
Exemplo de malhas diddicas bidimensionais: M=4, N=6; num dominio [0,1]2.
Diagrama de fluxo para a descricdo esquematizada do algoritmo de integracdo
numeérica adaptativa de modelos diferenciais evolutivos unidimensionais, baseado
numa estratégia AMOL.

Algoritmo para seleccdo e colocacdo nodal em malhas diddicas de nivel k crescente.
Relacdo hierarquica entre malhas de nivel sucessivo.

Critérios para colocagdo nodal em malhas de nivel crescente.

Procedimento de refinamento padrdo numa malha bidimensional estruturada
rectangular.

Diagrama de fluxo para a descricdo esquematizada do algoritmo de integracdo
numérica adaptativa de modelos diferenciais evolutivos bidimensionais INTEGR2D,
baseado numa estratégia AMOL.

Relacdo entre os diversos critérios bidimensionais e as correspondentes rotinas de
geracdo de malha.

llustragdo esquematica da estratégia adoptada nos critérios C32.
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5.1
5.2
5.3
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5.6

Algoritmo genérico para selec¢do e colocagdo nodal C32 sobre conjuntos de malhas
diddicas.

Geragdo de malha unidimensional para a fungdo degrau negativo.

Geragdo de malha unidimensional para a fungao corner.

Geracdo de malha unidimensional para a fungdo TGH (critério C1).

Geracdo de malha unidimensional para a fungdo TGH (critério C2).

Geragdo de malha unidimensional para a fungdo de Runge (critério C1).

Geragdo de malha unidimensional para a fungdo de Runge (critério C2).

Perfil inicial e gera¢do de malha para a equacdo de advecgao (critério C1).

Perfil inicial e gera¢do de malha para a equacdo de advecgao (critério C2).
Implementacdo numérica para o caso da equacdo de advecgao (critério C1).
Implementacdo numérica para o caso da equacdo de advecgao (critério C2).
Evolucdo do numero de intervalos da malha adaptativa gerada na implementacao
numérica para o caso da equacdo de adveccao.

Erro médio obtido na implementagdo numérica para o caso da equagdo de
adveccdo.

Implementacdo numérica para o caso da equacdo de Burgers (critério C1; v = 1%
107).
Implementacdo numérica para o caso da equacdo de Burgers (critério C2; v = 1%

107).

Perfil espacial da solu¢do e malha para o caso da equacgdo de Burgers (critério C1; v
= 1x10™) — instante inicial t = 0.

Perfil espacial da solu¢do e malha para o caso da equacgdo de Burgers (critério C1; v
=1x10") —instante t = 0.2.

Perfil espacial da solu¢do e malha para o caso da equacgdo de Burgers (critério C1; v
=1x10") —instante t = 1.

Perfil espacial da solu¢do e malha para o caso da equacgdo de Burgers (critério C1; v
= 1><10"4) —instante t = 5.

Implementagdo numérica para o caso da equagdo de Burgers (critério C1; v = 1%
107).

Evolucdo do numero de intervalos da malha adaptativa gerada na implementacao
numeérica para o caso da equacao de Burgers.

Implementagdo numeérica para o caso da equagao de Allen-Cahn (critério C1).

Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equagdo de Allen-Cahn (critério
C1) —instante inicial t = 0.

Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equacgdo de Allen-Cahn (critério
C1) —instante t = 2.

Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equacgdo de Allen-Cahn (critério
C1) —instante t = 5.

Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equagdo de Allen-Cahn (critério
C1) —instante t = 10.

Implementagdo numeérica para o caso da equagao de Allen-Cahn (critério C2).
Evolucdo do numero de intervalos da malha adaptativa gerada na implementacao
numérica para o caso da equacdo de Allen-Cahn.

Implementag¢do numérica para o caso da equacdo de Korteweg-deVries.
Implementag¢do numérica para o caso do modelo de propagacdo de ondas.
Interacgdo entre as duas ondas propagadas em sentidos contrarios.

Representacdo grafica da funcgdo step2.

Geracdo de malha bidimensional para a fungdo step2 (critério C42m).

Geracdo de malha bidimensional para a fungdo step2 (critério C32m).

Geracdo de malha bidimensional para a fungéo step2 (critério C12m).

Geracdo de malha bidimensional para a fungéo step2 (critério C52m).

Geracdo de malha bidimensional para a fungéo step2 (critério C52m — &; = & = 20).
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6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

Numero de nodos da malha bidimensional em fungdo das tolerancias para a fungao
step2.

Geragdo de malha bidimensional para a fungdo step2 (critério C42m com critério
1D C2).

Geragdo de malha bidimensional para a fungdo step4 (critério C42m — N, = N, = 10).
Geragdo de malha bidimensional para a fungdo step4 (critério C32m — N, = N, = 10).
Geracdo de malha bidimensional para a fungdo step4 (critério C32m).
Representacdo grafica da fungdo wavel.

Geracgdo de malha bidimensional para a fungdo wavel (critério C42m).

Geragdo de malha bidimensional para a fungdo wavel (critério C12m).

Geracdo de malha bidimensional para a fungdo wavel (critério C42m — & = & =
0.01).

Representacdo grafica da funcgdo tgh2D.

Geracdo de malha bidimensional para a fungdo tgh2D (critério C42m).

Geracdo de malha bidimensional para a fungdo tgh2D (critério C12m).

Geragdo de malha bidimensional para a fungdo tgh2D (critério C42m — & = & =0.1).
Representacao gréfica da funcdo well.

Geracdo de malha bidimensional para a fungdo well (critério C42m).

Geragdo de malha bidimensional para a fungdo well (critério C12m).

Representacdo grafica da funcdo de Franke.

Geragdo de malha bidimensional para a fungdo de Franke (critério C42m).

Malha inicial gerada para o modelo inviscido de Burgers 2D (discretizagdo NVSF
com limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).

Malha gerada (t = 0.5) para o modelo inviscido de Burgers 2D (discretizacdo NVSF
com limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).

Perfis de contorno para a solugdo numérica (t = 0.5) do modelo inviscido de Burgers
2D (discretizagdo NVSF com limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).
Malha gerada (t = 1.5) para o modelo inviscido de Burgers 2D (discretizacdo NVSF
com limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).

Perfis de contorno para a solugdo numérica (t = 1.5) do modelo inviscido de Burgers
2D (discretizagdo NVSF com limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).
Evolucdo da dimensdo das malhas adaptativas para a implementacdao do modelo
inviscido de Burgers 2D.

Malha inicial gerada para o modelo BL 2D (discretizagdo NVSF com limitador
MINMOD e critério de colocagdo 1D C10).

Malha gerada (t = 0.5) para o modelo BL 2D (discretizagdo NVSF com limitador
MINMOD e critério de colocagdo 1D C10).

Perfis de contorno para a solugdo numérica (t = 0.5) do modelo BL 2D (discretizagdo
NVSF com limitador MINMOD e critério de coloca¢do 1D C10).

Evolugdo da dimensdo das malhas adaptativas para a implementagdo do modelo BL
2D.

Implementagdo numérica para o caso da equacgao DifPlana (critério C10 - t = 0.05).
Implementagdo numérica para o caso da equagao DifPlana (critério C1o - t = 0.5).
Evolugdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo
numérica para o caso da equacdo DifPlana.

Implementagdo numérica para o caso da equacdo DifPlana (critério C2 -t = 0.05).
Implementagdo numérica para o caso da equacdo DifPlana (critério C2 - t = 0.5).
Implementacdo numérica para o caso da equacdo de chama (critério C52/C10).
Implementacdo numérica para o caso da equacgdo de chama (critério C52/C2).
Evolugdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo
numeérica para o caso da equacgao de chama.

Malha base ndo uniforme de nivel 0, usada nas implementagdes do modelo de
propagacao de chama.

Implementa¢do numérica para o caso do modelo de propagacdo de chama
(gridgen11/critério C1).
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B.1
B.2

Implementagdo numeérica para o caso do modelo de propaga¢do de chama
(gridgen11/critério C2).

Evolugdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementacdo
numeérica para o caso do modelo de propagacgao de chama.

Implementacdo numérica para o caso do modelo de adsorc¢do (gridgen11/critério
C2).

Malha gerada para t = 0.9 (modelo de adsor¢do — gridgen11/critério C2).
Implementag¢do numérica para o caso do modelo de adsor¢do (gridgen11/critério
C1).

Implementag¢do numérica para o caso do modelo de adsor¢do (gridgen11/critério
C1) — segundo run.

Evolucdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementacao
numérica para o caso do modelo de adsorgao.

Malha gerada para t = 0.5 (modelo pistdif — gridgen11/critério C2).

Implementacdo numérica para o caso do modelo pistdif (gridgen11/critério C2).
Implementagdo numérica para o caso do modelo pistdif (gridgen11/critério C1).
Evolugdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo
numeérica para o caso do modelo pistdif.

Implementacdo numérica para o caso do modelo pistdif (gridgen21/critério C2).
Malha gerada para t = 0.5 (modelo catn_isot — gridgen11/critério C2).

Malha gerada para t = 800 (modelo catn_isot — gridgen11/critério C2).

Comparacédo dos perfis para t = 850 (modelo catn_isot — gridgen11/critério C2).
Evolugdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo
numeérica para o caso do modelo catn_isot.

Implementagdo numérica para o caso do modelo do permutador
(gridgen11/critério C2).

Implementagdo numérica para o caso do modelo do permutador
(gridgen11/critério C2); avaliacdo de derivadas espaciais através de uma estratégia
NVSF associada ao limitador de fluxo MINMOD.

Implementagdo numérica para o caso do modelo do permutador
(gridgen11/critério C2); avaliagdo de derivadas espaciais através de uma estratégia
NVSF associada ao limitador de fluxo SMART.

Perfis espaciais da varidvel v para t = 0.25 para o caso do modelo do permutador
(gridgen11/critério C2).

Evolucdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementacao
numérica para o caso do modelo do permutador.

Perfis de solucdo (t = 0.2) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.1).

Perfis de solucgdo (t = 0.24) para o modelo de combustdo 2D (p =0.1).

Perfis de solucgdo (t = 0.25) para o modelo de combustdo 2D (p =0.1).

Perfis de solucgdo (t = 0.26) para o modelo de combustdo 2D (p =0.1).

Perfis de solucdo (t = 0.3) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.1).

Malha gerada (t = 0.25) para o modelo de combustédo 2D (p = 0.1).

Malha gerada (t = 0.3) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.1).

Perfis de solucdo (t = 0.24) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.01).

Perfis de solucgdo (t = 0.26) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.01).

Perfis de solucgdo (t = 0.3) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.01).

Evolugdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo
numeérica para o caso do modelo de combustdo 2D.

Stencil para a aproximacao FD centrada de segunda ordem.

Stencil para a aproximacao FD centrada de quarta ordem.

Stencil para a aproximagdo FD de quarta ordem para o ponto fronteira, x.

Stencil para a aproximacgao FD de quarta ordem para o ponto adjacente a fronteira,
X5

Esquema simplificado da estrutura do cddigo STATO2.
Esquema pormenorizado da estrutura da rotina NVSF.
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B.3
B.4

B.5

B.6
B.7

B.8
B.9

Exemplo de um ficheiro DATA referente ao modelo de propagac¢do de chama.
Ficheiro POSITION para definicdo das posi¢ées da malha ndo diadica ndo uniforme
de nivel 0 (modelo de propagagdo de chama).

Exemplo do conjunto de subrotinas fornecidas pelo utilizador (modelo de
propagacdo de chama).

Esquema simplificado da estrutura do cddigo INTEGR2D.

Esquema do processo de geracdo de malha adaptativa incluido na estrutura do
codigo INTEGR2D.

Exemplo de um ficheiro DADOS referente ao modelo de combustéo 2D.

Exemplo do conjunto de subrotinas fornecidas pelo utilizador (modelo de
combustdo 2D).
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Simbolos latinos

Posicdo espacial da fronteira inferior (problemas unidimensionais).

Posicdo espacial da fronteira inferior na abcissa x (problemas bidimensionais).
Posicdo espacial da fronteira inferior na abcissa y (problemas bidimensionais).
Tolerdncia absoluta para o integrador DASSL.

Posig¢do espacial da fronteira superior (problemas unidimensionais).

Posigdo espacial da fronteira superior na abcissa x (problemas bidimensionais).
Posigdo espacial da fronteira superior na abcissa y (problemas bidimensionais).
Erro médio global.

Erro absoluto.

Funcbes genéricas.

Contadores ou varidveis inteiras genéricas.

Nivel minimo de uma malha diddica (problemas unidimensionais).

Dimensdo da banda inferior de uma matriz multidiagonal.

Dimensdo da banda superior de uma matriz multidiagonal.

Nivel minimo de uma malha diddica na abcissa x (problemas bidimensionais).
Nivel minimo de uma malha diddica na abcissa y (problemas bidimensionais).
Nivel mdximo de uma malha diddica (problemas unidimensionais).

Numero de equag¢des do problema.

Numero de intervalos da malha ndo diddica de nivel 0.

Numero de intervalos da malha de nivel minimo.

Numero de intervalos da malha.

Numero de nodos da malha.

Grau madximo de refinamento de uma malha de nivel minimo.

Nivel mdximo de uma malha diddica na abcissa x (problemas bidimensionais).
Nivel mdximo de uma malha diddica na abcissa y (problemas bidimensionais).
Tolerdncia relativa para o integrador DASSL.

Vector de trabalho da subrotina DASSL.

Varidvel temporal independente.

Varidveis dependentes genéricas.

Estimativa de uma derivada de ordem n na posigcdo discreta i.

Malha diddica de nivel j.

Varidveis espaciais cartesianas.

Tempo inicial.

Tempo final.

Vector de trabalho da subrotina RKF45.

Simbolos gregos

Tolerdncias para os critérios de colocagdo nodal.
Passo temporal.

Tamanho local de uma malha.

Fungdo de fluxo.

Fluxo normalizado.

Varidveis espaciais normalizadas.

Subscritos ou superscritos

D Posigdo downwind.
f Posigdo da face.
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Posig¢do do nodo de interesse.
Posig¢do upwind.

Referente a coordenada espacial x.
Referente a coordenada espacial y.
Normalizado

e Operadores

O Operador gradiente.
00O Operador divergéncia.
Ox Operador rotacional.
Om  Operador laplaciano.
d Operador diferencial total.
0 Operador diferencial parcial.
O Termo de erro.
' Factorial.
|| || Distdncia Euclidiana entre dois pontos.
| . NormaL,.

e Acrdnimos, Siglas e Abreviaturas

AB
AM
AMAR
AMOL
AMR
AR
BDF
BL
BvP
CBC
CcDS
CFD
CFL
CLAM
CUBISTA
cwT
C1
C12
Cio
c2
32
c42
52
DASSL
ENO
EP

FD
FDM
FDS
FEA
FEM
FVYM
GAMMA
HRS

Adams-Bashforth (method) — Método de Adams-Bashforth
Adams-Moulton (method) — Método de Adams-Moulton

Adaptive Mesh and Algorithm Refinement

Adaptive Method of Lines — Método das linhas adaptativo

Adaptive Mesh Refinement — Refinamento de malha adaptativo
Algorithm Refinement

Backward Differentiation Formula

Buckley-Leverett (equation) — Equagdo de Buckley-Leverett
Boundary Value Problem — Problema de valor fronteira

Convection Boundness Criterion

Central Differencing Scheme

Computational Fluid Dynamics — Dindmica de fluidos computacional
Courant-Friedrichs-Lewy (principle) — Principio de Courant-Friedrichs-Lewy
Curved-Line Advection Method

Convergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of Advection
Continuous Wavelet Transform — Transformada wavelet continua
Critério (de colocagdo nodal unidimensional) 1

Critério (de coloca¢do nodal bidimensional) 1

Critério (de colocagdo nodal unidimensional) 1 (versdo o - desvio padrao)
Critério (de coloca¢do nodal unidimensional) 2

Critério (de coloca¢do nodal bidimensional) 3

Critério (de coloca¢do nodal bidimensional) 4
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0. INTRODUCAO

O objectivo do presente trabalho consiste essencialmente no desenvolvimento e teste
de métodos numéricos adaptativos, aplicaveis na resolucdo eficiente de modelos
matematicos diferenciais evolutivos de dimensdo arbitraria, que exibam solu¢bes com
gradientes elevados, e sejam relevantes no ambito especifico da modelacdo de
processos quimicos.

Nesse sentido, serve o actual capitulo como uma introducdo ao relatério de
dissertacdo, assumindo-se assim como uma apresentacdo resumida da estrutura
genérica idealizada para o documento.

Deste modo, o relatério é iniciado com o Capitulo 1: MODELACAO MATEMATICA E ANALISE
NUMERICA; onde se pretende realizar uma introducdo sumaria de um conjunto de
conceitos organizados de uma forma hierarquica, discutidos a partir do geral para o
particular. Os conceitos que s3o objecto de reflexdo vdao desde a questdo da
modelagdo geral, passando pelas especificidades da modelagdo matematica até as
caracteristicas dos modelos diferenciais parciais. Por outro lado, discute-se o conceito
de anadlise numérica e a sua aplicacdo especifica na resolugdo aproximada de
problemas diferenciais parciais definidos sobre dominios de dimensdo arbitraria.
Assim, pretende-se situar o problema da integracdo numérica de equacdes diferenciais
no ambito mais vasto da modelagao e simulagdao de fendmenos fisicos. Procura-se
deste modo, colocar em evidéncia a importancia da linguagem matematica abstracta
na representacdo da realidade fisica concreta.

De seguida, o Capitulo 2: ESTRATEGIAS DE ADAPTACAO; consiste num aprofundamento da
discussdo referente aos métodos especificos de solucdo numérica de sistemas
algébrico-diferenciais ordinarios e parciais e numa introducdo detalhada ao conceito
de adaptacdo no contexto do desenvolvimento desses esquemas numeéricos,
nomeadamente na definicdo da no¢do de malha adaptativa. Apresenta-se igualmente
uma revisdo bibliografica de métodos de malha adaptativa, juntamente com os
respectivos processos de adaptacdo nodal, especificamente idealizados para a
resolucdo numérica de modelos algébrico-diferenciais multidimensionais que exibam
solugdes caracterizadas por frentes e ondas abruptas ou descontinuidades. Todavia,
nao se pretende que esta revisao seja demasiado exaustiva, centrando-se somente na
descricdo e discussdo das principais estratégias desenvolvidas e adoptadas para a
resolucdo do problema.

No Capitulo 3: METODOS ADAPTATIVOS; descrevem-se os varios algoritmos numéricos
adaptativos desenvolvidos no dmbito da investigacdo realizada e os conceitos tedricos
especificos que estiveram na sua origem. Assim, nas diversas sec¢des do capitulo
realiza-se: uma sintese das estratégias de discretizagdo baseadas directamente em
esquemas de diferencas finitas ou em procedimentos de alta resolu¢do com limitacao
de fluxo; a definicdo genérica de malha diddica, e a sua aplicagdo como elemento
estrutural gerador de uma malha adaptativa; a apresentacdo dos algoritmos
adaptativos de resolugao numérica de PDE’s uni- e bidimensionais, com a descri¢gao
dos critérios de adaptagao seleccionados.

O Capitulo 4: MoDELOS DE TESTE UNIDIMENSIONAIS; é o primeiro capitulo de apresentacao e
discussdo de resultados, onde se resumem os resultados obtidos através da
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implementagao dos algoritmos numéricos descritos no Capitulo 3 para modelos de
teste unidimensionais. Verifica-se inicialmente o desempenho dos métodos de
colocacdo nodal e geracdo de malha para funcdes de teste unidimensionais.
Posteriormente, procede-se ao teste do algoritmo na resolucdo de modelos
diferenciais unidimensionais.

No Capitulo 5: MODELOS DE TESTE BIDIMENSIONAIS; introduzem-se os resultados obtidos
através da implementacdo dos algoritmos numéricos descritos no Capitulo 3 para
modelos de teste bidimensionais. De uma forma equivalente ao Capitulo 4, opta-se por
testar numa primeira fase o desempenho dos métodos de colocacdo nodal e geracao
de malha para fungdes de teste bidimensionais e, de seguida, proceder a verificagao
do potencial do algoritmo de integracdo numérica na resolucdio de modelos
diferenciais bidimensionais.

O Capitulo 6: SIMULACAO DE PROCESSOS QUIMICOS; consiste na apresentacao dos resultados
numeéricos obtidos pela implementacdo dos algoritmos numéricos descritos no
Capitulo 3 para a resolucdo de modelos diferenciais transientes, definidos sobre
dominios espaciais de dimensdo arbitraria, que representem a simulacdo de problemas
tipicos no ambito da modelacdo de processos quimicos e exibam solu¢des com
atributos notoriamente problematicos, nomeadamente modelos de propagacao,
adsorcdo, combustdo, etc.

O relatério é completado com o Capitulo 7: CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHO
FUTURO; onde se resumem as principais conclusdes obtidas através da discussdo dos
resultados apresentados nos capitulos anteriores. A enumeracgao e posterior discussdo
das diferentes conclusdes consideradas relevantes, possibilita a definicdo de um
conjunto de sugestGes para investigacbes adicionais que possam no futuro
complementar e representar um avango (quer em termos de reforgo ou contradigdo),
relativamente as teses defendidas no contexto do trabalho presente.

O relatério é complementado com diversos anexos que englobam informagao
adicional suplementar considerada importante na contextualizagdo do trabalho
apresentado no corpo principal.

No Anexo A: ESTRATEGIAS PARA A DETERMINACAO DE PESOS ASSOCIADAS A ESTRATEGIAS BASEADAS
EM DIFERENCAS FINITAS; introduzem-se procedimentos sistematizaveis para a geracdo de
aproximacdes de diferencas finitas de geometria variada para a estimativa de
derivadas de ordem arbitrdria sobre malha unidimensionais uniformes e nao
uniformes.

Por outro lado, no Anexo B: ALGORITMOS ADAPTATIVOS DE INTEGRACAO; apresentam-se os
algoritmos computacionais (STAT02, unidimensional e INTEGR2D, bidimensional)
desenvolvidos para a implementagao dos métodos de integracao acoplados a critérios
de geracdo de malha adaptativa desenvolvidos no ambito do presente trabalho e
discutidos no Capitulo 3. Descreve-se a estrutura e caracteristicas principais dos
respectivos programas construidos em linguagem FORTRAN para a reprodugdo e
execu¢do computacional desses algoritmos, e introduzem-se alguns exemplos
ilustrativos da sua aplicacao.

Finalmente, no Anexo C: INTEGRADORES NUMERICOS DE EQUACOES DIFERENCIAIS; descrevem-se
algumas aplicagbes computacionais para a integracdo numérica de sistemas de
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equacoes diferenciais ordinarias, das quais se destacam o integrador DASSL
(Differential-Algebraic  System Solver) aplicado na integracdo de modelos
unidimensionais, e o programa RKF45, que implementa o método de Runge-Kutta-
Fehlberg de quarta-quinta ordem, adoptado como integrador para exemplos
bidimensionais.






1. MODELAGCAO MATEMATICA E ANALISE NUMERICA

O ambito desta investigacdo consiste essencialmente na consecucdo do objectivo
seguinte: desenvolvimento e teste de métodos numéricos adaptativos para a resolucao
de modelos matemadticos algébrico-diferenciais.

Apesar da sua aparente simplicidade e objectividade, este enunciado de intencdes
propostas encerra uma multiplicidade de conceitos, que convém escalpelizar com mais
pormenor de forma a situar convenientemente o essencial da investigacdo no universo
do conhecimento cientifico. De facto, a drea de estudo engloba um conjunto vasto de
campos cientificos, cuja relacdo pode ser esquematizada através de uma estrutura
hierarquica como a apresentada na Figura seguinte.

MODELO MODELO MODELO

MODELAGAO , >/ MATEMATICO
MATEMATICO DIFERENCIAL

EQUACAO
DIFERENCIAL

DOMINIO
ESPACO-TEMPORAL

" MALHA ANALISE RESOLUCAO | EQUAGAO
ADAPTACAO NUMERICA DIFERENCIAL
PARCIAL

Figura 1.1 Estrutura hierdrquica de relagdo entre os conceitos enunciados nos objectivos.

No presente capitulo pretende-se realizar uma introducdo resumida a cada um dos
conceitos referidos na figura anterior, partindo-se do geral para o particular de forma a
situar o problema da integracdao numérica de equacdes diferenciais no ambito mais
vasto da modelagao e simulagdao de fendmenos fisicos. Neste sentido, procura-se
através desta reflexao, estabelecer uma relacdo entre as diferentes areas referidas, no
sentido de colocar em evidéncia a importancia da linguagem matematica abstracta na
representacdo da realidade fisica concreta.

1.1 MEtopo CIENTIFICO

Numa perspectiva de constru¢ao da reflexao hierdrquica proposta anteriormente,
através de um encadeamento ldgico, parta-se entdo do conceito mais genérico
possivel. Pretendendo ser o presente estudo, primeiro que tudo, um trabalho
cientifico, entdo conclui-se que em primeiro lugar sera necessario estabelecer o que
significa exactamente a no¢do de estudo ou procedimento cientifico. Assim, um estudo
cientifico consiste num processo que segue as regras estipuladas pelo chamado
método cientifico, ou seja, um conjunto de técnicas que permitem a investigacdo de
fendmenos para a construcdo de novo conhecimento ou aperfeicoamento de
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conhecimento prévio[l]. Para poder ser classificado de cientifico, o processo deverd
ser baseado na recolha de dados observaveis, mensuraveis e empiricos.

Assim, analise-se inicialmente a propria evolugao histérica do pensamento inquisitivo
na tentativa da procura da “verdade”, que eventualmente desembocou no préprio
conceito de inquérito cientifico. Obviamente que o desenvolvimento de um método
dito cientifico ndo pode ser dissociado da préopria evolugao histérica da Ciéncia. Apesar
do método cientifico apenas ter cristalizado a partir do século XVII (com a designada
revolucdo cientifica), técnicas comummente associadas ao método cientifico ja sdo
claramente identificaveis, mesmo que apenas de um modo parcial, em registos
milenares desenvolvidos no contexto das primeiras civilizagdes humanas. Portanto,
pode concluir-se que o desenvolvimento de um processo de procura da explicacdo dos
fendmenos observaveis de uma forma minimamente eficiente com a preocupacdo de
obtencdo de conclusGes praticas Uteis, aplicaveis e registaveis para aperfeicoamento
continuo baseado na experiéncia, foi uma das consequéncias do advento da
organizacao civilizacional das sociedades humanas. Assim, documentos provenientes
de Antigo Egipto descrevem ja métodos empiricos aplicados no ambito da Astronomia,
Matematica e Medicina. Mais tarde, os Gregos constatam e descrevem esses métodos
anteriormente utilizados pelos Egipcios durante séculos. No entanto, o primeiro
método cientifico experimental foi desenvolvido por Mucgulmanos, que introduziram
os conceitos de experimentacdo e quantificacdo para a distincdo entre diferentes
teorias competidoras, igualmente definidos numa orientagdo genericamente empirica.

Na Tabela 1.1 apresenta-se uma cronologia resumida dos principais marcos no
desenvolvimento do método cientifico[2], onde implicitamente se apresentam as
personalidades mais marcantes neste processo, que decorre ha pelo menos 4000 anos,
segundo os registos disponiveis.

No entanto, é importante destacar igualmente o modelo classico de inquérito
cientifico definido por Aristoteles, que estabeleceu nomeadamente o esquema
tripartido de inferéncias, abdutiva, dedutiva e indutiva[3]. Estes trés processos mentais
de racionalizacdo podem ser resumidos da forma seguinte: considerem-se duas
observacdes (A, B) e uma teoria ou regra (C) que as relaciona: uma inducdo consiste
num processo em que se construa C, a partir de A e B — a partir das duas constatagdes
define-se uma teoria que as explica e que constitui normalmente uma generalizagao;
uma deducdo é o processo em que a partir de uma observacdo e de uma teoria, se
deduz outra observacdo (uma conclusdo) que é consequéncia da primeira, ou seja, que
Ihe esta a jusante; finalmente, uma abdugao é o processo em que a partir de uma
observacdo e de uma teoria, se obtém outra observacado que pode explicar a primeira,
ou seja, que lhe estd a montante. Assim, admita-se que constatamos os factos
seguintes: A — “Sécrates € um homem”: B - “Sécrates € mortal”; aplicando um
processo indutivo, obtém-se a possivel teoria: C - “Todos os homens sdo mortais”. Por
outro lado, por A e C, pode-se deduzir B e através de B e C, abduz-se A. Estes processos
de raciocinio (principalmente os dois primeiros) sdo consideravelmente importantes
na explanacdo do modelo geral do processo de inquérito cientifico.

Assim, do ponto de vista estrutural, é genericamente aceite que o método cientifico
pode ser caracterizado por iteragGes, recursOes, intercalagdes e ordenacbes dos
guatro elementos essenciais seguintes, que constituem no seu conjunto um modelo
hipotético/indutivo-dedutivo[4-5]:
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Caracterizacdo — o arranque do processo implica o reconhecimento de um
problema que é apenas constatavel depois de analisados dados observaveis
disponiveis.

Hipdtese — formagdo de uma conjectura baseada nos dados observaveis que
possa constituir uma explicacdo para o fendmeno sob escrutinio; geralmente,
este processo implica a identificacdo de padrdes presentes nos dados
analisados.

Previsdo — a partir da teoria construida em 2, deduzem-se as possiveis
consequéncias da aplicagdo da Hipdtese.

Teste — procedimento que permite testar a Hipdtese formulada, através da
verificacdo das consequéncias previstas; tal como no passo 1, este processo
implica a recolha de dados empiricos observaveis, e o seu objectivo deve passar
pela procura de dados que provem a inadequacdo das consequéncias, ou seja a
busca da contradicdo de 3, e ndo pelo erro légico de apenas procurar
demonstrar 3 como prova directa de 2.

Tabela 1.1 Cronologia resumida dos principais marcos no desenvolvimento do método cientifico[2].

e c. 1600 AC Um texto médico Egipcio, o papiro Edwin Smith, classifica os componentes seguintes

do processo de tratamento de doengas: exame, diagndstico, tratamento e
prognostico, que revelam uma semelhanga nitida com uma metodologia empirica
basica.

e c. 400 AC Na China, Mozi (c. 470 AC - c. 391 AC) e a Escola dos Nomes, advogam a utilizagdo dos

Sentidos para a observa¢do do mundo.

e . 400 AC Demacrito (c. 460 AC - c. 370 AC) defende o raciocinio indutivo como um processo de

analise das causas das percepgdes sensoriais, para a obtenc¢do de conclusdes acerca do
mundo exterior.

e c.320AC Surgem os primeiros documentos abrangentes onde se categoriza e subdivide o

Conhecimento. A classificacdo devida a Aristoteles (384 AC - 322 AC) divide o
Conhecimento nas areas seguintes: Fisica, Poesia, Zoologia, Légica, Retdrica, Politica e
Biologia. Na sua obra Analiticos posteriores, Aristoteles estabelece o ideal da Ciéncia
como a demonstracdo necessaria a partir de axiomas tidos como certos.

e c.300AC Os Elementos de Euclides (fl. 300 AC) tratam a geometria como um sistema de
teoremas que adveem logicamente de axiomas tidos como certos.

e c. 200 AC Primeira Biblioteca catalogada — Biblioteca de Alexandria.

e c.800DC Um esboco do método experimental emerge entre quimicos mugulmanos, através de

* 1021

e c. 1025

* 1025

Geber (c. 721 - c. 815), que introduz o conceito de Experiéncia Controlada. Por outro
lado, em outras areas do conhecimento (Filosofia Islamica, Teologia, Leis e Ciéncia do
Hadiz) introduzem-se a Citagdo, Escrutinio pelos Pares e a Discussdo Aberta para o
desenvolvimento do Consenso.

O cientista e fisico iraquiano e mugulmano Alhazen (965 - c. 1039) introduz o método
experimental, combinando ObservagGes, Experiéncias e DiscussGes Racionais no seu
Tratado de Optica, para demonstracdo cientifica da teoria intromissiva da visdo, em
contradicdo com a teoria visual emissiva defendida por Ptolomeu (c. 90 - c. 168) e
Euclides.

O cientista persa, Abil Rayhan al-Birdini, (973-1048) desenvolve os primeiros métodos
experimentais nas dreas de Mineralogia e Mecanica, e é um dos primeiros a conduzir
experiéncias elaboradas no campo dos fenédmenos Astrondmicos.

No Cdnone da Medicina, Avicena (c. 980-1037) descreve os métodos de Concordancia,
Diferenca e Variagdo concomitante, como factores criticos para o desenvolvimento da
I6gica indutiva e do método cientifico.
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Tabela 1.1 (Cont.)

* 1027 No Livros das Curas, Avicena (c. 980-1037) critica o método Aristotélico de Indugdo,
argumentando que este “ndo conduz as premissas exactas, absolutas e universais a
que promete conduzir”. Em alternativa, declara a Observacdo e a Experimentacdo
como os meios para o inquérito cientifico.

e 1220-1235 Robert Grosseteste (c. 1175-1253), um escolastico inglés, filésofo, tedlogo e Bispo de
Lincoln, publica os seus Comentdrios Aristotélicos, que definem as bases para os
“métodos correctos da Ciéncia“.

* 1265 Roger Bacon (c. 1214-1294) um monge inglés, descreve um Método Cientifico,
inspirado nos trabalhos de Grosseteste, baseado num ciclo iterativo de Observacgao,
Hipotese e Experimentagcdo, monitorizado por uma necessdria verificacdo
independente. Para tal, registou as suas experiéncias de forma pormenorizada, para
que outros as pudessem reproduzir e verificar os seus resultados de um modo

independente.

* 1327 O Principio da Parciménia ou Ockham's razor é claramente formulado por William of
Ockham (c. 1288 - c. 1348).

¢ 1403 E publicada a primeira Enciclopédia de contribui¢des: Yongle Encyclopedia.

¢ 1590 Introducdo de Experiéncias Controladas por Francis Bacon (1561-1626).

e 1595 Invenc¢do do Microscopio na Holanda.

¢ 1600 Primeiro Laboratério dedicado.

¢ 1608 Invencdo do Telescépio na Holanda.

¢ 1620 Publicagdo do Novum Organum por Francis Bacon (1561-1626).

¢ 1637 Primeiro Método Cientifico enunciado por René Descartes (1596-1650).

* 1638 Publicacdo do Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove scienze, de

Galileu (1564-1642), que contém duas Experiéncias Mentais idealizadas com o
objectivo de contrariar teorias fisicas existentes, através da demonstragdo de que
estas levam a consequéncias contraditorias.

¢ 1650 Fundada a primeira Sociedade de especialistas — Royal Society.

¢ 1650 Evidéncias experimentais estabelecidas como definidoras da Verdade (Royal Society).

* 1665 Estabelecido o principio da Repetibilidade por Robert Boyle (1627-1691).

* 1665 Publicacdo de Revistas Cientificas.

* 1675 Estabelecido o Escrutinio pelos Pares.

¢ 1687 Estabelecida a associacdo Hipotese/Previsdo por Isaac Newton (1643-1727).

* 1739 David Hume (1711-1776) publica Treatise of Human Nature, onde declara a
insolubilidade do problema da Indugao.

* 1753 Primeira descricdo de uma Experiéncia Controlada realizada por James Lind (1716-
1794), para o desenvolvimento de uma cura para o escorbuto.

¢ 1812 Formulacdo por Hans Christian @rsted (1777-1851) do termo Latino-Germanico

Gedankenexperiment (lit. experiéncia conduzida nos pensamentos, ou Experiéncia
Mental), apesar deste conceito ja ser usado por filésofos desde a Antiguidade.

¢ 1815 Design Experimental Optimo para regressdo polinomial, publicado por Joseph Diaz
Gergonne (1771-1859).

* 1877-1888 Charles Sanders Peirce (1839-1914) publica /llustrations of the Logic of Science,
popularizando a tricotomia, Abduc¢do, Deducdo e Indugdo. Pierce introduz a
aleatoriedade como base da inferéncia estatistica.

* 1885 C. S. Peirce (1839-1914) e Joseph Jastrow (1863-1944) criam o conceito de Experiéncia
Cega Aleatéria, que se estabelecera no dominio da Psicologia.

* 1897 Thomas Chrowder Chamberlin (1843-1928) propde a utilizagdo de multiplas hipoteses
no projecto de experiéncias (Experimental Design).

* 1926 Projecto Experimental Aleatdrio analisado e divulgado por Ronald Fisher (1890-1962)
(seguindo o trabalho de Peirce).

¢ 1934 Aplicacdo da Falseabilidade (ou Refutabilidade) como um critério para a avaliacdo de

novas hipdteses, por Karl Popper (1902-1994) em The Logic of Scientific Discovery
(seguindo o trabalho de Peirce).

* 1937 Primeiro teste controlado com consideracgdo do efeito Placebo.
¢ 1946 Primeira Simulagdo Computacional.
¢ 1950 Definido o conceito de Experiéncia Duplamente Cega.
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* 1962 Meta-estudo do método cientifico — The Structure of Scientific Revolutions, de Thomas
Kuhn (1922-1996).

¢ 1964 Modelo de Inferéncia Forte[6] proposto por John R. Platt (1918-1992).

* 2009 Adam[7] — Primeiro protétipo de um Cientista Robotizado capaz de executar
experiéncias de forma independente e interpretar resultados sem interferéncia
humana.

Assim, este modelo assume-se como a base da revolugdo cientifica. H4 um milhar de
anos, Alhazen (965 - c. 1039) demonstrou a importancia dos passos 1 e 4, enquanto
Galileu (1564-1642) em 1638 provou a importancia do passo 4, também designado por
Experiéncia. Na realidade, este modelo aplica-se com especial sucesso no campo
particular das ciéncias experimentais (e.g., Fisica, Quimica).

Obviamente, que o principal objectivo do Método Cientifico consiste na eliminacdo de
gualquer influéncia subjectiva na construcdo de estruturas de conhecimento, como o
mero senso comum, extremamente permeavel a interferéncia da experiéncia e dos
preconceitos dos proprios actores do processo. Assim, Charles Sanders Peirce (1839-
1914) define o chamado Modelo Pragmatico[8], em que distingue quatro métodos
possiveis para o estabelecimento e resolugdo de processos de duvida, com o objectivo
de obtengdo de uma matriz sélida para um conhecimento. Numa gradagao crescente
de sucesso, o Método Cientifico é o quarto dos métodos enumerados, sendo descrito
como o método onde o inquérito se reconhece a si prdprio como falivel, e
efectivamente se testa, critica, corrige e aperfeigoa continuamente.

Analisando o modelo proposto com mais pormenor, verifica-se que os passos 1 e 4
estdo directamente ligados a observacao, ou seja a recolha de dados do mundo fisico
gue nos rodeia, e a sua importancia reforca o cardcter empirico do método. Por outro
lado, os passos 2 e 3 relacionam-se principalmente com processos de raciocinio légico.
Assim, o passo 2 pode-se considerar um passo predominantemente indutivo,
enquanto o passo 3 se refere a raciocinios dedutivos (ou abdutivos).

A eficiéncia deste procedimento implica que a sua aplicacdo seja balizada pela
verificagao de pressupostos adicionais, nomeadamente no que diz respeito ao passo 4,
o teste das hipoteses, que qualifica o caracter experimental do Método Cientifico. No
entanto, a forma objectiva com que o processo experimental deve ser executado de
forma a assegurar a sua credibilidade implica que certas caracteristicas tenham de ser
asseguradas. Nesse sentido, é essencial introduzir no processo de observacdo, os
conceitos de:

e Controlo — corresponde a comparacao dos resultados de uma experiéncia para
uma amostra em estudo, aos obtidos utilizando uma amostra de controlo, que
apenas difere em relacdo a primeira no que diz respeito ao efeito testado
(varidvel independente).

e Repetibilidade — corresponde a capacidade de se realizarem as mesmas
medi¢cdes em condi¢cdes semelhantes com uma precisdo abaixo de um valor
aceitavel.

e Reprodutibilidade — corresponde a capacidade de se replicarem as mesmas
experiéncias por observadores externos independentes.
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A verificacdo destas caracteristicas possibilitam a monitorizacdo externa do prdprio
processo através de uma revisao ou escrutinio realizado pelos pares.

Por outro lado, o Método Cientifico apresenta a desvantagem de ndo permitir a
verificagao absoluta, ou seja a confirmagdo da “verdade” de 2. Na realidade, apenas
pode demonstrar seguramente a sua falsidade. O empirismo do Método implica
igualmente a sua dependéncia da recolha de dados necessariamente afectados por um
varidvel nivel de incerteza associada ao prdprio processo de observacdo, e que é
inevitavel.

E possivel afirmar que qualquer mecanismo de formulacdo de uma Hipdtese (passo 2)
implica genericamente a construgdao de um modelo. Assim, a Ciéncia pode ser definida
como o processo de recolha, comparacdo e avaliagdo de modelos propostos em
relacdo a dados observaveis. No entanto, o método cientifico ndo pode ser visto
simplesmente como uma receita, ja que o sucesso do inquérito cientifico implica
igualmente inteligéncia, criatividade e imaginacdo[9]. Na realidade, consiste num ciclo
interminavel, que constantemente possibilita o desenvolvimento de modelos e
métodos mais Uteis, exactos e genéricos. Deste modo, esta-se em condigGes de passar
ao estagio seguinte: a definicdo do conceito de Modelo.

1.2 MoDELO

Uma parte da reflexdo acerca do significado de um Modelo, ja foi efectuada na seccdo
anterior, porque a propria explanacdo do Método Cientifico foi apresentada num
formato que efectivamente se designou de Modelo. Desse modo, coloca-se a questdo
a que se tentara responder de forma sucinta na presente secgao: Como se define um
Modelo?

Uma pesquisa simples[10] permite constatar que existem muitos e variados tipos de
modelos, ou seja a palavra “Modelo” pode ser usada para descrever conceitos que se
referem a (aparentemente) campos e contextos muito diferentes. Assim, o problema
gue se coloca consiste em determinar o que todos estes “Modelos” tém em comum.

No sentido do estabelecimento de uma nogao abrangente para o conceito de modelo,
torna-se conveniente analisar numa primeira fase a etimologia da prépria palavra
“modelo”, a sua raiz e consequente origem, assim como a correspondente evolucdo ao
longo dos séculos, das culturas e respectivas linguas. Nesse sentido importa salientar o
trabalho de Favre[11] que apresenta uma reflexao muito interessante sobre, entre
outros assuntos, o significado do conceito de modelo e de metamodelo, um modelo de
um modelo, ou seja um modelo que permite a descodificacdo de um modelo.

III

Com esse objectivo, Favre[11] analisa a etimologia da palavra “model” (inglés
moderno) e constrdi o modelo da sua evolugdo (vd. Figura 1.2). Conclui-se que esta
tem origem na palavra latina modus, que significa medida, através do diminutivo
modulus, pequena medida. Adicionalmente, verifica-se que modus origina igualmente
as palavras associadas actuais, molde, mdédulo e modificacdo (todas derivadas da raiz
comum indo-europeia med). O modelo apresentado é adaptado a versdo inglesa
destas palavras e ndo é surpreendente, ja que as palavras inglesas de origem latina
provém usualmente do francés. No entanto, ndo seria de todo uma especulacdo
desprovida de sentido concluir que o modelo evolutivo para as palavras
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correspondentes em Portugués (como lingua latina) mostrasse uma relacdo mais
directa com a origem latina.

NMEDIDA / med
PEQUENA . .
modus metiri metron
VEDIDA / \ /
modulus VEDIR
_/_/\
modellus modulum
S - -
modello modle
facere
—
modelle
X \ 4 y
model mold module modification
MODEL NMOLDE NMODUL( NODIFICA(;AC

Figura 1.2 Modelo da etimologia da palavra model (inglés moderno) e palavras associadas[11].

De qualquer modo, constata-se que um modelo pode ser geralmente definido como
uma representacao de entidades tdo distintas como abstracg¢des, conceitos, teorias ou
objectos. Assim, o conceito pode significar entidades tdo distintas como um Modelo de
moda (curiosamente afigura-se ébvio que a palavra moda tem a mesma raiz da palavra
modelo) ou artistico, um modelo matematico; ou como uma representacdo grafica
computacional (Computer Graphics — CG). Devido a aparente versatilidade do conceito
de Modelo, Favre[11] organiza-o em varias vertentes, a saber:

e Representacdo — representacdo de algo (objecto, etc; a uma escala diferente),
de uma entidade complexa ou de um processo.

11
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e Exemplo ou Exemplar — alguém ou algo que deve ser imitado; alguém que posa
para um artista (fotografo, pintor, escultor).

e Tipo —tipo de um produto; categoria de objectos que se distinguem de outros
através de alguma caracteristica especifica.

¢ Molde — uma forma ou padrao representativo.

A andlise dos diferentes significados de um modelo indica que a sua natureza aparenta
estar mais intimamente ligada a uma ideia de maneira, mais precisamente de maneira
representativa ou maneira “correcta”, do que do conceito original de medida.

Assim, das diversas vertentes referidas, emerge a representacdo como caracteristica
mais geral de um modelo na sua definicdo mais lata. Deste modo, o modelo como
representacdo implica a relacdo entre duas entidades: o representado (o modelado)
que podem ser variados objectos, sistemas e conceitos, e a representagdo (o modelo
em si). Este processo é aplicavel a entidades abstractas ou concretas para
representacdes virtuais ou reais:

e Abstracto <> Real; e.g. a arte como uma tentativa de representacdo de
conceitos abstractos (emog¢des humanas) através da construgdo de objectos
concretos: instalac@es, pintura, escultura, literatura, teatro, etc.

e Concreto <> Real; e.g. maquetas ou modelos de escala como uma
representacdo de objectos através de uma mudanca de escala.

e Abstracto <> Virtual; e.g. modelos de conduta.

¢ Concreto &> Virtual; e.g. CG como representacdo de objectos, cendrios, seres
vivos, etc, por simulagdo computacional.

O processo de construcdo do modelo (modelagdo) conduz usualmente a uma
simplificacdo da entidade a representar e a uma alteracdo de escala e/ou de suporte
gue se encontra intrinsecamente ligada a essa accdo simplificativa. Assim, a
representacdo de algo implica a translacdo desse algo para um suporte ou dominio
mais acessivel a manipulacdo por parte do construtor do modelo (modelador).

No sentido de ilustrar estas caracteristicas apresenta-se um exemplo que se tornou
iconico no ambito da Computacdo Grafica 3D: o chamado bule UTAH (criado por
Martin Newell em 1975) — vd. Figura 1.3.

A andlise deste exemplo permite concluir que a simples representacdo geométrica
tridimensional ndo é sd por si suficiente. A simulacdo através de imagens geradas
computacionalmente é um processo essencialmente visual. Deste modo, ndo é apenas
a forma do objecto que se revela importante para que a ilusdo dptica seja completa e
credivel* (mesmo no caso de um objecto relativamente simples como um bule), mas é
igualmente essencial que a simulagdao incorpore elementos como a textura das
superficies dos objecto, a forma como é iluminado, o cenario que o rodeia, etc.
Aplicando a uma definicdo generalizada de um modelo verifica-se entao que um
processo de modelacdo eficiente implica frequentemente a consideracdo de
caracteristicas que vao muito para além da simples representagdo do objecto (no
sentido genérico do termo) em estudo.

! No contexto de uma representacao mais fiel possivel do objecto simulado.
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Figura 1.3 Uma versdo da representagdo 3D do bule UTAH[12].

Por outro lado, o enunciado da representacdao como uma simplificacdo conjugada com
uma mudancga de suporte implica que a modelacdo possibilite uma forma de acesso
privilegiado ao préprio objecto modelado. Assim, torna-se possivel manipular (e
consequentemente esmiucar, analisar e estudar) esse objecto através do controlo da
sua representacdo. No caso do exemplo referido anteriormente tal implica que,
através da manipulacdo da simulacdo 3D, o modelador tem a possibilidade de testar
condicdes que ultrapassam o ambito do objecto modelado (apesar de o terem como
base de partida). Assim, o modelador poderd construir novos bules a partir do original,
com cores, texturas ou formatos diferentes, alterar os cendrios envolventes, testar
outras condig¢des de visualiza¢do, simulando diferentes tipos de radiacdo incidente, ou
mesmo optar por manipulagdes mais radicais que contrariem as regras perceptiveis da
realidade fisica observavel e as propriedades do préprio objecto modelado (vd. Figura
1.4).

Figura 1.4 Manipulagdo de uma representagdo 3D do bule UTAH[13].
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1.3 MODELACAO

O processo de modelacdo pode ser considerado como um procedimento de
construcdo de um modelo, enquanto que uma simulacdo pode ser definida como
qualquer accdo de manipulacao, aplicacdo ou utilizacdo desse modelo.

Deste modo, numa tentativa de ilustracdo do processo de modelacdo, considere-se um
exemplo, a Batalha de Aljubarrota. A escolha deste evento particular nao é de todo
inocente. Por um lado, pretende-se seleccionar um tipo de modelo que aparenta
situar-se nos antipodas das classes de modelos (modelos matematicos diferenciais)
gue constituem o objecto de interesse do presente trabalho. No entanto, a escolha
deste acontecimento deve-se igualmente ao facto deste ser de primordial importancia
na Histdria de Portugal, essencial na definicdo dos estagios posteriores desse processo
histérico e no estabelecimento da identidade nacional. Qualquer processo de
modelagdo deste evento histérico baseia-se numa area cientifica ndo relacionada com
as ciéncias fisicas, mas com as ciéncias humanas, mais precisamente com a Historia, o
gue talvez o deva tornar ainda mais complexo, ja que se refere ao estudo de
acontecimentos/fendmenos desfasados temporalmente, portanto ndo directamente
observaveis. Assim, os dados necessarios para a consecucdo da tarefa tém de ser
acedidos através de fontes indirectas, possivelmente enviesadas e necessariamente
incompletas.

Apesar destas limitacGes é possivel apresentar um esquema (ou um modelo) resumido
dos acontecimentos que se supde terem ocorrido no Campo de Sao Jorge, perto de
Aljubarrota no dia 14 de Agosto de 1385 (vd. Figura 1.5). As circunstancias particulares
do evento permitem identificar as razdes que conduziram a que o préprio
acontecimento se tenha desenrolado da forma e com o desfecho conhecidos. No
entanto, para descodificar este modelo esquematico é essencial definir a sua
linguagem de forma a tornd-lo inteligivel (vd. Figura 1.6). llustra-se assim a importancia
da linguagem na modelagao, definida no sentido lato, como um processo sistematico
de comunicacdo através da utilizacdo de sons ou simbolos convencionados, que
permite a leitura da representacao modelada.

A escolha particular do exemplo apresentado deve-se igualmente ao facto de a
montagem de miniaturas de cenas de batalha ser uma das actividades mais populares
no campo da modelagdo de escala de acontecimentos, que se inclui no campo da
construcdo de maquetas. Na verdade, uma maqueta relativamente fiel de uma batalha
como a Batalha de Aljubarrota implicaria uma recolha extremamente alargada de
informacao de vertentes multiplas.

De facto, a fidelidade da representacdo ao objecto modelado é directamente
proporcional ao nivel de pormenor, ou seja ao grau de sofisticacdo do prdoprio modelo,
que obviamente depende do esforco dispendido no processo. E dbvio que a
credibilidade desta sofisticacio depende do julgamento de especialistas externos. E
por esta razdo que no campo cientifico, o conceito da revisdo pelos pares se revela tdo
importante para o controlo do préprio processo.

Voltando a analise do exemplo discutido, é necessario ter em conta que qualquer
evento historico ndo surge de forma isolada, inserindo-se no contexto especifico da
sua época. Por exemplo, no caso particular em estudo, os dados exteriores a
considerar poder-se-iam relacionar com o contexto internacional envolvente,
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nomeadamente a Histéria europeia do século XIV nas suas diversas vertentes
(econdmica, social, militar), e no contexto nacional particular, ou seja a chamada Crise
de 1383-85, situada no &mbito da Guerra dos Cem Anos.

N N

Estrada

Ribeiro

Encosta

SuaVC/

Figura 1.5 Modelo simplificado da evolugdo da Batalha de Aljubarrota (adaptado de [14]).
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Para além destes dados histéricos, a propria natureza tridimensional de uma maqueta
implica a consideragdao de informagao proveniente de outras areas, p.e. a topografia
do terreno, a meteorologia naquele dia particular, etc. Todas estas circunstancias
seriam vitais para a constru¢cdo de uma maqueta credivel do evento, conjugadas com
as informacodes directamente relacionadas com o evento em si.

B Venguarda

Forca principal

B Arqueiros

Cavalaria francesa aliada

Portugueses
Castelhanos

[1 Retaguarda
/

Trincheiras e covas de lobo

Figura 1.6 Simbologia (ou metamodelo) dos esquemas da Figura 1.5 (adaptado de [14]).

Assim, para além do proprio evento (neste caso) a representar, verifica-se que um
processo credivel de modelagdo implica igualmente a recolha de informacao em areas
adjacentes ao préprio evento relacionados com o seu contexto, sem as quais a prépria
construcdo se encontra seriamente comprometida.

A manipulagdo do modelo construido permite um teste de possiveis alternativas
realistas a propria representacdo construida. No caso em estudo, o cardcter
miniaturizado da propria maqueta2 possibilita a pesquisa necessariamente
probabilistica de diferentes alternativas para a evolucdo do acontecimento,
dependendo da alteracdo dos pressupostos conhecidos. Deste modo, apesar do
modelo de partida representar geralmente o objecto como a entidade real observada,
a manipulacdo do modelo ou a sua simulagdo, ndo tem necessariamente de se limitar a
realidade, mas pelo contrario pode ser uma porta de entrada para uma infinidade de
opcOes virtuais. Esta caracteristica extremamente interessante do conceito de modelo
ilustra as suas potencialidades extrapolativas. Por outro lado, a simulagdo apresenta
igualmente um caracter interpolativo, que nos permite inferir de uma forma
informada sobre os pormenores inacessiveis do objecto modelado, através do recurso
a informacdo conhecida directamente relacionada com esse objecto.

Um esboco da generalizacdo do processo de modelacdo discutido anteriormente é
apresentado no esquema da Figura 1.7.

Um problema recorrente que se coloca aguando do processo de modelacdo diz
respeito a definicdo do grau de simplificacdo aplicavel conjugada com a utilidade
intrinseca do préprio modelo.

Uma solucgdo para este dilema ligado ao balanco representatividade/esforco, pode ser
a utilizagdo do chamado principio da parcimdénia, também conhecido como occam’s
razor popularizado por William of Ockham (c. 1288 - c. 1348). Na sua formulagdo
original, o principio é estabelecido por[15]: “pluralitas non est ponenda sine

2 ~ .y . . e A . . .z
Estrutura ndo apenas tridimensional mas igualmente dinamica, ou seja, varidvel com o tempo.
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necessitate” (“pluralidade ndo deve ser assumida sem necessidade”), mas também
pode apresentar a forma, “entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem” ou
“entidades ndo devem ser multiplicadas para além da necessidade”. Qualquer uma das
formulagcbes anteriores conduz implicitamente a conclusdo que a explicacdo ou
estratégia mais simples tende a ser a melhor.

Dominio

Dominio do

Objecto
@ S Adjacente @
. MODELO DQ
CONSTRUGAO OBJECTO
Linguagem Interpolativa Extrapolativa

Figura 1.7 Esquema simplificado representativo do processo de modelagdo generalizado.

De facto, o exercicio de modelacdo implica um investimento quer de tempo como de
esforco fisico ou intelectual (ou computacional, o seu substituto artificial), ou seja é
um processo inevitavelmente associado a um determinado custo. Por outro lado, a
construgao de um modelo esta naturalmente ligada a consecugao de um objectivo,
gue pode ir desde o simples cumprimento de um desafio para satisfacdo pessoal, até a
observancia de uma finalidade académica ou tedrica, ou de uma aplicagdo pratica.
Assim ndo é surpreendente concluir que uma modelagdo eficaz e util implica, de uma
forma ldgica, um exercicio de optimizacdo, de balanco custo/beneficio.

1.4 MoDELO MATEMATICO

Assim, como foi referido anteriormente, a aplicacdo do método cientifico pode ser
apresentada como uma forma de entendimento dos fendmenos fisicos através da
avaliacdo do seu ajuste a modelos que os possam representar adequadamente, ou seja
através da modelacdo e posterior simulacdo da realidade observavel. Para tal, este
processo de modelacdo implica o estabelecimento de um sistema de comunicacdo
entre dois dominios: o dominio do empirico, dos dados observaveis e o dominio da
representacdo desses dados, o modelo em si. Este processo de translacdo entre estes
dois dominios s@ é realizdvel através da definicdo de um conjunto coerente e
convencionado de simbolos, ou seja, da definicdo de uma linguagem especifica. Para
tal, verifica-se que a linguagem matematica, como um sistema de representagdo
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simbdlica de objectos ou ideias matematicas, se revela bastante adequada para uma
representagdo intelectualmente acessivel dos fendmenos, ou seja da sua modelagao.

Um modelo matemadtico é antes de tudo, um modelo que utiliza linguagem
matematica para a descrigdo de um sistema. Através de um modelo matematico, os
fendmenos observaveis sdo representados por relacdes mais facilmente tratdveis
entre entidades abstractas através de operacdes matematicas. Deste modo, realiza-se
a organizacdao do mundo real observavel e a sua consequente adaptacdo a padrdes
mais facilmente reconheciveis e manipulaveis pelo cérebro humano.

1.4.1 ELEMENTOS CONSTITUTIVOS DE UM MODELO MAATEMATICO

A classe especifica de modelos categorizada como modelo matematico é justamente
definida pela linguagem particular utilizada. Este tipo de modelos é caracterizado por
possuir determinados elementos constitutivos definidos como abstracgbes que
relacionam quantidades através de operagOes matematicas convencionadas, ou seja
equagoes matematicas, que habitualmente contém:

e Variaveis — simbolos que representam quantidades cujos valores podem variar
no contexto do problema definido.

e Parametros ou constantes — simbolos representativos de quantidades cujos
valores se assumem constantes no contexto de problema em andlise.

Deste modo, se as relacdes entre as varidveis e parametros do modelo forem apenas
do tipo algébrico, esta-se em presenca de um modelo algébrico. Se o sistema exibir
operadores diferenciais ou integrais em todas as equagdes que o compdem, entdo o
modelo diz-se diferencial ou integral, respectivamente. No entanto, existem modelos
mistos que combinam equacbes de diferentes tipos, e.g. um sistema que junte
equacoes algébricas e diferenciais constitui um modelo algébrico-diferencial.

1.4.2 Tipos DE MODELOS MATEMATICOS

De forma a sistematizar a discussdo, é conveniente agora fazer-se referéncia aos
diversos tipos de modelos matematicos possiveis a as particularidades especificas que
os distinguem e que definem a sua aplicabilidade. Deste modo, apresenta-se em
seguida, um modelo possivel de categorizacdo, que estd longe de ser exaustiva.
Portanto, os modelos matematicos podem-se classificar segundo as dicotomias:

e Linear/N3o linear

e Parametros concentrados/distribuidos
e Estatico/Dindmico

e Deterministico/Probabilistico

Logicamente que os modelos lineares se caracterizam por ser constituidos apenas por
equacoes lineares. A linearidade é uma propriedade importante que sera tratada com
mais pormenor mais adiante, mas pode-se afirmar desde ja que, genericamente,
implica que os termos das equagdes que estabelecem o modelo matematico nao
exibam produtos entre varidveis (ou diferenciais de varidveis) e que todos os termos
sejam apenas de grau 0 ou 1 em relacdo a essas varidveis. Assim, uma equac¢ao que
possua qualguer termo que ndo verifique estas especificagdes é classificada como ndo
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linear e 0 modelo a que pertenga serd necessariamente nao linear. Esta distingdo é
especialmente importante ja que se refere directamente a estrutura das relagdes entre
as variaveis que definem o estado do sistema e os parametros do modelo quanto a sua
complexidade relativa, que é consequentemente mais elevada no caso nao linear.

Se os fendmenos definidos no espaco-tempo continuo (a escala macroscépica)
exibirem variagdes sobre as dimensdes que definem o dominio, implicando uma
variacdo do estado do sistema ao longo desse dominio, o modelo que os represente é
categorizado como sendo de parametros distribuidos ou heterogéneo. Num modelo de
parametros concentrados a simulagdo de um fendmeno nao implica a consideragao de
gradientes espaciais, ou seja o estado é consistente ao longo do dominio e o modelo
diz-se homogéneo.

Por outro lado, se ocorre variacdo de estado na direccdo temporal, representada por
termos de acumulacdo, necessariamente do tipo diferencial, tem-se um modelo
dindmico ou evolutivo. Obviamente que quando tal ndo se verifica, e o estado do
sistema ndo se altera com o tempo, diz-se que o modelo é estatico ou estacionario.

Quando se introduz a incerteza associada aos parametros e aos dados de base que
constituem o nucleo da construcdo do modelo, obtém-se um modelo probabilistico.
Neste caso, sdao consideradas cargas aleatdrias e o estado do sistema ndo é definido
por valores determinados, mas por distribuicoes de probabilidade. No caso contrario,
se o estado do sistema for unicamente determinado pelos valores dos parametros e
dos estados anteriores, o modelo é definido como deterministico.

Finalmente, destaca-se o conceito de modelo conservativo como o resultado de um
processo de modelagdo baseado na conservacdo de extensidades (momento, massa ou
densidade, energia) no interior de volumes predefinidos de controlo no espaco
tridimensional, delimitados por fronteiras definidas por superficies de interface.

Outra forma de caracterizagdo importante diz respeito ao tipo de recursos utilizados
no processo de construgdao do modelo. Através desta classificagao, um modelo pode
ser denominado de:

e Modelo empirico — modelos construidos a partir de dados brutos observaveis,
sem qualquer manipulac¢do tedrica prévia.

¢ Modelo tedrico — modelos desenvolvidos através da aplicagdo de principios
cientificos (fisicos, quimicos, etc), ou seja de abstrac¢Oes tedricas previamente
testadas e validadas, que, no fundo, sdo igualmente modelos ja estabelecidos.

¢ Modelo semi-empirico — modelos mistos que representam um compromisso
entre os dois conceitos anteriores, no sentido do aproveitamento das
vantagens de cada abordagem em dominios distintos do modelo global.

Salientam-se igualmente duas outras classificagdes importantes realizadas ao nivel da:

¢ Homegeneidade — num modelo heterogéneo, o dominio tem de ser dividido
em diversas fases distintas, ao contrario do modelo homogéneo em que apenas
se distingue uma fase (e.g. as fases definidas podem estar relacionadas com
diferentes estados da matéria).

e Continuidade — modelo continuo é um modelo constituido apenas por variaveis
continuas, enquanto que num modelo discreto existe pelo menos uma variavel
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discreta; por exemplo, é trivial deparar-se com varidveis que representam
entidades que sé tem significado fisico se assumirem valores inteiros (e.g.
numero de andares de uma coluna de destilagdo, numero de estdgios de uma
sequéncia de processos batch, etc).
Tem-se observado recentemente um avolumar da importancia da modelagao
matemadtica no contexto da investigagdao cientifica. Este facto é especialmente
relevante devido ao crescimento exponencial da capacidade de calculo proporcionada
pela revolugdo informatica dos ultimos 30 anos. Deste modo, é agora possivel resolver,
mesmo que de uma forma aproximada, modelos que ainda ha poucas décadas
implicariam um esforgo de calculo proibitivo com os recursos disponiveis. Deste modo,
o advento da era computacional abriu caminho para o desenvolvimento de modelos
de complexidade crescente.

1.4.3 MODELACAO MATEMATICA DE PROCESSOS QUiMICOS

Inicialmente pretende-se reflectir resumidamente sobre a no¢do de Tecnologia e a sua
relacdo com o conceito previamente discutido de Ciéncia. Assim, sabe-se que, por
definicdo:

e Ciéncia (do Latim scientia, que significa “conhecimento”) é, no seu sentido mais
lato, qualquer sistema baseado no conhecimento ou pratica prescritiva capaz
de resultar numa previsdao ou num resultado previsivel[16].

e Tecnologia (do Grego technologia (texvoAoyia) — téchné (téxvn), “arte”,
“capacidade” ou “competéncia” e -logia (-Aoyia), o estudo de algo ou o ramo
de conhecimento de uma disciplina) corresponde a capacidade dos humanos
(ou de outros animais) de desenvolvimento e utilizagdo de ferramentas ou
competéncias, e a forma como estas afectam a sua aptiddo para controlarem
ou se adaptarem ao seu meio ambiente[17].

Afigura-se 6bvio que ambos os conceitos referidos anteriormente se relacionam com a
nogdao de conhecimento. No entanto, tal ndo implica que estejam obrigatoriamente
relacionados entre si. Na verdade, a organizacdo das sociedades tecnoldgicas
modernas poderia fazer pensar que a Tecnologia seria essencialmente uma aplicagdo
pratica do conhecimento cientifico e, deste modo, estaria dependente deste. No
entanto, uma andlise a Histéria do Homo sapiens sapiens permite concluir que uma
das razdes que conduziram ao seu inegavel sucesso se deve a sua natural apeténcia
para a adaptacdo e manipulacdo do seu meio envolvente ou seja, dada a propria
definicdo, um especial talento para o desenvolvimento e aplicacdo de Tecnologia. De
facto, o Homem constréi Tecnologia desde praticamente o seu surgimento como
subespécie especifica (ha 195 000 anos atras), muito antes do desenvolvimento formal
do conceito de Ciéncia (e.g. descoberta e utilizacdo do fogo, da roda, da metalurgia,
etc). Assim, verifica-se que o fabrico de Tecnologia, a construcdo de conhecimento
tecnolégica numa determinada area, é perfeitamente possivel, eficaz e util, sem que o
correspondente conhecimento cientifico se encontre solidificado. Assim, a producdo
de Tecnologia depende apenas do primeiro passo do modelo apresentado para o
Método Cientifico: a caracterizacdo dependente da observacdo e da experiéncia, ou
seja de experimentacdo informal, ndo sistematizada nem controlada. Este facto
continua a ser realidade, mesmo na contemporaneidade. Um exemplo paradigmatico
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relaciona-se com a descoberta dos Raios-X, oficialmente atribuida a Wilhelm Conrad
Rontgen (1845-1923) em Novembro de 1895, cujas propriedades se revelaram
imediatamente Obvias para uso no diagndstico médico (vd. Figura 1.8). A primeira
aplicagdao nesse ambito foi realizada menos de trés meses apos a sua detecgdo fortuita,
antes mesmo de se estabelecer um modelo cientificamente aceitavel para a
representacdo da propria natureza dos Raios-X (como indica o seu préprio nome)[18].
Deste modo, pode-se concluir que o processo cientifico pode ser muito importante na
evolucdo (ou aceleracdo da evolugcdo) da construcdo de Tecnologia, mas tal ndo
significa que tenha de ser a sua condicdo necessaria.

O profissional que ao longo dos tempos se especializou no desenvolvimento de
Tecnologia é geralmente designado por Engenheiro (do Latim ingenium, que significa
engenho). Genericamente um engenheiro moderno dedica-se ao estudo,
desenvolvimento, projecto, construgao, operagao e controlo de sistemas tecnoldgicos.
Deste modo, é possivel afirmar que todos os engenheiros aplicam a Matematica, a
Fisica (ou o conhecimento cientifico no geral) e engenho na resolugdo de problemas
técnicos de uma forma segura e econdmica.

Qm-—-—?’ U@-q’u"'/!-'. o "

Lsya-l.‘-_-—-"i'u{’l-t-hv SRS T
B G
Figura 1.8 Primeira radiografia “médica” de Wilhelm Réntgen, da mdo da sua esposa, tirada em 22 de
Dezembro de 1895[18].

De entre os 4 ramos cldssicos da engenharia (os “big 4”): engenharia electrotécnica (ou
eléctrica), engenharia civil (ou da construcdo), engenharia mecanica (ou de maquinas)
e engenharia quimica; que se debrugam sobre o estudo dos sistemas eléctricos,
sistemas de construgao, sistemas mecanicos e sistemas quimicos, respectivamente,
importa agora salientar o ramo especifico da Engenharia Quimica.

O surgimento da profissdo de engenheiro quimico é essencialmente um processo que
ocorre na viragem do século XIX para o século XX, num contexto anglo-saxao: da Gra-
Bretanha para os Estados Unidos da América. Neste periodo, verifica-se o
aparecimento de um novo profissional (que é designado por engenheiro quimico), um
especialista que se dedica fundamentalmente ao problema da transicdo entre os
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processos laboratoriais e a producdo industrial em grande escala, sob uma perspectiva
obrigatoriamente econdmica. Tal facto surge como resposta a necessidade que advém
da crescente complexidade dos processos quimicos industriais, nomeadamente devida
a generalizacdo de processos continuos.

No entanto, nem todas as poténcias industriais adoptaram esta solucdo. De facto, a
resposta alema para o scale-up industrial envolveu a cooperacdo entre quimicos e
engenheiros mecanicos, para a realizacdo da tarefa de transferéncia do conhecimento
quimico do laboratdrio para a industria. Acreditavam que esta estratégia possibilitava
que os investigadores laboratoriais pudessem permanecer criativos, libertos das
condicionantes das praticas de engenharia. Deste modo, a profissdo de engenheiro
guimico apenas surge na Alemanha na década de 1960.

Salientam-se algumas personalidades importantes no processo de construcdo da
profissdo de engenheiro quimico, a saber[19]:

e George E. Davis (1850-1906): considerado o pioneiro na introducdo do conceito
de Engenharia Quimica; em 1887 apresenta uma série de 12 palestras sobre a
operacdo de processos quimicos na Manchester Technical School; em 1901
publica o "Handbook of Chemical Engineering"; Davis foi o maior responsavel
pela aplicacdo do termo “Engenharia Quimica” a nova profissdao emergente, e
contribuiu de forma significativa na definicdo do papel do engenheiro quimico
actual.

e Lewis Mills Norton (1855-1893): professor de quimica organica e industrial no
Massachussets Institute of Technology (MIT); a partir de 1888, foi responsavel
pelo primeiro curso de quatro anos em Engenharia Quimica intitulado "Course
X".

e William Page Bryant: foi em 1891, o primeiro graduado de sete candidatos do
Curso X, tornando-se o primeiro engenheiro quimico formal do mundo.

e Arthur D. Little (1863-1935): introduziu o termo "operacdo unitaria " em 1915 e
liderou o “AIChE's Committee on Chemical Engineering Education”, que
adoptou e enfatizou este conceito, para além de ter procurado acreditar e
normalizar os programas dos cursos de formagdo em Engenharia Quimica.

Assim, considerando a definicdo anterior de engenheiro e a histéria resumida do
surgimento da engenharia quimica, conclui-se que um engenheiro quimico se dedica
primariamente ao estudo, desenvolvimento, projecto, construgdo, operagao e controlo
de sistemas quimicos, nomeadamente sistemas quimicos industriais ou processos
guimicos.

Deste modo, convém agora concentrar a atencao no papel da modelacdo matematica
no campo especifico dos processos quimicos. Mas, como se define um processo
quimico?

Numa perspectiva rigorosa um processo quimico pode ser definido como um sistema
onde ocorre pelo menos uma transformacao quimica, ou seja uma modificacdo dos
componentes presentes. No entanto, numa éptica de “engenharia”, considera-se que
um processo quimico representa qualquer unidade que se incorpora num processo de
sintese industrial, o que inclui sistemas meramente fisicos. Deste modo, um processo
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quimico na sua definicdo mais lata, associada ao conceito de operagdo unitaria,
consiste numa entidade fisica identificavel e separavel, que se apresenta como um
passo bem definido numa sequéncia de estdgios inter-relacionados organizdveis num
esquema ou flowsheet industrial. Assim, um processo quimico assume-se apenas como
um tipo especifico de entidade fisica observavel, que, como qualquer outra realidade,
pode ser objecto de modelagdo matematica.

De facto, sendo um modelo matemdtico uma abstraccdo matemdtica de uma
realidade, verifica-se no caso especifico dos processos quimicos que os modelos
matematicos podem ser extremamente Uteis, para, nomeadamente[20]:

e Possibilitar um melhor entendimento de processos existentes;

* Facultar o projecto e a simulagdao de novos processos;

e Permitir a optimizacdo das condi¢Oes operatdrias processuais;

e Proporcionar o projecto de estratégias de controlo de processos;
e Constituir uma ferramenta para a formacgao de operadores.

Devido aos fendmenos caracteristicos envolvidos no ambito da modelacdo tedrica de
processos quimicos, verifica-se que esta envolve a conjugacdo de diversos tipos de
areas de estudo como: transferéncia de massa, transferéncia de energia, mecanica de
fluidos, termodinamica, cinética quimica, sintese organica e inorganica, tecnologia de
sélidos, bioquimica (numa tentativa de aproveitamento do potencial das células vivas
como microbioreactores geneticamente programaveis), etc; para além das
consideracdes econdmicas sempre presentes no trabalho de Engenharia.
Objecto de Nivel de
estudo integragao
| Processos Industriais

i Ll

Operagoes Unitdrias

ﬁ —

Fenomenos Fisicos e Quimicos
Figura 1.9 Esquema que ilustra a evolugdo dos diferentes paradigmas relacionados com os niveis de
conhecimento em Engenharia Quimica, quer em termos de objectos de estudo como de unidades de
integragao.

No entanto, a complexidade do procedimento esta directamente relacionada com o
grau de interdependéncia ou de integracdo entre as diversas operag¢des unitarias
presentes no processo industrial (ou mesmo entre processos industriais adjacentes),
especialmente importante para processos continuos, ja que a integracdo (massica ou
energética) se relaciona directamente com a rede de correntes que interliga as
diferentes unidades, e que se constituem como as suas entradas e saidas. Ao longo do
tempo constata-se um aumento consideravel do grau e da escala de integracdo das
unidades industriais, por razdes quer econdmicas (devidas ao aumento do custo da
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energia a partir dos anos 70) como ambientais. Curiosamente, observa-se também
uma evolugdo contraria correspondente a uma diminuicdao de escala dos fendmenos
modelados (vd. Figura 1.9), desde o nivel mais geral do processo industrial como um
todo, até ao nivel fundamental das préprias particulas, definidas a escala nanométrica
em dominios descontinuos.

1.5 MODELO MATEMATICO DIFERENCIAL

No campo dos modelos matematicos é possivel particularizar o objecto de interesse
para problemas definidos sobre dominios continuos espdcio-temporais, onde os
fendmenos ndo sdo apenas caracterizados pelas variaveis que definem o seu estado,
mas também pelo gradientes dessas varidveis relativamente as coordenadas
independentes. Neste ultimo caso, é necessario recorrer a operadores diferenciais (ou
integrais) definidos sobre espacos uni- ou multivaridvel para construir as equacdes
constitutivas do modelo, que deste modo, sdo designadas por Equacdes Diferenciais
Ordinarias (Ordinary Differential Equations — ODE) ou Parciais (Partial Differential
Equations — PDE), respectivamente.

Para ilustrar a necessidade da adopg¢do de um operador com as propriedades do
operador diferencial em andlise e na modelacdo matematica, considere-se o seguinte
problema[21]:

“Um tanque contém 50 kg de A e 50 kg de B. O liquido A é introduzido no tanque com
um caudal de 5 kg/min. A solugdo é retirada do tanque ao mesmo caudal. Qual o
volume de liquido A que restard no tanque apds 1 h.”

Para obter a solucdo deste problema, tem-se de levar em conta que o conteudo
massico ¢ (% w/w) de A na solugdo varia com o tempo. Deste modo, a resolucdo
deste problema implica a obtengdo da relagdo ¢(t). Para tal, usa-se o habitual
principio da conservagao de massa de A aplicado ao presente problema conduz a
equagao:

{massa de A presente num} _ {massa de A presente num} {massa de A que sai entre}

determinado instante instante prévio os dois instantes

(1.1)

Note-se que o problema enunciado ndo considera qualquer entrada de A no sistema. O
ultimo termo da equacdo ndo é conhecido. Este problema pode ser ultrapassado se se
assumir que o intervalo de tempo entre os dois instantes é suficientemente pequeno
para que a percentagem de A se possa razoavelmente considerar invariante. Assim, o
balanco para o intervalo de tempo At entre os instantes arbitrarios ty e to+At torna-se,

¢ (to + At)mr =¢, (to)mr ~ ¢, (to)FAt , (1.2)

em que, mr — massa total de solugdo presente no tanque — constante porque os
caudais mdssicos das correntes de entrada e de saida sdo iguais (100 kg); F — caudal
total da corrente de saida (5 kg/min). Substituindo na equacdo 1.2 obtém-se,

At

8= (0)- ) 55 | 13

Manipulando a expressdo anterior tem-se,
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¢A(t0 +At)_¢A(t0):_¢A(t0) (1.4)

At 20

Nesta equagdo, o termo da esquerda corresponde a taxa de variagdo média de @, em
relacao a t. No entanto, a relagao é apenas uma aproximagao que tende para o valor
exacto quando At — 0. Assim,

lim ¢A(t0 +At)_¢A(tO) — _¢A(t0). (1.5)
At -0 At 20

No limite, obtém-se o operador diferencial que caracteriza a equacdo diferencial que
representa o modelo matematico do problema enunciado e é valida para qualquer ty =
t>0:

d¢A(t) =_¢A(t) (1 6)
dt 20 '

Assim, considerando a condig¢do inicial @(t=0) = 50/(50+50) = 0.5, a integra¢do da
equacdo 1.6 desde t = 0 até um tempo genérico t assegura a deducdo da expressao
geral para a fungdo solugdo @(t). Deste modo, torna-se trivial a obtengdo da resposta
para a pergunte enunciada através do cdlculo de ¢ (t=60 min).

Tabela 1.2 Sistemas coordenados cartesiano, cilindrico e esférico[22].

Cartesiano Cilindrico Esférico

Tabela 1.3 Operadores diferenciais num sistema coordenado cartesiano tridimensional (em DS) para o
escalar F=f(x,y,z) ou o vector de fung¢des F=[F,,F,,F,].

Operador Simbolo Tipo de Tipo Definicdo
Operado

) LOF _OF  OF
Gradiente O escalar vector OF =i—+j—+k—
Ox "0y 0z

OF OF

Divergéncia 00 vector escalar OF=—*+—YL+—2
Ox Oy 0z

(OF, OF,\ (OF OF
OxF=i —+—-— |+j —~——% |+
oy 0z 0z 0x

+k ai_ai
Ox Oy

Rotacional [x vector vector

Deste modo, a caracterizagio de um modelo dito diferencial depende
necessariamente da presenga de um operador diferencial. Considere-se entao o caso
mais geral de operadores diferenciais gerados sobre dominios espaciais
tridimensionais. Assim, os diferentes operadores diferenciais de primeira ordem deste
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tipo sdo resumidos na Tabela 1.3, definidos sobre os sistemas de referenciais
multidimensionais mais comummente utilizados na modelacdo matemadtica em
Engenharia (vd. Tabela 1.2).

O operador diferencial parcial de primeira ordem 0/0n aplicado a uma fungdo

multidimensional F dependente de vdrias variaveis, incluindo n, pode também ser
notado por subscritos, como F,. Em contrapartida, no caso de diferenciais totais, ou
derivadas de fungbes unidimensionais, a notacdo para o operador corresponde a
d/dn. Adicionalmente, operadores diferenciais parciais ou totais de ordem i sdo

notados como 8'/dn’ e d'/dn’, respectivamente. Assim, a definigdo dos componentes

da divergéncia de um vector (L[) e do gradiente de um escalar (), nos diversos
sistemas coordenados cartesiano, cilindrico e esférico, descritos na Tabela 1.2, sdo
apresentados nas Tabelas 1.4 e 1.5.

Tabela 1.4 Divergéncia de um vector (0[23].

Sistema coordenado Componentes

- ] a_
[Dx]_a
9

Cartesiano [Dy =

Cilindrico [D¢ =——

Esférico [Dg] =$%(sin9)
1 0
O,)= —
[ ¢] rsin@ 0¢

No entanto, é frequente deparar-se com um operador de segunda ordem, que
representa a combinacdo dos operadores precedentes, i.e., a divergéncia do gradiente
de um escalar. Este operador cuja notagao corresponde a [I[[] é designado por
Laplaciano e a sua definicao é resumida na Tabela 1.6.

Um exemplo representativo de um modelo matematico diferencial corresponde as
chamadas Equagdes de Maxwell, um conjunto de quatro PDE’s definidas no tempo e
num dominio espacial tridimensional e que relacionam os campos eléctrico e
magnético com as sua fontes, as densidades de carga e de corrente. Este modelo,
denominado em honra de James Clerk Maxwell (1831-1879), em conjunto com a Lei da
Forga de Lorentz, constitui as leis basicas do Electromagnetismo Classico. As equagdes
expressam como: cargas eléctricas produzem campos eléctricos (Lei de Gauss), a
corrente eléctrica produz um campo magnético (Lei de Ampeére), e variagdes de campo
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magnético produzem campos eléctricos (Lei da indugdo de Faraday). Uma formulagdo
possivel do conjunto das Equacdes de Maxwell é apresentada na Tabela 1.7.

Tabela 1.5 Gradiente de um escalar ([1)[23].

Sistema coordenado Componentes
[0,]=2
%x
Cartesiano [Dy =0_y
o,)=2
L 0z |
0
0 l=—=—
[ 14 0,0
Cilindrico [D¢ :ii
pog
0.]=2
L 0z
0]=2
%
1
Esféri a,|=——
sférico [ 9] raﬁa
1
[D¢]: Y
i rsin@ 0¢ |
Tabela 1.6 Definigdo de Laplaciano (LM)[23].
Sistema coordenado Definicao do operador
9> 9> 9
Cartesiano —_—t——t+—
x> 0y> 07
o ? 190 1 0° 0
Cilindrico st |t 57T
0p° pop) p ¢~ o0z
L 10(,0 1 od(. .0 1 0
Esférico S| |t 5=z sinl— |*5— 5
ror\_ 0r) r°sin@08 08) r°sin“80¢

Outra equacdo diferencial relevante na modelacdao de processos quimicos é a equacao
da continuidade, que na sua forma geral tem a forma:

0
—¢ +0W=s, (1.7)
ot
onde, @ representa uma quantidade arbitraria; v é uma fungdo vectorial que descreve
o fluxo de ¢ e s significa a taxa de remogdo (ou geragdo) de @. Esta equagdo pode ser
usada para a deducdo de equacdo da continuidade, e.g., as equagdes de Navier-Stokes
ou a equacdo da advecgdo. Uma aplicacdo especifica ao caso concreto da equacdo da
continuidade que enuncia o principio basico da conservacdo de massa:
0p

E+D[ﬂpv)=0, (1.8)
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onde, v — vector de velocidades de um fluido, o— densidade de um fluido; é dada por:

.0 .0 0 )¢ . op 0 d d
_+(Ia+ja_y+k§j[ﬁlvxp+jvylo+kvzp)=o@E+6_X(Vxlo)+a_y(vylo)+g(vzlo)=0
(1.9)

Tabela 1.7 Formulacdo das equacgdes de Maxwell em termos de carga e corrente livre, na forma
diferencial[24].

Lei de Gauss Uib=p,

Lei de Gauss (magnetismo) OB=0

0B

Equacdo de Maxwell-Faraday (Lei da inducdo de Faraday) OxE= _E

oD
Lei de Ampere (correccdo de Maxwell) OxH= J; +E

Nomenclatura:

Campo eléctrico;

Campo magnético;

Indugao eléctrica;

Campo magnético auxiliar;
Densidade de carga livre;
Densidade de corrente livre.

S T OoOwm

Um exemplo adicional importante corresponde as equagdes de Navier-Stokes,
nomeadas em honra de Claude-Louis Navier (1785-1836) e George Gabriel Stokes
(1819-1903) que descrevem o escoamento de fluidos. A sua deducdo é baseada no
tratamento do fluido como um continuum, e na aplicagdao da segunda lei de Newton ao
movimento de fluidos, conjugada com a assuncdo que a tensdo (stress) do fluido é
definida pela soma de um termo viscoso difusivo (proporcional ao gradiente de
velocidades) e um termo de pressdo[25]. Considerando a conservagdo de momento
num elemento de volume arbitrario (vd. Figura 1.10), num referencial inercial, a forma
geral da equacdo para o movimento do fluido é a seguinte,

p(%+vﬂ]]vj:—ﬂp+DEr+f, (1.10)

em que, v descreve a velocidade do fluxo, p a densidade do fluido, p a pressdo, T o
tensor de stress e f as forcas exteriores por unidade de volume.

A equacdo de Navier-Stokes para o balanco de momento é geralmente associada a
outros balancos (massa e energia), baseados nos respectivos casos particulares na
equacao da continuidade.

A aplicacdo a um elemento de volume genérico de geometria arbitraria num espaco
tridimensional do conceito de conservagao de massa conduz a expressao geral.

{taxa de entrada} {taxa de sat’da} .\ {taxa de massa }

de massa de massa gerada ou consumida

taxa de acumulagdo
de massa

(1.11)
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np

n
N3

Figura 1.10 Representac¢do de elemento de volume genérico definido num espaco tridimensional.
No caso da energia o raciocinio é equivalente:

taxa de acumulagdo taxa de entrada taxa de saida taxa de energia
= +

de energia de energia de energia gerada ou consumida

(1.12)

Os termos de entrada e de saida de massa e energia englobam todos os mecanismos
de transporte relevantes e incluem as contribuicdes correspondentes as trocas de
massa e energia com o exterior. De seguida, dois processos classicos em Engenharia
Quimica exemplificam a aplicagdo das equagdes anteriores.

/
VAVAAVAVAVAVAVAVAVAY A VAVAVAVAVA VAVAV

i‘ C E: : C+dC
<+>

A B dz

_i —
_i -

Figura 1.11 Exemplos para construcdo de modelos: A — tanque perfeitamente agitado com
aguecimento, B — escoamento pistao.
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Deste modo, considerem-se dois exemplos nao reaccionais simples e tradicionalmente
utilizados para a ilustracdo de dois tipos ideais de escoamento de fluidos
conceptualmente opostos (vd. Figura 1.11)3:

A. Um tanque de mistura perfeita é caracterizado pela inexisténcia de gradientes
espaciais. O elemento de volume corresponde a totalidade da massa de fluido (Q). A
nao ocorréncia de qualquer reac¢ao quimica implica que os termos de geragdao ou
consumo sejam nulos. Considerando que as paredes do tanque s3ao impermeadveis a
transferéncia de massa, as trocas de massa com o exterior resumem-se as seccdes de
entrada e de saida. Neste caso, o balango massico macroscdépico global ao fluido toma
a forma:

d(vp) =F —F,, (1.13)
dt

onde, V — volume de fluido, p — massa volumica do fluido, F; — caudal massico de
entrada, e F, — caudal massico de saida.

Por outro lado o balango de energia inclui a transferéncia de energia ocorrida na
interface fluido/resisténcia:

)

~ )+H, (1.14)

)-£c(r-T

= FIC(TI _T ref

ref
em que, T — temperatura do fluido, C — capacidade calorifica do fluido em base de
massa (considerada constante), T; — temperatura da corrente de entrada, T, —
temperatura de referéncia para o cdlculo da entalpia, H — energia introduzida ou
retirada por unidade de tempo.

A auséncia de gradientes espaciais conduz a que os modelos massico e energético
sejam evolutivos e de parametros concentrados. As suas versdes estaciondrias
resumem-se a equacdes algébricas.

B. Escoamento pistdo correspondente a fluxo de uma solucdo com auséncia de
mistura. Apenas ocorrem gradientes espaciais na direccdo axial do tubo. O elemento
de volume corresponde a uma sec¢do de tubo de espessura dz (dQQ). Mais uma vez se
assume que o tubo é impermedvel a transferéncia de massa através da parede. Por
outro lado, a consideracdo de escoamento pistdo obriga a que apenas se considere
transporte de massa por convecgdo na direcgao axial. Assim, o balango massico parcial
a um soluto i dissolvido no fluido tem a forma (vd. equagao 1.11),

ocC. ocC.

%igv=%iadz=qc| -ac, -

ot ot 1=
%:9—(@ ,7Cl,es) (1.15)
ot A dz

Onde C; — concentrag¢dao massica do soluto i, dV = Adz — volume do elemento dQ, Q —
caudal volumétrico do fluido, A — drea de secgao recta do tubo. No limite dz — 0 e
sabendo que Q/A = u, velocidade do fluido, obtém-se:

% Nos casos especificados ndo é necessario recorrer a balancos de momento.
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ac, ac,
—Y=—-y—
ot dz
Neste caso, o modelo resume-se a uma equagdo diferencial parcial evolutiva

unidimensional (neste caso, a equagao da advecgao unidimensional), que se simplifica
a uma equacao diferencial ordinaria para o regime estacionario.

(1.16)

1.6 EQUAGAO DIFERENCIAL

Uma equacdo diferencial é uma equagdo matematica que apresenta pelo menos um
operador diferencial total ou parcial que relacione duas variaveis do sistema. Deste
modo, uma equacgdo diferencial tem como solugdo uma funcdo uni- ou
multidimensional e relaciona o valor da funcdo com os valores das suas derivadas de
ordens diversas.

O problema de estimativa de uma derivada, ou seja, do calculo da tangente a uma
curva foi estudado por um numero consideravel de matematicos desde que
Arquimedes (c. 287 AC - c. 212 AC) explorou a questdo na Antiguidade Classica. No
entanto, a primeira tentativa de desenvolvimento de um método classificavel como de
Calculo moderno deve-se a Gilles Persone de Roberval (1602-1675) durante os anos 30
e 40 do século XVII. Aproximadamente por essa altura, Pierre de Fermat (1601-1665)
usou as nogcOes de maximo e de infinitesimal para a avaliacdo da tangente a uma
curva. Todavia, o seu método nunca foi enunciado de forma rigorosa, tendo-se
revelado dificil de justificar sem o recurso ao conceito formal de limite. Assim, técnicas
generalizadamente aceites foram apenas consequéncia da definicdo precisa dos
métodos desenvolvidos por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton
(1642-1727). Assim, Leibniz estabeleceu a definicdo do diferencial como[26]:

== = lim =, (1.17)

As equacgdes diferenciais surgem no contexto de multiplas areas da ciéncia e da
tecnologia, sempre que é necessario estabelecer uma relagdao deterministica entre
quantidades continuamente varidveis (representadas por fungdes) e as suas taxas de
variagdo em relagdo ao espago e/ou tempo (expressas pelos operadores diferenciais).

1.7 EQUACAO DIFERENCIAL PARCIAL (PDE)

Uma equacdo diferencial parcial (Partial Differential Equation — PDE) é um tipo de
equacdo diferencial, i.e., uma relagdo que envolve uma funcdo (ou funcgles)
desconhecida de varias variaveis independentes e as derivadas parciais em relacdo a
estas varidveis. Estas equacdes sdo usadas para formular e assim coadjuvar na
resolucdo de problemas de dimensGes multiplas. De seguida apresenta-se um exemplo
possivel para uma PDE generalizada:

2 2
F(Xl,"',xn,u,ﬂ,' au a 4 a Y jzo . (118)

——s, o
0x, Ox, O0x,” 0x,0x,

As PDE’s sao uma das abstraccdes matematicas mais profusamente utilizadas em
Ciéncia e Engenharia.
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1.7.1 CARACTERISTICAS BASICAS DE UMA PDE

O estudo de PDE’s comecou no século XVIIIl com o trabalho de Euler, d'Alembert,
Lagrange and Laplace como uma ferramenta essencial na descricdo da mecéanica do
continuum (e.g. cordas vibratdrias, elasticidade, campos gravitacionais Newtonianos,
electrostdatica, mecanica de fluidos, condugao de calor, electricidade e magnetismo) e
como uma estratégia de estudo analitico de modelos aplicados as ciéncias fisicas[27].
De facto, a analise de modelos fisicos permaneceu até ao presente como uma das
preocupagdes principais do campo do desenvolvimento de PDE’s.

Nesta seccdo pretende-se apresentar os elementos especificos que caracterizam uma
PDE tipica.

Assim, a ordem de uma PDE é definida pela derivada de ordem mais elevada presente
na equacgdo, enquanto que o grau de uma PDE se refere ao termo elevado a poténcia

2 3

0
total mais elevada (e.g. o termo a—LZ’ é de ordem 2 e de grau 3). No caso de um

X

sistema de PDE’s, a sua ordem e grau sao determinadas pela equagao de grau e ordem
mais elevada que o compde.

Um problema diferencial para ser soluvel tem de cumprir alguns critérios que, quando
verificados, o determinam como um problema bem colocado (“well posed problem”).
Assim, um problema é bem colocado quando[28]:

¢ asolucdo existe;
e asolugdo é Unica;

¢ asolucdo depende continuamente dos dados auxiliares (e.g. condicdes iniciais
ou fronteira).

O tipo de condi¢des auxiliares presentes na enunciacdo de um problema determina o
tipo de problema em estudo. Deste modo, tem-se:

* Problemas de valor fronteira (Boundary Value Problems — BVP’s) — problema
especificado pelo conjunto das equagdes diferenciais parciais definidas sobre
um dominio, e de um sistema de restricdes fixadas sobre a fronteira
delimitadora desse dominio.

e Problemas de valor inicial (Initial Value Problems — IVP’s) — geralmente
associado a problemas de ODE’s, onde o valor da solucdo desconhecida é
especificado num ponto arbitrdario do dominio. Normalmente, o ponto
escolhido situa-se no extremo inferior do dominio e por essa razao é designado
por condigdo inicial. No caso de PDE’s, esta classificagcdo é geralmente atribuida
a problemas dinamicos ou evolutivos, ou seja, dependentes do tempo, em que
a condigdo inicial se refere a fronteira correspondente ao extremo inferior
temporal.

As condicGes fronteira podem ser de trés tipos. Considerando um dominio Q,
delimitado por uma fronteira I, defina-se n e s como as coordenadas normal
(apontando para o exterior) e tangente a superficie fronteira, respectivamente, e as
funcdes f e g definidas sobre a fronteira, as condi¢Ges fronteira possiveis sdo:
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CondicBes de Dirichlet: u=f;emT. (1.19)
Condigdes de Neumann: %:f ou %:g; eml. (1.20)
on 0s
CondicGes Mistas ou de Robin: % +ku=f,k>0;emT. (1.212)
n

A garantia de unicidade da solugao nao é simples de definir para modelos transientes
ou estaciondrios complicados. No entanto, considera-se geralmente que para um
problema apresentar uma solugdo Unica é necessdrio que o numero de varidveis
desconhecidas seja igual ao niumero de equag¢des independentes no modelo. Deste
modo, introduz-se a nogao de grau de liberdade, calculado por:

Ne = Ny = NE,

onde, N — grau de liberdade, Ny — nimero de varidveis dependentes, Ny — nimeros de
equacoes independentes (algébricas e diferenciais). Para que um problema seja bem
colocado, Ny =0.

A analise de graus de liberdade separa os problemas de modelagdo em trés tipos[20]:

e N = 0, problema exactamente determinado — nimero de varidveis iguala o
numero de equagdes e o sistema de equagdes tem uma solugao Unica.

e Ng >0, problema subdeterminado — neste caso, Ny > Ng, e consequentemente o
problema tem uma infinidade de solugcbes, ja que Ny varidaveis podem ser
especificadas de forma arbitraria ou um conjunto adicional de equagdes tem de
ser introduzido no modelo.

e N <0, problema sobredeterminado — o problema tem menos variaveis do que
equagoes e o problema ndo tem solucdo. Neste caso, é necessario definir
varidveis adicionais para representar o estado do processo ou o numero de
equacgoes consideradas é excessivo.

Outro conceito importante a reter é o de curva caracteristica de um problema
diferencial parcial. Resumidamente, uma caracteristica € uma curva ou uma trajectoria
determinada no espaco das varidveis independentes do problema sobre a qual a
solugdo pode ser definida apenas por diferenciais totais. Assim, a resolu¢cdo da PDE
original pode ser realizada usando apenas ODE’s, sem se recorrer a qualquer
aproximagdo. Considere-se entdo a equagdo de primeira ordem transiente e
unidimensional:

a—+b—=c, (1.22)

com a solucdo genérica da forma, u = u(x(t),t). Por outro lado a derivada total de u é
dada por:

ﬂz%%+%. (1.23)
dt Oxdt ot

Comparando 1.22 com 1.23 verificam-se as igualdades dx/dt = b/a e du/dt = c¢/a, que
representam duas ODE’s com as solugGes,
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X=X, +%t, (1.24)
u:u0+%t, (1.25)

para uma condigao inicial u(xo,t) = up. As equagdes 1.24 e 1.25 significam duas rectas
definidas no plano [x,t] (vd. Figura 1.12). A sua utilizacdo conjunta permite a
construcdo dos perfis da solugdo u(x,t) para a totalidade do dominio do problema. A
importancia da nogdo de curva caracteristica esta intimamente relacionada com o
sistema de classificacdo de PDE’s e consequentemente com as caracteristicas da sua
solugdo. Tal relagdo tornar-se-a dbvia na discussdo desenvolvida na préxima secgdo.

decve/

X

Figura 1.12 llustragdo das caracteristicas para a equagao 1.22.

1.7.2 CLASSIFICACAO DE PDE’s

Nesta seccdo refere-se os critérios que presidem aos sistemas de classificagdo mais
importantes para as PDE’s, de forma a definir as caracteristicas gerais dos diferentes
problemas diferenciais tipicos. Estas classificagdes estao intimamente ligadas as
solugdes particulares exibidas e consequentemente a escolha dos métodos mais
adequados para a sua resolucao.

As classificagcdes mais importantes relacionam-se com duas caracteristicas importantes
das equacbes, nomeadamente a linearidade e a geometria. Entdo, considere-se uma
equacao diferencial geral de 22 ordem bidimensional:

d’u 0°u 0’u _Ou _du

L8 2l 4l e i RytG=0. (1.26)
0x dxdy  dy ox  0dy

Esta equacdo geral é bastante comum no desenvolvimento de problemas de
Engenharia, sendo utilizada como base para a classificacido de PDE’s. Estas
diferenciam-se nas suas propriedades, pela forma como os diversos coeficientes sao
definidos. Os conceitos apresentados de seguida poderdo ser alargados a outros tipos
de equacgdes ou sistemas de equacdes, de diferentes ordens ou dimensodes.

A linearidade pode ser genericamente definida da forma seguinte: assumam-se duas
solugBes diferentes uy e ugde uma equagao diferencial. Esta equacgdo é linear se u = uy
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+ ugtambém for uma solugdo. A linearidade é uma propriedade desejavel em muitos
sistemas, ja que permite a expressdo da evolucdo temporal de um estado inicial
arbitrario, u(x,0), em termos da evolug¢do temporal de um conjunto completo de
funcBes simples conhecidas[29].

Assim, a equacdo 1.26 é classificada no que diz respeito a sua linearidade consoante os
critérios apresentados na Tabela 1.8.

Tabela 1.8 Classificacdo de uma equacdo diferencial de segunda ordem bidimensional quanto a sua
linearidade[30].

Linear =  Se todos os coeficientes dependerem apenas
das varidveis independentes x e y.
Quasilinear = Se os coeficientes forem igualmente definidos

em func¢do da varidvel dependente u e/ou os
coeficientes A, B e C dependerem das
primeiras derivadas de u.

Caso Particular:  Semi-Linear = Se apenas os termos independentes dependerem da
variavel dependente u.
N3o-Linear =  Todos os outros casos.

Por outro lado, outra classificagao relevante diz respeito a sua geometria. Considere-se
agora a PDE bidimensional de segunda ordem quasilinear genérica:

du Ou d’u du Ou d’u du Ou 0’u __(0u 0u
A —,—,ux,y _2+B —,—,ux,y —+*C —,—,ux,y _Z_CD —,——,u,x,y

Ox Oy 0x Ox Oy Ox0y Ox Oy dy Ox Oy
(1.27)

O grau de ndo linearidade de uma PDE encontra-se fortemente relacionado com o
nivel de dificuldade expectdvel na resolugdao do problema e, consequentemente,
determina a escolha do método de integragdo a utilizar. Este conceito pode ser
facilmente generalizado para equagdes ou sistemas de equagbes de ordem diferente.
Outra forma de classificagao de PDE’s de segunda ordem do tipo da equagao 1.27 é
baseada no valor do determinante, 4= B*—4AC.

De facto, o caracter geral da equacdo 1.27, que se relaciona com o facto desta
representar uma onda, um fendmeno difusivo ou um fendmeno de equilibrio, depende
dos valores dos coeficientes das derivadas de maior ordem, A, B e C. Tal pode ser
verificado através da andlise das curvas caracteristicas da equacdo particular. Se for
possivel encontrar um conjunto completo de caracteristicas, conclui-se que a equagdo
representa a propagacdo de ondas. Neste caso, €& necessdrio encontrar duas
caracteristicas, porque a equacao diferencial é de segunda ordem. Assim, considere-se
uma destas curvas caracteristicas definida no plano [x,y] especificada por um
incremento diferencial sobre a respectiva curva. Assumindo-se que u, du/0x e Ou/dy
sdo as condicOes iniciais desta curva, pretende-se determinar as condi¢gdes em que é
possivel calcular d*u/dx* e 0°u/dy* a partir da PDE 1.27. Deste modo, diferenciando
Jdu/0x e du/dy ao longo da curva caracteristica considerada e acoplando-a com a PDE,
obtém-se o seguinte sistema de equacgdes[31]:
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2 2
d(%j=a—gdx+ IY oy
Ox ) Ox 0x0y

2 2
o )= 0Y g Oy,
dy )] O0x0y oy

+B

(1.28)

2
® %,a—u,u,x,y =Aag
Ox Oy ox

+
0x0y

Representando o sistema 1.28 na sua forma matricial, tem-se,

[dx dy 0] 2%

ax?

0 dx dyl|2«|=

0x0y

L dy?

dx dy O

A B C

d

%)
ol

E)
dy

u,%,Y)

A B || o

0x ':%7

Deste modo, a resolucdo da equacao,

(1.29)

0 dx dy =C(dx2)—B(dx)(dy)+A(dy2)=O, (1.30)

uma equacdo quadratica que possibilita o calculo do declive da caracteristica,

2
A(ﬂj -B(ﬂjw:o.
dax dx

Assim, a solucdo é dada por:

7

(ﬂji _B++/B*-4AC

dx 2A

(1.31)

(1.32)

gue so serd real se o determinante 4> 0 . A equacao 1.31 é designada por equacao

caracteristica.

Esta classificacdo esta intimamente relacionada com a caracterizacdo de equagoes
algébricas quadraticas bidimensionais do tipo:

Ax? +Bxy +Cy* =¢gx,y).

@

(1.33)

@ ®

Figura 1.13 Tipos de secgGes conicas: 1 — Parabola; 2 — Elipse; 3 — Hipérbole[32].

A equacdo 1.33 é a representacdo algébrica do conjunto de secc¢es cdnicas, ou seja
curvas obtidas pela interseccdo entre um cone, ou mais precisamente uma superficie
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conica circular, com um plano, num espagco tridimensional (vd. Figura 1.13). Aplicando
a analogia obtém-se a classificagdo resumida na Tabela 1.9.

Tabela 1.9 Classificacdo das cénicas e das PDE’s correspondentes.

Tipo de Determinante Classificagdo da cénica Classificagao da PDE
B> —4AC<0 Elipse Eliptica
Caso Particular: A=C0B=0 Circulo
B> —4AC=0 Parabola Parabdlica
B> —4AC>0 Hipérbole Hiperbdlica
Caso Particular: A+ C=0 Hipérbole Rectangular

Como foi referido acima, a importancia desta classificacdo relaciona-se com o facto de
os diferentes tipos geométricos de PDE’s se caracterizarem por apresentarem solugdes
gue exibem comportamentos distintos. Assim,

* Equagdes elipticas — ndo existem caracteristicas reais, implicando a auséncia de
gualquer propagacao de onda; exibem normalmente solugdes suaves
estaciondrias de energia minima, apesar de poderem apresentar perfis
abruptos na vizinhanca das fronteiras; ndo possuem uma varidvel de valor
inicial e, portanto, tém de ser definidas como problemas de valor fronteira.

e Equacdes parabdlicas — as duas curvas caracteristicas degeneram numa Unica; a
solucdo é geralmente caracterizada por uma dispersao temporal suave de uma
perturbacado inicial, indicando a sua natureza como problemas de valor inicial.

e Equacodes hiperbdlicas — identificam-se duas curvas caracteristicas reais, o que
define a natureza de onda deste tipo de equagbes; as solugdes sao
caracterizadas por promoverem a propagacao temporal de uma perturbacgado e,
assim, tenderem a reter descontinuidades, o que as torna particularmente
interessantes no ambito do presente trabalho.

Na Tabela 1.10 apresentam-se alguns exemplos para as diversas categorias
geomeétricas de PDE’s tipicas.

Esta classificagdo ndao esta limitada a equagdes de segunda ordem do tipo 1.27,
podendo ser estendida a equagdes ou a sistemas de equagdes de primeira ordem. A
relacao é muito simples de estabelecer bastando, para tal, transformar a equagdo geral
de segunda ordem inicial no sistema de equagdes de primeira ordem correspondente,
obtendo-se a generalizagao desta classificagdo para os dois casos.

Assim, se se definirem as varidveis auxiliares[23]:

:au :au
v=0us ., w=9Y, (1.34)
obtém-se por diferenciacao,
ou/ =0u ow/ =0u

562 Yavor %= Yhro (1.35)
Assumindo a igualdade entre as duas derivadas de segunda ordem, tem-se que,
ov/ -0

Bt Ox (1.36)

Considerando a equacdo de onda (vd. Tabela 1.10), entdo:
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a%t = auax. (1.37)

Assim, conclui-se que a equacdo de onda (hiperbdlica de segunda ordem) pode ser
expressa por duas equacOes hiperbdlicas de primeira ordem 1.36 e 1.37 (vd. Tabela
1.10).

Tabela 1.10 Exemplificagdo da classificagdo geométrica de PDE’s tipicas[23].

Exemplo Ordem em x Ordem em t Classificagao

du__ou
ot Ox 1 1 Hiperbdlica de 12 ordem
(equagdo da advecgdo)
0’u _ , 0%
Pl ¢ 2 2 2 Hiperbdlica de 22 ordem
(equacdo de onda)
ou__du

FY e 2
ot Ox 2 1 Parabdlica
(Lei de Fourier ou Segunda

Lei de Fick)
0’u  du
S5 t5= 0 g
x> dy? 2 (em x,y) 0 Eliptica

(equacdo de Laplace)

Por outro lado, realiza-se a extensdo a sistemas de n PDE’s unidimensionais de
primeira ordem do tipo[30]:

ou _.0u .
A—+B —=c, (1.38)

* ~ . .7 . *
em que: A e B sdo matrizes nxn, u — vector das varidveis dependentes, ¢ — vector dos
termos independentes.

Multiplicando 1.38 por A’ tem-se:

—+B—=c. (1.39)

Através da diagonalizagao da matriz B, obtém-se a relagao:
B=SAS™, (1.40)

onde S e A sdo a matriz dos vectores proprios e a matriz diagonal dos valores préprios
de B, respectivamente. Ambas as matrizes B e A sdo quadradas, ja que B apenas é
diagonalizavel se for quadrada, o que implica que A também o seja. Obtém-se entdo:

95+SAS*95:c. (1.41)
ot ox

Deste modo, o sistema de PDE’s é:
e Hiperbdlico — se os n valores préprios forem reais e diferentes;

e Parabdlico — se os n valores préprios forem reais e iguais;
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e Eliptico — se os n valores proprios forem complexos.

Assim, a classificacdo anterior pode ser ainda mais expandida para problemas mais
gerais, como PDE’s lineares de segunda ordem multidimensionais (com um numero
arbitrario n de variaveis independentes) ou sistemas de m equac¢Ges de primeira
ordem igualmente n-dimensionais[33]:

n n 2

ZZ%——G "+ =0, (1.42)
= 0x,0x;

ZAUﬂw:o, (1.43)
o Ox,

onde ® e B simbolizam os termos de ordem inferior; e a; e A, correspondem
respectivamente aos elementos da matriz de coeficientes e as matrizes de coeficientes
mxm para U = 1,...,n. Nestes casos a definicdo do tipo de problemas é andloga a dos
exemplos anteriores e depende da natureza dos valores préprios da matriz de
coeficientes aj; ou do tipo de superficies caracteristicas do problema 1.43[33].

A combinacdo entre as diferentes classes de PDE’s é igualmente possivel, originando
equacgoes do tipo misto. Por exemplo a equacdo convectiva-difusiva:

du_ Odu  _du

—=-V—+D— (1.44)
ot 0x 0x
¢ hiperbodlica-parabdlica e a equacdo de Euler-Tricomi:
0’ 0’
L =x (1.45)
0x dy

é eliptica-hiperbdlica, ja que é eliptica para x<0, hiperbdlica na regido x>0 e parabdlica
degenerada para x=0.

A utilidade da classificacdo geométrica manifesta-se pelo facto de permitir a partida: o
estabelecimento de uma descricdo concisa das caracteristicas matematicas genéricas
do modelo; a sugestdo de abordagens para a resolucdo numérica da PDE; e a
antecipacdo de dificuldades potenciais no desenvolvimento do procedimento de
resolucdo numeérica do problema.

1.7.3 TERMOS CONSTITUTIVOS DE UMA PDE

Destacam-se agora casos particulares de modelos que apresentam especiais
dificuldades de resolucdo, relacionadas com o desenvolvimento de solugGes
caracterizadas por importantes variacoes de “relevo”, ou seja, zonas de elevada
actividade onde ocorrem varia¢des abruptas do valor da funcdo e declives elevados,
intercaladas com zonas onde o valor da fungdo varia de uma forma suave (baixa
actividade). Adicionalmente, o posicionamento destes aspectos proeminentes nos
perfis da solugdo pode-se alterar com a evolugdao do procedimento de resolugdo. Diz-
se entdo que este género de solucdes exibe propagacdo de ondas abruptas ou
descontinuidades/choques mdveis. A ocorréncia destes fendmenos depende
obviamente das propriedades do modelo matematico em estudo, relacionadas com os
elementos constitutivos das diversas equagdes que o compdem. Assim, sdo
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apresentados de seguida, os termos diferenciais e algébricos mais comuns presentes
nos modelos diferenciais tipicos em modelacdo de processos quimicos, conjuntamente
com o seu potencial especifico para o desenvolvimento de solu¢des abruptas méveis.

Os modelos diferenciais que representam fendmenos caracteristicos extremamente
importantes na simulagdo de processos quimicos, e que genericamente estdo
relacionados com a transferéncia de massa e de energia e mecanismos reaccionais,
apresentam termos tipicos classificados com advectivos, difusivos e geracionais. A
ocorréncia deste tipo de equagdes diferenciais que exibem este tipo de termos,
designadas por equacdes de adveccao-difusao, é extremamente comum no campo da
modelagdo de processos quimicos. Este tipo de equagdes resulta, normalmente, da
modelacdo em regime transiente de unidades, cujas propriedades em regime
estaciondrio variam nas dimensdes espaciais (e.g. reactores tubulares, colunas de
destilacdo). No caso mais complexo tridimensional a equac¢do da difusdo apresenta a
forma genérica seguinte:

dulrt) _ 0 go(u,r)0u(r, t)], (1.46)

ot

onde u(r,t) representa a densidade do componente difundido na posicao r, no tempo t
e D(u,r) é o coeficiente difusivo para a densidade u na posicdo r; os operadores
diferenciais actuam sobre as dimensdes espaciais.

Por outro lado, o operador advectivo, que representa o processo de transporte
convectivo, é definido em coordenadas cartesianas por:

0 0 0
vill=v, —+v, —+v, —, (1.47)
0x dy 0z
em que o vector de velocidades v tem as componentes v,, v, e v, para as direcgdes x, y
e z, respectivamente.

A equacdo da advecgdo para uma extensidade escalar u, é expressa matematicamente
como:

S+0tuv)=o. (1.48)

onde, [IL& o operador diferencial divergéncia e v é o vector campo.

Apresentam-se entdo varios modelos de PDE’s cujas solu¢cbes desenvolvem
tipicamente frentes abruptas moveis. Por uma questdo de simplicidade apenas sao
referidas as versdes unidimensionais. Tal comportamento pode ser originado pela ndo
linearidade de termos convectivos, difusivos ou geracionais, quer na prépria equagao
como nas condicGes fronteiras, ou simplesmente pela adveccdo de um perfil
inicialmente abrupto.

Um exemplo geral unidimensional convectivo-difusivo-geracional corresponde a,

%z_wwi[o(u)%}a(x,w), (1.49)
ot ox ox ox

onde F, D e G sao fungdes directamente relacionadas com fendmenos convectivos,
difusivos e geracionais (e.g. reaccionais), respectivamente.
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No caso da difusdo linear, o exemplo tipico deste tipo de equacbes é o modelo de

difusdo num meio isotrépico descrito por (€= 1 e D constante):
0 0’u
Z-p—, (1.50)
ot 0x

em que: u — concentragdo da substancia difundida; e D — coeficiente de difusao.

Se D é constante, a equagdo 1.50 é linear. Em problemas de difusdo, a velocidade
caracteristica € infinita. Desse modo, a evolug¢do da solugdo u(x,t), em qualquer ponto
genérico (x,t), depende do valor da solugcdo em todo o dominio. Este comportamento
define o caracter global dos problemas de difusdo. Por outro lado, no caso de
problemas hiperbdlicos, as caracteristicas apresentam uma velocidade de
deslocamento finita sendo, deste modo, de natureza local, ja que a solugdo em cada
ponto do dominio (x,t) é apenas influenciada pelo valor desta nessa regidao do dominio.

No caso dos problemas de difusao em que o difundido pode reagir quimicamente,
estes sao representados pela adigao de um termo geracional a equagdo de difusao
linear:

ou __0%u

—=D
ot  0x°

+G(u). (1.51)

Se a funcdo G(u) for fortemente ndo linear, as solucdes deste tipo de equagdes
desenvolvem, frequentemente, frente abruptas moveis. Assim, se o valor de G(u) for
bastante elevado, num intervalo pequeno [up,u;], e relativamente pequeno fora deste
intervalo, entdo, duas frentes abruptas expandir-se-do em ambas as direcgdes, a partir
de qualquer impulso que exceda o valor critico u;. Os termos geracionais podem
igualmente estar relacionados com condicdes fronteira dependentes do tempo.

Para muitos casos de aplicacbes fisicas, os coeficientes de difusdo dependem da
concentragdo do difundido. Uma relagao consideravelmente nao-linear pode provocar
frentes moveis bastante abruptas. Entdo, a equagao geral tomard a forma:

u_ 0 (0
E_ ™ (D(u) dxj' (1.52)

Este comportamento ocorre igualmente para modelos de difusdo ndo lineares
acoplados a termos geracionais também ndo lineares.

Os problemas difusivos referidos anteriormente estdo relacionados com equagées do
tipo parabdlico. No entanto, existem exemplos de equagdes hiperbdlicas, onde se
desenvolvem frentes abruptas, que podem originar choques correspondentes a
descontinuidades fisicas. O exemplo mais simples deste tipo de equacdo é a equacdo
escalar de onda unidimensional, uma equac¢do puramente advectiva/convectiva, com
F(u)=au:

ou ou

0u, 0 _o (1.53)
ot 0x

em que g € uma constante e a solucdo inicial é definida por uma funcdo genérica:
u(x,0)=u’(x).
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A partir do perfil inicial, a solugdo movimenta-se com velocidade a, mantendo a sua
forma inalteravel. Assim, qualquer perfil abrupto em u°(x) transforma-se numa frente
abrupta movel.

No caso de advecc¢do ndo linear as frentes podem se formar com o tempo e evoluir
para a forma de choques. Este comportamento ocorre mesmo se a solugdo inicial
apresentar perfis suaves. O exemplo mais simples deste tipo de equagdes é a equagao
inviscida de Burgers em que a(u)=u ou Flu)=u?/2:

%+u%=0 . (1.54)
ot 0x
No entanto, em muitos processos fisicos, os fendmenos convectivos e difusivos
ocorrem simultaneamente. Apesar da presenca da difusdo assegurar que os gradientes
da solugao sejam finitos, estes podem apresentar valores muito elevados para casos
onde a convecgao domina. Formam-se assim, quasi-choques, ou seja, frentes bastante
abruptas e praticamente descontinuas. O exemplo mais simples deste tipo é a equacao
de Burgers:

—Eu_—te&—. (1.55)
ot 0x 0x
A equacdo 1.55 apresenta frentes moveis de espessura de O(&) para valores de £ muito
baixos (£<< 1).

No entanto, o processo de construcdao e caracterizacdo de um modelo adequado
necessita ser complementado com a ndo menos importante tarefa de o resolver de
uma forma eficiente. Assim, este é o assunto que sera tratado na préxima seccao.

1.8 ANALISE NUMERICA

1.8.1 INTRODUGAO HISTORICA

Com a Revolucdo Agricola do Neolitico (c. 10000 AC) assiste-se a um aumento
dramatico na complexidade da organizacdo das sociedades humanas, que se constitui
como catalisador do advento das primeiras civilizacdes (a partir de 5000 AC), com uma
crescente hierarquizagdao social, centralizagdo politica e administrativa, e
consequentemente, burocratica. Tal implicou o surgimento de problemas novos, tais
como a construgao de estruturas cada vez mais ambiciosas e complexas, a
manipulagao de solos e terrenos agricolas, o conceito de propriedade privada movel e
imovel, o estabelecimento de estruturas penais e fiscais, etc; Deste modo, as
sociedades sentiram necessidade de construir novas ferramentas para lidar com esta
nova realidade, nomeadamente, para a monitorizacdo e contabilizacdo de recursos
progressivamente mais importantes. Assim, ndo é surpreendente que seja
exactamente neste periodo que se constata o desenvolvimento da Escrita e da
Matematica (e da sua linguagem) no sentido mais lato. Estes cddigos simbdlicos
registaveis correspondem a representacées (ou seja modelos) para a linguagem oral e
para conceitos mais especificos quantificaveis ou geometricamente representaveis,
respectivamente. No caso do cddigo matematico, pretende-se salientar o campo
especializado que se convencionou designar por Analise Numérica.
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De forma a ilustrar a ancestralidade da aplicagdo de estratégias numéricas apresenta-
se na Figura 1.14 um exemplo seleccionado deste tipo de aplicacdes através de uma
placa ceramica babilénia (c. 1800-1600 AC), onde é notdria uma preocupac¢do de
resolucdo de um problema relacionado com a estimativa de nimeros irracionais que
advém da necessidade da avaliacdo do comprimento da diagonal de um quadrado de
tamanho 1/2. Os valores que constam na placa estdo codificados num sistema
sexagesimal. Assim, para uma aresta de 0;30 = 0+30/60 = 1/2, obtém-se uma
estimativa para o comprimento da diagonal de 0;42,25,35 = 0+42/60+25/60%°+35/60° =
ﬁ/z (lerro absoluto|<1x10°). Na placa também se encontra gravada a aproximacio
1;24,51,10 = 1+24/60+51/60°+10/60° = V2 (lerro absoluto|<1x10™). A existéncia
deste artefacto demonstra que ja em tempos assaz remotos, se constatou a

necessidade do desenvolvimento de estratégias para a resolucdo aproximada de
problemas matematicos, ou seja de estratégias numéricas.

Figura 1.14 Placa cerdmica babilénia YBC 7289 (c. 1800-1600 AC), mostrando uma aproximagdo a \/5
no contexto do Teorema de Pitagoras aplicado a um triangulo isdsceles[34].

1.8.2 MEtopos NUMERICOS

Andlise Numérica consiste no desenvolvimento e estudo de algoritmos para a
resolucdo de problemas de Matemadtica Continua. Assim, um algoritmo ou método
numérico define-se como um procedimento eficiente de resolugdao de um problema
através de conjunto sequencial finito de instru¢des. Partindo de um estado inicial,
estas instrugdes representam um procedimento que estabelece sucessivamente uma
série de estados sucessivos, até eventualmente terminar num estado final.

No entanto, importa referir que os métodos disponiveis para a solucdo de problemas
matematicos podem ser divididos em duas classes principais: analiticos e numéricos.
Assim, uma forma de qualificar os métodos numéricos pode ser realizada através da
discussdo das caracteristicas que os distinguem dos métodos analiticos alternativos.

Para tal, considere-se o exemplo de uma equacao linear:
x—3=1. (1.56)

E possivel discernir um procedimento légico sequencial que possibilite a manipulacdo e
consequente resolucdo da equagdo sem abandonar o caracter genérico da varidvel x e
gue s6 depende do valor dos parametros. Deste modo, o caracter continuo do
problema ndo é alterado e o algoritmo diz-se analitico. Por outro lado o procedimento
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aplicado é genérico, ou seja, é passivel de ser utilizado com sucesso a qualquer
equacgao do tipo: ax + b = c. Assim um algoritmo possivel para a resolu¢ao desta
equacdo podera ser:

1. adicionar —b a ambos os membros da equacdo, obtendo-se ax=c —b;

2. multiplicar ambos os membros da equa¢do por 1/a, obtendo-se a solugdo: x =
(c—b)/a

Aplicando o algoritmo anterior a equagao 1.56, emque a=1,b=-3 ec =1, obtém-se
a solugdo x = (1-(-3))/1=4.

No entanto, se considerarmos um exemplo ndo linear:
x*—3x+1=0. (1.57)

Verifica-se a impossibilidade de aplicacdo de um algoritmo semelhante ao anterior, ja
gue a ndo linearidade da equacdo impede que a variavel possa ser isolada através de
uma estratégia simples como a descrita acima, mantendo a generalidade da variavel x,
ou seja a continuidade do dominio da resolugdo. No entanto, é relevante salientar que
no caso de equacOes algébricas cubicas, estdo disponiveis métodos analiticos
necessariamente mais elaborados que possibilitam a sua resolucdao, ou seja a
determinacdo das raizes da equagcdo com o segundo membro nulo: ax+bx>+cx+d=
0; obtida por manipulacdo analitica da equacdo original (e.g. método de Cardano).
Uma equacgdo cubica ndo é suficientemente complexa para que a aplicacdo de uma
estratégia analitica na sua solucdo se revele demasiado custosa.

De qualguer modo, interessa utilizar o exemplo presente para ilustrar as caracteristicas
genéricas de um procedimento numérico. Assim, uma estratégia possivel seria a
aplicacdo de uma manipulacdo analitica da equacdo cubica de modo a isolar o seu
termo linear no membro da esquerda,

x=33x-1. (158

Em seguida, procede-se a discretizagao do problema, substituindo a variavel geral
analitica x, por duas varidveis numéricas X e X*! n3o genéricas, ou seja que possuem
sempre um valor atribuido,

X1 =33x* -1, (1.59)

A forma especifica da equagao que representa o processo numérico permite construir
uma estratégia através do qual se a varidvel X pode ser calculada apenas pela
atribuicdo de um valor a variavel X A implementagao do processo implica trés passos
essenciais:

1. a iniciagdo do procedimento, ou seja, a atribuicdo de um valor inicial de
arranque para e (k=0);

2. o célculo de x**! através da aplicagao sequencial iterativa da equagao 1.59 em
gue x“ assume o valor de x** da iteracdo anterior (k = k+1);

3. afinalizacdo do processo, em que a verificagdo de um critério de convergéncia
assegura a obtencdo de uma aproximacao suficientemente exacta ou precisa a
solugdo esperada, em relagao a uma tolerancia pré-definida &
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A sequéncia de resultados obtidos através da aplicacdo do algoritmo descrito
anteriormente ao problema 1.57, com os parametros de implementagdo seguintes:
x* =10, €= 107 para um critério simples de erro absoluto de f; é apresentada na Tabela
1.11. Assim, verifica-se a convergéncia do algoritmo para uma das solugdes do
problema (x = 1.532089) e a verificacdo da tolerdncia estabelecida em 22 iteragdes.

Tabela 1.11 Resultados obtidos pela aplicacdo do algoritmo numérico apresentado para a resolucdo de
uma equacio cubica de uma variavel, f(x) = x> - 3x +1 = 0 (x’=10; € = 107).

k X< f(x")

0 10 9.71E+02
1 3.072317 2.08E+01
2 2.017918 3.16E+00
3 1.716082 9.06E-01
4 1.606774 3.28E-01
5 1.563268 1.31E-01
6 1.545258 5.40E-02
7 1.537679 2.27E-02
8 1.534467 9.64E-03
9 1.533101 4.10E-03
10 1.53252 1.74E-03
11 1.532273 7.42E-04
12 1.532167 3.16E-04
13 1.532122 1.35E-04
14 1.532103 5.74E-05
15 1.532095 2.45E-05
16 1.532091 1.04E-05
17 1.53209 4.44E-06
18 1.532089 1.89E-06
19 1.532089 8.05E-07
20 1.532089 3.43E-07
21 1.532089 1.46E-07
22 1.532089 6.23E-08

O caso descrito acima ilustra as caracteristicas principais de um esquema numérico
iterativo genérico. Os passos essenciais podem ser resumidos da forma seguinte:

1. Como se trata de um procedimento numérico algoritmico (em que apenas se
lida apenas com valores numéricos), é necessdrio antes de tudo seleccionar
uma aproximacao inicial para arranque do processo de célculo; este passo nao
é trivial, ja que para muitos métodos numéricos se torna critico na definicdo da
convergéncia assimptotica do procedimento para a solugdo.

2. O procedimento algoritmico propriamente dito, representado por uma
sequéncia repetivel e sistematizavel de operagdes, conjugada com uma
estratégia de monitorizacdo da convergéncia do processo para a solugdo
numérica.

3. Dado que um método numérico é geralmente aproximado por natureza, é
necessario definir um critério de paragem do procedimento, correspondente a
definicdo do nivel de exactiddo ou de precisdo pretendido, e
consequentemente do erro considerado aceitdvel, para tal é necessario
estabelecer uma tolerancia que determina o grau de esforco pretendido na
aplicacdo do procedimento numeérico.
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O exemplo apresentado comprova uma das desvantagens dos algoritmos numéricos
na resolucdo de problemas com solugdes multiplas (e.g. as trés raizes reais da equacgao
1.57). O facto do procedimento numérico ndo facultar a manipulacdo de abstrac¢des
generalizadas, mas de valores concretos, torna apenas possivel a obtencdo de uma
solugao do problema por cada implementagao. No entanto, essa questao torna-se
menos importante no campo da resolucdo numérica de PDE’s, ja que, como se referiu
anteriormente, um problema diferencial bem colocado devera ter somente uma
solugdo.

Geralmente, é possivel afirmar-se que a aplicacdo de um procedimento numérico se
torna especialmente importante no caso de problemas ndo lineares, nomeadamente
no que diz respeito ao campo da resolucio de equacbes. Como se verificou
anteriormente, a prépria natureza das relacoes lineares permite o desenvolvimento de
estratégias analiticas para a sua solucdo que ndo sdo de todo possiveis de aplicar no
caso de termos altamente ndo lineares. Deste modo, é expectavel que a propria
presenca de ndo linearidades num modelo matematico seja indicativo da necessidade
do recurso a técnicas numéricas para a sus resolucdo, excluindo obviamente o caso de
exemplos extremamente especificos que exibam propriedades particulares.

O campo da aplicacdo dos métodos numéricos, possibilita a solucdo de uma grande
variedade de problemas, cuja resolucdo analitica se revela problematica. Assim uma
lista ndo exaustiva deste tipo de problemas é resumida na Figura 1.15.

Esta classificacdo ndo implica a estanquicidade de cada problema em relagdo aos
outros. Na realidade existe uma significativa inter-relacdo entre este tipo de problemas
(e.g. um algoritmo numérico de optimizacdo para a pesquisa de extremos relaciona-se
intimamente com um procedimento numérico de pesquisa de zeros, ja que um
extremo de uma fungao pode significar um zero da sua primeira derivada).

Problemas
Matematicos

=

COMPLEXIDADE

e Célculo de zeros de fungbes — resolugao

de equac0es e sistemas de equacdes

* Pesquisa de extremos em fungdes

(optimizacao);

» Interpolacéo, extrapolacao e regressap;
Célc i is:

Resolucéo de equacdes diferenc
inarias eparciais);

Analise
Numérica

Figura 1.15 Lista de problemas matematicos resoltveis por analise numérica.
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1.8.3 CARACTERIZAGAO DE METODOS NUMERICOS

Em resumo, apresentam-se de seguida as caracteristicas basicas de um procedimento
numeérico:

e Discretizacdo — a translacdo do espaco continuo do problema original para o
espaco discreto do problema numérico associado,

e Caracter algoritmico que pode ser categorizado como directo ou iterativo:

0 Procedimento directo — atinge-se a solugdo exacta num numero finito
de passos repetitivos (e.g. método de eliminacdo de Gauss para
resolucdo de sistemas lineares de equacbes; método Simplex para
resolucao de problemas de Programacao Linear — PL4)

0 Procedimento iterativo — a partir de um valor inicial, possibilita
aproximagdes sucessivas que apenas convergem para a solugdo no
limite, ou quando o nimero de passos tende para infinito.

O caracter aproximativo do esquema algoritmico (no caso iterativo) implica o
desenvolvimento de procedimentos de avaliacdo e monitorizacdo da evolugcao do erro
cometido. No entanto, mesmo os esquemas numeéricos iterativos podem proporcionar
resultados exactos num numero finito de iteragdes em circunstancias muito
particulares (e.g. como o Método de Newton se baseia numa aproximacdo quadratica
da funcdo a resolver, entdo possibilita a obtencdo de solucdes exactas no caso desta
ser quadratica e possuir uma solucdo).

De qualquer modo, a evolugao de um esquema numérico genérico gera erros de
diversos tipos, correspondentes a diferentes proveniéncias, que incluem as limitacées
do prdéprio processo de calculo, usualmente conduzido num suporte computacional.
Assim, tem-se:

e Erro de arredondamento — representa a diferenca entre a aproximacdo
calculada de um numero e o seu valor matematico exacto (e.g. um numero
irracional como Tt=3,14159265358979323846..., apenas pode ser exactamente
representado por um numero infinito de casas decimais; deste modo, qualquer
representacdo realista deste valor para efeitos de célculo, tem de recorrer a
eliminacdo de todas as casas decimais para além de uma posicao especificada;
esta operacdo pode ser realizada através da fixacdo do valor do ultimo digito
considerado, baseada no valor do primeiro digito eliminado, ou seja de um
arredondamento; por exemplo, Tt= 3,141593).

* Erro de truncatura — erro semelhante ao anterior mas em que a aproximagao, e
a consequente geragao de erro associada, é realizada pela simples eliminagao
de todas as casas decimais para além de uma posicdo especificada
(considerando o exemplo anterior, a aproximagdo equivalente realizada por
truncatura é 1= 3,141592).

“ Na realidade, os dois métodos numéricos referidos consistem na aplicagdo da mesma estratégia a dois
tipo de problemas diferentes, ja que cada passo do método de optimizagdo Simplex (para PL) consiste
essencialmente na transicdo entre solugdes bdsicas admissiveis do sistema linear de restri¢cdes lineares
que é justamente realizada pela aplicagdo do método de eliminagdo de Gauss para resolugdo de
sistemas de equacdes lineares.
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Erro de discretizacdo — erro resultante do facto da funcdo de uma variavel
continua ser representada por um numero finito de avaliacdes (e.g. a aplicacdo
do método de Diferencas Finitas, implica que a fun¢do seja representada por
uma série de Taylor; esta representacdo apenas é exacta se se considerar a
série completa com um numero infinito de termos; como tal ndo é possivel,
comete-se inevitavelmente um erro ao descartar todos os termos da série de
ordem superior a um termo escolhido, que no fundo é equivalente a um
processo de truncatura).

E importante referir que a enuncia¢do da nocdo de problema numérico bem colocado
estd estreitamente relacionada com os critérios equivalentes referidos anteriormente
para problemas analiticos, e que resumidamente se referem a existéncia e unicidade
da solucao do problema.

Por outro lado, as propriedades definidas para avaliagdo adequada do desempenho de
um método numérico, aplicado a um determinado problema sdo:

Estabilidade — monitoriza a propagacao do erro entre dois passos algoritmicos
sucessivos;

Consisténcia — mede a influéncia do incremento das varidveis independentes
no comportamento de tendéncia do erro de truncatura para zero; por outras
palavras, mede a tendéncia do modelo gerado pelo método para o modelo
real;

Convergéncia — mede a tendéncia da solugdo numérica para a solugao analitica
guando o incremento das varidveis independentes tende para zero.

Representacio
Abstracta

s

Realidade

Eisioi Fenomenos

Modelo
Matem dtico
Objectos

Dados Dados
Observados Simulados

Observacdo

Figura 1.16 Interdependéncias entre os fendmenos fisicos, as suas representagbes matemadticas
abstractas e os processos numéricos de resolugao desses modelos.
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Assim, incorpora-se o estagio de resolugdo numérica como ultimo passo no processo
de modelagdao matematica como representagdo abstracta da realidade fisica. Na Figura
1.16, apresenta-se um modelo possivel para a caracterizacdo das relacdes entre os
diferentes conceitos analisados até a presente seccdo, de modo a resumir a discussao
realizada e estabelecer uma forma eficaz de conclusdo da mesma.

1.8.4 ResoLucAo DE PDE’s

Uma aplicacdo importante da Analise Numérica consiste na resolucdo de PDE’s (ou
sistemas de PDE’s). No entanto, a solucdo de uma PDE pode ser obtida de duas formas:
através da dedugdao da sua solugdo analitica ou recorrendo a uma aproximagao
numérica desta solugao. No primeiro caso, a exactiddo das solugdes analiticas constitui
uma grande vantagem. No entanto, os métodos analiticos disponiveis, como os
métodos de separacdo de varidveis, de transformacdo de variaveis ou de
transformadas integrais apenas sdo aplicaveis no caso de problemas lineares, o que
ndo acontece para a maioria esmagadora dos problemas relevantes na area da
Engenharia Quimica. Para problemas ndo lineares ndo existem métodos analiticos de
aplicacdo generalizada. Os métodos disponiveis s6 podem ser usados em problemas
muito especificos e o desenvolvimento de estratégias de resolugdo assume um
caracter casuistico. Deste modo, no caso da maioria dos problemas, é imperioso
recorrer a uma resolugdo numeérica.

A aproximag¢do numérica encontra-se associada a um erro que determina a sua
gualidade em termos de exactiddao. Foram apresentados diversos algoritmos de
integracdo numérica, sucessivamente aperfeicoados, que constituem varios grupos de
métodos numéricos. Cada método representa uma estratégia distinta de resolucdo do
problema. No entanto, estes algoritmos tém em comum, na grande maioria dos casos,
a caracteristica de conversao do problema original, enunciado num espago definido
pelas varidveis independentes de natureza continua, num problema equivalente num
espaco discreto. Deste modo, o problema passa a apresentar um cardacter algébrico. A
solugao é calculada sobre uma estrutura constituida por um conjunto de pontos
discretos (também designados por nodos) gerada a partir da discretizagdo do dominio
continuo, designada por malha ou grelha.

Uma das escolhas criticas que antecedem o processo de resolu¢gdo numérica de PDE’s
consiste na definicdo da propria malha que representa o suporte discreto e
aproximado do continuum. De facto, a geracdo da malha pode ser essencial para o
sucesso do procedimento numérico, nomeadamente nos casos em que a propria
solucdo analitica exiba caracteristicas heterogéneas ao longo do dominio, alternando
zonas que apresentem discrepancias acentuadas na actividade da solugdo. Tais casos
implicam uma distribuicao irregular de nodos através do dominio, de modo a
assegurar uma maior eficacia do algoritmo, ja que o seu desempenho depende do
espacamento nodal ou tamanho da malha. Consequentemente, torna-se necessario
um processo dedicado de construcdo da malha que depende de alguma forma do
perfil expectavel da solucdo. No entanto, é possivel que as préprias heterogeneidades
se movimentem durante a evolucdo do procedimento numérico, impondo uma
continua redefinicdo da malha. Por outro lado, o agregado de posi¢cbes nodais que
caracterizam a malha incorpora-se no conjunto mais alargado de parametros
numeéricos que determinam a evolug¢do do algoritmo. Assim, como qualquer parametro
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numeérico, a malha pode ser reajustada ao longo do processo algoritmico conforme as
conveniéncias. Todavia, importa assegurar que este processo de reajuste, ou de
adaptagao, obedega a critérios bem estabelecidos, que contribuam para o
desenvolvimento de um algoritmo adaptativo sistematizado, passivel de ser
incorporado no algoritmo mais geral de integracdo. O conceito geral de adaptacdo e a
sua aplicacdo no contexto da resolugdo numérica de PDE’s sdo discutidos com maior
profundidade no capitulo seguinte.

No caso particular da integracdo numérica de PDE’s, a estabilidade mede a propagacao
do erro entre dois passos de integracdo sucessivos, sendo o critério normalmente
usado, a condicdo de Von Neumann. O conceito de estabilidade pode ser facilmente
compreendido através da analise da expansdo numérica em série de Fourier. Assim,
admitindo-se a solugdo inicial dum problema unidimensional num ponto p, na forma:

N
U, =Y AP p=0,1,-,N (1.60)
n=0

nri
em que: A, — a amplitude; S,ph — a fase de onda com 3, ZW; N — nimero de nodos;

h — passo espacial.

A resolucdo do sistema de N+1 equacgdes permite a obtencdo dos coeficientes A;
independentes do tempo. Para estimar o erro de propagacao devido ao incremento
temporal, considera-se que a solugdo num ponto p para o tempo g é calculada por:

u,,=e" ¢ p=0,1,---,N (1.61)

onde, & =e” com a— constante complexa.

Para que a solugdo numérica seja estavel, é condigdo necessaria que |&| <1, com g
pertencente ao dominio temporal.

Por outro lado, o critério de convergéncia mais utilizado é a condicdo de Courant-
Friedrichs-Lewy que pode ser resumida da forma seguinte:

0 A solugdo sé é convergente no caso da curva caracteristica da equagao, num
ponto genérico p para o tempo ", interceptar a recta correspondente ao nivel
t" entre os pontos espaciais dos quais depende a férmula de discretizacdo
utilizada.

Estas propriedades sdo muito importantes na escolha dos métodos numéricos a aplicar
em cada problema, assim como determinam, frequentemente, os valores admissiveis
para os parametros associados aos algoritmos de discretizacdo.

No caso em que a solugdo numérica de um problema pratico, envolvendo PDE’s ou
sistemas de PDE’s, apresente um comportamento caracterizado pela existéncia de
perfis abruptos e/ou choques, é inevitavel a ocorréncia de problemas de difusdo e
dissipacdo numérica a quando da aplicagdo de qualquer algoritmo numérico. Estes
factores podem ser entendidos através da andlise de Fourier. Embora o factor de
amplificagdo &; (vd. equagdo 1.61) se mantenha, a amplitude A; e a fase S,ph (vd.
equacdo 1.60) sdo alteradas pelo método numérico. A dispersdo é provocada pelo
facto da propagacdo de cada uma das ondas se efectuar com uma velocidade diferente
devido ao desfasamento provocado. Assim, originam-se oscilacées na solugdo
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numérica (vd. Figura 1.17). Por outro lado, a dissipacdo resulta da atenuagdo ou
amplificagao das ondas, o que provoca o alargamento da frente que se estende por
uma regidao do dominio mais larga.

1.2
1 7 [---7» q:---.‘
0.8
Solugéo exacta
0.6 1 Dissipagéo numérica
S Dispersdo Numérica
0.4
0.2
0 T T T T T T T (T ¥ T T T
D 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-0.2 -

Figura 1.17 llustracdo do efeito da difusdo e da dissipagdao numérica em relagao a solugdo exacta.

E impossivel evitar simultaneamente a ocorréncia destes dois fenémenos numa
simulacdo numérica. No entanto, é possivel, através da adequada parametrizacdo do
algoritmo, minimizar os seus efeitos, procurando, na medida do possivel, encontrar as
condi¢des que evitem a excessiva predominancia de um dos efeitos que conduzira a
obtencdo de perfis de solucdo irrealistas.

No contexto do tema tratado no trabalho presente que se relaciona com a resolucao
de modelos diferenciais caracterizados por solugdes que exibem frentes abruptas
moveis, é conveniente focar-se a aten¢cdo no problema relativo aos termos
convectivos. Estes estdo normalmente associados ao caracter hiperbdlico da solucdo, e
revelam-se bastante importantes na analise do tratamento desses factores. Quando a
solugdo é suave qualquer esquema de discretizacdo de ordem elevada aplicado ao
termo convectivo conduz a solugdes estaveis com uma malha de dimensao razoavel.
No entanto, estes esquemas revelam-se inadequados na presenca de frentes abruptas
moveis, levando a introducdo de significativa dispersdo numérica ou mesmo de
instabilidade nos perfis da solugdo estimada. Uma excepc¢do corresponde ao upwind
difference scheme (UDS) proposto por Courant, Isaacson e Rees (1952)[35,36] que é
incondicionalmente estavel mas que apresenta a limitacdo de ser um esquema de
primeira ordem, totalmente incompativel com a exigéncias de desempenho actuais.
Uma forma alternativa de contrariar este problema consiste na aplicacdo dos
designados esquemas de alta resolucdo (High Resolution Schemes — HRS) que
genericamente recorrem a limitadores de fluxo/declive de modo a controlar os
gradientes em torno de choques ou descontinuidades, de forma a evitar o
desenvolvimento de oscilagbes nos perfis numéricos. Estes esquemas podem ser
interessantes no ambito da discretizacdo especifica da funcdo F (vd. equacdo 1.49)
associada a termos convectivos, merecendo uma discussdo mais aturada, que é
realizada no préximo capitulo.

51



MODELACAO MATEMATICA E ANALISE NUMERICA

Os diferentes métodos de geracao de solugdes numéricas de PDE’s ndo sdo mais que a
aplicagdo de diversas ferramentas para a resolugao do mesmo problema: obtengao
duma aproximagdo numeérica da solugdo com uma exactidao aceitavel e utilizando
tempos computacionais realistas. Cada uma das estratégias propostas apresenta,
necessariamente, vantagens e desvantagens em relagao as restantes. Para evidenciar a
semelhangca estrutural entre os diversos métodos, recorre-se ao conceito de
convolugdo. A convolugdo é uma operacdo matematica (notada por *) entre duas
funcdes, f e g, para a construgcdo de uma terceira, que é genericamente considerada
como uma versao modificada de uma das funcdes originais. Assim, por definicdo,

(fCo)t)= [ f(r)glt ~7)ar. (1.62)

Esta operacdo tem diversas aplicagBes, incluindo estatistica, processamento de
imagem e de sinal, e resolucdo de equacgbes diferenciais. Deste modo, considere-se a
existéncia de uma solucdo generalizada para a PDE inicial na forma do operador
linear[37]:

+o0o

flx,t, +1)= J'w(g)f(x+£,to)ds, (1.63)
em que: w(&- funcdo peso ou Kernel escolhida, que pode ser generalizada de modo a
se tornar dependente do tempo e da solucdo, no caso de equagdes nao lineares; T—
incremento no tempo; £— variavel espacial auxiliar; f(x,tp) — condicdo inicial; f(x,to+ 1) —
solucdo desejada apods o intervalo de tempo T.

Por uma questao de simplicidade a equacao 1.63 corresponde ao caso unidimensional.
Assim, os métodos de integracdo diferem entre si pela forma como é definida a funcao
w(&). E claro que, de modo a que o problema seja completamente enunciado, torna-se
ainda necessario explicitar as devidas condi¢Ges fronteira. Assim, através do uso
repetido da equacdo 1.63, obtém-se a solucdo do problema de valor inicial até ao
calculo de f(x,T) para o tempo T=NT. E igualmente possivel generalizar a equacdo para
o caso de problemas mistos de valor inicial e problemas as condigdes fronteira.

Como foi referido anteriormente, é necessario converter o problema original para o
dominio discreto. Assim, o integral de convolugao na forma digital tem a forma:

k=+K,,
= D AL k=+1,%2,....,%K,, (1.64)

k=K,

onde: Ay — uma funcdo discreta andloga a w(é&), dependente do problema no dominio
continuo e do método de conversao utilizado; k — indice de contagem com valor
maximo Ky, que é definido de modo a que Ay ou Ay ndo sejam simultaneamente

nulos; j — indice espacial de discretizagao; n — indice temporal de discretizagao; fj” -
condigdes iniciais discretas; fj"+1 —solugao apds o passo temporal At.

Como anteriormente, é necessario definir as condi¢cdes fronteiras apropriadas do
problema.

O integral de convolugdao no formato digital é igualmente aplicavel a algoritmos de
integracdo do tipo implicito (através da introducdo de uma segunda funcdo peso),
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assim como pode ser generalizado para problemas multidimensionais e com duas ou
mais varidveis dependentes.

A forma como os coeficientes A, sdo avaliados é substancialmente diferente para cada
método de integragao. Na Tabela 1.12 sdo apresentados os principais grupos de
métodos de resolucdo de equacbes diferenciais, resumindo-se as diferentes
estratégias de calculo de A, para cada um deles.

Tabela 1.12 Resumo dos grupos de métodos de integracao principais[37].

Meétodo Meétodo de Cdlculo dos Coeficientes da Fungéio Kernel Ay
Computacional

Séries de expansdo de Taylor.

Polinémios de interpolagdo (lineares, quadrdticos, cubicos,

etc) ou de Hermite e Fungdes Spline.

Espectrais = Fungbes ortogonais (Séries de Fourier, Legendre ou
Polinémios de Chebishev).

Esquemas de Filtro = Transformada de Fourier da fungdo de resposta do sistema
de equagdes.

Wavelets = Fungdes wavelet.

Diferencgas Finitas
Elementos Finitos

43

Os métodos de Diferencas Finitas e de Elementos Finitos sdo, sem duvida, os mais
amplamente utilizados e estudados, enquanto que os esquemas wavelet sdao os mais
recentes. Algumas das estratégias referidas na Tabela anterior sdo discutidas com
maior pormenor no proximo capitulo.
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2. ESTRATEGIAS DE ADAPTACAO

No capitulo precedente apresentou-se uma reflexdo centrada na relacdo entre as
caracteristicas da racionaliza¢do cientifica, a consequente necessidade de construcao
de modelos matematicos e a sua posterior resolucao através de estratégias numéricas.
Neste capitulo, o interesse centra-se agora no aprofundamento da discussao referente
aos métodos especificos de solugdo numeérica de sistemas algébrico-diferenciais
parciais e a introducdo do conceito de adaptacdo no contexto desses esquemas
numéricos.

2.1 MALHAS

A aplicacdo da resolugdo numérica de equacgdes diferenciais que representam a
modelacdo de fendmenos no espaco-tempo continuo envolve necessariamente a
discretizacdo do dominio do problema. Tal implica a determinacdo da solucdo u em
posicdes discretas no espaco e no tempo. O conjunto destas posi¢cdes define uma
grelha ou malha de nodos onde a solucao, para o caso mais simples unidimensional, é
geralmente notada por,

ul =ulx;,t,), (2.1)

correspondente ao nodo situado na posi¢cao espacial j, para o tempo n.

A questdo da fragmentacdo de um dominio continuo num conjunto de subdominios
discretos constitui-se como um campo de pesquisa especializado designado por Mesh
(or Grid) Generation — Geracdo de Malhas (ou de Grelhas) com aplicacdo numa gama
diversificada de areas distintas, incluindo a resolucdo de equacbes diferenciais parciais,
principalmente no contexto de implementacdo de estratégias de elementos
finitos[1,2].
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X
Figura 2.1 Exemplo tipico de uma malha bidimensional estruturada.
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No entanto, a malha nao pode ser somente definida como um mero conjunto de
nodos mas igualmente pelas relacdes estabelecidas entre subconjuntos de nodos que
representam geometrias locais. A informacdo que determina os mecanismos de
comunicacdo entre cada nodo e os seus vizinhos (que é dispensada na implementacdo
dos designados métodos meshless) constitui um aspecto muito importante no
processo de geracdo de uma malha.

Assim, as malhas de nodos podem ser classificadas como[3]:

e Malhas estruturadas (vd. Figura 2.1) — formada pela interseccdo de superficies
relacionadas com as direc¢des coordenadas;

e Malhas ndo estruturadas (vd. Figura 2.2) — a distribuicdo das interseccdes
nodais ndo apresenta qualquer relacdo aparente com as direcgOes
coordenadas.

Uma malha estruturada ou regular consiste numa tesselag¢do’ de um espagco Euclidiano
através de um conjunto coerente e regular de figuras geométricas (e.g. rectangulos no
caso bidimensional ou paralelepipedos em espacos tridimensionais). Assim, a mera
definicdo da distribuicdo das posicdes nodais ao longo do dominio descreve
implicitamente a geometria local da malha que se repete regularmente ao longo da
totalidade do dominio. Deste modo, ndo é necessario estabelecer qualquer informacao
adicional na construcdo da malha, ja que a sua regularidade torna débvias as relacdes
de comunicacdo entre vértices vizinhos e a geometria de cada elemento (vd. Figura
2.1).

o o} o o}
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Figura 2.2 Exemplo tipico de uma malha bidimensional ndo estruturada.

Por outro lado, uma malha ndo estruturada ou irregular é uma tesselagao de um
espaco Euclidiano por estruturas geométricas simples (e.g. triangulos ou tetraedros
gue representam os simplex, ou seja, as figuras mais simples passiveis de ser

1 ~ . . . P . ~
Tesselagdo de um espago consiste no preenchimento da totalidade desse espaco através da introducgado
de um conjunto de figuras geométricas que se encaixam entre si sem qualquer sobreposicao.
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construidas em espagos bi- e tridimensionais, respectivamente) dispostas de uma
forma irregular. Ao contrario das malhas estruturadas, a geragao de malhas nao
estruturadas implica o estabelecimento adicional de informagdo que especifique a
forma como cada conjunto local de vértices define os elementos individuais, ou seja, a
geometria local especifica da malha. Por exemplo, considere-se o nodo i presente na
malha ndo estruturada representada na Figura 2.2. Verifica-se facilmente que a
natureza irregular da malha implica a definicdo suplementar do conjunto de nodos que
comunicam directamente com o nodo J, ja que é possivel definir diferentes alternativas
para um elemento que inclua i (vd. Figura 2.2, onde trés destas alternativas sdo
esquematizadas). No entanto, constata-se na pratica que esta aparente desvantagem
caracteristica das malhas ndo estruturadas, é frequentemente compensada pela sua
notoria flexibilidade, que as torna especialmente adequadas para aplicagdo no ambito
da analise de elementos finitos ou e volumes finitos, especialmente no contexto da
geracao adaptativa de malhas. A rigidez tipica das malhas estruturadas e a sua
natureza ordenada s3ao mais apropriadas para a implementacdo de esquemas de
diferencas finitas.

2.2 METODOS DE RESOLUGCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS (PDE’S)

2.2.1 INTRODUGAO

No capitulo anterior sdo apresentados os principais métodos de integracdo numérica
de equacbes diferenciais parciais. No entanto, apenas sdo referidas as estratégias
gerais em que se baseia cada método de uma forma superficial. E bvio que, a partir
de cada perspectiva, foi desenvolvido um grande numero de algoritmos numéricos
distintos, através da aplicagdao dos conceitos basicos associados a cada método.

De facto, a resolucdo numérica de equacdes diferenciais estd longe de ser uma
questao recente. Na verdade, revela-se um problema assaz antigo, que constitui um
objecto de estudo ja com alguns séculos de histdria. De forma a ilustrar esse facto,
destaca-se o trabalho de Gear e Skeel, 1990[4], que apresentam uma interessante
revisdo histérica sobre a origem e evolugao de métodos numéricos para a resolugao de
ODE’s. Assim, os autores citam a afirmag¢do de Forest Ray Moulton (1872-1952) que
atribui aos Principia (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica) de Newton, a
primeira aplicacdo de métodos numéricos para a obtencdo de solugdes aproximadas
de equacdes diferenciais[5].

Posteriormente, os sucessores de Newton aplicaram estratégias numeéricas na
aproximacdo e resolucdo de problemas praticos especificos descritos por modelos
diferenciais desenvolvidos para a simulagdao dos mecanismos da mecanica celeste. Este
tipo de calculos intensivos e extremamente morosos, que implicava o recurso a
processos manuais e a possivel ajuda de dados tabelados, conduziu a um dos
processos de calculo mais importantes da Histéria da Ciéncia realizado pela
colaboracdo entre Alexis Claude de Clairaut (1713-1765), Joseph Jérome Lalande
(1732-1807) e Nicole-Reine Etable de la Briere Lepaute (1723-1788), que levou 3
previsdo de um atraso no regresso do cometa Halley de 1682, devido a perturbacdes
na sua orbita induzidas pela influéncia dos planetas gigantes Jupiter e Saturno. Deste
modo, foi obtida uma estimativa para o periélio do cometa Halley, de 13 de Abril de
1749, que se verificou estar errada apenas por 31 dias. A evolugdo dos procedimentos
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de cdlculo, ainda manuais, permitiu que o regresso seguinte do Halley em 1835 fosse
previsto com um erro de 5 dias, e que a estimativa seguinte para 1910 apresentasse
um erro de somente 2.7 dia[6].

De acordo com Goldstine[7], o precursor dos métodos numéricos actuais é
indubitavelmente Leonhard Euler (1707-1783) que no seu capitulo, De integratione
Aequationum Differentialium per Approximationem, nao sé apresenta uma descrigao
do chamado método poligonal ou de Euler para a equagao geral do tipo IVP:

Y~ f(x,y), (21)
dx

como define um método sequencial baseado na série de Taylor que é aplicado a varios
exemplos como f(x,y) = x" + cy . O método de Euler constituiu a fundamentac3o para a
primeira demonstracdo de existéncia de solugdes de ODE’s realizada por Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857) um século depois. Posteriormente, partindo da ideia simples
de passo Unico inerente ao Método de Euler, desenvolveram-se métodos mais
complexos baseados em processos em que o intervalo finito de integracdo é dividido
em passos intermédios, possibilitando assim um aumento da ordem de aproximacao
do método. Desta forma, a avaliacdo de quantidades nas posicdes intermédias implica
necessariamente a aplicacdo de um esquema interpolador. Adicionalmente, pode-se
distinguir dois tipos de procedimentos numéricos: explicitos e implicitos. No caso de
métodos explicitos, as operacbes de calculo da solugdo para um determinado nivel n
dependem apenas de quantidades referentes a niveis anteriores. Por outro lado, no
caso de métodos implicitos o calculo de uma solugao no nivel n depende igualmente
de quantidades definidas a esse nivel. Assim, uma estratégia de aplicacao de métodos
implicitos implica o estabelecimento de um algoritmo de dois passos em que o
primeiro passo, dito preditivo utiliza um processo explicito para estimar a solugdo, e o
segundo passo, designado por correctivo, introduz a estimativa prévia preditiva para a
avaliagdo da solugdo através da expressao implicita. No entanto, a estratégia preditiva-
correctiva também pode ser aplicada num contexto totalmente explicito. Como
exemplo de métodos referidos anteriormente, é possivel destacar a bem conhecida
familia de métodos designados genericamente por Runge-Kutta(RK), nomeados em
homenagem a Carl Runge (1856-1927) e Wilhelm Kutta (1867-1944). A expressao geral
para os métodos RK explicitos é dada por[8]:

s
Yorr =V +hY_ bk, (2.2)
i=1
onde, h é o tamanho do passo global, s € o nUmero de passos intermédios associado a
ordem de aproximacdao do método, b; sdo parametros dedutiveis caracteristicos de
cada algoritmo e k; sdo declives médios correspondentes a valores de f em pontos
intermédios pré-estabelecidos.

Runge, um especialista em Matematica Aplicada, apresentou num trabalho de 1895[9]
dois métodos bem conhecidos de segunda ordem em dois passos baseados na regra
do ponto médio e na regra trapezoidal, respectivamente[7]. Karl Heun (1859-1929),
em 1900, desenvolveu o trabalho de Runge e determinou os coeficientes de um
conjunto de férmulas do tipo RK, incluindo a correspondente a um procedimento em
trés passos de terceira ordem[4,10]. No entanto, foi Kutta que em 1901[11]
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estabeleceu a definicdo geral dos métodos de RK explicitos no formato conhecido
actualmente, e deduziu as equacdes nao lineares que determinam os valores dos
parametros correspondentes a uma determinada ordem de aproximagao.

Por outro lado, refere-se igualmente o desenvolvimento de algoritmos multi-passo,
que utilizam a informagdao obtida em passos anteriores para a implementagdo dos
passos posteriores. Assim, os métodos multi-passo lineares de Adams-Bashforth(AB) e
de Adams-Moulton(AM) foram deduzidos pelo matematico britanico John Couch
Adams (1819-1892) em 1883 como ferramentas para a resolucdo de modelos
diferenciais de capilaridade deduzidos por Francis Bashforth (1819-1912)[4,12]. O
método AB é definido por expressdes explicitas, apresentando-se de seguida a
expressao geral para a versdo AB de dois passos[13]:

yn+2 :yn+1 +%hf(tn+1'yn+l)_%hf(tn'yn) (23)

O método AM ¢é semelhante ao método AB, apresentando no entanto uma natureza
implicita. Deste modo enquanto que um algoritmo AB de passo s apenas atinge uma
ordem s, o correspondente algoritmo AM pode atingir uma ordem s+1.

O método implicito de Adams-Moulton, tal como o método explicito de Adams-
Bashforth, sdo devidos ao trabalho exclusivo de Adams. Porém, o nome de Forest Ray
Moulton, um professor de Astronomia da Universidade de Chicago, foi associado a
este método devido ao facto deste se ter apercebido em 1926 que os dois métodos
anteriores, AB e AM, podiam ser usados em conjunto numa ldgica preditiva-
correctiva[4,13,14].

No entanto, estes algoritmos estavam limitados a aplicacdes de passo fixo e a
problemas nao stiff. O progressivo aumento da capacidade de memdria computacional
proporcionou o desenvolvimento a partir de meados do século XX, de métodos
numeéricos ditos adaptativos de passo variavel, de que se destaca um dos pioneiros
devido a R.H. Merson em 1957[15], que ficou conhecido como o método Runge-Kutta-
Merson, e de algoritmos adequados a sistemas diferenciais stiff. Os esquemas
adaptativos baseiam-se intimamente em algoritmos de passo fixo acoplados a
estratégias de estimativa do erro local que sao usadas para ajuste do valor do passo h,
de modo a que um determinado nivel de exactidao seja verificado. Como se vera
adiante, a conveniente monitorizagdo do erro associado a aproximag¢ao numeérica
consiste na caracteristica essencial e emblematica de qualquer esquema numérico
adaptativo.

Por outro lado, o trabalho mais antigo relacionado com equagdes diferenciais stiff
deve-se a Curtiss e Hirschfelder em 1952[16] que descreve um algoritmo numérico de
resolucao que posteriormente sera designado por Backward Differentiation Formula —
BDF. Os métodos BDF sdao, como a propria designagao indica, definidos por férmulas
de diferenciacdo backward, ou seja estabelecidas no sentido contrario ao sentido da
evolucdo da integracdo do IVP. Este tipo de métodos é particularmente util na
resolucdo de equacdes diferenciais ou algébrico-diferenciais stiff.

E conveniente agora estabelecer uma referéncia ao significado da propriedade
genericamente designada por stiffness no contexto dos problemas diferenciais
ordinarios. Apesar de ser reconhecidamente importante neste ambito, ndo existe uma
definicdo universalmente aceite para a nogdo de stiffness. No entanto, pode-se afirmar
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que estd necessariamente relacionada com os valores préprios (A’s) da matriz
Jacobiana do problema que caracterizam a estabilidade do sistema. Assim, no caso da
parte real de A;, Re(A;) < 0 para todos os valores préprios, uma medida de stiffness
pode ser dada pela definicdo do indice de stiffness[17]:

L=max|Re (4,), (2.4)
ou pela razdo de stiffness,
_ max |Re (A,.)| ' (2.5)
min|Re (/1,.)|

Um problema é considerado stiff se a sua medida de stiffness for “elevada” (e.g. >
500). Torna-se claro a partir dos anos 50 do século XX a necessidade de
desenvolvimento de procedimentos numéricos que levem em conta esta questao, ja
que se verifica que a ocorréncia de problemas diferenciais stiff € muito mais vulgar do
qgue o esperado. No entanto, é conhecida a adequacdo dos métodos implicitos a
problemas em que a questdo da estabilidade ndo é de todo trivial, restringindo
consideravelmente a fixacdo do passo de integracdo. No entanto, este tipo de métodos
implica normalmente a geracdo de sistemas ndo lineares de equacdes algébricas que
exigem a aplicagao de esquemas eficientes para a sua resolugao.

Os esquemas BDF, também designados por método de Gear[18], possibilitam a
avaliacdo de uma aproximacdo a derivada de y na posicdo x, em termos dos valores de
y(x) em x, e em posi¢Ges anteriores x,.; até x,.s. Estes valores sdo calculados através da
avaliacdo de polindmios interpolativos de ordem s e da sua consequente diferenciagdo
para posterior determinacdo da estimativa de y’ em x,. Assim, uma formula BDF de
ordem s apresenta a forma genérica[19]:

hy,=>.ay, (2.6)
j=0

em que os coeficientes a;; sdo caracteristicos de cada ordem. A equagdo 2.6 possibilita
uma ilustragdo relativamente simples da estratégia em que se baseiam os métodos
BDF para problemas diferenciais e algébrico-diferenciais de indice ndao superior a 1. No
entanto, as aplicagdes computacionais destes esquemas implementam versdes de
passo e ordem variaveis deste método (vd. Anexo C para a descrigdo do cédigo DASSL).

Discutiu-se acima uma cronologia histérica resumida da evolugao dos métodos
numéricos mais importantes para a resolugdo de ODE’s (ou sistemas de ODE’s).
Importa agora focar a atengdo nas estratégias numéricas desenvolvidas para a
resolucdo de problemas diferenciais parciais. Nesse sentido, salientam-se as
abordagens de Thomée, 2001[20] e de Oden, 1990[21], que apresentam uma
interessante perspectiva histdrica sobre o progresso dos métodos de diferencas finitas
e elementos finitos. O trabalho de Thomée[20] analisa a origem do método de
diferencas finitas no final dos anos 20, e o seu subsequente desenvolvimento nas
décadas seguintes, e discute a emergéncia posterior do método de elementos finitos e
a sua crescente importancia no ambito da analise numérica de PDE’s a partir da
década de 1960. Por outro lado, Oden[21] centra-se exclusivamente na discussdo do
desenvolvimento e consequente evolucdo dos esquemas de elementos finitos.
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Apesar de ser dificil identificar uma contribuigdo individual bem definida que se possa
considerar como a origem incontestavel dos métodos numéricos de Diferengas Finitas
(FDM), afigura-se consensual a importancia do trabalho devido a Richard Courant
(1888-1972), Kurt Friedrichs (1901-1982) e Hans Lewy (1904-1988) em 1928[22], tido
como seminal no contexto do campo da resolugdao numérica de PDE’s.

Para além de aplicacdes numéricas de diferencas finitas para resolucdo de problemas
como a equacdo de onda, o artigo de Courant et al., 1928[22] apresenta o enunciado
da condicdo necessdria para a convergéncia de esquemas numéricos para resolucdo de
PDE’s, designado por principio Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), ja apresentado no
capitulo anterior numa versao textual. Este principio é especialmente importante para
aplicacdoes a modelos de caracter hiperbdlico, ou seja afectados por advec¢do de uma
forma total ou parcial.

Assim, para o caso particular de problemas unidimensionais, a condicdo CFL pode ser
enunciada algebricamente da forma seguinte[23]:

VAL ¢ (2.7)
Ax

vAt .
em que a quantidade Eé designada por numero de Courant. E dbvio que a

verificagdo da condicdo CFL implica a limitagdo do valor do passo temporal At,
dependente do tamanho local da malha espacial Ax. Resumidamente, a condigao CFL
traduz a imposi¢cao de um passo temporal suficientemente pequeno de modo a que a
onda advectiva que parte de uma posi¢ao nodal especifica i ndo ultrapasse as posi¢des
nodais dos pontos adjacentes, nomeadamente dos que definem a aproximacdo a
solugdo no nodo j. Como corolario desta condicdo, conclui-se que a medida que os
espacamentos nodais diminuem, o limite superior para o passo temporal admissivel
também se vai reduzindo. Deste modo, o controlo da condicdo de estabilidade pode
tornar-se problematica no caso de malhas de espacamento reduzido, ja que imp&e
severas restricoes ao avanco da integracdo temporal. Este problema pode ser
parcialmente ultrapassado através do recurso a estratégias implicitas.

No contexto dos métodos de diferencas finitas para problemas evolutivos, verifica-se a
ocorréncia de significativo progresso durante os anos de 1940, quando as aplicacGes
de larga escala se tornaram possiveis devido ao desenvolvimento do célculo
automatico computacional[20]. Neste periodo pode-se destacar o trabalho de John
von Neumann (1903-1958) e um esbogo inicial da teoria aplicavel a problemas
parabdlicos, devido a John, 1952[24]. Estabelecem-se igualmente os primeiros
métodos implicitos para problemas mistos de valor inicial e fronteira, e.g. Crank e
Nicolson, 1947[25].

Posteriormente, a teoria de diferencas finitas para IVP’s gerais e problemas
parabolicos em particular, conheceu um intenso desenvolvimento através das décadas
de 1950 e 1960, em que o conceito de estabilidade foi explorado através do teorema
da equivaléncia de Lax e os lemas da matriz de Kreiss, e se verificaram variadas
contribuicdes adicionais de Douglas, Lees, Samarskii, Widlund e outros. Por outro lado,
tendo como ponto de partida o trabalho de, e.g., Friedrichs, Lax e Wendroff, o método
de diferencgas finitas assumiu um papel dominante na resolugao de equagdes do tipo
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hiperbdlico (especificamente, leis conservativas ndo lineares) que se mantém até ao
tempo presente[20].

A origem do método de Elementos Finitos (FEM) é um assunto controverso, ja que
depende da selecgdo da sua caracteristica distintiva mais importante, ou seja da
definicdo do que efectivamente é um método de elementos finitos.

Assim, se a opcao recair sobre o destaque da estratégia de utilizacdo de aproximacgdes
polinomiais definidas em intervalos (piecewise polinomial approximations), é
normalmente seleccionado como trabalho pioneiro, o artigo de Courant, 1943[26],
baseado numa comunicagdo realizada na American Mathematical Society, em 1941,
onde se propde a utilizagdo de fungdes aproximativas lineares continuas piecewise,
definidas sobre um conjunto de estruturas triangulares (elementos) adaptadas a
geometria do dominio. Apesar de esta ideia ndo ser propriamente nova e ja aparecer
em trabalhos anteriores de outros autores, incluido o proprio Courant, o artigo de
1943 é geralmente creditado como o ponto de partida para o método de Elementos
Finitos, juntamente com o trabalho de Alexander Hrennikoff (1896-1984) em 1941[27],
gue propGe uma estratégia baseada numa “lattice analogy”, em que a aproximacao
global a uma equacdo diferencial parcial é construida a partir de uma sequéncia de
aproximacoes locais definidas sobre subdominios. O método de Hrennikoff implica
igualmente uma discretizacdo do dominio em subdominios que posteriormente foram
designados por elementos. No entanto, o desenvolvimento e a consequente analise do
método apenas ocorreriam algum tempo mais tarde. Ainda no ambito das
caracteristicas de aproximacdo funcionais piecewise do FEM, Oden[21] refere a
possibilidade de se recuar até ao trabalho de Gottfried Leibniz (1646-1716) para a
resolucdo do problema Brachistochrone proposto por Bernoulli em 1696, baseado na
deducdo de um problema diferencial (cuja solugdo é uma curva cicléide) através uma
aproximacdo linear piecewise. No entanto, reconhece-se que a creditacdo deste
trabalho como um proto-método do tipo FEM é algo abusivo ja que Leibniz
reconhecidamente nao pretendia resolver, mas deduzir um modelo diferencial.

Alternativamente, se o critério distintivo seleccionado for o recurso a uma formulagao
variacional do problema diferencial para a sua resolu¢gao numérica, é possivel recuar a
1851, quando Schellbach[28] prop6s uma solucdo do tipo FEM para o problema de
Plateau, baseada na construcdo de uma malha triangular sobre a qual a solucao é
aproximada por fungdes lineares piecewise. Por outro lado, a abordagem variacional
para a resolu¢gao numérica de problemas de valor fronteira, deve-se originalmente as
contribui¢Ges de Lord Rayleigh (1842-1919) em 1894 e 1896[29] e Walther Ritz (1878-
1909) em 1908[30]. A opcdo de Ritz consistia na aproximacdo da solucdo através de
uma combinagdo finita linear de fungbes (por exemplo, polinémios ou polindémios
trigonométricos).

A ideia de utilizacdo da condicdao de ortogonalidade em alternativa a minimizacdo de
um funcional quadratico é atribuida a Galerkin, 1915[31], sendo a sua aplicacdo a
problemas evolutivos normalmente designada por método de Faedo-Galerkin, ou
método de Petrov-Galerkin (ou Bubnov-Galerkin) quando a ortogonalidade é definida
em relagdo a um espaco distinto. Tal como qualquer outra aplicacdo numérica, o FEM
evoluiu historicamente em duas vertentes diferentes, mas obviamente interligadas: o
desenvolvimento e analise tedrica (relacionada com o campo da analise numérica), e a
consequente aplicacao pratica, necessariamente computacional, agora
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intrinsecamente ligada a drea da programacao informatica. De facto, o FEM como
aplicagdo computacional surge em meados da década de 1950, quando engenheiros
de estruturas (fundamentalmente dos campos das engenharias aerondutica e civil)
relacionaram a andlise de base ja bem estabelecida relativa aos métodos variacionais
no contexto da mecanica do continuum, com um processo de discretizacdo em que o
dominio é pensado com um conjunto de elementos onde as deformagdes e esforgos
internos sdao localmente definidos. Neste ambito, salienta-se os trabalhos pioneiros de
Turner et al., 1956[32], e Argyris, 1954[33], 1955[34] que contribuiram
significativamente para uma organizagdo eficaz dos conceitos num método de
elementos finitos dito primitivo. Por esta altura, sdo estabelecidos os conceitos
fundamentais de matriz stiffness e de geracdo de elementos. No entanto, a primeira
referéncia inequivoca a designacdo: Método de Elementos Finitos, apenas surge num
artigo de Clough, 1960[35]. A fundamentacdo tedrica rigorosa do método é
apresentada com a publicacdo de An Analysis of The Finite Element Method de Strang
e Fix[36] em 1973. Nas ultimas décadas, a andlise de Elementos Finitos constitui-se por
direito proprio como um ramo da Matematica Aplicada, para a modelagdo e simulacgdo
numeérica de sistemas fisicos relacionados com uma alargada variedade de Ciéncias da
Engenharia, e.g. Electromagnetismo e Dinamica de Fluidos.

Muitos dos conceitos e técnicas caracteristicos dos métodos de diferencas e elementos
finitos sdo semelhantes e em alguns casos particulares sdo mesmo coincidentes.
Todavia, a possibilidade de utilizacdo sistematica de uma abordagem variacional, a sua
reconhecida flexibilidade geométrica e uma maior disponibilidade estrutural para uma
eficaz monitorizacdo de erros, conduziram a que o método de Elementos Finitos se
tornasse a estratégia dominante quer numa perspectiva tedrica como de aplicacdo
pratica. Esta tendéncia foi potenciada pela crescente necessidade de compreensao dos
modelos diferenciais parciais que representam a realidade fisica e a revolugdo
computacional que proporcionou o acesso a resolucdo de problemas de elevada
escala, possibilitando a evolugao do conceito de matematica computacional para um
ambito mais vasto do que o da analise matematica classica.

ExpOe-se nas secgdes seguintes, uma apresentagao mais pormenorizada das diversas
estratégias mais importantes de discretizacdo e resolucdo numérica de equacdes
diferenciais, incluindo os ja discutidos métodos de Diferencas Finitas e de Elementos
Finitos. Para tal, é necessdrio ter em conta novamente a definicdo do integral de
convolugdo na forma discreta em que se baseia a generalidade dos métodos de
discretizagao do dominio continuo e de aproximagao da solugao analitica as diversas
funcdes base disponiveis. Assim, considere-se entdo (vd. seccdo 1.8.4) a relacdo[37],

k=+K,,

urt= > A, k=41,%2,.....,tK, (1.64)
k==Ky,

gue é a expressdao genérica de translacio do espaco continuo para a sua
correspondente versdo digital que se fundamentam as diferentes abordagens de
integracdo numérica.

2.2.2 METoDO DE DIFERENCAS FINITAS (FINITE DIFFERENCES METHOD — FDM)

A base do cdlculo dos coeficientes da funcdo-peso A, para os métodos de Diferencas
Finitas (FDM) é a expansdo em série de Taylor. Por exemplo, considerando a expressao
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genérica para o valor da solucdo no nodo j+1, a partir da expansdo de Taylor em torno
do nodo j, para o nivel de tempo n, obtém-se:

ouY' u) A (Pu) AX
uj+1:u7+(—uj Ax + ‘: i Z sl (2.8)
0x J; 0x ; 2! ox ; 3l
Um possivel rearranjo da equacgao anterior conduz a:
'ty (Qu)dx (Su)Ax
- 2 3 + : (29)
ox ), Ax ox ; 2! ox ; 3l

Admitindo aproximagdes de primeira ordem, ou seja truncando a expressdo 2.9 a
partir da segunda derivada, tem-se entdo:

ouY ui, —u’

(_j =T +0(Ax). (2.10)
ox Ax

Assim, uma aproximacdo deste tipo aplicada a todas as derivadas espaciais e
temporais possibilita a conversdo do problema original num sistema de equacdes

algébricas, a partir do qual é calculada a solugcdo aproximada em cada nodo da malha.

A manipulacdo de equacGes da forma 2.8, permite explicitar os coeficientes Ay
correspondentes a este método, para cada posicdo j e n. Deste modo, obtém-se
expressOes relativas a conversdao para o dominio discreto de derivadas de diferentes
ordens, considerando varios niveis de aproximagdo, variando a dimensdo e a
geometria do conjunto de nodos envolvido na andlise, ou seja, o valor de Ky (vd.
equacdo 1.64).

i —2 i—1 i i+1  i+2
D S é Centrada
i-3 i-2 i-1 i i+1 Biased
i—1 i i+1 i+2  i+3 Biased
— ® ® ® *— Downwind

Figura 2.3 Tipos de aproximacgOes de diferengas finitas definidas num sistema unidimensional, em
relagdo ao sentido de propagacgao do fluxo F.

Deste modo, assumindo discretizacgbes num dominio unidimensional, a colocacdo
relativa do conjunto de nodos usado na estimativa da derivada numa posicdo
especifica j define o tipo de aproximacdo de diferencas finitas aplicada. Assim, no caso
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ja referido de o valor de K, ser igual nos dois sentidos a partir do nodo i considerado,
obtém-se uma aproximacao centrada (vd. Figura 2.3). No entanto, a distincdo entre as
diferentes aproximagdes possiveis depende do sentido de propagacdo do fluxo
associado a solucdo da PDE a integrar. No caso mais geral, os Ky, definidos em cada um
dos sentidos podem assumir valores distintos, Ky, ou Ky4, @ montante e a jusante de J,
respectivamente, em relagdo ao sentido de propagacdo do fluxo F (vd. Figura 2.3).
Assim, tem-se uma aproximagao do tipo upwind se o Ky, for superior ao Kyq4: biased
upwind se Kyq Z 0 e upwind se Ky, = 0. No caso contrario, diz-se que a aproximacao é
do tipo downwind: biased downwind se Ky, # 0 e downwind se Ky, = 0.

No Anexo A procede-se 3 apresentacdo de estratégias sistematizadas para a estimativa
de derivadas de ordem e geometria arbitraria baseadas em malhas unidimensionais de
espacamento geral varidvel. No entanto, um método mais expedito é apresentado por
Fornberg, 1988[38], 1992[39], que desenvolveu algoritmos recursivos para o calculo
do valor dos pesos de aproximacdo, para o caso mais geral de malhas de espacamento
arbitrario (vd. Anexo A).

Yitl =g = -

SN B

Xi-1 Xi Xi+1

Figura 2.4 Exemplo de aproximacgdao de diferengas finitas mista de segunda ordem num dominio
bidimensional.

A estratégia de manipulagdao sucessiva de aproximagdes de derivadas de ordem
crescente permite a construcdo de estimativas de diferencas finitas em geometrias de
dimensdao superior a unidimensional. Por exemplo, estima-se a derivada mista
bidimensional de segunda ordem num nodo (i,j)[40]:

). 5
(aqu _\Oy )y, Oy
i,J

i 4 ofax?), (2.11)

0x0y 2Ax

aplicando as aproximacdes DF,

u.,...—Uu._..
(%J Y Tl +O(Ay2) (2.12)
dy oy 20y
0 Uy iy —U 4 i
(_Uj — _i-1,j+1 1,j-1 +O(Ay2) (213)
oy i-1,j 28y
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definidas sobre o stencil esquematizado na Figura 2.4. A substituicdo de 2.12 e 2.13 em
2.11 conduz a aproximacdo de segunda ordem bidimensional:

0’u - Ui, 41 " Uisgjo1 “Uiog i + Ui + O(AXZ,Ayz) (2.14)
0x0y y 4 \xDNy

O FDM é um método relativamente simples, acessivel e facil de implementar, mas
implica um consideravel nivel de estruturacdo das malhas discretas, o que o torna
geometricamente rigido, limitando a sua aplicacgdo em problemas definidos sobre
geometrias complicadas, quer do dominio como das superficies fronteira.

2.2.3 METODO DE ELEMENTOS FINITOS (FINITE ELEMENTS METHOD — FEM)

As dificuldades de conformagao a geometrias complexas caracteristicas do FDM
podem ser superadas com a aplicagao do que, muito provavelmente é a estratégia
dominante no campo de resolucdo numérica PDE’s: o método de Elementos Finitos
(FEM).

E manifestamente complicado abordar o FEM de uma forma generalizada, ja que se
encontram na literatura multiplas formas de apresentagdao fundamental de estratégias
gue sdo passiveis de ser enquadradas na familia dos métodos de elementos finitos.
Como meros exemplos da abordagem a esta questdo podem-se destacar casos com
preocupacdes praticas que se concentram essencialmente na definicdo do conceito de
elemento dentro de um contexto de modelos tipicos especificos do campo da
mecanica estrutural[41], ou explanacdes de caracter mais tedrico que, no entanto,
podem ser alicercadas em variadas abordagens devidas a Ritz[42], Galerkin[43], etc,
gue de uma forma ou de outra, sdo classificaveis como estratégias de elementos
finitos. Desta forma, o que caracteriza fundamentalmente um FEM?

O método de elementos finitos (e a sua aplicacdo pratica, normalmente conhecida por
Andlise de Elementos Finitos: Finite Element Analysis — FEA) é uma técnica
sistematizdvel de aproximacdo da solucdo de equacdo diferencial parcial, baseada em
funcbes base e na projeccdao de um dado dominio num conjunto finito e consistentes
de células, ou seja, uma malha[43].

De forma a introduzir as principais caracteristicas do FEM, recorre-se entdo a
abordagem que posteriormente deu origem ao designado Método de Ritz. Deste
modo, considere-se o problema de minimizacdo seguinte[42]:

, _ _ ou Ou
runD|zn J(u), J(u)—if(x,y,u,a,ade (2.15)

com Zz{ulusuave; u|r :g}. No entanto, a resolugdo deste problema sé é possivel

através da introdugdao de um numero finito de incognitas. Tal pode ser alcangado pela
aproximacdo da solucdo u(x) a uma combinacdo linear de um conjunto finito de
funcdes @(x) da forma:

u"(x)= Zi:ak@(X) (2.16)
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As fung¢des @(x), denominadas por fungdes base, sdo escolhidas de forma a
verificarem a condigao: ¢k(x)DZ para qualquer k. Assim, estas fun¢des devem ser
suaves e satisfazer as condicGes fronteira homogéneas. Tal implica que o conjunto das
funcdes @(x) representa um subespaco de 2. Deste modo, o método de Ritz consiste
na resolugdao do problema de minimizagao 2.15 sobre este subespago. Como apenas
os parametros a, de 2.16 sdo desconhecidos, entdo o problema 2.15 reduz-se a:
min J(a,,0,,--,a,) (2.17)
a,00"
Obviamente que a condicdo necessaria para a existéncia de um minimo de 2.17 é dada
por,
n
M=0, k=12,---,n (2.18)
oa,
gue representa um sistema de n equacbes e n incégnitas que, em determinadas
circunstancias, apresenta uma solugdo Unica. Esta solucdo pode ser usada para a
construc3o da solucdo aproximada u"(x), que devera convergir para a solucdo analitica
u(x), a medida que n, o numero de fung¢des base, aumente. Afigura-se claro que uma
escolha adequada das func¢Ges base se revela essencial para a convergéncia e
velocidade de convergéncia do método de Ritz.

No entanto, porque razao se recorre a um procedimento de optimizacdao para
caracterizar um método de resolugao numérica de PDE’s? Esta aparente contradicao é
facilmente explicada se se tomar em conta que é possivel provar que a solugdo de um
problema de minimizagdo integral satisfaz um problema diferencial associado. Por
exemplo, o problema diferencial seguinte,

_Z_;LZ' ~F(x) (2.19)

du
com, u(0)=0, d—(1)=0, representa um conjunto de solugdes que satisfazem
x

igualmente o problema de minimizacao,

1

min J(u)=] l(ﬂjz _ Fle)ul) b (2.20)

ulz 5 2\ dx

em que,Z={u|usuave;u(O)=O}, desde que a solucdo u(x) seja duplamente
diferencidvel no dominio definido. Deste modo, a resolugao do problema diferencial
2.19 e do problema de optimizagao 2.20 sao perfeitamente equivalentes. No entanto,
0 que é importante reter na abordagem de Ritz no ambito da FEA é a estratégia
particular de aproximagdao da solugdo em termos da combinagao linear de fungdes
base representada pela equacdo 2.16.

Outra caracteristica importante de uma estratégia FEM é o possivel recurso a
formulacdo variacional do problema diferencial original. Deste modo, assuma-se como
exemplo um problema unidimensional ndo evolutivo semelhante a 2.19[44]:

d’u

W:f(x) (2.21)
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com x[J [0,1] e as condigBes fronteira, u(0)=u(1)=0.

Se u(x) é solucdo de 2.21, a conversdo para o equivalente variacional (ou formulacdo
“fraca”) implica que qualquer fungao ¢Xx) suave que satisfaga as condicdes fronteira,
i.e. ¢(0)=¢(1)=0, verifica a relagao,

Iolf(X)¢(X)dx:jl(dzquo(x)dx. (2.22)

ol dx

Através de integracdo por partes, obtém-se a expressao:
2 1
[ Fl)x) dx = j:(d ‘jj ox) dx =ﬂ¢(x)‘ - 1(@j(d—¢’j dx =-®(u, @). (2.23)
dx dx 0

ol dx )\ dx
Deste modo, a resolugdo do problema baseia-se na sua discretizagao, ou seja, na
transformacao do problema de dimensao infinita,

encontrar ulJZ, tal que Ug@llZ, —GD(u,qa):J'fqo, (2.24)

numa versao finita definida por,

encontrar ullV, tal que UgllV, —dD(u,qo):'[fw, (2.25)

em que V é um subespaco de 2. Existem muitas possibilidades de escolha para V, que
conduzem ao desenvolvimento de diferentes estratégias numéricas. No entanto, para
o FEM, assuma-se V como o espaco de funcdes polinomiais piecewise (definidas em
intervalos). Assim, tome-se como exemplo o caso especifico de aproximacgées do tipo
linear.

Para tal, considere-se inicialmente a definicdo genérica de elemento que esta
associada a regido do dominio que rodeia um determinado nodo (vd. Figura 2.5 para
um exemplo unidimensional com apenas um nodo).

Xi
X
[ ~_ S 7 I
L ____ [ A e __ |
i-1 I I +1

Figura 2.5 Elemento unidimensional aplicado a um nodo.

No entanto, a regido do dominio seleccionada para a construgdo de um elemento
finito pode igualmente incluir os nodos vizinhos do nodo de interesse. Assim, na Figura
2.6 esquematiza-se um exemplo de um elemento finito centrado para o nodo
localizado na posigao x; definido com base numa estratégia de interpolagao linear.

Num dominio unidimensional, uma estratégia interpoladora do tipo linear (vd. Figura
2.6) implica a utilizagdo da expressao geral de uma recta:

u(x)=mx+b, (2.26)
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em cada intervalo. Os coeficientes m e b representam o declive e a ordenada na
origem, respectivamente, e sao avaliados através do uso das posi¢des nodais
conhecidas: u = u; para x =x; e u=u, para x=x,. Assim, para o par de equacdes:

u,=mx,+b
(2.27)
u,=mx,+b
obtém-se,
u,—u u, X, —U, X
m=22_"1 e p=172 171 (2.28)
X, =X X, =X
Ui
Ui-1
U+ 1
X
e K 7o\
N T A rd
Xi-1 Xi Xi+1

Figura 2.6 Estratégia de interpolagdo linear piecewise a dois intervalos num elemento finito 1D [x;.,X1].

Introduzindo 2.28 em 2.26 e rearranjando, tem-se:

X, — X X=X

us| 22— u, +|—|u,, (2.29)
X, =X X, =X

gue, comparando com a expressao geral que inclui as fung¢des interpoladoras ou de

forma, @ corresponde a,

u=g¢ u +¢u, (2.30)

com,

g=2"X ¢ g=2"% (2.31)
X; =X X; =X

ou genericamente,
u=du. (2.32)
E importante frisar que a deducdo anterior referente ao nodo i apenas considera o

intervalo a direita desse nodo. Como se ira verificar mais a frente, um raciocinio
semelhante tem de ser aplicado ao intervalo a sua esquerda.

Uma formulagdo alternativa, mas equivalente a analise anterior é proporcionada pela
aplicagdo da fungdo interpoladora ¢(x) conhecida por fungdo “hat” ou “chapeau”,
representada graficamente na Figura 2.7, e dada pela expressao geral:
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X~ Xia
—% se x_, <x<x
Xi = Xia
—JXin X
alx)={"2—= se x.<x<x,, |, (2.33)
Xiv1 X
0 se x<x_ 0O x=x.,,

E notdrio que esta funcdo tem a desvantagem de n3o ser diferencidvel nas posicdes
nodais.

1
= X_Xf /—\ (0: /+1_X
"X X, T L X X
0 0
i-1 [ i+1

Figura 2.7 Funcdo de interpolacdo ¢(x) linear piecewise a dois intervalos — hat function.

Os valores interpolados, u(x), podem entdo ser avaliados através da equacdo
interpoladora baseada nas fungdes base ¢, com a forma,

u(x)=Zn:¢g(x)u,.. (2.34)

A estratégia de discretizacdo e interpolacdo representada pelas equacbes 2.33 e 2.34
possibilita uma avaliacdo das derivadas da solucdo u em termos das derivadas
independentes espaciais (x, neste caso) e temporal (t). Assim, considere-se a
diferenciacdo formal de 2.30 na direccdo x:

@:Qaul +ula¢1 +@6u2 +u, % (2.35)
ox 0x, 0x, 0x, 0x,

Por razbes dbvias,

%:%:...:%: . (236)
Ox  Ox 0x

Assim, a equacao 2.35 reduz-se a,

u_, %, % (2.37)
ox 0x, 0x,

e, considerando 2.31, obtém-se:

o, _._ 1 0% _ 1 (2.38)

0x X, =X, ox X, =X,
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Numa malha uniforme, x, — x; = Ax = constante, e entdo a aproximacdo de elementos
finitos toma a forma,

et
X

No entanto, esta aproximacdo so leva em conta a metade do elemento finito que se
situa a direita do nodo 1, ja que apenas se considera o intervalo [x;,x,]. Deste modo
esta é apenas a aproximacdo “a direita”. Assim, se se repetir o procedimento anterior
para o intervalo a esquerda [xp,x;], € perfeitamente trivial concluir que a aproximacdo
correspondente é,

Ou _u,~uy (2.40)
0x Ax
Deste modo, a derivada de u em torno do nodo 1, é estimada por,

%:1 (%j +(%j :1|:U2—u1 +U1_UO}:U2_UO , (2.41)
Ox 2|\0x /)4 \Ox )y | 2| Ox JAVY 20x

para o elemento em torno do nodo 1. A expressdo genérica para um nodo i toma a
forma (vd. Tabela 2.1),

U _Upy ~Uiy (2.42)
ox 20x

Da mesma forma, para uma derivada de segunda ordem, tem-se:

o’u 0 (du 0X Joir  \OX ) oyq Ax Ax Uy —2u, +u,
— === = = L0, (2.43)
Ox~  Ox\ 0x Ax JAV'S AV
e, de uma forma geral (vd. Tabela 2.1),
u_u.,, —2u +u_,
= _i+ ! =1 2.44
ox* Ax® (2.44)
U
Ui-1
Ui+ 1
X
Vo K AN
< e o d rd
Xi-1 Xi Xi+1

Figura 2.8 Interpolagdo quadratica num elemento finito 1D [x;.1,X;.1].

Deste modo, o procedimento anterior que conduz as expressées 2.42 e 2.44 revela que
os gradientes do modelo diferencial podem ser determinados a partir das fungées base
interpolativas ¢(x). No entanto, para além da fungao “hat” existem obviamente muitas
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outras possibilidades de escolha para uma fungdo base adequada. As mais
comummente seleccionadas sdo, de facto, as fung¢des polinomiais (das quais, a
interpolagdo linear constitui o caso especial de menor ordem). A aproximagdo de
ordem imediatamente mais elevada baseia-se na interpolagao através de polindmios
guadrdticos piecewise, que requerem necessariamente trés nodos para ajuste a cada
curva, e possuem a forma geral para o caso unidimensional:

u(x)=c,x* +c,x +c,, (2.45)

esquematizada na Figura 2.8. Os elementos unidimensionais ditos quadré\ticos2
possibilitam igualmente através de um raciocinio equivalente ao descrito
anteriormente, a dedugdo de férmulas algébricas para a estimativa de derivadas sobre
uma malha uniforme (vd. Tabela 2.1).

Tabela 2.1 Exemplos de aproximagdes de elementos finitos (EF) lineares e quadraticas e aproximagGes
de diferencas finitas (DF) em malhas 1D uniformes[37].

du/dx 0%u/0x*
u.,., —Uu u._, —2u. +u,
EF lineares e Y i1 L
2\x Ax
EF quadradticos U, —4U; +4U, — Uy, U, t8u,, —14u, +8u,,, — U,
(nodo extremo) 4 \x 4/x*
EF quadraticos Uiy —U 4 Uy ~2u+ U,
(nodo central) 2A\x Ax?
u.,—u, u._, —2u, +u,
DF 3 pontos i1 i1 L
2M\x Ax
u._,—8u._,+8u.. —u —u._,+16u,_, —30u, +16u.., —u;
DF5pontos i—2 i—-1 i+1 i+2 i—2 i-1 2/ i+1 i+2
12Ax 12Ax

Deste modo, no método FEM, os coeficientes A, do integral de convolugcdo na forma
digital da equacdo 1.64, sdo definidos através das fungdes de interpolagdo usadas para
calcular o valor das varidveis independentes em todas as posicdes ndo nodais. A
escolha das funcgGes referidas pode variar consideravelmente desde relagdes lineares
até aproximacOes quadraticas ou expressées de ordem superior (cubicas, Hermite ou
outras funcgdes spline). No entanto, estas requerem mais pontos nodais para a sua
definicdo através de interpolacdo. Duma maneira geral, pode-se afirmar que os
coeficientes de convolucdo sdo definidos pelo enunciado do problema no espaco
continuo e os graus dos polindmios de interpolacdo, através dos quais é realizado o
processo de conversao. Esta perspectiva é semelhante a do FDM, ja que as expansoes
de Taylor estdo intimamente relacionadas com polinédmios de interpolacgdo.

Aproximacbes do tipo das apresentadas na Tabela 2.1 podem ser usadas para
estimativa dos gradientes espaciais do modelo diferencial parcial, e consequente
geracdo de um sistema diferencial ordindrio ou algébrico consoante o problema
original seja evolutivo ou estaciondrio, respectivamente. Por outro lado, a resolucdo

20 termo elemento finito tanto pode ser usado para referir uma subregido do dominio definida por um
determinado numero de nodos que conjuntamente com o espago continuo que os rodeia, estabelecem
uma estrutura geométrica local, como o tipo de fungdes base interpolativas usadas para a aproximacgao
da solucdo nas posi¢des ndo nodais da estrutura geométrica referida.
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FEM pode basear-se igualmente na integracdo numérica da formulagdo variacional da
PDE original.

Outra estratégia possivel passa pela resolucdo de uma formulacdo residual. Neste
caso, o método dito de Galerkin assume uma solugdo aproximada, u,, definida por[37],

u, =y aq, (2.46)
i=0

onde ¢'s sao fungdes interpolativas conhecidas e os a/s sdo coeficientes que tém de
ser calculados. Assim, a solucdo u, quando introduzida no problema diferencial
original, gera um residuo R ndo nulo. Assim, através do método de Galerkin, os
coeficientes desconhecidos a;/s sdo avaliados pela resolugdo de um sistema de
equacdes dado por,

(R,@)=0, k=1,-,n (2.47)

em que R representa a equagao residual e @'s sdao fungdes peso. No caso do método
de Galerkin tradicional as fungOes interpolativas e as fungbes peso sdo idénticas e a
abordagem é global, ja que tanto as fungoes interpolativas como as peso se estendem
pela totalidade do dominio. Por outro lado, a adaptacdo FEM do método de Galerkin
aplica uma estratégia local sobre elementos finitos que representam subregifes
localizadas do dominio, permitindo a utilizacdo de funcGes de ordem baixa e gerando
sistemas matriciais esparsos. Deste modo, o método de Galerkin pode ser incluido no
ambito mais geral dos Métodos de Residuos Pesados (methods of weighted residuals)
gue englobam diversas classes de estratégias que recorrem a diferentes tipos de
funcbes peso que ndo necessitam ser obrigatoriamente semelhantes as fungles
interpolativas.

Finalmente, explana-se resumidamente a construcdo da estratégia FEM na sua versao
matricial para o problema exemplo 2.21 e fun¢Ges base genéricas.

Se u(x)=Zn:uf¢g(x) e f(x)=zn:f,.¢;(x), entdo o problema 2.25: —dD(u,w):J-fqo; pode
i=1 i=1

ser escrito como,

_Zn:ui¢(@'@)=iﬁjﬂ(ﬂj' Jj=1,---,n, (2.48)
i=1 i=1

com ®(u,v)= f(%j(%j dx

Se se denotar como u e f, os vectores [uy,...,u,]" e [fl,...,f,,]T, respectivamente, e se L =
(Ly) e M = (My;) forem matrizes com as entradas L, =<D(¢k,¢j) e M, :I@@ , entdo
2.48 pode ser reformulada na forma matricial como:

—Lu=Mf (2.49)

Se as fungdes base possuirem um suporte reduzido, grande parte das entradas de M e
L sdo nulas (as matrizes sdo esparsas), tornando o sistema linear 2.49 para o célculo de
u de mais facil resolugdo. A matriz L é normalmente designada por matriz stiffness,
enguanto que a matriz M é denominada por matriz de massa.
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2.2.4 METoDO DE VOLUMES FINITOS (FINITE VOLUMES METHOD — FVM)

O método de volumes finitos (Finite Volume Method — FVM) consiste numa estratégia
de representacdao numérica e posterior resolucdo de equacgdes diferenciais parciais
através da sua aproximacdo a sistemas de equacdes algébricas que tira partido do
conceito de lei conservativa na forma integral. O dominio V é subdividido em volumes
de controlo ndo sobreponiveis V;[45],

N
v={Jv,V.nVv,=0,0i#]j, (2.50)
i=1

gue se definem como regides do dominio ou células que rodeiam cada nodo da malha
(vd. Figura 2.9). As equacOes de aproximacdo ao problema diferencial sdo obtidas por
conservacdo dos fluxos intervolumes.

—
— - E—
~—

Figura 2.9 llustragdo de uma subdivisdo do dominio 2D em volumes de controlo finitos[46].
Considere-se a equacdo de difusdo unidimensional definida no intervalo x L1 [0,1]:
d d d d
——(A—uj:f com /]—U(O)=O,—/]—u(1)=a(u—uR). (2.51)
dx\ dx dx dx

Integra-se a equagdo 2.51 sobre o “volume” de controlo [xi1/2,Xi1/2] (vd. Figura 2.10)
para se obter[42],

Xis1/2 d ( duj Xi+1/2
_d(du), 2.52
X.J:/z ax dx X'.{/;f ( )
ou
Xi+1/2
_/1% +/1ﬂ = _[f dx.. (2:53)
Xis1/2 Xi-1/2 Xi-1/2

Aplicam-se esquemas numéricos para aproximar as derivadas do membro esquerdo e
o integral do membro direito de 2.53. Assim, se se aplicar diferencas centradas a
esquerda e integracdo a um ponto a direita, 2.53 fica:
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u, —u,
/11—1/2 h _/11+1/2 h

i i+1

:%(hi +hi+1)fi +E; (2.54)

gue depois de rearranjada conduz a,

/]'—1/2 /1'—1/2 A 1/2 A 1/2 1
-y | ey -2y ==(h +h,)f +E,, 2.55
h,- i-1 h,- h,—+1 i hH_l i+1 2( i i 1)f; T ( )
P h| ~ hi+l
X

2t IR AR ] at
e = R | i
Xi-1 Xi-1/2 Xi Xi+ 1/2 Xi+1

Figura 2.10 “Volume” de controlo 1D.

Os volumes fronteira sao sujeitos a um tratamento semelhante mas diferenciado de
forma a se levar em conta a influéncia das condi¢bes fronteira. Deste modo, deduz-se
um sistema de equagdes algébricas lineares que é resolvido para a estimativa da
aproximacado do perfil da solucdo u(x) (descartando obviamente o termo do erro E7).

Considere-se agora o problema conservativo geral dado por[47],
—+0(u)=0, (2.56)

onde u representa o vector de estados e f significa o tensor de fluxo correspondente.

Para cada volume de controlo V;, aplica-se o integral de volume sobre o volume total
U;, obtendo-se:

L%dwj O&(u)dv=0. (2.57)

i

Integrando o primeiro termo de forma a calcular a extensidade u média no volume V;,
definida por,

_ 1
u, =—j udu, (2.58)
U, U

e aplicando o teorema da divergéncia, i.e.

[ OFdvu=§ fds, (2.59)

v S
ao segundo termo, obtém-se,

v, —' § u)[hdsS=0. (2.60)

S; representa a drea de superficie total do volume V; e n é o vector unitario normal a
superficie que aponta para o exterior. Assim, deduz-se a expressao geral:
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du, 1 _
W+Z§sf flu)mds=o0, (2.61)

gue corresponde a um sistema de ODE’s que pode ser aproximado a um sistema de
equacoes algébricas através de um esquema numérico. Assim, como o fluxo que entra
num determinado volume é idéntico ao que sai de um volume adjacente, um FVM é
conservativo. Deste modo, um FVM pode-se definir como uma aproximacdo
geometricamente conservativa da forma integral da PDE e o sistema de equacgles
mantém a conservagao da massa, energia e momento, de volume para volume. Outra
vantagem do FVM é que, tal como o FEM, pode ser facilmente formulado sobre malhas
ndo estruturadas.

O esquema numérico efectivo que se deverd utilizar em cada caso dependera da
geometria do problema, do tipo de malha e da natureza da solugao.

A utilizagao de valores médios associados a cada volume de controlo resulta em
descontinuidades na interface das células geométricas. Assim, a aplicagao da
discretizagdo FVM é frequentemente associada a estratégias de alta resolugdo (High
Resolution Schemes — HRS) quando a solucdo apresenta gradientes elevados ou
choques, e.g. Cruz et al., 2005[48]. A definicdo deste tipo de métodos e os objectivos e
caracteristicas tipicas a eles relacionados sdao discutidos com algum pormenor na
secgao seguinte.

No entanto, é de destacar que os métodos FVM se distinguem da maioria da
estratégias de resolucdo numérica de PDE’s (como o FDM ou o FEM) por se
fundamentar num processo integral conservativo e ndao se basear numa abordagem
interpolativa da solucdo aproximada discreta, forcada a se conformar a um
determinado conjunto de funcGes base com propriedades especificas, ou seja, a
estratégia de discretizacdo convolutiva representada pela equacdo 1.64.

2.2.5 ESQUEMAS DE ALTA RESOLUCAO (HIGH RESOLUTION SCHEMES — HRS)

Os Esquemas de Alta Resolucdo (High Resolution Schemes — HRS) sdo métodos
aplicados no contexto da integracdo numérica de modelos diferenciais com
propriedades hiperbdlicas, geralmente associados a discretizacbes de diferencas ou
volumes finitos. Constituem a classe mais moderna dos designados métodos de
captura de choques (shock-capturing methods — SCM).

Os problemas de natureza hiperbdlica sdo caracterizados por possuirem termos
advectivos determinados pela presenca de variaveis de fluxo. Assim, os HRS sdo Uteis
na discretizacdo desses termos de avaliagdo tradicionalmente complicada,
especialmente em problemas que desenvolvem choques ou ondas abruptas méveis.

Os HRS distinguem-se dos métodos classicos de captura de choques (e.g. métodos de
MacCormack ou de Lax-Wendroff) por representarem geralmente uma abordagem
baseada em discretizacdes upwind, em contraste com as estratégias centradas ou
simétricas cldssicas, que ndo consideram qualquer informacao relacionada com a
direccdo de propagacao das ondas[49]. Assim, estes esquemas aplicam uma estratégia
de diferenciacdo enviesada na direccdo determinada pelo sinal da velocidade
caracteristica.
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Considere-se entdao um modelo diferencial evolutivo unidimensional geral constituido
por uma equacao nao linear do tipo,

ou__ogu) , F(u,%j (2.62)
ot 0x 0x

completada por uma condicdo inicial adequada e condi¢des fronteira que podem
assumir diversas formas (Dirichlet, Neumann ou Robin). A fungdo I' pode incluir
termos difusivos ou fonte. No entanto, quando a equacdo 2.62 é dominada por
adveccdo, é designada como hiperbdlica. Neste caso, o tratamento numérico do termo

advectivo, a%x, representativo de fendmenos de conveccdo, implica a utilizacdo de

métodos especializados (e.g. HRS), de modo a prevenir o desenvolvimento de fortes
oscilacdes sem significado fisico nos perfis da solugdo numérica[50].

Pretende-se agora caracterizar resumidamente e de uma forma genérica a esséncia
dos HRS através da apresentacdo de um exemplo de discretizacdo sobre uma malha
unidimensional ndo necessariamente uniforme (vd. Figura 2.11).

a >0
e U P a <0
D P U «——
—_—0 O
i=2 i-1 i f=i+1/2 i+l i+2
a>0
— U P D a <0
D P U «—
—_—0 O
-2 -1 f=i-1/2 i i+1 i+2

Figura 2.11 Definicao das varidveis locais para um exemplo 1D[51].

Os exemplos ilustrados na Figura 2.11 representam uma estratégia de classificacdo dos
nodos adjacentes ao nodo P, dependente da avaliacdo da velocidade local, a, na face f
através de interpolacdo linear,

a; :L, (2.63)

d
onde a, E(#j . Assim, avalia-se o sentido de propagacao do fluxo @ e estabelece-
u ]

se a atribuicdo dos nodos U e D as posi¢cdes imediatas a montante e a jusante de P,
respectivamente, para a face i+1/2 e i-1/2.
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De seguida, aplica-se um esquema de estimacdo da derivada espacial de fluxo, G%X,

pela consideracdo de uma aproximag¢dao numérica dependente dos valores do fluxo
definidos nas faces,

0
a_ﬂ, =F(¢f), (2.64)

No entanto, como os ¢'s sao desconhecidos, torna-se necessario recorrer a esquemas
interpolativos mais ou menos complexos, de geometria e ordem variavel para a
estimativa dos seus valores.

Genericamente, a classificacdo dos nodos locais e a escolha de um esquema especifico
de discretizacdo permitem a avaliacdo do fluxo em cada face através de uma estratégia
gue estabelece uma relacdo do tipo,

¢f =g(¢Ul¢Dl"')' (2.65)

Para tal, varios métodos foram propostos na literatura, como os esquemas: upwind de
primeira ordem UDS de Courant et al., 1952[52]; upwind de segunda ordem LUDS de
Shyy, 1985[53]; upwind de terceira ordem QUICK de Leonard, 1979[54]; e os centrais
de segunda e quarta ordem, CDS2 e CDS4, respectivamente. Todos estes métodos,
com a excep¢ao do UDS, apresentam a desvantagem de ndo assegurarem a
delimitacdo da solucdo podendo conduzir ao desenvolvimento de oscilagGes nos perfis
respectivos para fluxos convectivos elevados. A ocorréncia deste tipo de perturbagdes
sdo evitadas se o valor de @ se situar dentro dos limites impostos pelos fluxos nos
nodos adjacentes, @ e @, satisfazendo assim o Convection Boundness Criterion (CBC)
de Gaskell e Lau, 1988[55], valido para avaliacdes implicitas de fluxo estaciondrio.
Assim, a alternativa consiste na utilizagdo de procedimentos de discretizagao nao
lineares intrinsecamente delimitados e de ordem elevada.

No entanto, o teorema de Godunov demonstra que apenas os esquemas lineares de
primeira ordem preservam a monotonia do método numérico e, consequentemente
sdo Total Variation Diminishing (TVD), um conceito introduzido por Harten, 1983[56 ou
57]. Assim, os esquemas lineares de ordem mais elevada, apesar de serem mais
exactos no caso de solugdes suaves, ndo sdo TVD e tendem a gerar dispersdao numeérica
em regidoes de declives elevados. De modo a ultrapassar estes problemas,
desenvolveram-se técnicas HRS ndo lineares, recorrendo a aplicacdo de limitadores de
fluxo ou de declive (Flux/Slope Limiters).

Neste contexto, salientam-se entdo os esquemas de discretizacdo desenvolvidos no
contexto de TVD, como a estratégia mais recente NVSF (Normalised Variable and
Space Formulation) de Darwish e Moukalled, 1994[58], que representa uma extensao
para malhas ndo uniformes da Normalised Variable Formulation (NVF) de Leonard,
1988[59]. Outra abordagem delimitada comummente aplicada consiste nos esquemas
ENO (Essentially Non-Oscillatory) de Harten et al., 1987[60] e WENO (Weigthed ENO),
desenvolvidos por Stanley Osher e colaboradores[61]. Outros métodos importantes
gue se incluem na classe dos SCM s3o o esquema Flux-Corrected Transport de Boris e
Book, 1976[62], os Monotonic Upstream-centered Schemes for Conservation Laws
(MUSCL), baseados na abordagem de Godunov e introduzidos por Van Leer,
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1979[63],[64] e o Piecewise Parabolic Method (PPM) de Colella e Woodward,
1984[65].

Assim, uma possivel estratégia HRS (por exemplo, no ambito do esquema NVSF)
consiste na avaliacdo do fluxo na face através de uma relagao do tipo,

¢ =9(¢.%.9,), (2.66)

gue depende do fluxo normalizado, definido genericamente na posicao i por,

>, =M_ (2.67)
@ -9

Este é calculado na face por um esquema nao linear de limitacdo de fluxo adequado.
Os limitadores de fluxo sao avaliados através de uma relagdo genérica:

®, =f(®,,0,,0,), (2.68)

em que,

o,=2r "% (2.69)
Xp — Xy

o,=4""v (2.70)
X X

»

Gk 1 &p

Figura 2.12 Esquema geral para o NVD (Normalised Variable Diagram) representando a regido de
verificagdo do CBC (Convective Boundness Criterion)[46].

Existem multiplos limitadores de fluxo ndo lineares como, por exemplo, MINMOD[56],
SMART([55], WACEB[66] ou CUBISTA[46], entre muitos outros. O critério CBC, que
determina o caracter delimitado de um esquema ¢é ilustrado na Figura 2.12, que
representa uma abordagem Normalized Variable Diagram (NVD) introduzida por
Gaskell e Lau[55] e Leonard[58,67] que relaciona @ com @,. Assim, o CBC é verificado
na zona sombreada conjugada com a recta de declive um. Deste modo, esquemas que

79



ESTRATEGIAS DE ADAPTACAO

respeitam as regides de admissibilidade, sdo esquemas que possuem a propriedade de
delimitagao do fluxo.

Uma forma alternativa de definicdo das regides admissiveis de delimitagdao para
esquemas TVD recorre aos designados diagramas de Sweby, 1984[68],[69] que
relacionam a fung¢do limitadora @ com a razdo r entre gradientes sucessivos da
solugdo discreta,

u. —u.
r = i i-1

, (2.71)
U,, —U,

I

restringido a valores ndo negativos, i.e. r 2 0. Na Figura 2.13 apresenta-se um diagrama
de Sweby geral que representa novamente como uma area sombreada as regides de
admissibilidade para esquemas de limitagao de fluxo TVD de segunda ordem.

o)

A

y

=

N

w
—

Figura 2.13 Diagrama de Sweby, onde se salienta a regido admissivel de delimita¢do para esquemas TVD
de segunda ordem[68,69].

A explanacdo mais detalhada das técnicas HRS, que conjugam o procedimento de
discretizacdo com os limitadores de fluxo testados neste trabalho, é realizada no
capitulo seguinte.

2.2.6 WAVELETS

A questao da utilizagao de fungdes designadas por wavelets como familias de fungdes
base adequadas para a representacao de fungdes genéricas é uma ideia relativamente
recente. De facto, o termo wavelet é devido a Jean Morlet (1931-2007) e Alexander
Grossmann (1930-) no principio da década de 1980°. De facto, uma wavelet é uma
funcdo que define uma oscilagdo do tipo onda, com uma amplitude que tende para
zero nas extremidades[70].

% Em rigor, Morlet e Grossmann estabeleceram a vers3o francesa do termo: ondelette (onda pequena)
gue rapidamente foi vertido para o correspondente inglés através da tradugdo de “onde” por “wave”;
em portugués o termo correcto é onduleta.
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As wavelets sdo fungdes que exibem propriedades especificas que satisfazem certos
pressupostos matematicos, Uteis na representacdo de dados e de outras funcdes.
Assim, as wavelets sdo uma ferramenta matemadtica que possibilita a extrac¢do de
informacgdo a partir de uma grande variedade de tipos de dados, incluindo sinais de
audio e de video (e obviamente fungbes definidas sobre dominios de dimensdo
arbitraria). No entanto, a ideia subjacente de aproximacdo de funcdes através da
sobreposicdo de outras fun¢des ndo é nova. Na verdade, esta ideia remonta ao inicio
do século XIX, quando Joseph Fourier (1768-1830) em 1807 prop06s a sua teoria de
anadlise de frequéncias (ou sintese de Fourier) como um processo de representacao de
funcOes genéricas pela adicdo de fungdes trigonométricas (senos e co-senos). Este
trabalho desempenhou um papel essencial na evolugao dos conceitos matematicos
acerca das fungoes e abriu caminho a um universo funcional completamente novo.

Por outro lado, a ideia fundamental referente a analise wavelet relaciona-se com um
estudo baseado na escala. De facto, os algoritmos wavelet processam os dados a
escalas e resolucOes diferentes. Dito de uma forma metafdrica, o objectivo da analise
wavelet consiste na possibilidade de observar simultaneamente a floresta e as
arvores[71] (e os ramos e as folhas, etc). Na verdade, as funcdes base trigonométricas
da analise Fourier sdo por definicdao ndo locais (estendendo-se para o infinito), o que as
tornam desadequadas para a representacdo de descontinuidades ou perfis abruptos.
No entanto, as func¢Bes wavelet exibem um formato compacto (sendo apenas
definidas em intervalos finitos), o que as torna especialmente apropriadas para a
simulacdo de caracteristicas abruptas da funcao.

Assim, as caracteristicas das wavelets possibilitam que a analise wavelet seja localizada
no tempo (tomando tempo como uma variavel independente arbitraria) e na
frequéncia, ao contrario da analise Fourier que é apenas localizada no dominio de
frequéncia.

A analise wavelet pode ser resumida da forma seguinte[71,72]: inicialmente adopta-se
uma fungdo protdtipo wavelet, ¢ (conhecida como analysing wavelet ou mother
wavelet — wavelet mae); a andlise temporal é realizada por uma versao contraida de
alta-frequéncia da wavelet mae, enquanto que a analise de frequéncia é feita com uma
versdao dilatada de baixa frequéncia da mesma wavelet. Como o sinal ou funcdo
original a tratar pode ser representado em termos de uma expansdo wavelet (através
da utilizacdo de uma combinacdo linear de funcdes wavelet), as operacbes de
manipulacdo de dados podem ser realizadas apenas pela aplicacdo dos coeficientes
wavelet correspondentes. Posteriormente, se se escolher as wavelets melhor
adaptadas aos dados especificos analisados ou se se truncar os coeficientes abaixo de
um determinado limite, obtém-se uma representacao esparsa dos proprios dados. Esta
possibilidade de compactacdo torna as wavelets particularmente interessantes no
campo da compressdao de dados, ou na area equivalente de adaptagao de malhas na
resolucdo numérica de PDE’s (jd& que uma forma de adaptacdo nodal consiste
precisamente na compactac¢do dos dados discretos de uma fungao definida sobre uma
malha de nodos).

A primeira fungdo actualmente reconhecida como wavelet é referida num anexo da
tese do matemdtico hungaro Alfred Haar (1885-1933) em 1909[73] (vd. Figura 2.14), e
é dada pela wavelet mae (considerando t = x):
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plx)=1-1 Y <x<1 (2.72)
0 otherwise

e a fungdo wavelet de escala, @

q(x):{l 0<x<1

0  otherwise’
A wavelet de Haar corresponde a wavelet mais simples possivel. Porém, tem a
desvantagem de ser descontinuo e portanto, ndo diferencidvel. Esta propriedade pode
no entanto constituir uma vantagem no caso de funcgBes ou sinais que exibam
transi¢des bruscas.

(2.73)

15 -

0.5
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-05 4

-1.54

Figura 2.14 Representac¢do da wavelet de Haar.

A partir do trabalho de Haar, o desenvolvimento da teoria das wavelets pode ser
relacionado com diferentes correntes de pensamento e diversos campos do
conhecimento. Outras notdveis contribuicdes podem ser atribuidas ao
desenvolvimento da transformada wavelet continua (Continuous Wavelet Transform —
CWT) de George Zweig em 1975 (originalmente conhecida como a transformada
Coclear, ja que foi estabelecida no ambito do estudo da reac¢do do ouvido ao som), a
formulagdo CWT de Grossman, Morlet e Goupillaud[74], ao trabalho inicial sobre
wavelets discretas de Stromberg (1983), as wavelets ortogonais de suporte compacto
de Daubechies, 1988[75], a abordagem multiresolucdo de Mallat, 1989[76], entre
muitas outras[70].

No contexto deste trabalho de investigacdo muitas possibilidades de funcdes wavelet
tém sido propostas ao longo do tempo, e.g. as wavelets reais de Ricker e de
Shannon[77], ilustradas nas Figuras 2.15 e 2.16, respectivamente.

A descricdo referente ao presente trabalho ndo pretende debrugar-se numa extensa e
completa derivagdo matematica da teoria que constitui a base da chamada analise
wavelet, mas apenas consiste na explanacdo dos conceitos e definicbes mais
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importantes, necessarios a um entendimento adequado do seu papel na aplicacdo
especifica da resolucdo numérica adaptativa de PDE’s, inspirado pelo trabalho de Cruz
et al.[78-80]. O tratamento matematicamente mais detalhado deste assunto pode ser
encontrado por exemplo em Daubechies, 1992[81]. De qualquer modo, as
potencialidades adaptativas dos esquemas wavelet sdo apresentadas com maior
pormenor na sec¢ao 2.6.6.

Figura 2.15 Representacdo da wavelet real de Ricker (Mexican Hat Wavelet).
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Figura 2.16 Representacdo da wavelet real de Shannon.

2.2.7 METODO DAS CARACTERISTICAS

E importante referir ainda um outro tipo de método de integracdo, que se constitui
como uma perspectiva algo diferente das referidas anteriormente. Neste caso,
explora-se directamente o conceito de caracteristica de uma PDE (ou de um sistema de
PDE’s), apresentado no capitulo anterior. Assim, pela proépria definicdo de
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caracteristica demonstra-se que a solucao deste sistema coincide com a solugdo de um
sistema de ODE’s ao longo de determinadas trajectdrias no espaco, definidas pelas
coordenadas independentes e que se denominam trajectdrias ou curvas
caracteristicas. Deste modo, a discretizagdao do problema ocorre naturalmente através
da aplicagdo da propria definicdo de caracteristica, ndo se procedendo a qualquer
aproximacdo, ou seja, ndo sucede perda de exactiddo nessa transformacao. Introduz-
se, assim, uma perspectiva Lagrangiana na resolucdo das equacdes diferenciais, ja que,
neste caso, os nodos sdao afectados de um movimento com uma velocidade
determinada (velocidade caracteristica) de forma a percorrerem as trajectérias
caracteristicas pretendidas (vd. Figura 1.12 referente a equagdo 1.22; pagina 34).

Este método é bastante adequado para problemas caracterizados por propagacdo de
frentes abruptas moveis e/ou descontinuidades, problemas hiperbdlicos que
apresentem caracteristicas reais ndo degeneradas, ja que qualquer choque introduzido
no sistema se propaga ao longo das caracteristicas, e nunca através destas, evitando-
se gradientes elevados no sistema de equacgbes integrado nessas trajectérias. No
entanto, o método é pouco geral, ou seja, a sua aplicagdo tem de ser estudada de
forma casuistica, além de se tornar dificil a avaliacdo das velocidades caracteristicas
dos nodos, e consequentemente a integracdo das ODE’s respectivas, no caso de
problemas ndo lineares que apresentem alguma complexidade.

2.2.8 METODOS MESHLESS

Outro paradigma relativamente recente proposto na area da resolugdao numérica de
PDE’s diz respeito a uma classe de métodos genericamente denominados por Meshless
(ou Meshfree) Methods (Métodos sem Malha, numa traducdo possivel para o
portugués). De facto, o conceito bdsico associado as técnicas mais comuns de
resolucdo numérica de PDE’s (FEM, FVM ou FDM) baseia-se numa analise realizada
sobre uma aproximagao discreta ao dominio continuo do problema, que conduz a
construcdo de uma estrutura de centros posicioniais (nodos) ou um sistema celular
genericamente designado por grelha ou malha. Uma alternativa possivel a esta
estratégia consiste no desenvolvimento de procedimentos que ndo recorram a
consideragao deste tipo de estrutura e consequentemente, apresentem a vantagem de
dispensarem todas as questdes (muitas vezes problemdticas) relacionadas com a
geracdo e manipulagdo do sistema discreto que pode assumir um grau de
complexidade assinalavel. Assim, este tipo de métodos, ditos Meshless (ou Mesfree)
Methods, MM, por razdes dbvias, seria geométrica e dimensionalmente independente.

No entanto, o facto de um MM dispensar o recurso formal a uma malha nao implica
que ndo apresente igualmente uma estrutura discreta. Pelo contrario, na verdade os
MM’s estdo intimamente relacionados com um tipo particular de métodos designados
por Particle Methods, PM’s (Métodos de Particulas), podendo ser igualmente referidos
como MPM'’s (Meshfree Particle Methods). Os PM’s correspondem a uma classe de
procedimentos que recorrem a um conjunto finito de particulas discretas para a
representacdo do estado de um sistema, cujo movimento pode ser tratado através de
perspectivas Eulerianas ou Lagrangianas. Cada particula pode ser associada a uma
objecto fisico discreto ou gerada como a representacdo de uma particdo finita de
dominio continuo. Assim, a escala das particulas pode variar desde o muito pequeno
(nano ou microescala) até ao extremamente grande (escala astronémica)[82].
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Assim, a natureza discreta dos PM’s (e dos MPM’s associados) é uma caracteristica
fundamental do préprio exercicio de modelacdo e ndo uma mera estratégia
aproximativa de resolugdao através de uma discretizagdo posterior de um problema
idealizado a partida como continuo. De certo modo, é possivel afirmar que dada a
esséncia fundamentalmente discreta da matéria, a abordagem PM é mais realista do
gue a modelacdo sobre um espaco continuo discutida anteriormente. No entanto, é
Obvio que o grau de aproximagdo associado a qualquer estratégia de modelagao
continua depende da escala caracteristica do préprio fendmeno modelado.

Nas ultimas décadas, foram propostos varios tipos de métodos baseados no conceito
meshfree. Viana et al.[83] apresentam uma interessante revisdo deste tipo de
estratégias inserida numa organizacdo cronoldogica de wuma  histéria ainda
relativamente curta. De facto, o advento da ideia meshfree data de 1977 quando
Monaghan e Gingold [84] e Lucy [85] desenvolveram um método designado por
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), um PM do tipo Lagrangiano que se baseia na
ideia de substituir um fluido por um conjunto de particulas moéveis e transformar as
PDE’s que representam o problema nos integrais estimados de nucleo (kernel)
correspondentes[83].

Da grande variedade de algoritmos apresentados que se enquadram na classificacdo
geral MM, um método é objecto de maior atengdo no ambito do trabalho presente: o
chamado método RBF (Radial Basis Functions). RBF’'s foram pela primeira vez aplicadas
na resolucdo de PDE’s (associadas a funcdo multiquadrica) por Kansa, 1990[86-87] no
contexto da modelacdo de problemas de dindmica de fluidos.

Assim, para o conjunto de nodos definido num dominio de dimensao arbitraria n, x;,
..., Xn, 0 formato basico de uma aproximacdo RBF é dado por[88],

F(X):i/‘/%mx‘x/ )l (2.74)

em que a fungdo ¢r) é definida para r = 0. Dados os valores da fungdo escalar nas
posi¢des nodais f; = f(x;), os coeficientes de expansdo A; sdo calculados através da
resolugdo do sistema de equagdes lineares:

Al LA
Al =], (2.75)
Al L
onde os elementos da matriz de interpolacdo A, sdo avaliados por,
a; 2@/.(”x,. _XJH)' (2.76)

Assim, a aproximagado interpolativa através de um esquema RBF apenas depende da
distancia entre os centros discretos, sendo independente das suas posicoes.

Existem vdrias possibilidades para a definicao da fungdo ¢r). No entanto, salienta-se
uma escolha relativamente vulgar: uma fungdo infinitamente suave com um
parametro, designada por multiquadrica[88-89] e ja referida anteriormente,

a(r)=y1+(er) (2.77)
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Esta funcdo é bastante sensivel relativamente ao valor do parametro de forma, & De
facto, em condi¢des extremas para exemplos unidimensionais, no limite &€ - o, o
esquema tende para interpolagao linear por intervalos (piecewise), e quando € - 0,
representa interpolagdo polinomial global. Deste modo, esta estratégia de
interpolagao RBF é usada como base de um procedimento adaptativo de resolugao
numérica de PDE’s uni- e bidimensionais apresentado por Driscoll e Heryudono,
2007[88] (vd. Anexo B).

2.3 METODO DAS LINHAS (MOL)

O interesse reside numa estratégia geral para a resolucdo de PDE’s designada por
Método das Linhas[90] (Method Of Lines — MOL), cuja estrutura permite acomodar
diferentes métodos de discretizacdo ou de geracdo de malha.

De uma forma genérica, a solugdo numérica de uma PDE implica a aproximacdo do
problema diferencial original definido num dominio continuo, a um sistema de
equacOes algébricas assentes sobre um dominio discreto. Na verdade, a resolucdo
numeérica propriamente dita consiste geralmente, em ultima analise, na solucdo de um
sistema de equacgOes algébricas. Esta transformacdo pode ser realizada
simultaneamente ao longo de todas as coordenadas do dominio, utilizando qualquer
método de discretizacdo disponivel. No entanto, é possivel recorrer em alternativa a
um procedimento sequencial que pode ser resumido da forma seguinte:

1. Discretizacdo do problema original em todas as direc¢des exceptuando uma,
normalmente o tempo em PDE’s ou sistemas de PDE’s evolutivas, ou seja
problemas de valor inicial e fronteira — IBVP’s — Initial-Boundary Value
Problems;

2. Integragdo na direccdo restante (geralmente o tempo) do sistema de ODE’s
obtido, ou seja um problema de valor inicial (Initial Value Problems — IVP),
através de um método de integragao de ODE’s.

Sistema de Equaces

Problema de valor inicial e fronteira (IBVP) originalﬁ—> [e Algébricas (PDAE'S)]

=
 —
Discretizacdo em todas as direc¢bes espaciais Técnica de aproximag&o

(normalmente o espaco das coordenadas espaciais numérica

Sistema de Equac®es Diferenciais
Ordinérias (ODE’s) [e Algébricas (ODAE’s]

Problema de valor inicial (IVP)
 —

Discretizacéo na direccéo temporal — integracéo
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Figura 2.17 Resumo da estratégia geral do Método das Linhas (MOL) para o caso unidimensional.
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Assim, o problema PDE original é aproximado a um sistema de ODE’s que é resolvido
por um integrador ODE padrdo. Esta estratégia, genericamente designada por Método
das Linhas (MOL), é esquematizada na Figura 2.17. O passo de discretizacdo pode
igualmente ser realizado por uma estratégia de aproximagdo de derivadas espaciais
baseada nos métodos descritos na seccdo 2.1. Adicionalmente, a extensdo desta
estratégia a problemas algébrico-diferenciais é perfeitamente trivial.

Por outro lado, na Figura 2.18 apresenta-se a representa¢ao genérica do MOL para o
caso unidimensional, onde o significado da designagao de Método das Linhas se torna
evidente.

E importante assegurar que a implementacio do método respeite as condigdes
auxiliares do problema diferencial parcial original. Assim, no caso de modelos
multidimensionais evolutivos, a discretizacdo prévia do dominio espacial implica que a
condicdo inicial da PDE possa ser usada para a construcdao do conjunto de solugdes
iniciais do sistema de ODE’s obtido apds a discretizacdo. Por outro lado, a verificacdo
das condicBes fronteira é assegurada pela aplicacdo de um tratamento especializado
conveniente sobre as linhas que definem as fronteiras do modelo original que
obviamente depende do tipo de condi¢des fronteira presentes na sua formulacao.

A discretizacdo espacial conduz geralmente a construcdo um sistema de ODE’s stiff
(sistema caracterizado por um conjunto de valores proéprios definidos em escalas
muito diferentes, ou seja, possuindo valores muito dispares). Como a restricdo de
estabilidade de um método explicito de integracdo temporal depende inversamente
de uma poténcia do espagamento local da malha, Ax (sendo esta poténcia
normalmente igual a maior ordem da derivada espacial presente no sistema), entdo o
passo temporal pode ser drasticamente limitado numa implementacdo sobre uma
malha fina em relagdo a correspondente resolu¢cdo numa malha esparsa.

Assim, os métodos explicitos de Runge-Kutta (RK) revelam-se computacionalmente
inadequados e torna-se necessario recorrer a métodos implicitos (e.g. métodos BDF —
backward differentiation formula; ou RK implicitos) para uma resolucdo eficaz do
problema numérico. A escolha de um integrador ODE é um aspecto essencial na
integracdo MOL de sistemas de PDE’s. Felizmente, existe uma considerdvel oferta e
disponibilidade de packages de integradores ODE eficientes. De facto, uma das
maiores vantagens da estratégia MOL para a resolucdo de sistemas de PDE’s consiste
na possibilidade de se tirar partido dos avancos no desenvolvimento de integradores
ODE e dos seus cédigos computacionais associados[91].

2.4 CONCEITO GERAL DE ADAPTACAO

2.4.1 INTRODUGCAO

Introduz-se agora uma curta reflexdo acerca do conceito de adaptacdo, uma nogao
genérica que pode ser aplicada a variados campos do conhecimento. De facto, uma
definicdo particular de adaptacdo refere-se a area especifica da biologia evolutiva,
sendo enunciada como um processo ou mecanismo evolutivo através do qual uma
populacdo ou um organismo se torna mais adequado (ou melhor adaptado) ao habitat
particular em que se insere.
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(a)

(c)
Figura 2.18 Representacdo genérica do Método das Linhas (MOL) para o caso unidimensional: (a)

dominio espacial continuo; (b) discretizacdo do dominio espacial; (c) integracdo temporal classica,
mantendo inalteradas as posi¢des espaciais definidas pela discretizagao.
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Outro exemplo de aplicagao da nogao de adaptagao, agora mais directamente ligada
ao campo da engenharia, refere-se ao sistema de controlo de processos designado por
controlo adaptativo. De facto, a implementagdo de um sistema que garanta a
imposicdo de controlo sobre o valor (ou a evolugdo do valor) de uma varidvel
processual implica necessariamente a introdugdo no sistema de uma pega de
equipamento especializada (um controlador) que permita a promog¢do de uma
actuacdo directa e automatica sobre o proprio processo. Porém, a forma de actuacdo
deste controlador depende necessariamente do estabelecimento de uma lei de
controlo (definida por um conjunto de parametros) que influi no seu desempenho
particular. Assim, é possivel afirmar de uma forma simplista, que a sintonizacdo de um
determinado controlador consiste na estimativa dos valores ideais para o conjunto de
parametros que possibilitem um desempenho de controlo mais eficiente possivel, ou
seja, uma performance éptima. Na implementacdo classica, a lei de controlo (o modelo
matematico que determina a ac¢do de controlo) e o valor do conjunto de parametros
que a rege permanecem inalterados durante todo o processo de controlo. No entanto,
¢é possivel definir ciclos de controlo mais complexos que possibilitem a modificacdo da
lei de controlo para que o controlador possa lidar de forma mais eficiente com
alteragGes no comportamento do processo ao longo do tempo. Este tipo de controlo
designa-se por adaptativo ja que possibilita a adaptacdo do sistema de controlo as
condicionantes do processo a controlar. Na Figura 2.19 apresenta-se o esquema
descritivo de uma das estratégias de controlo adaptativo disponivel e passivel de ser
implementada, denominada MRAC — Model Reference Adaptive Control. Através da
analise desta figura verifica-se que o controlador é continuamente ajustado por um
mecanismo cuja ac¢do depende da comparacdo entre a resposta do processo real e a
resposta estimada através de um modelo de referéncia que devera representar uma
aproximag¢do ao comportamento do processo.

yref

—»| Modelo de _»]| Mecanismo de |,
Referéncia o] Adaptacao
pardmetros N
A 4
e u y
—_ Controlador > Processo >

yS P

Figura 2.19 Representacdo do sistema de controlo adaptativo MRAC — Model Reference Adaptive
Control[92].

As duas defini¢cOes para a adaptabilidade seleccionadas e enunciadas acima, apesar de
aparentemente de referirem a contextos de estudo assaz distintos (desde a biologia

89



ESTRATEGIAS DE ADAPTACAO

evolutiva até a engenharia de controlo de processos), representam a ilustracdo de um
conceito muito importante no ambito do presente trabalho.

Assim, retira-se da discussao anterior que a adaptabilidade se baseia nos mecanismos
de interac¢ao entre pelo menos duas entidades: o sistema determinado por um
conjunto de caracteristicas flexiveis, passiveis de serem modificadas; um meio
evolutivo em que se insere o sistema anterior ou um segundo sistema que interage
com o primeiro e cuja evolucdo depende das suas caracteristicas.

Assim, um sistema adaptativo, ou seja um sistema capaz de se adaptar, é uma
entidade que se modifica de forma a melhor se ajustar as circunstancias do meio que o
rodeia ou a melhorar o desempenho do segundo sistema que dele depende. Assim, é
Obvio que a aplicacdo da adaptabilidade sé se torna possivel através de uma
monitorizacdo dessas mesmas condicOes varidveis, ja que a adaptacdo se pretende
constituir como uma resposta bem sucedida as variaces referidas.

Ha que reter entdo dois pressupostos essenciais para a aplicacdo da adaptacdo:
recolha e analise de informacdo relevante e capacidade de alteracdo como resposta a
essa informacdo, ou seja de adaptagdo a circunstancias e estruturas mutaveis. Para tal,
analise-se agora a aplicacdo especifica do conceito de adaptacdo ao campo da
construcdo e implementacdo de processos algoritmicos.

MODELO
= ESTADO DO
SISTEMA
COMPONENTES VARIAVEIS W

PARAMETROS Quantidades
*  MODELO de valor fixo

RESOLUCAO

NUMERICA
Ao longo do Ajustados atraves
processo numeéric ' da informacao
disponivel

v

Figura 2.20 Conceito de adaptagdo no contexto da resolugao numérica de modelos matematicos.

De uma forma geral, a abordagem cldssica a solucdo de qualquer tipo de problema
através de um procedimento algoritmico baseia-se no desenvolvimento de uma
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estrutura rigida em que os passos repetitivos sdao determinados por um conjunto de
parametros, que pela propria definicdo, assumem valores fixos e ndo alterdveis
durante a execucdo do processo de cdlculo. Esta estratégia ndo é adaptavel as
condicOes particulares da evolucdo do algoritmo. Uma forma de tornear problemas
gue possam advir da falta de flexibilidade do procedimento classico consiste na
introdugao do conceito de adaptagdo. Deste modo, a adaptabilidade implica o ajuste
dos parametros de um procedimento algoritmico numérico as circunstancias
especificas da evolucdo da sua solugdo (vd. Figura 2.20). No caso particular da
resolucdo numérica de PDE’s, a prdpria malha gerada pelo processo de discretizacao, e
gue engloba o conjunto de posi¢cdes nodais e das suas relacdes que representam no
seu todo a aproximacdo do dominio continuo, constitui uma parcela do conjunto de
parametros numeéricos que definem o algoritmo numérico. Assim, a forma mais
comum de aplicacdo da noc¢do de adaptacdo a este tipo de problemas consiste na
possibilidade de introducdo de um processo de redefinicdo de malha no algoritmo
geral de integracdo numérica de PDE’s. Deste modo, esta questdo é abordada de
forma mais pormenorizada nas sec¢Ges seguintes.

2.4.2 ApAPTACAO NO CONTEXTO DA RESOLUCAO NUMERICA DE PDE’s

O interesse deste trabalho relaciona-se com o estudo de solu¢cbes de PDE’s
caracterizadas pela propagacdo de frentes mdveis abruptas. Normalmente, todos os
esquemas desenvolvidos a partir de uma malha fixa, caracterizados pela constancia da
malha inicial, revelam-se satisfatorios no caso de problemas que apresentem apenas
perfis suaves ou gradientes elevados confinados a zonas do dominio previamente
conhecidas e fixas. Nestes casos, uma escolha adequada da malha inicial,
concentrando nodos nas zonas criticas de maior actividade da solugdo, revela-se
suficiente para a obtencdo da solucdo com uma exactiddo aceitdvel, usando tempos
computacionais razoaveis. No entanto, no estudo de problemas que desenvolvem
frentes mdveis e/ou choques, a malha exigivel para a implementagdo de um esquema
de malha fixa é, na maioria dos casos, bastante fina. Deste modo, os tempos de
computacdo necessarios a obtencdo da solucdo tornam-se incomportaveis. Assim,
desenvolveram-se métodos numéricos que, para além de possibilitarem a integragao
das equacgdes, se preocupam igualmente na movimentagao dos nodos, concentrando-
0s nas zonas de maior actividade da solugdo (ou seja, nas regides de gradientes mais
elevados). Este grupo de métodos é genericamente denominado por Métodos de
Malha Adaptativa, ja que a malha é redefinida ao longo do procedimento algoritmico
de resolucdo numérica, adaptando-se a evolugao das caracteristicas da solucdo.

Os algoritmos de mobilidade ou de adaptacdo nodal podem ser associados a cada um
dos métodos numéricos de discretizagdao referidos anteriormente na secgao 2.2. No
entanto, a informagao recolhida na bibliografia, esta normalmente relacionada com a
aplicacdo dos métodos de Diferencgas Finitas e Elementos Finitos, ja que estas sdo as
estratégias mais antigas e de utilizacdo mais generalizada.

2.4.3 ESTRATEGIAS GERAIS DE ADAPTACAO APLICADAS A REsoLucAo DE PDE’S

No campo da resolucdo numérica de PDE’s, a aplicacdo dos conceitos de geracdo ou de
adaptacdo de malha relaciona-se com os objectivos seguintes:

* h-refinement —refinamento e relaxagao de malha.
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e p-refinement — ajuste das ordens associadas as funcbes de aproximacao.

* r-refinement — introdugdo de movimentagao nodal através da introdugao do
deslocamento espacial das posicdes dos nodos que constituem a malha.

Estas estratégias representam classes diferentes de métodos adaptativos que ndo sdo
de todo mutuamente exclusivas, podendo ser combinadas no desenvolvimento de
algoritmos mistos (e.g. hp-refinement que associa a capacidade de refinamento e
relaxacdo das malhas com a adaptacdo das ordens correspondentes as funcoes base
de aproximacao).

Por outro lado, os métodos de malha adaptativa podem ser classificados em dois
grandes grupos:

e Métodos de Redistribuicdo Nodal Estatica (MRNE).
e Meétodos de Redistribuicdo Nodal Dinamica (MRND).

Os MNRE caracterizam-se pelo facto da malha ser redefinida em intervalos de tempo
previamente fixados a partir de estimativas de erro local, com critérios de
equidistribuigdo. Incluem duas abordagens distintas, relacionadas com:

e Redistribuicdo nodal — redefinicio do posicionamento dos nodos apds um
intervalo de tempo de integragao pré-definido, mantendo-se constante o seu
numero total.

¢ Refinamento ou relaxamento de malha — adicdo ou supressdo de nodos em
posicOes intermédias da malha inicial; esta estratégia consiste simplesmente na
relaxacdo ou refinamento da malha através do uso de nodos suplementares e
esta directamente relacionada com os procedimentos designados por h-
refinement.

O algoritmo de obtencdo da solugdo é completamente independente do algoritmo de
redefinicdo da malha. No caso de alteracdo desta, efectua-se a transferéncia entre
malhas, calculando-se os valores da solugao na nova malha por interpolagao, utilizando
a informagao proveniente da anterior.

Por outro lado, nos MRND, ou de r-refinement, os dois algoritmos sdo
interdependentes, avaliando-se a solugdo e a malha conjuntamente e continuamente
ao longo do tempo. A introducdao do movimento nodal pode seguir varios critérios, tais
como:

e Equidistribuicdo do integral de medidas de erro baseadas em propriedades
caracteristicas da solucdo;

* Minimizagao do integral de indicadores de erro local;
* Aplicagdo de pseudoforgas de atracg¢ao e repulsao entre nodos.

Uma desvantagem dos MRND, referida por Dwyer et al.[93], baseia-se no facto da
computacao simultdnea das posicbes dos nodos e da solucdo transformar um
problema linear num nao linear ou, frequentemente, dificultar a resolugao dum
problema inicialmente ndo linear. Porém, para problemas stiff, a utilizagdo de MRNE
pode provocar instabilidade se os passos espaciais ndao forem suficientemente
reduzidos.
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A aplicagcdo de adaptagao na area especifica da resolugao de PDE’s tem ja algumas
décadas e a quantidade e variedade de métodos propostos é bastante extensa[94-95].
No entanto, pode-se afirmar que os objectivos essenciais do procedimento adaptativo
sdo sempre 0s mMesmos, ou seja, a constru¢do ou gera¢do de malhas que
sucessivamente permitam a concentracdo de nodos nas regides do dominio onde a
solucdo manifeste maior actividade (i.e. exiba gradientes mais elevados) e a dispersao
de nodos nas regides restantes, acompanhando de forma eficiente a evolucdo das
caracteristicas problematicas da solugao. Assim, os critérios de adaptagdao mais
comuns referidos anteriormente, quer para MRNE’s como para MRND’s, sdo discutidos
de um modo mais pormenorizado na secgao 2.5.

A aplicacdo do conceito de adaptacdao no contexto da estratégia MOL é perfeitamente
trivial. A estrutura do método possibilita que o primeiro passo de discretizacdo
espacial (ou de geracdo da malha espacial) seja passivel de ser associado a uma
estratégia de adaptacdo estatica, geralmente caracterizada por redefinicGes sucessivas
da malha. Por outro lado, o segundo passo, geralmente associado a integracdo
temporal pode igualmente ser completado com técnicas dindmicas de movimentacao
de malha. Deste modo, é relativamente simples afectar o algoritmo classico MOL com
gualquer tipo de método adaptativo de forma a se construir uma estratégia AMOL
(Adaptive Method Of Lines).

No ambito da discussdo do conceito de adaptacdo importa referir resumidamente uma
aplicacdo recente de adaptabilidade baseada numa légica mais geral e alargada,
designada por Algorithm Refinement (AR). AR consiste num paradigma emergente no
campo da modelacdo e simulacdo de problemas multiescala. Uma forma eficiente de
resolver este tipo de problemas consiste em executar cdlculos mais sofisticados,
através de um algoritmo complexo e dispendioso, apenas nas regides do problema
onde estes se revelem absolutamente necessarios, e acoplar este processo a um
método mais simples (menos exigente) que pode ser usado no dominio restante. Estes
métodos ditos “hibridos” associam tipicamente (pelo menos) dois esquemas
computacionais diferentes (do ponto de vista estrutural e algoritmico), que podem ser
aplicados a regides distintas do problema (e.g., o interior ou o exterior de uma onda de
choque)[96-97]. Assim, esta abordagem multi-algoritmo é frequentemente conhecida
como o referido AR. Uma classe possivel deste tipo de métodos hibridos envolve a
conjugacdo de Métodos de Particulas (Particle Methods — PM; vd. seccdo 2.2.8) a
integradores de PDE’s definidas no continuum.

Os modelos matematicos usam linguagens significativamente distintas para a
representacdo de fendmenos a escalas microscopicas e macroscépicas e,
consequentemente os algoritmos correspondentes manifestam essa disparidade. Por
um lado, os PM’s sdo uma classe de métodos normalmente usada na modelacdo a
escala microscdpica, que interpretam o sistema fisico através de entidades discretas
interactuantes, que podem representar desde atomos individuais até elementos de
fluido, bactérias ou mesmo automodveis. Por outro lado, algoritmos baseados em
campos sdo tipicamente utilizados em modelacdo a escala macroscépica, e advém de
modelos definidos essencialmente por PDE’s estabelecidas num sistema fisico
representado por campos continuos.

A conjugacdo destes dois tipos de métodos e a sua aplicagdo adaptada as regides do
problema onde estes se revelem mais adequados consiste numa ideia base possivel
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para a estratégia geral denominada por AR. Assim, a formulagao de um esquema AR
implica o estabelecimento de um “critério de refinamento” que especifique quando a
representacdao microscopica é necessdria ou quando uma reproducdo macroscépica se
demonstra suficiente[98].

Uma aplicagdo directa do conceito AR no campo dos métodos adaptativos para a
resolugdo numérica de PDE’s refere-se a estratégia designada por AMAR (Adaptive
Mesh and Algorithm Refinement) que genericamente corresponde a um
aperfeicoamento do método cldssico AMR (Adaptive Mesh Refinement — apresentado
e discutido mais a frente neste capitulo) através da introdugdo de procedimentos PM
fisicamente mais realistas como substitutos dos integradores continuos a escala mais
reduzida[99].

Neste contexto, convém relevar de modo sucinto outro conceito importante que se
refere a uma aplicagdo abrangente do tipo de métodos discutido neste capitulo
denominada por Computational Fluid Dynamics (CFD). CFD corresponde a um ramo da
Dindmica de Fluidos que se especializou no desenvolvimento e aplicacdo sistematizada
de algoritmos para a resolucdo e analise de problemas que modelem e simulem o
escoamento de fluidos. De facto, o suporte fundamental de quase todos os problemas
CFD sdo as ja referidas equacdes de Navier-Stokes, um modelo matematico diferencial
definido no dominio espacio-temporal. Deste modo, as estratégias CFD constituem-se
obviamente como uma aplicacdo relevante no campo da integracdo numérica de
modelos diferenciais, incorporando a 4rea especifica da geracdo de malhas
multidimensionais e a ébvia introducdo de potencialidades adaptativas de manifesta
utilidade na potenciacdo da eficiéncia dos algoritmos numéricos, genericamente
associados a métodos de discretizacdo baseados em volumes ou elementos finitos.

No entanto, a resolugdo de problemas deste tipo discretizados sobre dominios
espaciais tridimensionais (obviamente através de ferramentas computacionais), pode
conduzir ao desenvolvimento de outro campo de pesquisa periférico, Parallel
Computing (PC), agora relacionado com a implementagao computacional per se, mais
precisamente com a gestdo do imenso fluxo de informacdo e de operacdes
matematicas gerado pelo algoritmo numérico. Tradicionalmente, um programa
computacional apresenta uma estrutura sequencial. Assim, o algoritmo é construido e
implementado como uma sequéncia de instrugdes executada num processador unico.
Deste modo, PC consiste numa estratégia possivel alternativa que possibilita que varias
operacdes de cdlculo possam concorrer simultaneamente em multiplos processadores,
baseada no principio que problemas de dimensdo elevada podem ser divididos em
conjuntos de problemas pequenos resoltuveis de um modo paralelo.

2.4.4 VANTAGENS DE UTILIZAGAO DOS METODOS DE IMALHA ADAPTATIVA

A grande vantagem deste tipo de métodos consiste no facto do movimento dos nodos
possibilitar uma grande economia de esforco computacional para problemas que
exibam solugcGes com descontinuidades moveis, superficies de contacto e correntes
deslizantes, ja que, nestes casos, apenas uma pequena regido do dominio necessita de
baixos tamanhos de malha. Assim, a utilizacdo de malhas fixas uniformes implica uma
menor separacao entre nodos de modo a se obter erros de truncatura aceitaveis em
zonas de gradientes elevados. No entanto, estas separa¢des sdo muito menores do
gue as necessarias para as regifes de baixo gradientes, conduzindo a um grande
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desperdicio de esforco computacional. De qualquer modo, desde que a solugdo nao
exiba essas caracteristicas, os métodos de malha fixa revelam-se perfeitamente
satisfatdrios, ja que sdo menos complexos que os métodos de malha adaptativa.

A resolucdo apropriada de uma onda de choque requer que a separacdo nodal na sua
vizinhanga seja algumas vezes menor que a espessura do choque. Geralmente, esta
espessura esta directamente relacionada com o valor dos coeficientes associados a
termos difusivos (segundas derivadas espaciais) presentes nas PDE’s do problema,
sendo frequentemente da ordem de grandeza destes. Portanto, a reducdo dos
coeficientes de segunda ordem, implica um reforgo do caracter hiperbdlico do
problema e uma consequente diminui¢gao da espessura da onda propagada. Para se
evitar declives infinitos, ou seja, descontinuidades sem significado fisico, os
coeficientes terdo de ser ndo nulos. O uso de métodos adaptativos possibilita a
utilizacdo de tamanhos de malha locais muito menores e consequentemente, a
aplicacdo de coeficientes de segunda ordem menores (fisicamente, mais realistas) com
ondas de choque bastante mais finas do que pode ser usado, geralmente, no caso de
métodos n3o adaptativos. E de notar, igualmente, que no caso em que os nodos se
movimentem com a frente, podem ser introduzidos passos temporais
consideravelmente maiores dos que sdo possiveis de aplicar no caso de métodos de
malha fixa ndo uniforme.

De modo a concretizar estas vantagens dos métodos adaptativos, relembra-se a
equacdo de Burgers unidimensional,

du_ Ou  du

Mo M2y (1.55)
ot 0x 0x
o . . u(0,t)=u,
sujeita as condicoes fronteira: ; (2.78)
u(l,t)=uR
e a condicdo inicial: u(x,0) = u°(x). (2.79)

Segundo Herbst, 1982[100] é necessério que, na zona do choque propagado, o passo
espacial h seja aproximadamente igual a £para que a solugao obtida seja estavel. Caso
contrario, os perfis de Odu/0x tornam-se oscilatdrios. Portanto, se se pretender a
utilizacdo de um método de malha fixa, é necessario que o espagcamento nodal em
todo o dominio seja aproximadamente & Pelo contrario, através da aplicacdo de um
método adaptativo, tal ndo se torna necessario, ja que os nodos tenderdo idealmente
a concentrar-se na regido da onda abrupta, satisfazendo assim a condi¢cdo de
estabilidade (h = &£). Nas outras zonas do dominio, onde o perfil da solucdo é suave, a
malha pode ser mais larga.

Considere-se um exemplo especifico do modelo geral 1.55 com as condic¢des fronteira:
u; = Uz = 0; e a condicdo inicial,

u(x,0)=1/2sin (7nx) +sin (272x). (2.80)
A resolucdo deste modelo é problematica e dificil de obter através da utilizacdo de um
método ndo adaptativo, devendo-se tal facto, essencialmente ao tipo de condicdo
inicial considerado. O comportamento da solucdo pode ser resumido da seguinte

forma: partindo da onda sinusoidal inicial, cada uma das sec¢des desta (positiva e
negativa) deslocam-se em sentidos opostos, originando uma frente abrupta em x = 0.6
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para t=0.2, cuja espessura é proporcional ao valor do coeficiente de difusdo & a partir
deste instante, a frente desloca-se para a direita (na direc¢do positiva de x), ao mesmo
tempo que a sua amplitude se reduz progressivamente; por volta de t = 1.4, ja depois
da sec¢do negativa da frente ter desaparecido, esta embate na fronteira direita (x = 1),
mantendo-se nessa posicdo onde se desvanece lentamente. Deste modo, a maior
dificuldade na integracdo deste modelo consiste na definicdo correcta da frente
formada pela solucdo, e do seu movimento posterior. Neste caso, esta terd uma
espessura da ordem de € = 1x1073, exigindo que o espacamento entre os nodos
situados nas regides onde a frente se forma e se desloca, ndo seja muito superior a
esse valor. Assim, se se pretender integrar este modelo numa malha fixa, esta tera de
ser necessariamente bastante fina, provocando um esfor¢o computacional excessivo
na integracao do modelo.

De forma a ilustrar esta questdo apresenta-se um exemplo de resolucdo numérica do
modelo 1.55 retirado de Brito, 1998[94]. Assim, aplica-se na solu¢do do problema o
procedimento MOL descrito acima através do recurso a discretizagcdes de diferencas
finitas (FD) de quarta ordem centradas (aproximacdo FD centrada com 5 nodos) sobre
uma malha uniforme fixa de 41 nodos. No caso das posicOes situadas junto as
fronteiras onde a geometria centrada ndo pode ser usada sem a introducdo de
fronteiras falsas, optou-se por utilizar a aproximacdo de quarta ordem de geometria
disponivel baseada no conjunto de 5 nodos mais préximos do nodo de interesse. E
manifestamente notdrio o desenvolvimento de forte dispersdao numérica que irradia a
partir da regido onde se deveria formar a frente abrupta inicial (vd. Figura 2.21A). Os
erros sao propagados e amplificados em cada passo numérico executado. Desta forma,
a prossecucao do processo de integracdo numérica torna-se impossivel a partir de t =
0.2, devido a instabilidade introduzida do sistema de ODE’s.

—1t=0 —1t=0.04

1] —t=008 —t=012

——t=016 ——1t=0.20

u
A b N A o kN 0w N O o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

A B
Figura 2.21 Resultados da equacdo de Burgers obtidos através da aplicagdo de um MOL ndo adaptativo:
A — discretizacdo espacial de Diferencgas Finitas Centradas de 42 ordem; B — discretizacdo espacial de
Diferencas Finitas biased upwind de 42 ordem[94].

Por outro lado, testou-se a aplicacdo do mesmo procedimento MOL mas agora com
formulas de discretizacdo FD de quarta ordem biased upwind (trés nodos a esquerda e
um nodo a direita do nodo de interesse) numa malha fixa e uniforme de 41 nodos. Os
resultados obtidos nestas condi¢des sdao apresentados na Figura 2.21B. Novamente se
observa o desenvolvimento de instabilidade na solucdo a partir do tempo t = 0.15,
perfeitamente constatada pela ocorréncia de fortes oscilagcbes de amplitude crescente
nos perfis. As oscilagGes (cuja amplitude é superior a observada no caso anterior) sdo
predominantemente negativas e ocorrem na sec¢ao do dominio situada apds a frente
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(ao contrario do que sucedia no caso anterior). Por outro lado, verifica-se que,
enquanto foi possivel efectuar o avanco temporal da integracdo (até t = 0.19) a
formacao da zona superior da frente ocorre de uma forma relativamente normal.
Assim, é possivel concluir-se que este esquema de diferencas se revela mais adequado
que o anterior para a zona do dominio anterior a frente, ja que ai a velocidade da onda
é positiva. Do mesmo modo, verifica-se que este esquema é absolutamente
inadequado para a regido negativa dos perfis, onde uma discretizacdo de diferencas
finitas adiantadas ou downwind seria a mais indicada.

Por andlise dos resultados obtidos, é possivel concluir que o método de Diferencas
Finitas fixas ndo conduz a resultados aceitaveis, principalmente quando aplicado a
modelos caracterizados por termos advectivos ndo lineares, associados a termos
difusivos de influéncia reduzida. Por outro lado, se se partir de solugGes iniciais
caracterizadas por adveccdo, este tipo de equacgbes tendem a desenvolver frentes
abruptas moéveis de espessura multipla do factor de difusdo (& que somente seriam
resolvidas satisfatoriamente por este tipo de estratégia se se utilizassem grelhas de
espacamento muito reduzido, o que implicaria esfor¢os computacionais
incomportaveis. O aparecimento de instabilidade e a consequente dificuldade na
integracdo é o resultado de estimativas oscilatérias da segunda derivada de valor
absoluto progressivamente mais elevado, resultantes do desenvolvimento da frente
abrupta.

15 9

—1t=0 —1t=0.20
——1t=040 ——1t=0.80
——1t=120 ——t=1.60
—1=2.00

0.5 -

—1=0 —1=0.20
051 | —t=040 ——t=080
——1=120 ——t=160 14
—1t=200

T T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

—1t=8 —t=10

C

Figura 2.22 Resultados da equacdo de Burgers obtidos através da aplicagdo de um MOL adaptativo —
AMOL: A — até t = 2; B — nivel maximo de refinamento atingido pelos nodos da malha original de nivel 2;
C—atét=10[94].

A exemplificacdo do potencial da adaptagdo neste campo particular de estudo, realiza-
se através da analise dos resultados igualmente apresentados por Brito, 1998[94],
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obtidos pela aplicagdo de um MOL adaptativo (AMOL) baseado no sucessivo
refinamento uniforme de uma malha inicial igualmente espagada com 41 nodos.

A estratégia adaptativa é descrita em pormenor em [94], e é controlada pela
comparacdo entre a solugcdo numérica obtida através da integracdo temporal (num
intervalo de tempo pré-especificado) do problema discretizado sobre duas malhas
equidistribuidas de nivel sucessivo (uma malha fina construida pela colocagdo de
nodos adicionais nas posi¢des intermédias dos intervalos de uma malha esparsa de
nivel imediatamente inferior). Este processo é executado iterativamente até se atingir
o grau de precisao pretendido, sem ultrapassar o nivel de malha maximo admissivel.

Assim, o recurso a um método adaptativo possibilita os resultados numéricos
resumidos na Figura 2.22. Ao contrario do constatado para o caso dos resultados ndo
adaptativos, observa-se agora a notdria capacidade do algoritmo adaptativo de simular
satisfatoriamente a formacdo e a propagacdo da frente abrupta (vd. Figura 2.22B),
ilustrando as vantagens da aplicacdo do conceito de adaptacdo na resolucdo deste tipo
de problemas.

Em todos os casos apresentados nesta seccao utilizou-se o integrador implicito DASSL
(vd. Anexo C) para a implementac¢do do avanco temporal MOL da solucdo.

2.5 PRINCIPIOS DE ADAPTABILIDADE

A generalidade dos métodos adaptativos procedem a uma transferéncia das varidveis
dependentes do problema discretizadas (vector u), das coordenadas fisicas iniciais (x,
t), para um espago computacional de coordenadas (§, 7), no qual se pretende que os
nodos estejam equidistribuidos, ou seja igualmente espacados. Deste modo, as
incognitas do sistema computacional sdo u(x, 7) e x(§¢, 7). No entanto, na direccdo
temporal a transformacdo reduz-se normalmenteat=T1.

A aplicagdo de uma estratégia MOL ao principio de equidistribuigdo descrito acima
implica que cada PDE seja transformada num conjunto de ODE’s temporais (uma para
cada nodo da malha) através da aplicagdo de um método de discretizagdo (e.g. FDM,
FEM). Estas ODE’s podem ser escritas na forma geral:

du’ =F(t) (2.81)

onde, u*—valor da aproximacgado a solug¢ao no nodo k.

Os detalhes da computacio de F* s3o definidos pelo método de discretizacio
particular escolhido, e contém os termos adicionais (9x*/0t, du*/0x") resultantes da
transformacdo para o sistema coordenado computacional.

Deste modo, estas ODE’s podem ser integradas através de métodos de diferencas
finitas com passo temporal, explicitos ou implicitos. Normalmente, a aplicagao de
métodos implicitos permite a utilizagdo de passos no tempo bastante maiores que os
métodos explicitos, sem causar instabilidade na solugao. No entanto, requerem a
resolucdo de equagdes matriciais, aumentando consideravelmente o tempo
computacional de integracdao. De qualquer modo revelam-se essenciais para
problemas que necessitem de espacamentos mais apertados entre os nodos.
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Através da derivada temporal de u¥ em cada nodo é possivel calcular o valor de uk para
0 proximo passo. Como du¥/dt pode variar consideravelmente de nodo para nodo,
provocando o aumento e decaimento da solugao em zonas distintas do dominio, o
sistema de ODE’s é frequentemente stiff.

Como referido acima, uma das abordagens mais aplicadas para a avaliacdo da
adaptacdo nodal (quer em termos de colocagdo como de movimentagdo de nodos) é
baseada no principio da equidistribuicao. Assim, para um exemplo ilustrativo
unidimensional, considere-se uma malha definida pelo conjunto de posicbes x; i =
1,...,n. Através da observagao do principio da equidistribuigdo este sistema de nodos é
estabelecido de modo a que uma quantidade especificada, definida por uma fungao
monitora M(u), seja uniformemente distribuida sobre o dominio espacial, ou seja[91],

J'X M(u)dx=J‘X"‘”M(u)dx=c, 2<is<n-1, (2.82)

que, no formato discreto é aproximada por,
M,_Ox,_, =M,Ax, =c, 2<i<n-1, (2.83)

onde, Ax; =x,,, —x, € o tamanho local da malha, M, representa a estimativa discreta
de M(u) no intervalo [x,,x,+1], e ¢ é uma constante.

A técnica de equidistribuicdo pode ser usada de multiplas formas nos procedimentos
de integracdo numérica de PDE’s tanto numa perspectiva estatica como um meio de
colocacdo ou redistribuicdo nodal como numa vertente dindmica como estratégia
geradora de equacdes de movimentacdo de nodos. Uma das primeiras tentativas de
aplicacdo da equidistribuicdo deve-se a White, 1982[101] que recorreu ao arc-length
(comprimento do arco) da solucdo como fung¢do monitora,

u . (2.84)

M(u): a+

Outra possibilidade consiste na equidistribuicdo do erro de truncatura local ou da
curvatura local[90], e.g.,

M(u)=u,]. (2.85)

u

XX

Abordagens alternativas referem-se a definicdo da adaptacdo nodal através da
minimizacdo de um funcional dependente de medidas de erro e/ou de propriedades
estruturais da malha. Por exemplo, Hyman, 1983[102] e Petzold, 1987[103]
apresentam métodos dinamicos que se enquadram nesta ultima categoria, em que o
movimento da malha é definido através da minimizagdo de uma quantidade
dependente da combinagao entre as velocidades nodais e os gradientes temporais da
solugao. Numa perspectiva MOL, a minimizagdo simultanea da variagdo temporal na
solu¢dao e na malha conduz a uma variagao lenta do Jacobiano do sistema ODE semi-
discreto com uma consequente redugdo dos custos computacionais. No entanto, no
caso de métodos dinamicos torna-se frequentemente necessaria a introdugao de
esquemas de repulsao ou de viscosidade nodal de forma a impedir as consequéncias
negativas da possivel coalescéncia ou mesmo cruzamento de nodos.

Por outro lado, o método mais importante representativo da classe de estratégias
adaptativas optimizadoras é o Método de Elementos Finitos Méveis (MFEM — Moving
Finite Element Method) de Miller et al., 1981[104-105],[106] onde a medida do erro
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corresponde ao quadrado do residuo da PDE na sua forma FE. Deste modo, sdo obtidas
ODE’s para a solucdo e as posicdes nodais pela minimizacdo do integral dessa medida
do erro em relacdo as derivadas temporais das posicdes nodais.

Alternativamente, os processos de colocacdo (refinamento ou relaxacdo) ou de
redistribuicdo podem depender simplesmente da analise directa de propriedades da
solucdo ou de técnicas de interpolacdao que permitam uma inferéncia dos erros de
dicretizagdo efectuados. Esta légica de refinamento/relaxagdo sobre uma estrutura de
malhas de resolucdo crescente é a base das ja classicas estratégias de Refinamento de
Malha Adaptativa (AMR — Adaptive Mesh Refinement) originalmente desenvolvidas
por Berger, 1982[107]

2.6 REVISAO DE METODOS ADAPTATIVOS

2.6.1 INTRODUGAO

Nesta seccdo apresenta-se uma revisdo bibliografica dos Métodos de Malha
Adaptativa, juntamente com os respectivos processos de adaptacdo nodal. No
entanto, ndo se pretende que esta revisao seja demasiado exaustiva, mas apenas que
constitua uma introducdo sucinta ao tema, através da descricio das principais
estratégias desenvolvidas e adoptadas para a resolucdo do problema.

As simulacGes numéricas de sistemas de PDE’s consistem, geralmente, na aplicacdo de
um gerador da malha conjugado com um integrador das equacgdes diferenciais. Em
gualquer caso, é estabelecida uma ligacdo do gerador para o integrador. Esta ligacdo é
feita quando a integracdo é realizada através da malha de pontos que cobre o espaco
fisico. No caso da solugcdo desenvolver gradientes elevados, é necessario igualmente
estabelecer uma ligagdo de comunicagdo do integrador para o gerador da malha. Esta
é alterada de acordo com as caracteristicas da solugdo denominando-se adaptativa
(vd. Figura 2.23). Portanto, esta revisao bibliografica tem como objectivo primordial a
discussao geral referente as diversas estratégias adaptativas desenvolvidas.

Foram publicadas vdrias discussdes gerais referentes a este tipo de problemas tais
como as apresentadas por Thompson et al., 1982[108], 1985[109], Thompson,
1984[110], e Turkel, 1984[111], que se referem igualmente a todo o campo mais
genérico da geracdo de malhas. Uma malha é definida como um conjunto organizado
de pontos fixados no dominio (normalmente espacial), formado pelas intersec¢des das
linhas de um sistema de coordenadas curvilineas de ajuste a condi¢cGes fronteira. No
entanto, o interesse do trabalho presente concentra-se sobre a adaptag¢do nodal
desenvolvida de forma a satisfazer propriedades da solucdo, e ndo propriedades
estabelecidas por condicGes fronteira. Neste sentido, foram igualmente apresentadas
revisbes mais especializadas sobre métodos adaptativos para resolucdo de PDE’s por
Anderson, 1983[112], Thompson, 1985[113], Eiseman, 1987[114], Hawken et al.,
1991[95], Duarte, 1994[115] e Brito, 1998[94]. Estes ultimos trabalhos focam a sua
aten¢dao em técnicas adaptativas especificamente aplicadas a métodos de integragao
baseados em discretizagdes de Diferengas Finitas ou Elementos Finitos.

A maioria dos métodos adaptativos desenvolvidos requer que as equacdes diferenciais
envolvidas apresentem solugdes continuas. No entanto, se as equagdes forem nao
lineares (que constituem o caso mais comum) tenderdo a formar perfis descontinuos,
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e consequentemente, provocar problemas numéricos se ndo se introduzirem termos
de viscosidade ou andlogos, na resolugao numeérica.

Geragao

Int a
de Malha ntegragao

Adaptativo

Figura 2.23 Relacdo entre a perspectiva cldssica fixa e a abordagem adaptativa para a resolugao
numeérica de PDE’s.

Os métodos de adaptacdo de malha tendem a apresentar vdrias caracteristicas
comuns, tais como[110]:

1. Um método de ordenacdo e numeragdo dos nodos ao longo da regido fisica de
interesse;

2. Um meio de “comunica¢do” entre os nodos, de modo a que a sua distribuicdo
permaneca relativamente regular, apesar da sua movimentacao relativa;

3. Um processo de representacdo discreta da solucdo continua e de avaliacdo dos
valores discretos com uma exactiddo aceitavel;

4. Uma forma de monitorizacdo da estimativa do erro associado a discretizacdo
efectuada (erro de truncatura);

5. Um meio de redistribuicdo dos nodos, baseado na estimativa da medida do
erro efectuada em 4., de modo a reduzir os erros cometidos no calculo da
solugdo numérica.

Como ja foi referido anteriormente, o objectivo desta revisao bibliografica ndo consiste
numa enumeracdo de uma sequéncia extensa de contribuicbes de autores (ou
conjuntos de autores) que tenham desenvolvido e/ou aplicado qualquer estratégia que
possa ser enquadrada (mesmo que de um modo periférico) na classificacdo de
resolugdo adaptativa de modelos parciais®, como tal foi definida nas seccdes
anteriores. De facto, o conjunto de trabalhos apresentados neste campo da analise
numérica de PDE’s nos ultimos quarenta anos, é ja de tal forma vasto e complexo, que
a propria pretensao de uma estruturacao completa e exaustiva da revisdo conduziria a
uma tarefa fastidiosa e totalmente contraproducente. Assim, optou-se por concentrar
a atengado nas ideias tedricas bdsicas que constituem a origem do desenvolvimento das
diversas estratégias numéricas adaptativas e de aplicagdo dos principios de

*Ou campos adjacentes relacionados como Métodos Multi-Malha ou Métodos de Geracdo de Malha.
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adaptabilidade discutidos na sec¢ao anterior. Estes procedimentos gerais sao
representados pelos seus trabalhos bibliograficos seminais e pelos desenvolvimentos
posteriores mais relevantes. A explanagdo desse trabalho de pesquisa bibliografica é
resumida nas subseccdes seguintes deste capitulo.

Convém igualmente salientar que o interesse do autor neste tipo especifico de
pesquisa se baseia essencialmente na sua ja consideravel experiéncia[94,116-118] no
desenvolvimento e teste deste tipo de métodos numéricos associados a perspectivas
estdticas e dindmicas para a resolucdo de problemas relacionados com vdrios sistemas,
como, processos extremos de combustdo do tipo termite[119-121] e ultrafiltracdes
por membrana[122-124].

2.6.2 METODO DAS LINHAS ADAPTATIVO (AMOL)

Uma das classes de métodos adaptativos disponiveis consiste na conjugacdo entre
uma estratégia de discretizacdo MOL com técnicas de adaptacdo ou movimentacdo de
malhas incorporadas no processo de integracdo posterior. Este tipo de métodos é
designado genericamente por AMOL (Adaptive Method Of Lines).

De facto, a propria estrutura dos processos MOL, organizada em dois estagios
independentes, possibilita a introducdo do conceito de adaptacdo de uma forma
perfeitamente trivial. Assim, no MOL classico (vd. seccao 2.3), a malha permanece
inalterada durante a totalidade da integracdo temporal. No entanto, a manipulagdo
dessa fase de integracdo possibilita o desenvolvimento de estratégias adaptativas
estaticas, através da subdivisdo do passo completo em subintervalos e a especificacdo
de posicoes intermédias onde a malha é redefinida por técnicas de h-refinement, ou a
introducdo de equacgles adicionais de movimenta¢do nodal através de processos
dindmicos de r-refinement. Assim, qualquer estratégia adaptativa (incluindo p-
refinement para manipulagdo selectiva de ordens de aproximagdo) pode ser acoplada
a uma ldgica de integragdo do tipo MOL, sendo suficientemente versatil para se
adaptar a diferentes procedimentos de discretizagdao e a modelos construidos sobre
dominios espaciais de dimensdo arbitraria.

Deste modo, os algoritmos estdticos inseridos numa filosofia MOL sdo organizados em
guatro passos bdsicos[91]:

1. Aproximagdo das derivadas espaciais numa malha fixa ndo uniforme;

2. Integracdo do sistema de ODE’s semi-discreto resultante, em vdrios passos
temporais;

3. Adaptagdo da malha espacial entre cada passo temporal, concentrando nodos
nas regiGes mais activas e/ou promovendo a relaxagdo da malha nas restantes
zonas do dominio espacial;

4. Interpolagao da solugdo para cada nova malha gerada.

A principal vantagem desta abordagem consiste no facto dos procedimentos de
solugdo e de adaptacdo de malha serem totalmente auténomos, possibilitando o
recurso a diversas estratégias de adaptacdo como a adopg¢do de um numero variavel
de nodos (i.e., refinamento de malha). Por outro lado, as principais desvantagens do
procedimento sao:
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e A paragem periddica do processo de integracdo temporal para a redefinicdo da
malha, que resulta em ineficiéncia computacional, ja que exige um frequente
reinicio do integrador. Por outro lado, como as posicdes nodais apenas sao
alteradas em tempos discretos, estas podem tornar-se desactualizadas com o
evoluir da integracdo temporal, porque a colocacdo somente é controlada
pelas caracteristicas da solugao no inicio do passo de integragao. Assim, em
modelos que exibam solucdes de evolucdo rapida, é necessario impor passos
relativamente reduzidos de forma a reter a exactidao desejada.

e O recurso obrigatério a uma técnica de interpolacdo para a transferéncia da
solucdo entre a malha anterior e a nova malha, que obviamente se constitui
como uma nova fonte de erros numéricos.

A abordagem dinamica consiste na movimentacdo continua no tempo dos nodos da
malha de modo a que as respectivas localizagdes sigam o deslocamento das frentes de
uma forma optimizada. Assim, a probabilidade da frente mdvel cruzar as posicoes
nodais especificadas reduz-se significativamente, e os passos temporais podem ser
aumentados. Esta estratégia requer uma perspectiva dita Lagrangiana do problema
diferencial, ou seja, considera as trajectdrias continuas no tempo dos nodos[91]:

xt=x, <x,(t)<---<x(t)<---<x,_, <x, =x", (2.86)

para um exemplo unidimensional. Ao longo de cada trajectoéria x(t)=x,(t), a derivada
total de u é dada por,

U=u, +xu, = f(u)+xu,. (2.87)

Assim, a estratégia dindamica implica a definicdo de equacdes que representem a
movimenta¢do nodal, )'(=g(t), gue sdo deduzidas com base em informacgdes fisicas
disponiveis, nomeadamente quantidades relacionadas com fluxos. Por exemplo, uma
escolha ébvia consiste na afectacdo aos nodos de uma velocidade definida de modo a
que percorram as respectivas trajectérias caracteristicas (e.g., para a equagdo de
advecgdo u, =-vu,_, define-se x =v, de modo a que u(x(t),t)=0, sendo v a velocidade
do fluxo). Portanto, o objectivo primordial desta abordagem corresponde a
minimizacdo da variacdo temporal da solucdo (no referencial movel) de forma a
permitir a aplicacdo do maior passo temporal possivel. Outra estratégia de
estabelecimento do movimento nodal implica a equidistribuicdo espacial de uma
funcdo monitor que assegure a suavizacdo do problema no espaco (vd. sec¢do 2.6.4). A
obtencdo simultanea de uma suavizacdo espacial e temporal do problema ndo se
revela genericamente possivel num unico procedimento[125].

Os procedimentos AMOL sdo introduzidos e divulgados principalmente por W.E.
Schiesser, A. Vande Wouwer e Ph. Saucez[126] e podem ser encontrados numa grande
variedade de fontes bibliograficas para multiplas aplicacdes, e.g. [127-134].

2.6.3 REFINAMENTO DE MALHA ADAPTATIVO (AMR)

Uma das classes de métodos mais populares englobados no contexto da adaptacdo
estatica é indubitavelmente o Refinamento de Malha Adaptativo (Adaptive Mesh
Refinement). O desenvolvimento desta estratégia é originalmente devido ao trabalho
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seminal de Marsha Berger and Joseph Berger que apresentaram o denominado
método de Berger-Oliger em meados dos anos 80 do século XX.

Berger e Oliger, 1984 [135] desenvolvem um algoritmo de refinamento de grelha para
o calculo da solugdo de problemas transientes bidimensionais, descritos por PDE’s
hiperbdlicas, através de técnicas de diferencas finitas. A malha de base é refinada por
sobreposicdo sucessiva de submalhas de forma rectangular, localmente uniformes e
com orientagdo arbitraria. A nova malha gerada ndo tem necessariamente que
coincidir com as anteriores, como acontece na maioria dos algoritmos de refinamento.

O algoritmo de refinamento gera uma série de malhas de diferentes niveis (vd. Figura
2.24), em que a inicial (malha 1) coincide com o dominio espacial do problema. Cada
nivel é constituido por grelhas rectangulares. Se uma malha gera uma outra malha de
nivel de refinamento superior (e.g., a malha 4 gera a malha 8), a primeira malha (como
exemplo considere-se a malha 4) é designada por malha parent da segunda (malha 8),
e consequentemente a segunda (neste exemplo, 8) é a malha child da primeira (malha
4). Um exemplo simples para a estrutura de hierarquizacdo e a representacdo da
relacdo hierarquica entre malhas de diferentes niveis é apresentado nas Figuras 2.24 e
2.25, respectivamente.

Este algoritmo que na sua versao inicial se pode inserir na classe genérica de métodos
denominada por LUMR (Local Uniform Mesh Refinement) pode ser dividido em
diversos passos fundamentais como:

1. Arranque com uma malha base esparsa de nivel 0 (que coincide com a
discretizacdo do dominio espacial inicial bidimensional);

2. Estimativa do erro de truncatura local em todos os nodos da malha;

3. Identificacdo das regides do dominio que necessitam refinamento onde o erro
de truncatura exceda um determinado limite;

4. Sobrepor submalhas mais finas nas regides de refinamento seleccionadas.

5. Repetir o passo 4. recursivamente até que um limite do nivel de refinamento
seja excedido ou o erro de truncatura seja inferior ao limite estabelecido em
todos os nodos da malha.

Torna-se 6bvio que a partir do simples algoritmo anterior, é possivel desenvolver uma
variedade extensa de métodos alternativos recorrendo a diversas técnicas e
estratégias disponiveis para a execucao dos diferentes passos.

No caso particular do método de Berger-Oliger, o critério de refinamento baseia-se
numa estimativa do erro de truncatura local a partir de um processo de extrapolacdo
de Richardson proposta por Hyman e Naughton, 1985[136]. O algoritmo é adaptativo
no espago e no tempo, mantendo constante a razao entre os passos temporal e
espacial em todas as malhas. A estratégia de decomposi¢ao do dominio permite a
utilizagao de diferentes aproximacgdes de diferencas finitas para submalhas distintas.

No entanto, a maior desvantagem deste algoritmo reside no facto da técnica de
divisdo do dominio resultar na manipulagdo de estruturas de dados bastante
complexas para as zonas de intercepcdo de malhas[94]. Este algoritmo é
posteriormente aperfeicoado através de multiplas contribui¢cdes de que se destaca a
correspondente a Philip Colella (Berger e Colella, 1989[137]).
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Figura 2.24 Exemplo de hierarquizacdo de malhas de diversos niveis no contexto dos procedimentos
AMR.

Figura 2.25 Relagdo hierarquica em arvore das diferentes malhas de diversos niveis apresentadas no
exemplo da Figura 2.24.

Assim, existem numerosas versdes de procedimentos ditos AMR(e.g., [138-143]),
aplicaveis a problemas bi- e tridimensionais de aplicacdo abrangente que recorrem a
diferentes abordagens para a implementacdo dos diferentes passos do algoritmo,
como estratégias de avaliacdo do erro de truncatura, geometria local da malha (e.g.
triangular, rectangular, poligonal em casos 2D) e técnicas de refinamento, conjugacao
entre as diversas malhas de niveis diferentes e o procedimento de integracao
temporal, etc. Por outro lado, a estrutura genérica do método AMR possibilita a sua
associacdo a estratégias dinamicas de movimenta¢do das submalhas geradas (e.g.,

105



ESTRATEGIAS DE ADAPTACAO

[144-145]), ou seja, uma combinacdo entre redefinicbes de malha estaticas e
integragdes temporais dinamicas incorporadas numa estratégia geral do tipo MOL.

Brito, 1998[94] apresenta uma revisdo relativamente desenvolvida de alguns dos
métodos AMR (estaticos ou dindmicos) propostos até meados da década de 1990.

2.6.4 MEtopos DiNAmicos — MMPDE’s

Outra classe popular de métodos, que como se verificou na sec¢ao anterior pode
igualmente ser combinada com processos de redefinicdo de malha adaptativa
comummente associados a métodos estaticos, € a dos denominados métodos
dinamicos ou de r-refinement. Nestes casos o procedimento de integracdo temporal é
realizado através da transformagdo do sistema coordenado inicial espacio-temporal
num sistema de varidveis dindmicas em que a movimentacdo continua nodal é
representada por equac¢ées adicionais deduzidas por um conjunto vasto de estratégias
alternativas. Brito, 1998[94] apresenta uma revisdo razoavelmente extensa deste
conjunto de métodos, enquanto que uma lista de referéncias importantes compilada
por Tao Tang pode ser encontrada em [146].

Como referido anteriormente, o objectivo essencial dos métodos dinamicos consiste
na suavizacdo da solucdo no espaco e/ou no tempo. Tal implica a definicdo de
trajectorias nodais no dominio espacio-temporal computacional que possibilitem uma
minimiza¢do da variacdo da solucdo no sistema coordenado original. Este propdsito
pode ser alcancado através do recurso a estratégias diversas, nomeadamente de
optimizacdo ou de equidistribuicdo.

Um exemplo para um algoritmo que implica uma optimizacdo de uma quantidade
dependente da solucdo é baseado na aplicacdo de equagGes deduzidas por Petzold,
1987[103], que consistem numa generalizacdo do esquema desenvolvido por Hyman,
1983[102] para modelos explicitos da forma: u; = f(u,uy,Uy), para modelos que nao
dependam explicitamente de f, ou seja, equagdes diferenciais implicitas da forma:

F(ut'u'ux'uxx)zo' (288)

Considerando uz; como a derivada da solugdo em relagdo ao tempo num nodo
pertencente a uma malha fixa x;, a transformagao das variaveis para o sistema movel é
dada pela equagao 2.87:

u=u, +ux. (2.87)
Efectuando-se a minimizagdo da taxa de variagdao no tempo de u e x:
min{Jul’ + a4 |[=min[za? + a x| =min(u, +u, %) +a %], (2.89)

obtém-se, por resolugdo da equacdo quadratica em x, o minimo para cada ponto da
malha, pela expressao:

(u, +ux)u, +ax=0, (2.90)
gue através de 2.87 pode ser escrita da forma:

ax+iu, =0, (2.91)
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A equagdao 2.91 consiste na equagao diferencial de movimentagdo nodal, no seu
formato implicito.

Uma caracteristica tipica dos métodos dinamicos relaciona-se com o facto da sua
viabilidade depender frequentemente da introdugdo de ac¢des de controlo da
movimentag¢ao nodal, de modo a evitar problemas como coalescéncia ou cruzamento
de nodos que comprometam a sua implementacdao. Por exemplo, neste caso
especifico, o problema é suavizado pela adicdo de uma funcdo de penalidade a
expressdo de minimizacdo considerada anteriormente (vd. equacdo 2.89), que
possibilita que nodos vizinhos se movimentem com velocidades semelhantes:

2 2

X; =X, X4 =X

+

min [, +ali [ +2 (2.92)

X =X |, X X,

Desta forma, deduz-se uma equacdo de movimentac¢ao nodal dindmica, que pode ser
apresentada da seguinte forma:

ax;+uu, ”'[(X S n-xJ

i A
O efeito da introducdo de um termo de penalidade assemelha-se a de um factor extra
de difusdo ou suavizagdo das velocidades nodais na malha. No entanto, apesar da
introducdo do termo adicional se revelar bastante eficaz na eliminacdo da maioria dos
cruzamentos de nodos, ndo garante a sua erradicacdo total.

Outro exemplo paradigmatico consiste na série de trabalhos de W. Huang, Y. Ren e
R.D. Russell referentes as denominadas MMPDE’s — Moving Mesh Partial Differential
Equations. Inspirados pelo trabalho de Ren e Russell, 1992[147], Huang et al.,
1994[148-149] apresentam e deduzem vdrios tipos de PDE’s relacionadas com o
movimento da malha unidimensional (MMPDE’s). Estes trabalhos baseiam-se em
equacgOes desenvolvidas a partir do principio de equidistribuicao que sdao estudadas
tanto do ponto de vista tedrico como numérico. Ren e Russell, 1992[147] concluem
gue a equidistribuicdo implica a resolu¢do de uma PDE no dominio de coordenadas
computacionais. Algumas das equacgOes sdo originalmente deduzidas por Huang et al.,
1994[149], enquanto outras relacionam-se com a aplicagdio de estratégias
desenvolvidas por outros autores.

Assim, partindo de uma fung¢do monitor M(x,t), o principio de equidistribuicdo (EP —
Equidistributing Principle) pode ser expresso na forma integral por:

jo*“"”m(x,t)dpge(t), (2.94)

onde, 4t) é definida em White, 1979[150].

Através de diferenciagao simples ou dupla da equagao 2.94 obtém-se as duas formas
diferenciais do EP:

M(x(g,t),t)%?’-“):e(t) (2.95)
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2 wtte 00> 0] <o (296)

Estas equacdes que ndo contém o termo de velocidade nodal sdo denominadas quasi-
estdticas. Através de manipulagdo destas equagdes, Huang et al. 1994[149] deduzem
varios tipos de MMPDE’s. As equag¢des mais importantes estdo resumidas na Tabela
2.2, juntamente com as referéncias em que cada uma se baseia.

Tabela 2.2 Resumo de MMPDE’s unidimensionais seleccionadas[149].

MMPDE Equagao Ref.2
1 i M% +i(a_MX]:—i a_M% [149]
s\ a&) ol a& a8\ ot o¢
a( axj a(a/w.j_ a(amaxj 10( axj
2 M= || X |m | Y | M= [149]
o0&\ 9&) o0&\ a¢& o0&\ ot a&) T\ o
O ()=~ 1.9 [ 10
3 Y (mx) = raf(Mafj [149]
0 (1y0%)__10(, ox
4 a_f(Ma_Ej_ Taf(Man [149]
= 10[,,0x
5 X = TOE(MGEJ [151]
6 0’ _—li M% 152],/153
652 - T agz agz [ ]I[ ]
o, ax) o, ox\ox /ox__10( ox
’ a_f(Ma_fj_zaf(Mafjaf " raf(Mafj 152l

As equacbes consideradas ndo so forcam a equidistribuicdo da malha x(&t) como
impedem o cruzamento nodal. Assim, a resolucdo numérica é efectuada por
intermédio de diferencgas centrais na malha uniforme (&t), e consequente aplicagdo do
MOL.

Assim, os préprios autores, juntamente com outros colaboradores[155-166]
aperfeicoaram este tipo de estratégias e desenvolveram o estudo de MMPDE’s
adicionais, assim como procedimentos de implementacdo adequada deste tipo de
problemas.

Para além disso, é possivel encontrar na literatura da especialidade muitas outras
contribuicGes versando o tema especifico da idealizacdo e implementacdo de métodos
adaptativos de r-refinement a problemas de aplicacdes variadas definidos sobre
dominios de dimensdo arbitraria (e.g., [125,167-175]).

2.6.5 METODO DE ELEMENTOS FINITOS MOVEIS (MFEM)

O objectivo desta seccdo consiste na apresentacdo de uma panoramica geral sobre o
Método de Elementos Finitos Mdveis (MFEM — Moving Finite Element Method), que
rigorosamente é passivel de se enquadrado na classe do métodos adaptativos
dindmicos. No entanto, importa salientar particularmente este método dada a
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importancia que entretanto assumiu neste campo especifico de pesquisa. Nao se
pretende aqui efectuar uma descricdo muito pormenorizada das diferentes
formulagbes que tém sido apresentadas ao longo do tempo, referentes a este método.
Este trabalho ja foi anteriormente realizado através da revisao bibliografica
apresentada por variados autores, e.g. Duarte, 1994[115].

A formulagao inicial do MFEM foi proposta por K. Miller e R.N. Miller em 1981[104-
105]. Originalmente, o processo foi desenvolvido para a resolu¢do de PDE’s evolutivas
unidimensionais, sujeitas a condigdes fronteira de Dirichlet. Para tal, considera-se a
PDE,

u, =Lu, (2.97)

t

valida no dominio fixo a £ x < b, caracterizada por condi¢Ges fronteira fixas de
Dirichlet, sendo L um operador espacial ndo linear.

A técnica de discretizacdo de elementos finitos aproxima a solucdo em cada elemento
através da expressdo:

n+1

u(x,t):gujaj (x,s(t)), (2.98)

onde:

U= [UO,Ul,---,U,,+1 — vector da solugdo nos nodos;

s= [so,sl, --~,sn+1] — vector das posi¢des nodais;

a; — fungdes base elementares implicitamente dependentes do tempo através das
posicdes nodais;

X — posicdo espacial.

Por derivacdo de 2.98 em ordem ao tempo obtém-se:

n+1

U, (x,t)=>0,(t)a,(x,s(t) +3, ()8, (x,u(t),s(t)), (2.99)

j=1
em que [ sdo igualmente fungdes base, definidas por:

B, (X'U(t)rs(t)) :6_U

. 2.100
2, (2.100)

Deste modo, torna-se necessario para a implementacdo deste método, recorrer a uma
estratégia de aproximagdo, de forma a avaliar os valores de . Inicialmente, o método
formulado baseava-se em aproximacodes lineares piecewise (linhas rectas poligonais)
pelo que:

B, =-U,.a, (2.101)

Assim, as fung¢des a; e 5 sdo definidas por:
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X=S;,
, S.,SXx<s
s —s j-1 J
j i
_)3m X <y<
a; = — S;SXSS;, (2.102)
Sja TS
0, —oo<x<5j_1 e sj+1<x<+oo
e
X=S,,
-m, S_,<XS<s,
15 -5 j-1 J
i 2
_ Sjm —X <y<
B = M, S; <X, , (2.103)
Siv1 T35
0, —0<x<s,, € 5, <x<+®
Uj _Uj—l . o e . .
onde, m; = corresponde ao declive da solucdo no elemento finito j estimado
S.—S.
J j-1

por diferencas finitas.

A solucdo da PDE (U) e a nova malha (s) sdo determinadas por minimizacdo da norma
guadrada L, dos residuos da aproximacdo a solucdo em todo o dominio, em ordem das

. . ~ . . 2
derivadas temporais da solucdo nos nodos e das velocidades nodais: ||Ut —LYj, .
2

A substituicdo das derivadas pelas correspondentes aproximagdes resulta num sistema
de ODE’s do tipo:

Aly)y=gly), (2.104)
em que:
Yy =[U1r51""rUn'$n]T;

A - matriz de massas quadrada e tridiagonal, constituida por blocos A, , de

dimensdes 2X2, que mantém uma estrutura constante no tempo.

E possivel que, em determinadas circunstancias, o determinante de qualquer bloco
A, se torne nulo, tornando o sistema 2.104 indeterminado e consequentemente, de

resolucao impossivel. As condi¢cdes que provocam a degenerescéncia do sistema de
ODE’s podem ser de dois tipos distintos:

e Choque nodal = consiste na coalescéncia de um nodo com o seu precedente.

e Paralelismo elementar = definido pela colinearidade das aproximacdes da
solugdo em dois elementos consecutivos.

Cada uma destas singularidades da origem a equacgdes linearmente dependentes que
tornam o sistema 2.104 irresoltuvel. De forma a ultrapassar estes problemas, Miller,
1981[105] recorre a introducdo de funcbes de penalizacdo na fungdo objectivo de
forma a adicionar forcas de viscosidade internodal que regularizem o movimento da
malha.
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Posteriormente, muitos outros investigadores apresentaram numerosos trabalhos
baseados no método original (e.g., [115,176-177]), que possibilitam a sua aplicacdo a
uma gama cada vez mais generalizada de modelos tipicos. Assim, desenvolveram-se
estratégias alternativas de forma a ultrapassar os problemas encontrados, através da
utilizagdo de métodos alternativos para a avaliagdo da aproximagao elementar (e.g.,
fungdes quadraticas, cubicas de Hermite) e para eliminagdo das singularidades (e.g.
supressdo nodal, manipulagdo matricial). Tang[146] apresenta igualmente uma lista de
referéncias bibliograficas importantes referentes a métodos inspirados na estratégia
MFEM original.

2.6.6 ESQUEMAS WAVELET

Uma estratégia relativamente mais recente introduzida a partir do final da década de
1980 consiste no aproveitamento das propriedades de fun¢Ges base designadas por
wavelets como instrumentos na aplicacdo do conceito adaptativo no contexto da
resolucdo numérica de PDE’s. As wavelets sdo uma ferramenta matematica que pode
ser usada na extraccdo de informacdo a partir de diferentes fontes de dados, incluindo
sinais de audio ou video. Geralmente, a analise completa de dados implica a aplicacdo
de conjuntos de wavelets. Assim, um conjunto de wavelets complementares
proporciona a desconstru¢cdo dos dados sem gerar omissdoes ou sobreposicbes de
modo a que o processo seja reversivel. Desta forma, estes conjuntos complementares
de wavelets revelam-se Uteis no desenvolvimento de algoritmos de
compressdo/descompressdo onde seja desejavel recuperar a informacdo original (ou
uma aproximacao credivel) com um minimo de perdas.

A grande vantagem deste tipo de fung¢des consiste na sua capacidade de representar
diferentes regiGes situadas no espaco e no tempo através de diversos niveis de
resolucdo. Assim, quando um conjunto de dados sofre uma transformacdo wavelet,
este é decomposto em dois tipos de coeficientes: um representa as caracteristicas
gerais (coeficientes da funcdo de escala) e o outro exprime as caracteristicas
localizadas (coeficientes wavelet). No processo de compressio de dados, os
coeficientes wavelet correspondentes a regides do espaco identificadas como de
menor importancia na representacado global dos dados sdo parcialmente eliminados.
Assim, quando os dados sdo reconstruidos, mantém-se a alta resolucdo apenas em
regides relevantes.

A filosofia deste procedimento de compressdo (ou simplificagdo) de dados coincide
com o objectivo primordial da aplicacdo da adaptacdo no ambito da solugdo numérica
de PDE’s. De facto, a accdo do esquema adaptativo promove uma compressdo dos
dados correspondentes a solucdo discretizada definida sobre uma estrutura nodal
definida sobre um espaco espacial de dimensao arbitraria, de modo a que seja retida a
informagdo relevante (associada a maior actividade localizada da solugdo) e seja
descartada a informacdo restante classificada como redundante.

Deste modo, observa-se o surgimento de literatura relacionada com o
desenvolvimento de métodos de resolucdo de PDE’s baseados em wavelets. Este tipo
de métodos podem ser classificados em duas classes distintas[79]: métodos de
colocacdo (e.g., [80,178-182]) e métodos de Galerkin (e.g., [183-187]). Os métodos de
Galerkin resolvem o problema no espaco dos coeficientes wavelet e podem ser
geralmente considerados como métodos meshless. Por outro lado, os métodos de
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colocagdo obtém a solugdo no espaco fisico sobre uma malha adaptada. Cada wavelet
€ associada a um nodo de colocagdo e o processo de adaptacdo é estabelecido pela
andlise da escala de grandeza dos coeficientes wavelet. Assim, em cada tempo de
integracdo, a malha é definida pelo conjunto de nodos que correspondem a
coeficientes wavelet cujo valor exceda uma tolerancia pré-determinada que controla o
grau de precisao pretendida.

A descricdo e discussao particular de cada esquema wavelet para integracdo de PDE’s,
relacionado com as diversas familias (ortogonal e biortogonal) de fun¢des wavelet, e as
estratégias de analise wavelet disponiveis (como a estratégia multiresolucdo) nao
representam os objectivos do presente trabalho. O aprofundamento deste tipo de
guestoes pode ser encontrado em trabalhos como o de Dahmen, 2001[188].
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3.1 INTRODUCAO

Nos dois capitulos prévios pretendeu-se apresentar uma panoramica resumida acerca
da importancia do conceito de adaptacdo no contexto da resolugcdo numérica de
sistemas algébrico-diferenciais assentes sobre dominios multidimensionais, e
consequentemente, da sua aplicabilidade e utilidade no campo mais vasto da
modelagdo e simulagdo de fendmenos fisicos, definidos no ambito da observagao,
classificagdao e compreensdo da Realidade Fisica, actividade a que costumeiramente se
atribui a designagao de Ciéncia.

Agora, o objectivo do presente capitulo consiste na descricdo dos varios algoritmos
numeéricos adaptativos desenvolvidos no dmbito da investigacdo realizada e dos
conceitos tedricos especificos que estiveram na sua génese. Assim, nas seccdes
subsequentes realiza-se: uma sintese das estratégias de discretizacdo baseadas
directamente em esquemas de diferencas finitas ou em procedimentos de alta
resolugao com limitagao de fluxo; a defini¢ao genérica do conjunto de malhas diadicas,
e a sua aplicacdo como elemento estrutural gerador do conceito especifico de malha
global adaptativa; a apresentagdo dos algoritmos adaptativos de resolu¢gao numérica
de PDE’s uni- e bidimensionais, nomeadamente a descri¢cdo dos critérios de adaptacao
seleccionados.

3.2 ESQUEMAS DE DIFERENGAS FINITAS (FDS)

No ambito do estudo particular realizado, adopta-se uma estratégia de resolucdo
numeérica de modelos diferenciais multidimensionais baseada num procedimento MOL
Method Of Lines, vd. seccdo 2.3), em que o passo de discretizacdo espacial da PDE (ou
dos sistema de PDE’s ou PDAE’s) é realizado através de aproximacOes de diferencas
finitas (Finite Difference Schemes — FDS) ou de alta resolucdo (High Resolution
Schemes — HRS)".

As estratégias FD caracterizam-se fundamentalmente pela deducdo de expressdes de
aproximacdo para a estimativa de derivadas (de diferentes ordens) em posicOes
discretas i, através do recurso a manipulacdo algébrica de expansdes de Taylor
definidas em torno da posicdo i construidas para a avaliacdo da solugdo em nodos
vizinhos a i (e.g. i+1, i-1). De facto, pode-se afirmar que um método FD é justamente
caracterizado pela utilizagdo da aproximagdo em expansdo de Taylor (obviamente
truncada a partir de uma ordem especificada) para a estimativa de derivadas sobre
dominios discretizados. Obviamente que a ordem especifica da aproximagao FD
escolhida depende da dimensdo do stencil de aproximacdo considerado, e a sua
geometria depende da posicdo relativa dos nodos que constituem esse stencil em
relacdo ao nodo de interesse i.

- importante salientar que FDS e HRS sdo conceitos ndo necessariamente exclusivos, ja que os HRS
podem, na sua esséncia, basear-se igualmente em procedimentos de diferencas finitas, ou seja, a
estratégia HRS pode ser definida em termos de discretizagdes FD. Assim, convenciona-se que qualquer
referéncia a procedimentos FDS se limita a esquemas puramente de diferencgas finitas sem quaisquer
outras consideragdes associadas, nomeadamente referentes ao controlo de instabilidade numérica.
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No Anexo A do presente trabalho procede-se a apresentacdo de estratégias
sistematizadas para a estimativa de derivadas de ordem e geometria arbitraria
baseadas em malhas unidimensionais (1D) de espagamento fixo ou varidvel. No
entanto, um método menos oneroso do ponto de vista computacional é apresentado
por Fornberg, 1988[1], 1992[2], que desenvolveu algoritmos recursivos para o cdlculo
do valor dos pesos de aproximacdo, para o caso de malhas de espacamento arbitrario

Considere-se como exemplo ilustrativo, aproximagdes de diferengas finitas de quarta
ordem centradas, obtidas através do método recursivo de Fornberg (vd. Anexo A) para
a avaliacdo dos coeficientes correspondentes a uma malha 1D uniformemente
espacada de tamanho Ax. Deste modo, a matriz de diferenciacdo (5%5) para derivadas
de primeira ordem tem a forma concentrada’:

[-50 96 -72 32 -6
-6 -20 36 -12 2
u=—— 2 -16 O 16 -2\, (3.1)

-2 12 -36 20 6
6 -32 72 -96 50|

onde, as primeira, segunda, quarta e quinta linhas se referem a coeficientes utilizados
na estimativa das derivadas nos nodos “especiais”, situados junto as fronteiras, onde a
expressao de discretizacdo central genérica com 5 nodos ndo pode ser utilizada sem se
recorrer a fronteiras ficticias definidas por nodos auxiliares externos. Deste modo, a
aplicagdao de uma aproximagao baseada em 5 nodos requer um ajuste da geometria do
conjunto de discretizacdo que passa a ser determinado pelos 5 nodos mais proximos
da posicao de interesse, incluindo o préprio nodo associado a essa posicdo onde a
estimativa é avaliada.

Por outro lado, a linha central representa a aproximacdo nos pontos genéricos
situados no interior do dominio onde a férmula de discretizagcdo centrada com 5 nodos
pode ser aplicada.

Finalmente, u, simboliza o vector da estimativa da primeira derivada da solucdo u na
totalidade da malha, e o vector u é o stencil de aproximacao utilizado para a estimativa
da derivada em cada nodo particular. Neste caso, u representa um vector de dimens3o
5, e.g. [uo,ul,uz,u3,u4]T para os nodos 0 e 1, ou [u,~_2,u;_l,u,,ui+1,u,~+2]T para um nodo
genérico.

As aproximacoes para a segunda derivada podem ser calculadas a partir dos valores da
primeira derivada (por aplicacdo da equacdo 3.1), ou directamente através dos valores
da solucdo u. Neste caso, existem diversas formas de definicdo da matriz de
diferenciacdo, dependentes do tipo de condicdes fronteira considerado.

Para o caso de condi¢des fronteira de Dirichlet, deduz-se a seguinte matriz de
diferenciacdo geral para diferencas finitas centradas de quarta ordem numa malha 1D
uniforme, utilizando uma estratégia de representacdo semelhante a descrita para a
equacgao 3.1:

2 A forma de representacio adoptada nas equacdes 3.1 e 3.2 ndo é totalmente correcta do ponto de
vista algébrico mas revela-se util para efeitos de ilustragao devido a sua estrutura compacta.
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(35 -104 114 -56 11|
11 -20 6 4 -1
-1 16 -30 16 -—1lu. (3.2)
-1 4 6 -20 11
11 -56 114 -104 35

uxx 2
12Ax

De forma semelhante, é possivel desenvolver formulas de aproximacdo equivalentes
de ordem diferente (variando a dimensdo do conjunto de nodos de avalia¢gdo) e/ou
através do enviesamento da geometria da aproximagdao para montante (diferencgas
Upwind) ou jusante (diferencas Downwind) do nodo onde se pretende estimar a
derivada em relacdo ao sentido de deslocacdo do fluxo, para o caso de problemas
predominantemente hiperbdlicos (vd. Anexo A).

A aplicacdo de estratégias de discretizacdo FD baseadas em aproximacdes do tipo 3.1
ou 3.2 no contexto da resolugdo numérica de PDE’s, nomeadamente na
implementagao do MOL, ndo constitui problema significativo no caso dos perfis de
solugdo serem suaves. No entanto, a questdo torna-se consideravelmente mais
complexa para modelos em que ocorra desenvolvimento de perfis abruptos
(descontinuidades ou choques) nos perfis de solucgao.

Considere-se o conjunto de funcdes rampa apresentado na Figura 3.1, em que a
variacdo de declive localizada na posi¢cdo x = 0.1 varia num intervalo alargado entre 0.5
e 500, para a simulagdo de transicoes de suavidade decrescente, desde um perfil de
gradiente quase constante até uma quasi-descontinuidade. As fung¢les sdo
diferenciadas através da aplicacdo do esquema representado pela equacdo 3.1. Assim,
os perfis da aproximacdo FD das derivadas das funcdes da Figura 3.1 sdo exibidos na
Figura 3.2. Na Figura 3.3 salientam-se os resultados obtidos em torno da posicdo de
origem das diversas rampas (x = 0.1), onde ocorre a transi¢cdo do declive das fungdes.

05 -
0.45 -
0.4
0.35 -
0.3 |

5 0.25 1
0.2
0.15 |
0.1

0.05 - /

o h I I I I I T T T T 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
X

Figura 3.1 Fungdes rampa com diversos declives com origem na abcissa x=0.1.
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550 +

450 -

350 -

250 +

150 +

Figura 3.2 Representacdo da estimativa da primeira derivada das fung¢des rampa da Figura 3.1, através
de diferencas finitas centradas de quarta ordem numa malha uniforme com Ax = 0.01.

15 4
= = =
0= LY n m 9 i i i 0 9
0.05 0.06 0.07 ONQ 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15
5 -15 4
-30 4
.45 J

Figura 3.3 Pormenor do gréfico da Figura 3.2, centrado sobre a posi¢ao de origem das diversas rampas
(x=0.1).

A analise das Figuras 3.2 e 3.3 permite concluir que o aumento da intensidade do
choque na fung¢do induz o desenvolvimento de notdria instabilidade nos perfis da
primeira derivada estimada por FD, manifestada pela ocorréncia de oscilagcGes
centradas na abcissa de transicdo, cuja amplitude é directamente proporcional a
variacdo do declive da funcdo. Deste modo, conclui-se que as aproximacdes de
diferencas finitas per se ndo possuem propriedades de delimitacdo, demonstrando
propensdo para a geracao de perfis de derivadas artificialmente oscilatérios que
potencialmente poderdo introduzir instabilidade em solu¢des numéricas de equacdes
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diferenciais, principalmente no caso destas serem caracterizadas por gradientes
elevados.

A mesma conclusdo pode ser retirada através da andlise das Figuras 3.4 e 3.5 que
representam aproximacdes do tipo 3.1 da primeira derivada de uma funcdo pulso de
largura 0.2, centrada em x = 0.5, sobre malhas uniformes com 32 e 64 intervalos,
respectivamente.

-1.1- +-25

Figura 3.4 Representagdo da estimativa da primeira derivada de uma fungdo pulso através de diferencas
finitas centradas de quarta ordem numa malha uniforme de 32 intervalos.

-1.1- -+ -50

Figura 3.5 Representagdo da estimativa da primeira derivada de uma fungdo pulso através de diferencas
finitas centradas de quarta ordem numa malha uniforme de 64 intervalos.

Constata-se novamente a formacdo de oscilagdes nos perfis da estimativa da primeira
derivada da funcdo, que se localizam na zona da descontinuidade. Um aumento na
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resolugdao da malha induz um esperado estreitamento das perturbagdes observadas.
Porém, observa-se igualmente um aumento na amplitude das oscilagbes com a
diminui¢cdo do tamanho da malha.

Conclusdes semelhantes as referidas acima poderiam ser retiradas, se se analisassem
aproximacoes da segunda derivada de tipo equivalente (vd. equacdo 3.2). No entanto,
€ Obvio que as perturbacdes observadas nos perfis aproximados das derivadas obtidos
por FDS se localizam nas regidoes do dominio caracterizadas por maior actividade da
solugao. Assim, a detec¢ao destas anomalias poderia definir uma estratégia para
localizagao de perfis abruptos, descontinuidades ou choques na solugdo.

Deste modo, tira-se partido desta aparente desvantagem das aproximacdes de
diferencas finitas, usando aproximacdes de FD de diversos tipos como a base do
desenvolvimento de um método de adaptacdo de malha que permita localizar as
regidoes de maior actividade da solucdo através da deteccdo de oscilagOes, variagOes
bruscas ou inversGes em perfis de derivadas de funcdes aproximadas por FD. Os
algoritmos especificos estabelecidos para a execug¢do destas tarefas sdo apresentados
com maior pormenor na sec¢ao 3.5.

3.3 ESQUEMAS DE ALTA RESOLUGAO (HRS)

Uma forma alternativa de estabelecer aproximacdes numéricas a termos diferenciais
de primeira ordem implica o recurso a técnicas de alta resolucdo (HRS). Estes
esquemas sao descritos de uma forma genérica e sucinta no capitulo anterior. Agora,
procede-se a uma apresentacao dos métodos HRS efectivamente utilizados no decurso
do presente trabalho. Deste modo, considerem-se novamente modelos diferenciais
unidimensionais evolutivos constituidos por equagdes de adveccao-difusdo-reaccao da
forma geral[3],

@:—M+V1[D(u)%} +6(0tu), 33)
ot 0x 0x 0x

Completado por condicOes iniciais ug(x) e condi¢Oes fronteira de Dirichlet, Neumann
ou mistas. O membro evolutivo da esquerda de 3.3 é relacionado com o membro da
direita definido por termos advectivos (representativos de fendmenos convectivos de
transporte), difusivos e reactivos geracionais (igualmente designados por termos
fonte). Um modelo 3.3 fundamentalmente hiperbdlico é caracterizado pelo dominio da
adveccdo, ou seja, V¥ —» 0. Neste caso, o termo advectivo, determinado pela primeira
derivada espacial de uma fungdo de fluxo, @ tem de ser estimado através de esquemas
numéricos especializados que tenham em conta um controlo de dispersao numeérica
significativa, inevitavelmente introduzida pela aproximag¢ao numérica, conduzindo ao
desenvolvimento de fortes oscilagdes sem significado fisico nos perfis da solugdo.

A ocorréncia de perturbagdes é evitada se o valor de @se situar dentro dos limites
impostos pelos fluxos nos nodos adjacentes, satisfazendo assim o ja referido
Convection Boundness Criterion (CBC).

No caso presente, opta-se por estimar a derivada de fluxo ¢no nodo i genérico de uma
malha, através da aproximacaol[3],
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a_ﬂ - (Wﬂ/z _ W)(Xi - Xi—l)2 + (W “ B )(Xi+1 - X,-)z (3.4)
ox i (X,' - X,‘—1)(X,-+1 - Xi)(xi+1 _Xi—1)/2 ,

em que os valores desconhecidos do fluxo nas duas faces @.1, e @.1/, definidas nas
respectivas posicoes intermédias (vd. Figura 2.11; pdgina 76), sdo interpolados através
de um esquema de discretizagao apropriado.

Recorre-se entdo a esquemas de alta resolucdo ndo lineares de ordem elevada e
intrinsecamente delimitados, como o método NVSF (Darwish e Moukalled, 1994[4]),
em que os fluxos na face sao estimados por,

4 =0+(¢6-9). (3.5)
Os valores de fluxo normalizado, ®, sdo definidos por,
p=4"% (3.6)
@ -9

depois de estabelecidas as posicdes adjacentes upwind, U, e downwind, D (vd. Figura
2.11; pagina 76), que dependem do sentido de propagagdo do fluxo em i.

O fluxo normalizado é calculado na face, através da introducdo de limitadores de fluxo
adequados, que dependem das varidveis normalizadas:

®, =M’ (3.7)
@-4

o, =%, (3.8)
D U

@f :ﬁ_ (3.9)
Xp =Xy

E possivel aplicar uma grande variedade de limitadores de fluxo que assegurem a
propriedade de delimitacdo do fluxo, garantindo o ndo desenvolvimento de perfis de
solugcdo oscilatdrios, e consequentemente, promovendo a estabilizacdo da
aproximacdo numérica. Os limitadores de fluxo seleccionados para aplicagdo no
presente trabalho sdo resumidos na Tabela 3.1, para a versao particular e simplificada
NVF[5] — Normalised Variable Formulation (para malhas uniformes, em que, ©p =% e
O = %) e o caso mais genérico NVSF[4] — Normalised Variable and Space Formulation
(para malhas ndo uniformes).

Uma forma alternativa de representagdao algébrica de um limitador de fluxo, mais
compacta e totalmente equivalente a exposta na Tabela 3.1[3], é apresentada de
seguida, tomando como exemplo, o limitador Super-B (Roe, 1985[12]). Assim, a
definicdo do fluxo normalizado na face, ®5, também pode ser estabelecida (para a
estratégia Super-B) através de:

o, 1-0; 0,-0,
20,,1,max| — &, b, + (3.10)
O] 1-0, 1-0,

P

o, =max{¢P,min
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Tabela 3.1 Definicdo de limitadores de fluxo para esquemas de alta resolucdol6].

Malha ndo uniforme (NVSF) Malha Uniforme (NVF)
©
f
o 0<P, <0, gqap o<qap_%
_ 1_Of @f—OP _ 1 1 1
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SMART(S] o, - 0p(1-05) 1-0, 3 o, o 2278 550 %
S] £ 5
1 O_P(1+ef —ep)<q>p<1 1 Z<P, <1
f
o} D, >1
@, ®p>1 P F
0, -03 0,-0
7P o _ SPFTFP 42 ®p2-0,) o0<d,<1
- 0} 0<P, <1 _ ¥ p P
CLAM[9] ®r=10,0-0,) " ©,(-0,)"" ’ (Df_{qn O, 21
G P, =1 P P
>0 V<D, < ©,0,(0,-0,)
P P 20,(1-0,)-0,(1-0f)
©,0(0,-0,)
Of(l—Of)¢P+@f(@f—Op) ZGP(l—GP)—Gf(l—Of) Zq)P O<¢P<i
©p(1-0p) 1-Gp ©p 10
<P, <—"1+04 -0 3 3 3 5
P ef( f P) ZCDP-'-E ESCDP_E
WACEB[10] ;= o, = 5o
1 2<o, <1
p
[ 6
1 O—f(1+®f Op)<d, <1 o, o, >1
>, P, >1
107-06p 1
Ppll+——"-1-O 0<®P, < — (1- <
P|: 5 1-0, (1-@,) p<B G 1+2,3(1 ®,)| 0<d,<p
GAMMA[11] o= 1~ ¢P+ef_ep B<Dp<1 o, = lqnp +2L B, <1
l_ep l_OP f 2 2
®p ®p>1 OF ®p >1
0;-0, |O
|: + f Pi|_f P O<CDP<_®P 7
3(1-6,) |op 2% 0<Pd, <>
ol1-oy) +ef(ef_eP) 36. <o _1+2(9f‘9P)@ 3. .3 3 3
0,(1-0,) 7 1-0 PETPE 20,0, F SPr T 2 SPps—
CUBISTA[6] o =4 % P foop o, =4 8 8 4
f 1-0 1+2(0, -0 fo1, L3 3
- L (1-o,) L Plo, <o, <1 —®p —<®,<1
2(1-0,) g 20,-0, P 4 4 4
P F~Op
0} D, >1
o, ®,>1 g’ g

128



METODOS ADAPTATIVOS

Dy

1.0

0.9 4
0.8 A
0.7 §
0.6 §
0.5 A
0.4 4
0.3 A
0.2 A
0.1 4

0.0

0.0

0.2

0.4
¢p

0.6

MINMOD

0.8

1.0

1.0

CLAM

0.9 4
0.8 4
0.7 4
0.6
0.5+
0.4 4
0.3 4
0.2 4
0.1+

0.0

0.0

0.2

0.4
d’p

0.6

GAMMA

Figura 3.6 Diagramas NVD (Normalised Variable Diagram) para esquemas de alta resolugdo da Tabela
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nodais da malha (©p, ©y), para cada situagdo referida anteriormente.
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A representagao grafica dos limitadores de fluxo descritos na Tabela 3.1, através de
esquemas Normalised Variable Diagram (NVD), é apresentada na Figura 3.6. Os
esquemas conhecidos pelos acronimos MINMOD([7], SMART[8], WACEB[10] e CUBISTA
[6] sdo derivados pela construcdo e combinacdo piecewise de rela¢des lineares no
NVD. Por outro lado, relacdes de ordem superior correspondentes a funcdes curvas
sdo igualmente propostas, e.g., 0 esquema CLAM de van Leer, 1974[9] ou o limitador
GAMMA de Jazak et al.,, 1999[11]. Os esquemas da Tabela 3.1 sdo formalmente de
segunda ordem, com a excep¢ao dos procedimentos WACEB, SMART e CUBISTA que
podem atingir uma exactidao de terceira ordem em malhas uniformes.

Por outro lado, a analise dos diagramas da Figura 3.6 permite concluir que todos os
esquemas se situam na regido de limitacdo de fluxo do diagrama NVD (vd. Figura 2.12,
pagina 78), verificando o Convection Boundness Criterion (CBC).

No entanto, a verificacdo do CBC ndo garante necessariamente que um esquema
delimitado produza convergéncia para uma solucdo numeérica. De facto, sdo requeridas
condicdes mais exigentes do que a condicdo CBC, para que os esquemas iterativos de
resolucdo de equacgbes algébricas, que advém de discretizacbes implicitas, convirjam
para a verificacdo de uma tolerancia pré-estabelecida. De facto, a natureza compdsita
(piecewise) de alguns HRS pode introduzir instabilidade numérica, por exemplo, no
caso em que a posicdo nodal coincida com as posicdes de transicdo em que a curva
NVD do esquema ndo é diferenciavel[8,10-11]. Deste modo, Leonard, 1991[13]
introduziu a noc¢do de Limitador Universal (ULTIMATE), valido para resolugdes
transientes explicitas (vd. Figura 3.7A), e que notoriamente se reduz ao CBC no caso de
fluxos estacionarios (em que o numero de Courant tende para zero, C — 0).

S
e

@ @

A B
Figura 3.7 A — Limitador Universal (ULTIMATE); B — restricGes TVD para métodos explicitos evolutivos[6].

Por outro lado, as condi¢cdes que definem um método transiente explicito como TVD
(Total Variation Diminishing) sdo ainda mais restritivas do que o limitador universal de
Leonard com se torna Obvio pela observacdo da Figura 3.7B. De facto, apesar da
condicdo TVD ser notoriamente mais exigente do que a mera condicdo de limitacdo,
baseada na preservagao de monotonia, a sua verificagdo garante a convergéncia da
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solucdo de qualquer esquema conservativo para a solucdo fraca da lei de conservacao
subjacente.

Procede-se agora ao teste do desempenho do HRS descrito anteriormente na
estimativa das derivadas de funcbes 1D caracterizadas por exibirem perfis
problematicos, nomeadamente gradientes extremamente elevados.

1.2 4 T 60

Figura 3.8 Representacdo da estimativa da primeira derivada de uma fungdo pulso através de um
esquema de alta resolugdo (com limitador MINMOD) numa malha uniforme de 50 intervalos.

1.2 4

0.8

0.4

0.2 4

Figura 3.9 Interpolacdo de uma fungdo pulso através de um esquema de alta resolugdo (com limitador
MINMOD) numa malha uniforme de 50 intervalos.
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O calculo da primeira derivada aproximada de uma varidvel dependente u através de
HRS pode simplesmente ser realizada assumindo uma fung¢do de fluxo do tipo ¢u,
sendo a velocidade local dg/du constante e unitaria sobre a totalidade do dominio.
Desta forma aplica-se o procedimento descrito acima (com o limitador de fluxo
MINMOD) para estimar a derivada de uma funcdo pulso de largura 0.2, centrada em
x = 0.5. Os resultados obtidos com uma malha uniforme com 50 intervalos sdo
apresentados na Figura 3.8. Verifica-se que, ao contrario dos FDS, o esquema lida de
forma satisfatdria com as duas descontinuidades que definem o pulso nas posicoes x =
0.4 e x = 0.6 sem introduzir perturbacGes oscilatérias sem significado fisico no perfil da
derivada.

Por outro lado, a propria natureza do esquema de alta resolucdo implica a estimativa
do valor da variavel fluxo (neste caso, a prépria solucdo u) nas posicoes intermédias
dos intervalos da malha, designados por faces, j&a que num exemplo 1D, estes
intervalos podem ser considerados equivalentes a volumes finitos unidimensionais.
Deste modo, o procedimento HRS inclui necessariamente uma qualidade interpolativa
da fungao discretizada inicial. Na Figura 3.9 apresenta-se o perfil discreto interpolativo
da fungdo pulso gerado no contexto da diferenciagao numérica representada na Figura
3.8. A comparagao entre o perfil interpolado e a fungao pulso original permite concluir
que o HRS aplicado possibilita uma reconstrugao interpolativa de uma versao
discretizada de wuma fungdo analitica com gradientes acentuados e/ou
descontinuidades sem introduzir caracteristicas artificiais nos perfis reconstruidos
potencialmente geradoras de instabilidade numérica.

As propriedades constatadas anteriormente tornam os HRS especialmente
interessantes para aplicagdo no contexto da resolugdo numérica adaptativa de
equacgdes ou sistemas de equagdes diferenciais. No entanto, os algoritmos especificos
desenvolvidos no ambito do presente trabalho sao apresentados de modo mais
detalhado na secgdo 3.5.

3.4 MALHAS DIADICAS

A malha adaptativa global considerada no trabalho presente é construida através da
sobreposicdo de um conjunto de malhas diadicas parciais.

Um conjunto de malhas diadicas uniformes 1D é definido de uma forma normalizada
para um intervalo [0,1] através de,

vi={xi00:x/ =27k,k=0,-,2'}, j=0,1,2,-, (3.11)
em que j estabelece o nivel de resolu¢do da malha e k representa a posicao especifica.

Deste modo, logo que uma malha diddica VV é estabelecida, a malha de nivel
imediatamente superior, VAR gerada pela colocacdo de nodos adicionais nas
posicOes intermédias dos j intervalos da malha inicial. Por outro lado, por 3.11 é
notdrio que uma malha diddica 1D se caracteriza por possuir um numero de intervalos
equivalente a uma poténcia de 2, ou seja, a malha V' consiste numa estrutura
discretizada com 2’ intervalos. A forma de comunicagdo hierarquica entre malhas
assegura que, se V for diadica, V"' também o é, e vice-versa. Outra propriedade do
conjunto 3.11 consiste no facto dos nodos de indice par de V'™ também pertencerem a
V, ou seja,
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Jj+l —

xt=xl, (3.12)

o que implica que,

uy =u; . (3.13)
Assim, apenas a solugdo nos nodos de indice impar de VV** é desconhecida e deve ser
avaliada através de um esquema interpolativo adequado.

A representagao grafica de um exemplo de um conjunto de malhas do tipo diddico,
construido desde um nivel de resolucdo minimo M = 0, até a um nivel de resolucao
maximo N =7, é apresentada na Figura 3.10.
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Figura 3.10 Exemplo de malhas diddicas unidimensionais: M=0, N=7; num dominio [0,1].

A extensdo da definicdo do conjunto 3.11 para espacos multidimensionais é
perfeitamente trivial. Nestes casos, os intervalos sdo substituidos por células finitas e o
refinamento de uma malha de nivel j para o nivel imediatamente superior j+1, consiste
genericamente na subdivisdo da célula j em 2" células (em que n é a dimensdo do
espaco discretizado). Na Figura 3.11 é apresentado um exemplo tipico bidimensional
(n=2) constituido por trés malhas de niveis sucessivos. A malha mais esparsa de nivel 4
é refinada (parcialmente devido a necessidade de uma visualizacdo adequada) até ao
nivel 6 de resolucdo. Verifica-se que cada célula mde de um nivel inferior é dividida em
4 (2%) subcélulas do nivel seguinte, em cada operacdo de refinamento.

O conceito de malha diadica ndo se limita ao caso particular de malhas uniformes,
podendo ser estendido facilmente a estruturas mais genéricas ndo equidistribuidas no
espaco. Por outro lado, a estratégia de hierarquizacdo pode igualmente ser aplicada a
malha ndo diadicas de forma completamente equivalente. No entanto, é ébvio que a
aplicacdao deste tipo de procedimentos implica que o conjunto de malhas base
utilizado seja estruturado e quadrangular.

A reunido de malhas diadicas de niveis diferentes parcialmente activadas permite a
construcdo de malhas de resolugdo multipla, ou seja, com diversas escalas de
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resolucao para regides distintas do dominio. O algoritmo de adaptacao deve lidar com
o procedimento de activacdo parcial de cada malha diadica (entre niveis de resolucdo
minimo e maximo pré-especificados), aplicando um critério adequado que promova a
retencdo de nodos situados em regides de maior actividade da solucdo e a
consequente eliminagdo dos nodos localizados em zonas do dominio caracterizadas
por baixa actividade da solucdo. Posteriormente a conjugacdo das diversas malhas
adaptadas permite a geracdo da malha global adaptativa, definida em multiplos niveis
de resolucdo. Deste modo, a utilizacdo de conjuntos de malhas diddicas estruturadas e
uniformes, ndo implica necessariamente que a malha global gerada seja também
uniforme.

Figura 3.11 Exemplo de malhas diddicas bidimensionais: M=4, N=6; num dominio [0,1]2.

Os algoritmos numéricos adaptativos desenvolvidos para implementagao do
procedimento de constru¢cdao da malha global, através de selec¢do nodal sobre um
conjunto de malhas diddicas, conjugada com colocacdo nodal baseada em
aproximacdes diferenciais de diferencas finitas, e interpolacdo e diferenciacdo de alta
resolugdo, sdo apresentados com maior pormenor na secgao seguinte.
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3.5 ALGORITMOS NUMERICOS ADAPTATIVOS

Nas seccdes anteriores apresentam-se os principios e conceitos tedricos principais que
estdo na base dos algoritmos numéricos do tipo MOL (Method of Lines) desenvolvidos
para a resolucdo de modelos diferenciais uni- e bidimensionais caracterizados pela
exibicdo de particularidades problematicas, nomeadamente perfis abruptos e/ou
descontinuidades mdveis. Na presente seccao pretende-se realizar uma apresentacao
detalhada dos préprios algoritmos, das consideracdes que motivaram a sua
construgao, para além de uma descricdo das respectivas estruturas e das principais
caracteristicas que determinam o seu desempenho.

3.5.1 MODELOS UNIDIMENSIONAIS

O algoritmo numérico para a resolucdo de modelos (algébrico-)diferenciais
desenvolvido no ambito do presente trabalho baseia-se no conceito AMOL (Adaptive
Method of Lines), com uma estratégia adaptativa estatica do tipo h-refinement (vd.
seccdo 2.4.3, pagina 90). Os passos principais da versdo 1D do algoritmo (designada
por STAT02) encontram-se resumidos de uma forma esquematica no diagrama de
fluxo da Figura 3.12.

O algoritmo divide-se numa estrutura iterativa que engloba os seguintes passos
sequenciais:

* Definigdao do tipo de conjunto de malhas de nivel crescente, uniformes ou nao
uniformes, do tipo diadico e ndo diadico, utilizado para a construcdo da malha
global adaptativa;

* Algoritmo de selec¢ao e colocagao nodal operado sobre o conjunto de malhas
definido anteriormente, para gera¢cdo da malha adaptativa, quer a partir do
perfil espacial inicial (t = tg) como de perfis espaciais em tempos intermédios;

e Integracdo do sistema (algébrico-)diferencial ordinario construido pela
discretizagdo do modelo (algébrico-)diferencial parcial original (em conjugagao
com as condigdes fronteira definidas) sobre a malha adaptativa gerada em cada
instante, através de um integrador ODE escolhido (vd. Anexo C).

e Procedimento interpolativo para reconstrucdo de perfis intermédios para
suporte do algoritmo de geracdo de malhas intermédias.

Os quatro procedimentos principais descritos acima organizam-se de forma a
estabelecer o algoritmo do programa STATO02 (descrito de forma detalhada no Anexo
B). Assim, partindo de um esquema MOL tradicional, procede-se a geragdo da malha
inicial de arranque do procedimento geral (k = 0, para t = tp), através do algoritmo de
colocacdo nodal sobre o conjunto de malhas pré-definido. Assim, discretiza-se o
modelo diferencial parcial em relagdao a malha gerada e integra-se o sistema de ODE’s
obtido até um instante temporal definido por uma passo de integracdo pré-
estabelecido (At), através de um integrador ODE. Obtém-se a aproximacao discreta da
solugdo num nivel temporal t, + At, disponivel apenas nas posicdes espaciais
determinadas pela malha gerada. Utilizando uma estratégia adaptativa h-refinement
tipica reconstrdi-se o perfil parcial da solugdo até ao nivel de resolugdo maxima do
conjunto de malhas escolhido. Posteriormente, aplica-se o esquema de geracao de
malha adaptativa para a construcao da nova malha de discretizacdo para o passo de
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integracdo temporal seguinte (k = k + 1). Repetem-se de modo iterativo os passos de
integracgdo, reconstrucao de perfil e geragdao de malha, até se atingir o nivel de tempo
final (tsinar), onde o algoritmo é finalizado.

INicIO

N%}ks

Diadicas?
\ 4 A 4

Nint0, NRef, &, &, . M, N, &, &
Condigdo
[ alb]l tal Atl tfinal ) [ alb]l tal Atl tfinal
inicial
A\ 4
k=0

Gerar malha inicial (t, = t,)

MODELO
FIM
v v
Integrar até
ti +At k=k+1
r
v
Reconstruir perfil > Gerar nova malha (t, +At)

Figura 3.12 Diagrama de fluxo para a descrigdo esquematizada do algoritmo de integracdo numeérica
adaptativa de modelos diferenciais evolutivos unidimensionais STAT02, baseado numa estratégia AMOL.

O elemento determinante para o sucesso do desempenho do algoritmo descrito na
Figura 3.12, consiste no algoritmo de seleccdao e colocacdao nodal que estabelece a
estrutura discreta designada por malha, sobre o qual o processo de integracdo é
realizado. Através deste procedimento, a malha de integracdo é reconstruida com uma
frequéncia apropriada, para que o sistema nodal que aproxima o dominio continuo se
adapte progressivamente as caracteristicas evolutivas da solucdo. Deste modo, o
algoritmo adaptativo de geracdo de malha deve forcosamente incluir um processo de
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monitorizagao da evolugdao dos resultados numéricos e da detecgdo das caracteristicas
mais importantes da solucdo computada em tempo real.

O algoritmo geral de colocacdo nodal desenvolvido é resumido na Figura 3.13. O
conceito de base relaciona-se com a possibilidade de construgdo de uma malha
multiresolugdao e multiescala, ou seja de tamanho varidvel ao longo do dominio
espacial, através da sobreposicdio de um conjunto de malhas estruturado e
hierarquizado de malhas base de nivel crescente. O procedimento de definicdo deste
conjunto depende somente do estabelecimento de uma malha de nivel minimo (que
corresponde a uma esparsidade mdaxima) e de um nivel maximo de refinamento da
malha inicial, ja que a operagao de geragao da malha de nivel seguinte consiste apenas
na colocacdo de nodos adicionais nas posi¢oes intermédias de todos os intervalos da
malha de nivel imediatamente anterior, até a obtencdo do maior nivel de refinamento
possivel previamente imposto. Deste modo, uma malha de nivel k + 1, inclui todos os
nodos contidos na malha de nivel k que lhe deu origem. A estratégia especifica
adoptada no procedimento de geracao do conjunto de malhas nao limita a natureza da
malha esparsa pré-definida, que pode ser diaddica ou ndo diadica, uniforme ou ndo
uniforme. No caso do conjunto de malhas seleccionado ser do tipo diadico (vd.
equacdo 3.11), é necessario escolher o nivel minimo (M) e maximo (N) das malhas base
diadicas que o definem. Por outro lado, é igualmente possivel optar pela geracdo de
um conjunto de malhas ndo diadico, sendo agora necessario o estabelecimento do
numero de intervalos da malha de nivel minimo (Nint0) e o grau de refinamento
maximo admissivel dessa malha (NRef).

0 k=M;Parai=1,...2"-1
0 Estimativa de U/ por FD (derivada de ordem n em /)
0 Se se verificar o critério de colocagao:

* Seleccionam-se os nodos intermédios da malha de nivel k+1: x5 ; x5, xk5L

0 Faz-se k=k+1 para k=M,...,N—-1

Figura 3.13 Algoritmo para selecgdo e colocagdo nodal em malhas diddicas de nivel k crescente.

Posteriormente, é necessario definir um algoritmo de seleccdo nodal que permita a
monitorizagdo da solugao aproximada sobre o conjunto de malha de escala
decrescente e possibilite a desactivacdo de nodos que nao verifiquem os critérios de
colocagdo nodal e a sua consequente eliminagdo da malha adaptativa global.
Obviamente que estes critérios devem facultar uma forma de estimagdo do erro de
discretizagao cometido através da implementagdo do procedimento numérico e, deste
modo, possibilitar uma medida da distribuicdo da actividade da solugdo ao longo do
dominio discretizado. Desta forma, procede-se a uma concentracdo de nodos, ou seja
uma diminuicdo da escala local da malha através da activagao de nodos de nivel
superior, nas regides de maior actividade, e uma relaxagao da malha, através da
desactivacdo de nodos, nas zonas de menor actividade da solucao.

Assim, o algoritmo de colocac¢do nodal (vd. Figura 3.13 para o caso diddico) consiste
num procedimento de varrimento do conjunto de malhas base, a partir da malha de
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nivel minimo (M), sobre as quais se procede a uma aproximacdo de diferencas finitas
(FD) da derivada de nivel n da solugdo. Estas estimativas sdo posteriormente utilizadas
na definicdo de critérios de colocacdo que sao testados em todos os nodos da malha
de nivel k. No caso do critério seleccionado ser verificado num nodo i, procede-se a
activagdo desse nodo e dos nodos adjacentes situados na malha de nivel
imediatamente superior k + 1 (vd. Figura 3.14). Apds o teste da totalidade da malha de
nivel k, aumenta-se o nivel de resolucdo (k = k +1) e procede-se a avaliacdo dos nodos
da malha seguinte até se atingir o nivel maximo de N — 1 (para o caso de um conjunto
diadico).

® ® ® ® o k+1
Xy Xy Xt
® ® o Kk
...... X<y X X1 e,

Figura 3.14 Relagdo hierdrquica entre malhas de nivel sucessivo.

Os critérios de colocacdo sdo estabelecidos de forma a satisfazerem o alcance de
alguns objectivos, respeitantes aos perfis aproximados como:

e Captura de oscilacdes;
* Detecgdo de valores elevados;
* Detecgdo de variagdes acentuadas.

A utilizagdo de aproximagdes FD revela-se especialmente adequada principalmente no
caso da captura de oscilagdes nos perfis numericamente gerados. Como se referiu
anteriormente (vd. seccdo 3.2), a aplicacdo de aproximacgdes do tipo FD a fungdes que
exibam perfis abruptos ou descontinuidades conduz a construgao de perfis diferenciais
contendo oscilagdes ndo fisicas localizadas nas regides do dominio onde se situam
aquelas caracteristicas problematicas. Desta forma, a detecgdo do posicionamento de
oscilacdes em aproximacoes FD, permite a identificacdo de regides de refinamento no
dominio da solucdo.

Desta forma, definem-se dois critérios possiveis para a seleccdo e consequente
colocacdo nodal sobre o conjunto de malhas base, designados por C1 e C2 (vd. Figura
3.15).

O critério C1 é estabelecido com o objectivo da identificacdo de oscilagdes ndo fisicas
(relacionadas com os pardmetros J) em aproximagles diferenciais de ordem n,
(associadas a regides de maior actividade da solugdo), conjugado com a deteccdo de
valores elevados (relativos ao tamanho local da malha) e de variagdes significativas da
estimativa de derivadas. No caso apresentado, este ultimo factor é controlado através
da monitorizacdo de uma média das estimativas adjacentes. No entanto, é possivel
generalizar este procedimento a avaliagdo do desvio padrdo (versdo 0) do mesmo
conjunto de variaveis.

Por outro lado, o critério C2 representa um controlo das variacées de estimativas de
derivadas adjacentes, associada a deteccdo de valores elevados em aproximacdes
locais.
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Critério C1:
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Figura 3.15 Critérios para coloca¢do nodal em malhas de nivel crescente.

As operacOes apresentadas na Figura 3.15 sdo apenas exemplos possiveis de critérios
de colocagdo nodal, directamente aplicaveis a malhas 1D ou de forma direccional, a
malhas de dimensdo superior. Outros critérios podem ser desenvolvidos através de
consideracdes semelhantes as referidas anteriormente, com diferentes combinagGes
de avaliagGes consentaneas com os objectivos enumerados acima.

Os procedimentos de geracdo de malha efectivamente construidos e discutidos de
forma detalhada no Anexo B sdao resumidos na Tabela 3.2.

No entanto, a aplicacdo do esquema de geracao de malha adaptativa acoplado ao
esquema de colocac¢do nodal descrito acima (vd. Figura 3.14), implica a disponibilidade
dos valores da solucdo em todas as posicoes da malha de nivel mais elevado. Tal ndo
constitui qualquer problema para o caso da geracdo da malha correspondente ao perfil
inicial (em t = ty), obrigatoriamente disponivel para a resolucdo de problemas de valor
inicial. Porém, a questdo muda de figura quando se trata de instantes temporais
intermédios, ou seja entre duas integracoes, onde se revele necessario proceder a uma
readaptacdo da malha, j& que neste caso, ndo existe qualquer garantia da
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disponibilidade de aproximacdes a solucdo sobre todas as posicdes discretas da malha
mais fina, como exigido pela estrutura do algoritmo da Figura 3.15.

Tabela 3.2 Estratégias de geracdo de malha 1D (gridgen*1).

Algoritmo Descri¢do
Algoritmo da Figura 3.13 acoplado aos critérios C1 ou C2 (incluindo possiveis
gridgenll variantes) em que todos os nodos (de todos os niveis de resolugdo) sdo
analisados.
Algoritmo da Figura 3.13 acoplado aos critérios C1 ou C2 (incluindo possiveis
gridgen21 variantes) em que apenas os nodos activados de niveis de resolugdo

anteriores sdo analisados.

Algoritmo de geracdo de malha RBF (Radial Basis Function) de Driscoll e

gridgen31 Heryudono, 2007[14]°.

Algoritmo da Figura 3.13 acoplado a um critério de colocagdo RBF

gridgen41 apresentado por Driscoll e Heryudono, 2007[14].

Deste modo, torna-se fulcral aplicar um esquema interpolativo de reconstrucdo do
perfil intermédio da solucdo aproximada, que possa ser posteriormente introduzido no
procedimento de geracdo de malha. Uma alternativa mais flexivel consiste em acoplar
o proéprio processo de interpolacdo no procedimento de geracdo de malha, que apenas
recorreria a uma acg¢do interpolativa quando e se verificasse que a posicdo nodal
pretendida ndo estivesse incluida na malha global gerada no passo temporal anterior.

O efectivo esquema de interpolacdo desenvolvido, em conjunto com as estratégias
interpolativas adoptadas (linear, splines cubicas, HRS ou RBF), sdo discutidos com
maior pormenor no Anexo B, assim como as formas mais adequadas para a sua
introdugao na estrutura genérica do algoritmo adaptativo de resolugdo de PDE’s.

No Anexo B sdo também descritos e caracterizados os programas escritos em
linguagem FORTRAN, desenvolvidos para a implementagdao dos métodos numéricos de
resolugao de modelos diferenciais 1D discutidos na presente secgao.

Finalmente, é necessario igualmente escolher um integrador ODE apropriado para a
integracdo do sistema de equacgbes ordindrios gerado pelo processo de discretizacao
efectuado sobre a malha adaptativa. No entanto, nesta questdo é conveniente
salientar que o esquema de discretizacdo espacial pode ser baseado quer em
procedimentos FD como em métodos HRS. No caso de estimativas diferenciais do tipo
FD, opta-se por estabelecer uma relacdo entre a estratégia especifica escolhida para o
critério de geragao de malha (igualmente do tipo FD) e o esquema de estimativa de
derivadas. Por exemplo, se se definir uma estratégia de geracao de malha assente em
FD centradas de quarta ordem, tal implica que o esquema de aproximacdo de
derivadas espaciais incorporado no algoritmo AMOL também ¢é baseado em FD
centradas de quarta ordem, no caso da ndo especificacdo deste como a alternativa
HRS.

No que diz respeito a integracdo temporal, procede-se a descricdo resumida de alguns
integradores ODE de eficacia amplamente demonstrada no Anexo C, com especial
destaque para o integrador DASSL (Differential-Algebraic System Solver), que aplica
uma versao do método de Gear ou BDF, de passo e ordem varidveis[15] e a rotina
RKF45 que implementa o método de Runge-Kutta-Fehlberg[16].

3 Algoritmo de colocagdo referido resumidamente na sec¢do 2.2.8 e no Anexo B.
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3.5.2 MODELOS BIDIMENSIONAIS

Nesta seccdo efectua-se a descricdo dos métodos numéricos desenvolvidos no dambito
da resolucdo numérica adaptativa de modelos diferenciais parciais evolutivos
bidimensionais (2D).

A introdugao de pelo menos uma dimensao espacial adicional no problema implica um
acréscimo significativo na complexidade da estruturagcdo da sua discretizagdo. De
facto, num dominio 1D, a comunicacdo internodal de uma malha esta a partida
determinada, ja que os nodos apenas se podem acomodar numa direcgdo bem
definida. No entanto, a consideragdo de uma direc¢ao coordenada suplementar
conduz a um incremento inexoravel das possibilidades de organizacdo do nodos de
discretizacdo de uma malha, que pode ser controlado através da definicdo de um
modo estruturante da geometria local e global.

Assim, considere-se um exemplo de uma malha 2D estruturada rectangular uniforme
(Ax = Ay = c.®) de nivel k arbitrario®. A forma mais simples de proceder a um
refinamento de malha, ou seja de construir a malha de nivel k + 1 derivada, consiste
em refinar todas as malhas 1D contidas na malha 2D inicial, em ambas as direc¢cées
espaciais x e y. Assim, através de um refinamento equidistante colocam-se nodos nas
posicGes médias de todos os intervalos da malha de nivel k (vd. Figura 3.16; quadrados
cinzentos), correspondentes as arestas dos quadrilateros definidos pelos nodos de
nivel k (vd. Figura 3.16; circulos vermelhos), que constituem a geometria local da
malha. No entanto, a bidimensionalidade do dominio implica que a operagdo de
refinamento ndo esteja completa sem a execucdo de uma colocagdo adicional de um
nodo adicional no centro geométrico de cada quadrilatero referido (vd. Figura 3.16;
circulos cinzentos) situado na interseccdao dos eixos definidos pelos quatro nodos
colocados nas arestas. Tal facto implica um acréscimo notério de complexidade no
processo de refinamento de malha 2D em relacdo ao caso 1D, ja que aquele ndo se
limita a uma simples sequéncia de operagGes de refinamento 1D, mas obriga
igualmente a uma geracao de nodos adicionais ou internos, representativos da
influéncia conjugada das duas direc¢Ges consideradas.

Assim, apresenta-se na Figura 3.17 o diagrama de fluxo descritivo da estrutura do
algoritmo de resolucdo numérica de PDE’s evolutivas 1D, designado por INTEGR2D,
idealizado no contexto de uma estratégia AMOL e de ldgicas de hierarquizagdo de
malhas semelhantes a apresentada na Figura 3.16. Apesar da estrutura do algoritmo
revelar semelhancas 6bvias em relacdo a correspondente a problemas 1D (vd. Figura
3.12), é notdrio que possui igualmente atributos completamente distintos.

A primeira diferenga a assinalar diz respeito ao facto da versao 2D estar projectada de
forma a apenas lidar com conjuntos de malhas do tipo diadico. No entanto, salienta-se
que esta caracteristica ndo consiste numa exigéncia inaliendvel relacionada com
qualquer questdo estrutural que resulte do aumento da complexidade geométrica do
dominio, mas deve-se simplesmente a uma opgao do programador. Afigura-se 6bvio
gue a generalizacdo do procedimento a conjuntos de malhas ndo diadicas é uma tarefa
perfeitamente trivial e, portanto, ndo necessita ser tratada como um factor relevante.

4 = . ~ . . . , .y oz
E de salientar que este caso nao representa a malha 2D mais eficiente possivel, ja que o quadrilatero
nao é o simplex dos espacos bidimensionais.
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X

X X

i-1 i i+1

Figura 3.16 Procedimento de refinamento padrao numa malha bidimensional estruturada rectangular.

O algoritmo apresenta no contexto do seu desenho iterativo diversas operagdes
essenciais sequenciadas, tais como:

1.

7.

Definigdao do tipo de conjunto de malhas diddicas de nivel crescente, uniformes
ou ndo uniformes, usado na geragdao da malha global adaptativa;

Algoritmo de colocacao nodal para geracao da malha adaptativa inicial, a partir
da condicdo inicial do problema (t = ty);

Translacdo do problema PD(A)E 2D original para um formato unidimensional
tratavel pelo integrador temporal de sistemas de OD(A)E’s escolhido;

Integracdo temporal do sistema construido pela discretizacidgo do modelo
original (juntamente com as condi¢Ges fronteira definidas) sobre a malha
adaptativa gerada, através do integrador ODE referido (vd. Anexo C) até ao
instante t + At;

Reconstrucdo do problema 2D em t + At, a partir da versdo 1D integravel;

Geracdo de nova malha adaptada ao perfil discreto em t + At, acoplada a um
processo de interpolacdo interno para a estimativa da solu¢do nos nodos nao
previamente activados;

Repeti¢cdo dos passos 3 a 6 até a consecugao do tempo final (tfina).

Consideram-se diversos tipos de critérios 2D de selecgcdo e colocagdo nodal baseados
em estratégias de deteccdo de gradientes elevados consideravelmente diferentes. Os
varios critérios desenvolvidos e aplicados no ambito do presente trabalho sao
resumidos na Figura 3.18. A maioria destes critérios é idealizado como uma sequéncia
de geracdes de malhas 1D conjugada com um procedimento de activacdo de nodos
internos.

A excepcao corresponde ao critério C32 que se fundamenta na bisseccdo de conjuntos
de quatro quadrilateros de nivel k (centrados sobre os nodos de nivel k ndo fronteira)
em oito triangulos rectangulos (vd. Figura 3.19 onde se ilustra um exemplo de um
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conjunto de quadrilateros k centralmente determinados pelo nodo (xf‘,y,k) de uma

malha quadrangular subdivididos em oito triangulos por duas bissectrizes — linhas
verdes tracejadas). Em cada triangulo é estimado o declive do plano ajustado a solucdo
nos trés nodos que o definem. Deste modo, para cada conjunto centrado no nodo

genérico (xf‘,y,"), obtém-se oito declives correspondentes aos oito tridngulos gerados,
através da rotina plane2.

INicIO

\ 4

M, Ny, M, N,, &, &

[ axraylb)(lbyll tw Atl tfinal

\ 4

k=0 Condigdio

Gerar malha inicial (t, = t;) inicial

MODELO

FIM

A 4

Construir problema intODE

A 4

Integrar até

\ 4

v

Gerar nova malha (t, +At)

+
t +At R

v

v
Interpolar posicoes

Reconstruir problema 2D . .
ndo activas

Figura 3.17 Diagrama de fluxo para a descrigdo esquematizada do algoritmo de integracdo numeérica
adaptativa de modelos diferenciais evolutivos bidimensionais INTEGR2D, baseado numa estratégia
AMOL.
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' C32m % >| verséo mesh \
Critério 32
‘ C32i #> versdo interpolate /
a C42m $> versdo mesh
Critério 42
N Ca2i #> versdo interpolate GRIDGEN82
a C52m i> versdo mesh
Critério 52
‘ C52i #> versdo interpolate
Critério 12 - C12m $> versio mesh

Figura 3.18 Relacdo entre os diversos critérios bidimensionais e as correspondentes rotinas de geracao
de malha.

A andlise da variacdo entre os diversos declives calculados permite a definicdo de
critérios que determinem a execucdo de operacdes de refinamento nas duas direc¢bes
principais, x e y, nas oito arestas exteriores (vd. Figura 3.19; quadrados azuis) e quatro
arestas interiores (vd. Figura 3.19; quadrados cinzentos) do conjunto de quadrilateros
considerado. Posteriormente, estas operacdes de colocacdo definem a necessidade de
activagao dos quatro nodos internos (vd. Figura 3.19; circulos amarelos) presentes no
conjunto referido.

X

X; X

i-1 i i+l

Figura 3.19 llustracdo esquematica da estratégia adoptada nos critérios C32.
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A vantagem deste procedimento é a sua flexibilidade ja que é compativel com uma
multiplicidade de estratégias de colocac¢ao nodal, dependentes das formas especificas
como se procede a andlise do conjunto de oito declives calculados para cada grupo de
quadrilateros k. Apds a analise de todos o nodos ndo fronteira da malha de nivel k,
aumenta-se a resolucdo do procedimento de geracdo de malha, repetindo as
operacdes descritas anteriormente para conjuntos de quadrildteros bisseccionados
(vd. Figura 3.19 - linhas verdes continuas), agora centrados em nodos k + 1
previamente activados. O algoritmo do critério C32 é esquematizado na Figura 3.20.

o k. =M, ek =M, ;Parai=1,..2%-1e j=1,..2%-1

0 Se (xf‘*,yfy) é um nodo activo:

e Bissecc¢do do conjunto de 4 quadrilateros centrados em (x,k ,yfy) da malha

(koK)

e Calculo dos 8 declives de planos ajustados a solucao definida nos vértices dos
triangulos gerados

* Seleccionam-se os nodos intermédios da malha de nivel (kx +1,k, +1) que

verifiguem o critério de colocacdo.

ket kL k+1 ky+l ke+1l ok, t1 ke+1  k,+1 ),
= Nodos externos: ( Xoi-1 1Y - 2) (X2/+1 'Ya)- 2) (le =2 Y- 1) (XZi Yaj )'
k,+1 Ko+l k+L Ko+l k+L k,+1 k,+1 ky+1)_

k,+1
(X2/+2 'yZ/ 1) (XZI -1 ’yZJ )’ (X21+1 ’yZJ )’ (XZI =2 'y2/+1) (XZI 'y2j+1

o+l k+L K, +1 K, +1 k+1)
(X21+2 'y2/+1) (X2/ -1 'y21+2) (X2/+1 'y21+2

. I R K+l k,+l ket k¥l ke+1 k¥l
= Nodos internos: (xz, LYo 1) (X 241 1Y 2)- 1) (X2, -1 ,yz,ﬂ) (X 2i+1 'yz,+1)

0 Fazse k, =k +1le ky :ky+1, para k, =M,,...,N —1e ky =M,,...,N,—1

y

Figura 3.20 Algoritmo genérico para seleccdo e colocagdo nodal C32 sobre conjuntos de malhas
diddicas.

Tabela 3.3 Rotinas de geragao de malha 2D (gridgen*2).

Rotina Descrigcdo
Versdo 2D da rotina de geracdo de malha 1D gridgen21, através de um
gridgen22 incremento no nivel de resolugdo baseado no conjunto de malhas diddicas

estruturadas da forma esquematizada na Figura 3.16.

Versdo 2D da rotina de geragdo de malha 1D gridgen11, através de pesquisas
sucessivas direccionais em x, com um varrimento de todos os dominios 1D de
nivel maximo com y constante, seguido de pesquisas em y, com um
varrimento dos x’s de nivel maximo.

gridgen4?2

gridgen82 Versdo interpolativa da rotina gridgen22.

Versdo interpolativa da rotina gridgen42 que analisa apenas dominios 1D com

gridgen62 nodos activos.
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Como referido anteriormente, os restantes critérios (C12, C42 e C52) constituem-se
como sequéncias de pesquisas 1D sobre malhas didadicas 2D de nivel crescente. Para
tal, recorrem a rotinas de colocagdo do tipo gridgen (vd. Figura 3.18) que
correspondem a versdes adaptadas de rotinas correspondentes 1D (vd. Tabela 3.3).

Estas rotinas aplicam estratégias de colocacdo nodal baseadas em aproximacgdes FD de
derivadas de ordem arbitraria da solugao para a detecgdo espacial de anomalias
(critérios 1D C1, C2, ou variantes). Todos os critérios 2D apresentados podem
igualmente lidar com problemas 1D como casos particulares de modelos genéricos 2D,
com a excepgao notdria do ja descrito critério C32, apenas aplicavel a problemas 2D.

Exceptuando C12, cada um dos critérios é definido em duas versées: i (interpolate) e m
(mesh) (vd. Figura 3.18). As versGes m correspondem a rotinas mais simples em que a
solugdo (ou a sua aproximacgdo) ja se encontra a partida disponivel em todas as
posicoes do dominio espacial definidas pela malha de nivel maximo. Assim, a utilizagdo
das rotinas m implica o acesso a uma expressdo analitica da funcdo discretizada, ou
uma reconstrucdo prévia do perfil para todas as posicdes da malha de nivel mais
elevado (NX,Ny) através de operacles sucessivas e intensivas de interpolacdo. Tal

facto pode exigir esforgos de calculo significativos, ja que, se por exemplo N, = N, = 10,
seria necessdrio avaliar os valores discretos da solu¢do em (210 + 1)(210 + 1):1050625
nodos, o que é manifestamente excessivo.

Por outro lado, as versdes i possuem um esquema interpolativo associado que permite
a estimativa da solucdo em posicoes ndo anteriormente activadas, a medida que esta
se revele necessaria, dispensando a reconstrugdo prévia do perfil discreto até ao nivel
maximo de resolucdo.

Deste modo, opta-se por aplicar uma estratégia de geracdo de malha do tipo m nas
condicGes iniciais de arranque do procedimento MOL de integracdo (passo 2 do
algoritmo). Por outro lado, usam-se rotinas do tipo i para a gera¢ao de novas malhas
adaptativas nos instantes temporais intermédios, localizados entre dois passos de
integracdo numérica (passo 6 do algoritmo).

O critério C12 é apenas usado na sua versdo m, ja que se baseia numa pesquisa e
activacdo nodal direccional sequenciada realizada através da aplicacdo dos critérios C1
ou C2, cuja progressao no sistema hierarquico de malhas diadicas é muito semelhante
a adoptada pelos critérios do tipo C32 e genericamente representada na Figura 3.16
(vd. Figura 3.20). De facto, parte-se da malha de nivel minimo (MX,My) activada por

defeito (que corresponde ao nivel de refinamento minimo, onde a disponibilidade da
solucdo esta a partida garantida) e incrementa-se sucessivamente até ao nivel (NX,Ny).

No entanto, ao contrario de C32, a estrutura do critério C12 aplica uma analise 1D
correspondente a rotina de colocacgdo nodal gridgenl1, o que implica uma analise de
todos os nodos até a malha de nivel maximo e, deste modo, torna aconselhavel o
recurso a somente uma versao m do algoritmo.

No que diz respeito ao critério C42, a estratégia de navegacdo no sistema de malhas
diddicas é semelhante a dos critérios C12 e C32 (vd. Figura 3.16), mas agora a
estratégia de colocagdo nodal 1D estd associada a rotina gridgen22 (ou gridgen82 para
a versdo i) equivalente a rotina gridgen21, que apenas analisa a verificacdo de critérios
de refinamento em nodos previamente activos (vd. Tabela 3.3).
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Por outro lado, no critério C52 adopta-se uma estratégia de sequenciagdo da andlise
das malhas 1D algo diferente. Agora efectuam-se pesquisas direccionais, primeiro em
X, com um varrimento sequencial para todos os dominios 1D de nivel de resolugao
maximo com y constante, seguido de pesquisas em y, com um varrimento de todos os
X's igualmente de nivel maximo. Em cada pesquisa 1D, aplica-se uma versdo da rotina
de colocacdo nodal gridgen11 (vd. Tabela 3.3), o que implica que na sua versdo m o
procedimento tenha de analisar todos os nodos da malha 2D de maxima resolugao. No
entanto, a versao C52i limita-se a pesquisar dominios 1D com nodos previamente
activados, utilizando a malha discreta da integracdo anterior como suporte para a
construgao da malha seguinte. As pesquisas individuais sdo realizadas através do
procedimento usual de incremento no nivel de resolugdo sobre um conjunto de
malhas diadicas estritamente 1D (gridgen42 ou gridgen 62).

Apds a deteccdo e activacdo de nodos internos (ndo aplicavel no caso dos critérios
C52), o ultimo passo dos algoritmos de colocagcdo nodal em cada nivel de resolucdo
consiste numa activacdo dos nodos fronteira de nivel superior a (MX,My), que se

situam nas extremidades das malhas 1D direccionais (quer em x como em y), que
possuam pelo menos um nodo activo.

Por outro lado, é necessario definir um integrador ODE adequado para a integracdo do
sistema de equacgdes ordinarios (passo 4 do algoritmo) construido através do processo
de discretizacdo realizado sobre a malha adaptativa. Assim como no caso 1D discutido
anteriormente, o esquema de discretizacdo espacial pode ser baseado quer em
procedimentos FD como em métodos de aproximacdo HRS. No caso particular de
estimativas diferenciais do tipo FD, opta-se por impor uma relagdo entre a estratégia
especifica escolhida para o critério de geracdo de malha (igualmente do tipo FD) e o
esquema de estimativa de derivadas.

Adicionalmente, como os integradores ODE usados sdo projectados de forma a
tratarem vectores unidimensionais que representam o conjunto de varidveis
dependentes discretizadas do problema, torna-se necessario desenvolver um
procedimento que transforme o modelo discreto 2D numa versdo 1D (u), mantendo a
informacdo relevante acerca do posicionamento de cada elemento de u no dominio 2D
(passo 3 do algoritmo). Apds cada passo de integracdo temporal, o formato 2D do
problema é restaurado a partir do problema ODE 1D, de modo a que uma nova malha
possa ser gerada (passo 5 do algoritmo).

No Anexo C sdo resumidamente descritos alguns integradores ODE relevantes,
nomeadamente o integrador DASSL (Differential-Algebraic System Solver), e a rotina
RKF45.

Por outro lado, descrevem-se no Anexo B os programas implementados em FORTRAN,
desenvolvidos para a execucdo dos métodos numeéricos de resolucdo de modelos
diferenciais 2D discutidos acima.
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No presente capitulo apresentam-se os resultados obtidos através da implementacdo
dos algoritmos numéricos descritos no Capitulo 3 para modelos de teste
unidimensionais. Numa primeira fase, verifica-se o desempenho dos métodos de
colocacdo nodal e geracdo de malha para funcdes de teste unidimensionais.
Posteriormente, testa-se o algoritmo de resolucdo de modelos diferenciais
unidimensionais, incluindo o método de geracdo de malha adaptativa referido
inicialmente.

4.1 GERAGAO DE MALHAS UNIDIMENSIONAIS

A primeira fase do teste do desempenho dos algoritmos numéricos desenvolvidos no
presente trabalho consiste na verificacdo da sua capacidade de geracdao de malhas
adequadas a representagao das caracteristicas principais de fungdes unidimensionais
gue exibam peculiaridades problemadticas como descontinuidades ou perfis abruptos.
Todas as simulacdes foram realizadas com recurso a estratégia de geracdo de malhas
adaptativas gridgen11 com aproximagdes FD centradas de cinco nodos.

Deste modo, selecciona-se como primeira fungao unidimensional testada, uma fungao
degrau negativo que exibe uma descontinuidade localizada na posicdo central (x = 0.5)
de um intervalo [0,1]:

{u(x)=1, 0<x<0.5

u(x)=0, 05<x<1’ @.1)

A implementagao do algoritmo de geragao de malha descrito na secgao 3.5.1, com os
parametros da Tabela 4.1, proporciona os resultados resumidos na Figura 4.1.

Tabela 4.1 Parametros numéricos para a gera¢do de malha da fungdo degrau.
Critério M N Ordem da Derivada & &
C1 4 12 1 0.1 0.1

Deste modo, a aplicacdo do critério de colocacdo nodal C1 (baseado essencialmente na
captura de oscilagBes artificiais no perfil diferencial aproximado por diferencas finitas),
a uma aproximacdo FD da primeira derivada da solugdo, com as tolerancias & e &
fixadas em 0.1, e sobre um conjunto de malhas diadicas, cujo nivel varia entre 4 e 12,
possibilita a geracdo da malha representada na Figura 4.1. E notério que o algoritmo
de colocacdo consegue lidar satisfatoriamente com a deteccdo da descontinuidade
localizada na abcissa 0.5, colocando nodos de nivel crescente (até ao valor maximo de
12) na vizinhanga da perturbagdo de forma a que os seus vértices possam ser
representados com uma exactiddo satisfatéria. De facto, constata-se que a
proximidade a descontinuidade impde a colocacdo sucessiva de nodos de nivel mais
elevado. Por outro lado, as restantes zonas do dominio, onde a actividade da funcao é
praticamente nula sdao correctamente simuladas de forma discreta pela malha de
ordem mais reduzida (M = 4).

A atribuicdo de um nivel minimo ao conjunto de malhas base que constitui o suporte
da malha global adaptativa, assegura que mesmo as zonas de menor actividade da
funcdo, sejam representadas de forma discreta por uma malha suficientemente fina,
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sem uma esparsidade excessiva, que poderia introduzir dificuldades na sua posterior
aplicagdao no contexto de uma integragao numérica.

NP=57

1.2

1o 0600600000000

0.8 -

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.1 Geragao de malha unidimensional para a fun¢do degrau negativo.

Assim, conclui-se que o algoritmo de colocacdo gera uma malha com 57 nodos (56
intervalos) que representa satisfatoriamente as caracteristicas essenciais da funcdo
degrau discretizada.

Testou-se em seguida o desempenho do algoritmo no caso de uma fung¢do continua,
mas ndo continuamente diferencidvel comol[1],

u(x) =[x +0.04], (4.2)

para x LI [-1,1]. Esta fungdo, aqui designada por corner, exibe uma descontinuidade na
primeira derivada localizada em x = -0.04, e uma evolucgdo linear no dominio restante.

Implementa-se o procedimento de geracdao de malha, tendo em conta os parametros
apresentados na tabela seguinte.

150



MOoDELOS DE TESTE UNIDIMENSIONAIS

Tabela 4.2 Parametros numéricos para a geracdo de malha da funcdo corner.

Critério M N Ordem da Derivada & &

C2 4 12 1 0.01 0.01

NP=64

1.2

0.8 -

0.4 -

0.2 1

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.2 Geragdo de malha unidimensional para a fungdo corner.

Observa-se novamente uma deteccdo notdria da descontinuidade e um refinamento
sucessivo na sua vizinhanca até ao nivel maximo admissivel (vd. Figura 4.2). Nas
regidoes restantes do dominio, onde a evolucdo da funcdo é suave, esta é
satisfatoriamente representada pela malha mais esparsa. Globalmente, a funcdo é
aproximada numericamente sobre uma malha com somente 64 nodos.

Pretende-se testar igualmente a eficicia do algoritmo de colocac¢do para lidar com uma
funcdo que desenvolva um perfil assaz abrupto, ou seja, que exiba gradientes
localizados extremamente elevados. No caso presente, esta caracteristica é gerada
pela existéncia de um operador de tangente hiperbdlica[1]:

u(x) =tanh(60x —0.01). (4.3)

A funcdo é definida no intervalo [-1,1] e apresenta uma frente abrupta centrada na
posicdo x = 0. O esquema utiliza os parametros resumidos na Tabela 4.3.
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Tabela 4.3 Parametros numéricos para a geracdo de malha da fun¢do TGH.

Critério M N Ordem da Derivada & &

ClouC2 4 12 1 0.1 0.1

NP=58

12

0.8 1
0.6 1
0.4 1
0.2 1

.0.2 1
.0.4 1
-0.6 1
.0.8 1

-1 4
-1.2

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.3 Geragdo de malha unidimensional para a fungdo TGH (critério C1).

Verifica-se de novo a capacidade do algoritmo de coloca¢do associado ao critério C1 de
detectar a frente problemdtica e refinar a malha na regido adjacente de modo a
simular adequadamente quer o perfil abrupto e a curvatura dos seus contornos, como
as duas zonas planas que o rodeiam (vd. Figura 4.3). Deste modo, a funcdo é
representada de uma forma discreta por uma malha com apenas 58 nodos.

A aplicagdo do critério C2 conduz a resultados semelhantes aos observados para o caso
anterior (vd. Figura 4.4). Verifica-se novamente a mesma capacidade de identificacdo
da frente, de refinamento na zona abrupta e de simulacdo da curvatura das
extremidades. No entanto, manifesta-se uma maior sensibilidade do critério C2 em
relacdo a C1 (em condicbes de implementacdo equivalentes), necessitando de atingir
um maior nivel de refinamento para a representacdao do declive acentuado da fungdo
discretizada.
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Tabela 4.4 Parametros numéricos para a gera¢do de malha da fun¢do de Runge.

Critério M N Ordem da Derivada & &

ClouC2 4 10 1 0.05 0.05

NP=66

1.2

0.8 1
0.6 1
0.4 -
0.2 1

-0.2 1
-0.4
-0.6 A
-0.8 1

-1 4
-1.2

x

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.4 Geragdo de malha unidimensional para a fungdo TGH (critério C2).

Testa-se agora o desempenho do algoritmo de colocacdo nodal no caso da fung¢do de
Runge[1], definida sobre o intervalo [-1,1]:

u(x)=y(25)(2 +1). (4.4)

Neste caso, pretende-se aplicar o procedimento de discretizacdo a uma funcdo que
representa uma onda relativamente suave que se estende pela quase totalidade do
dominio.

Na Figura 4.5 apresentam-se os resultados obtidos através de uma simulacdo
implementada com os parametros da Tabela 4.4 (para o critério C1). Constata-se que o
algoritmo manifesta uma capacidade notdria de simular numericamente a funcao,
construindo uma malha que cobre satisfatoriamente o dominio, representando de
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forma adequada a curvatura da onda, através de um refinamento proporcional ao
gradiente local da fungdo. De facto, verifica-se uma distribuicdo simétrica de nodos de
nivel crescente, consentdnea com a prépria natureza simétrica da funcdo. A malha
global gerada contém 63 nodos.

NP=63

1.2

0.8

0.4 -

0.2

Figura 4.5 Geragdo de malha unidimensional para a fungdo de Runge (critério C1).

Por outro lado, a aplicacdo do critério C2 (mantendo todos os restantes parametros
inalterados) proporciona a constru¢gdo de uma malha semelhante a discutida
anteriormente (vd. Figura 4.6). O critério C2 baseia-se fundamentalmente na deteccdo
de variacdes bruscas no perfil diferencial da funcdo aproximado por diferencas finitas.
Constata-se um comportamento equivalente do algoritmo mas, ao contrario do
observado no exemplo anterior, este ndo necessita de recorrer neste caso a
refinamentos de nivel tdo elevado. De facto, a aplicagdo do critério C2 activa nodos de
nivel maximo 7 (ao contrdrio do observado no caso do critério C1 em que o nivel de
refinamento alcancado é de 8). Assim, a utilizacdo do critério C2 permite a gera¢do de
uma malha global que representa apropriadamente as caracteristicas principais do
perfil da funcdo discretizada, recorrendo a um menor nimero de nodos (57 em
comparac¢do com a malha de 63 nodos gerada pela aplicacdo do critério C1).
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NP=57

1.2

0.8 -

0.4

0.2 1

< G0000000 00000000

6 L 28 28 28 28 28 28 2% 2% 2% 2% 2% 2% 2% 4

Figura 4.6 Geragdo de malha unidimensional para a fungdo de Runge (critério C2).

Deste modo, conclui-se que ambos os critérios de colocacdo nodal, C1 e C2, associados
ao algoritmo de geracdo de malha, se revelaram eficazes na discretizacdo adequada de
funcdes que exibam caracteristicas problematicas como descontinuidades, frentes
abruptas e mesmo formatos de onda de curvatura relativamente suave.

4.2 RESOLUGAO DE MODELOS DIFERENCIAIS UNIDIMENSIONAIS

Apds a verificacdo da capacidade dos algoritmos de colocacdo nodal para a
representacdo de particularidades problematicas em fung¢des unidimensionais, esta-se
em condicdes de passar a fase seguinte, em que se pretende testar a performance do
algoritmo de resolucdo numérica adaptativa STATO2 descrito na sec¢do 3.5.1, acoplado
ao procedimento de geracdao de malhas gridgen11. Nesta seccao, apresentam-se os
resultados numéricos obtidos pela aplicacdo desse algoritmo a modelos diferenciais de
teste unidimensionais seleccionados, conhecidos por exibirem caracteristicas
complicadas, como a representacdo do movimento de ondas e frentes abruptas, ou o
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desenvolvimento progressivo de frentes do mesmo tipo, de natureza estatica ou
dinamica.

4.2.1 EQUAGAO DE ADVECCAO

Um exemplo classico do tipo de problemas pretendido é a bem conhecida equagdo de
advecc¢do, um modelo diferencial extremamente simples composto por um termo de
inércia, caracterizado pela taxa de variagao temporal de uma extensidade u, que
depende somente de um termo de advecgdo, associado a uma determinada
velocidade de propagacdo. Este termo advectivo é usualmente aplicado para a
simulacdo de transporte por convecc¢do. Assim, é possivel constatar na literatura uma
notéria ligacdo entre os termos “adveccdo” e “conveccdo”, frequentemente utilizados
como sindnimos. Genericamente, a equacdo de adveccdo é uma PDE que representa o
movimento de uma variavel escalar conservada, que é advectada por um campo de
velocidades conhecido.

Deste modo, considere-se um modelo advectivo unidimensional do tipo,

ou ou
— =, (45)
ot Mox
definido no dominio 0<x<1 e 0<t<1, e completada pela condicdo fronteira,
u(o,t)=0 (4.6)
e a condigdo inicial,
_ 2
u(x,0)=exp —M : (4.7)
£

O interesse do modelo de advecg¢do pura consiste no facto da sua solucdo representar
simplesmente uma translagdao temporal de velocidade (4, no sentido positivo do eixo
coordenado espacial x, do perfil espacial inicial, sem que ocorra a introducdo de
qualquer tipo de distor¢dao. Deste modo, se a condigcdo inicial estabelecida for uma
fungdo que exiba descontinuidades e/ou frentes ou ondas abruptas (como é o caso da
equacdo 4.7; vd. Figura 4.7 e 4.8), a integracdo temporal corresponde a um
deslocamento destes atributos ao longo do dominio, mantendo inalteradas as suas
caracteristicas abruptas, ja que a auséncia de termos difusivos ndo permite a
suavizagdo ou dispersao das frentes.

Fixem-se entdo os parametros ¢ =1, x,=05e €= 107" . Neste caso, a condigdo inicial

é uma funcdo que contém uma onda extremamente estreita e abrupta centrada no
ponto médio do dominio, x = 0.5. Esta onda vai propagar-se ao longo do tempo, sem
distor¢do ou suavizacdo, com velocidade unitdria, até embater na fronteira direita, x =
1, e sair do dominio considerado.

Inicialmente testa-se a capacidade do algoritmo de colocacdo nodal de gerar uma
malha apropriada a representacdo da onda através da aplicagdo dos critérios de
colocagdo C1 e C2 e os dados resumidos na Tabela 4.5.
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Tabela 4.5 Parametros numéricos para a implementacdo da resolu¢do da equacdo da advecgao.

e critério C1;C2
¢ ordem da derivada le2;1
Colocagédio nodal v
& &
* tolerancias 1107 1x107
M N
Malhas e diddicas 4 10
uniforme
. e . e aproximagoes FD centradas; 5 pontos
Discretizagdo espacial - ——
e diferenciagao (n>1) NA
Interpolagdo splines cubicas; 9 pontos
» passo (At) 1x10°
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®
NP=103
1
0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2 -
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
11
10 - L J
9 L
8 Lol
c 7 90000000
6 L 2K 2R 3R 2R 2 4
5 * * * * * *
4 ¢ * * * * * * * * * * * * * * * <
3

Figura 4.7 Perfil inicial e geragdo de malha para a equacdo de advecgao (critério C1).
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NP=79

0.8

0.6

0.4

0.2

0 ¢

L 4
9 1 L4

[eeeveveren
c 71 000000

6 L 2 2R 2% 2% 2R 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.8 Perfil inicial e geragdo de malha para a equagdo de advecgdo (critério C2).

Testam-se os critérios de colocacdo nodal C1 e C2, com a analise FD da sequéncia 1.2 e
2.2 derivadas, e apenas da 1.2 derivada, respectivamente. As tolerdncias de colocacao
sdo fixadas em 0.01 para ambos os critérios. A malha adaptativa global é construida
através da sobreposicao de malhas diddicas uniformes parcialmente activadas, cujo
nivel varia entre 4 e 10. Usam-se aproximacoes de FD centradas com cinco nodos para
a estimativa das derivadas espaciais, quer no processo de geracao de malha como no
de integragao temporal. O esquema de interpolagdo baseia-se em splines cubicas com
nove nodos e a integragao temporal é executada com o integrador DASSL, sendo as
tolerancias (absoluta e relativa) fixadas em 1x10° e ao passo é atribuido o valor de
1x107,

Pela analise das Figuras 4.7 e 4.8 torna-se notério que o algoritmo de colocagdo se
revela eficiente na geracdo de uma malha apropriada que se ajusta convenientemente
aos atributos principais da funcdo discretizada.

Verifica-se igualmente que a utilizacdo do critério C1 tende a ser mais exigente que a
do critério C2 (nas condi¢oes assumidas), obrigando a um maior refinamento da malha
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na regidao da onda. Deste modo, a malha C1 apresenta um maior nimero total de
nodos (103; vd. Figura 4.7) do que a malha C2 (79; vd. Figura 4.8). No entanto, convém
salientar que a implementagdo C1 usou dois varrimentos sucessivos da fungdo com
consequente monitorizacdo sequencial da aproximacdo FD da primeira e segunda
derivada. Ao contrdrio, a implementacao C2 apenas procedeu a geracao da malha a
partir da avaliacdo da aproximacdo da primeira derivada (vd. Tabela 4.5). Deste modo,
ndo surpreende que o critério C1 aplicado em dose dupla tenha atingido graus de
refinamento maximo (N = 10) numa zona mais alargada do que a correspondente ao
critério C2, conduzindo a uma malha visivelmente mais densa. Todavia, qualquer uma
das malhas referidas representa convenientemente a discretizagao da condigao inicial
(vd. equacdo 4.7) do modelo de adveccgao.

Nas Figuras 4.9 e 4.10 apresentam-se agora os resultados da implementacdao do
algoritmo numérico adaptativo STAT02 ao modelo de advecc¢do (vd. equagdes 4.5 a
4.7), adoptando os parametros resumidos na Tabela 4.5 com os critérios de colocagdo
nodal C1 e C2, respectivamente. As integracdes temporais sao realizadas com recurso
ao integrador ODE DASSL (vd. Anexo C).

Afigura-se 6bvio que os resultados numéricos obtidos através das duas execucles
referidas sdo bastante semelhantes e igualmente satisfatorios.

¢t=0 ®mt=01 t=0.2

L J
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0.8 1 t=0.3 X t=0.4 ® t=0.5 -
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~
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Figura 4.9 Implementagdo numérica para o caso da equacao de advecgdo (critério C1).

159



MOoDELOS DE TESTE UNIDIMENSIONAIS

Ambas as implementa¢des demonstram a capacidade do algoritmo acompanhar a
movimentagao das ondas abruptas até ao seu embate na fronteira direita, situada na
abcissa x = 1, sem se constatar a introducdo de qualquer tipo de distor¢cdo ou
perturbacdo numérica visivel. Por outro lado, a escolha de um passo de integracdo
temporal apropriado (vd. Tabela 4.5) proporcionou a execucdo das operacles de
readaptacdo da malha nos instantes adequados, possibilitando uma eficiente evolugao
temporal das zonas de refinamento intensivo.

1 |
et=0 m®mt=0.1 t=0.2 - ! %
-
0.8 - t=0.3 X t=0.4 ® t=0.5 P = R
L] XK
.
Ey XK
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=} “ .- xx
o0 . « °
0.4 .o -: xx °
.o X °
o o® XX
L | X
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se m XX o
0 l—l—l—l-v—l—l—o—l—o‘ljiJ\-l s mJu
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
0.6
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Figura 4.10 Implementag¢do numérica para o caso da equagao de advecgao (critério C2).

Analisa-se igualmente a evolucdo da complexidade da malha adaptativa ao longo da
integracdo numérica. Verifica-se que o procedimento adaptativo permite uma
estabilizagdo e manutengao do nimero de intervalos da malha em valores razodveis
inferiores a 120 durante toda a execug¢do (vd. Figura 4.11), notando-se uma
progressiva diminuicdo para tempos préoximos de 0.5, que coincide com a saida da
onda do dominio considerado.

Por outro lado é importante comparar os perfis numéricos com a solucdo analitica do
modelo 4.5 a 4.7, dada por,

[(X _:Ut)_xo]2 .

uana/(X't)zeXp - (48)
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A exactid3o é avaliada através do calculo da norma-L, do erro da solu¢gdo numérica em
relacdo a solucdo exacta 4.8, definida por[2],

= oy e el emof. ). 49
—d)iz

Verifica-se que os dados disponiveis da medida do erro calculado em todo o dominio
espacial para um determinado instante de integracdo (vd. Figura 4.12) correspondem a
valores bastante aceitdveis e de ordem de grandeza suficientemente reduzida (da
ordem de 10).

140
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 4.11 Evolugdo do numero de intervalos da malha adaptativa gerada na implementagdao numérica
para o caso da equacdo de advecgao.
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Figura 4.12 Erro médio obtido na implementagdo numérica para o caso da equagdo de advecgdo.

Deste modo, conclui-se que o desempenho do algoritmo STAT02 na resolucdo
numeérica deste modelo de adveccdo, definido para a simulagao da propagacao de uma
onda abrupta, é satisfatdrio. Prova-se assim a sua capacidade para lidar com
problemas diferenciais unidimensionais que coloquem dificuldades desta natureza.
Para além disso, demonstra-se a capacidade dos critérios de colocagdo nodal
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seleccionados de adaptarem convenientemente a malha discreta a evolugdo do
esquema numeérico de integragao do tipo MOL.

4.2.2 EQUAGAO DE BURGERS UNIDIMENSIONAL

Em seguida efectua-se o teste do algoritmo numérico para resolugao de PDE’s para um
problema modelo, extremamente comum na literatura especializada referente a
métodos numéricos adaptativos de integracdo de equacdes diferenciais parciais: a
equacdo de Burgers [1,3-6]. Esta equacado diferencial parcial, que deve o seu nome ao
fisico holandés Johannes Martinus Burgers (1895-1981), é um modelo fundamental no
campo da Mecanica de Fluidos. A equagao de Burgers resulta da aplicagdo da equagao
de Navier-Stokes a um fluxo unidireccional sem gradiente de pressao[5]. Pode
igualmente ser deduzida a partir da equacdo de Fokker-Planck. A sua natureza versatil
permite a modelacdo de problemas tao distintos como os correspondentes a dindmica
de gases, dindmica de liquidos em sdlidos, ou fluxo de trafego automavel.

O modelo especifico testado corresponde a equacdo geral de Burgers unidimensional,

caracterizada pela presenca de um termo difusivo, ou seja de um caracter parabdlico

de influéncia extremamente reduzida em relagdo ao termo dominante hiperbdlico do

tipo advectivo. A equacdo referente a situacdo limite puramente hiperbdlica com o

coeficiente de viscosidade ou difusivo vV = 0, é designada por equagdo inviscida e

consiste no caso mais simples de uma PDE hiperbdlica nao linear. Assim, tem-se a PDE,
ou_ du 9

E—_Ua‘FVW, (410)

emque V=0,e0<x<1, 0<t<10; com as condicdes fronteira,
u(0,t)=u(1,t)=0, (4.12)

e a condigdo inicial,
u(x,0)=sin(2ﬂx)+%sin(ﬂx). (4.12)

A solucdo deste problema consiste inicialmente numa curva sinusoidal que assume
valores positivos em x [ [0,0.58], correspondente a regido esquerda do dominio
espacial, e valores negativos no restante dominio referente a regido direita deste.
Como V=0, o modelo é fundamentalmente hiperbdlico revelando um comportamento
semelhante a um modelo de advecg¢do. No entanto, no caso particular da equagdo de
Burgers, a fungdo de fluxo é dada por @= u?/2 e, deste modo, a solugio u é advectada
por si propria (vd. equacdo 4.10), ou seja, a velocidade de propagacdo em cada posicdo
do dominio, dg/du = u, assume o proprio valor da solugdo. Neste sentido, a medida
que a integracao temporal avanga, a parte positiva da curva sinusoidal, ou seja a onda
positiva é projectada para a direita e a onda negativa é deslocada para a esquerda.
Assim, as duas ondas acabam por coalescer numa frente centrada no zero da condigao
inicial, que se estreita progressivamente até se transformar numa frente abrupta cuja
espessura é proporcional ao valor do coeficiente de difusdao, V. Deste modo, é trivial
concluir que quanto menor for V, mais hiperbdlica serd a PDE 4.10, mais estreita e
consequentemente mais abrupta serd a frente desenvolvida, e mais dificil sera a
integracdo numérica da equacdo referida. Depois de completamente formada a frente
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abrupta (t = 0.2), esta inicia um movimento de deslocacdo no sentido positivo do eixo
coordenado da variavel independente x (porque a amplitude da onda positiva é
superior a da onda negativa), conjugado com uma diminuicdo progressiva da
amplitude, quer da sec¢do positiva como da negativa. Este movimento culmina com o
embate da onda na fronteira direita do dominio, x = 1. Nesta altura, a sec¢do negativa
da onda ja se extinguiu completamente. Finalmente, observa-se a continuagdo do
esvair da onda positiva, tendendo a solugao progressivamente para um perfil nulo no
dominio definido.

Desta forma, procede-se inicialmente a resolugdao numérica do problema 4.10 a 4.12
(com v = 1x107) pela aplicacdo do algoritmo numérico STATO2 com os pardmetros
numeéricos de implementacdao resumidos na Tabela 4.6. Testam-se os critérios de
colocacdo nodal C1 e C2, com a analise FD da sequéncia 1.2 e 2.2 derivadas, e apenas
da 1.2 derivada, respectivamente. As tolerancias de colocac¢do sdo fixadas em 1 para o
critério C1 e 0.1 para o critério C2. A malha adaptativa global é construida através da
sobreposicdo de malhas diadicas uniformes parcialmente activadas, de nivel entre 4 e
10. Usam-se aproximacdes de FD centradas com cinco nodos para a estimativa das
derivadas espaciais, sendo a derivada de segunda ordem avaliada por férmulas FD
directas. O esquema de interpolacdo baseia-se em splines clibicas com sete nodos e a
integracdo temporal é executada com a DASSL, sendo o passo fixado em 1x10” e as
tolerancias (absoluta e relativa) fixadas em 1x107°.

Tabela 4.6 Parametros numéricos para a implementacdo da resolu¢do da equacdo de Burgers, para Vv =
1x10°,

e critério C1;C2
Colocagdo nodal ¢ ordem da derivada le2;1
& &
¢ tolerancias 1;0.1 1;01
M N
Malhas e diadicas 4 10
uniforme
Discretizaciio espacial . a!aroxim:':\qf‘ies FD centra.das; 5 pontos
* diferenciagao (n>1) directa
Interpolagéo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 1x107
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®

Os resultados numéricos obtidos sdo apresentados nas Figuras 4.13 e 4.14 para as
implementacdes referentes a aplicacdo dos critérios C1 e C2, respectivamente. O caso
especifico analisado é caracterizado por um coeficiente difusivo relativamente pouco
exigente (V= 1x107%) e representa um exemplo de menor dificuldade de integragao.

Através da andlise das Figuras 4.13 e 4.14, verifica-se a obtencdo de resultados
semelhantes com a aplicacdo dos dois critérios estudados. De facto, no que concerne a
capacidade de formacdo da frente, quer do declive abrupto, como da curvatura das
extremidades, ambos os critérios revelam desempenhos equivalentes. No entanto, é
notorio que nas condicOes estabelecidas o critério C2 denota uma maior dificuldade na
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reproducdo de perfis mais suaves, ja que demonstra uma visivel incapacidade em
formar o topo da curvatura do perfil correspondente at = 10 (vd. Figura 4.14).

Conclui-se entdo que o algoritmo numérico de integracao conjugado com os critérios
de colocacdo C1 e C2 patenteia um desempenho bastante satisfatério na resolucdo de
um modelo que desenvolve progressivamente frentes abruptas ou descontinuidades a
partir de perfis iniciais suaves, ja que se demonstra a sua capacidade de deteccao,
cobertura e acompanhamento dessas caracteristicas problematicas.
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Figura 4.13 Implementagdo numérica para o caso da equacgao de Burgers (critério C1; v = 1><10"3).

De seguida, aumenta-se o nivel de dificuldade do problema, diminuindo a influéncia do
termo difusivo na equagao 4.10 e consequentemente aumentando a sua natureza
hiperbdlico. Assim, reduz-se o valor de ¥ num factor de 10 para 1x10™.

Para a implementacdo da resolugdo desta segunda versdo do modelo de Burgers,
define-se o conjunto de parametros numéricos apresentados na Tabela 4.7. Agora,
testa-se apenas o desempenho do critério de colocacdo nodal C1, associado a uma
analise FD da sequéncia 1.2 e 2.2 derivadas. As tolerancias de colocag¢do nodal sdo
fixadas em 1 e a malha adaptativa global é construida através da sobreposicdo de
malhas diadicas uniformes parcialmente activadas, de nivel entre 4 e 12. Usam-se
novamente aproximacdes de FD centradas com cinco nodos e interpolacdes de splines
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clibicas com sete nodos. A integracdo temporal é executada com um passo de 2.5%10°
e as tolerancias do integrador DASSL sdo fixadas em 1x10°°.
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Figura 4.14 Implementagdo numérica para o caso da equacgao de Burgers (critério C2; v = 1><10"3).

Tabela 4.7 Parametros numéricos para a implementacdo da resolu¢do da equacdo de Burgers, para Vv =
1x10™,

e critério c1
Colocagdo nodal ¢ ordem da derivada le2
& &
e tolerancias 1 1
M
Malhas * diadicas 4 12
uniforme
Discretizaciio espacial . a!:)roxim?;ies FD centra'das; 5 pontos
e diferenciagao (n>1) directa
Interpolagéo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 2.5x10°
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®

165




MOoDELOS DE TESTE UNIDIMENSIONAIS

No que concerne as alteracOes efectuadas em relacdo a execucdo do caso anterior,
destaca-se a necessidade do aumento do grau de resolucdo maximo admissivel, que
implica um decréscimo do tamanho da malha de nivel superior (N = 12), de modo a
gue o algoritmo possa lidar com a reducdo significativa da espessura da frente
formada (de um factor de 10). Por outro lado, a estabilizacdo da evolugdo da
integracdo temporal tornou necessaria a diminuicdo do passo temporal (At = 2.5%x107).
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Figura 4.15 Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equacdo de Burgers (critério C1; v = 1><10"4)
—instante inicial t = 0.

De forma a melhor ilustrar o comportamento do algoritmo adaptativo STAT02 na
resolucdo numérica do modelo 4.10 a 4.12, com um coeficiente difusivo reduzido (v =
1x107), apresenta-se uma monitorizacdo mais detalhada da evolucdo da solucdo
numeérica ao longo da respectiva integracdo temporal. Assim, o desempenho do
algoritmo relativo a execucdo do caso presente é resumido nas Figuras 4.15 a 4.18.

Inicialmente, considere-se a geracdao da malha correspondente a condicdo inicial do
problema (vd. Figura 4.15). Verifica-se uma representacdo muito satisfatéria do perfil
sinusoidal relativamente suave da funcdo que ndo exige niveis de refinamento
superiores a 6.
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Posteriormente, visualiza-se o estado da solucdo numérica para t = 0.2, quando a
frente abrupta ja se encontra completamente formada (vd. Figura 4.16). Aqui
constata-se uma mudanca radical nas caracteristicas da solu¢cdo, em que é notdria a
existéncia de uma quasi-descontinuidade localizada na abcissa x = 0.58, que obriga a
um refinamento agressivo na regidao do dominio onde esta se situa. No entanto,
afigura-se Obvio que o algoritmo de refinamento manifesta uma capacidade
consideravel de deteccao e de simulacao desta peculiaridade problematica.
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Figura 4.16 Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equagdo de Burgers (critério C1; v = 1><10‘4)
—instante t = 0.2.

O esforco de adaptacdo é essencialmente dispendido na modelacdo da curvatura das
duas extremidades (inferior e superior) da frente abrupta. De facto, esta é somente
representada por 5 nodos. Todavia, dada a reduzida espessura da frente, o algoritmo é
obrigado a recorrer a nodos do nivel maximo permitido (N = 12) para a sua correcta
representacao.

Depois de formada e estabilizada, a frente abrupta inicia um movimento no sentido
positivo do eixo coordenado da varidvel independente, x. Este deslocamento é
perfeitamente notdrio quando se compara os perfis correspondentes aos instantes t =
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0.2 et =1 (vd. Figura 4.17). Este ultimo perfil de solugdo apresenta uma frente abrupta
posicionada agora em x = 0.85. O algoritmo necessita novamente de elevar o nivel de
refinamento ao valor maximo admissivel (N = 12) para a correcta representacdo da
frente e das suas bordas. Constata-se igualmente um visivel e esperado decréscimo na
amplitude da frente. Por outro lado, as regides do dominio onde a solugdo tem uma
evolucdo suave sdo simuladas por nodos de nivel minimo (M = 4) como seria
expectavel.
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Figura 4.17 Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equagdo de Burgers (critério C1; v = 1><10‘4)
—instante t = 1.

Finalmente, opta-se por apresentar na Figura 4.18, o perfil numérico obtido para um
instante temporal consideravelmente mais avancado (t = 5). Neste caso, constata-se
gue a onda movel ja embateu na fronteira direita (x = 1), mantendo as suas
caracteristicas abruptas, agora potenciadas pela verificacdo da condicdo fronteira de
Dirichlet nula especificada na referida fronteira (vd. equacdo 4.11). Observa-se de
novo a capacidade do algoritmo de integracdo de lidar com o perfil abrupto centrado
neste caso numa das extremidades do dominio, mantendo a esparsidade da malha nas
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regides restantes deste. Verifica-se também uma significativa redu¢ao da amplitude da
onda propagada, reforcada pelo completo desaparecimento da sua seccdo negativa.
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Figura 4.18 Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equacdo de Burgers (critério C1; v = 1><10"4)
—instante t = 5.

Na Figura 4.19 resume-se num unico grafico, toda a implementacdo discutida
anteriormente de forma mais detalhada. Aqui é evidente a evolucdo dos perfis
espaciais ao longo da integracdo temporal, incluindo a formacao da frente abrupta, o
seu deslocamento e o seu lento desaparecimento apds o embate com a fronteira do
dominio.

Por outro lado apresenta-se na Figura 4.20 a evolu¢do da dimensdo da malha
adaptativa para as trés execucgOes referentes as duas versdes da equacdo de Burgers
estudadas. Através da analise desta figura, é visivel a esperada maior exigéncia do
modelo com v = 1x10%, gue necessita de malhas de dimensdo significativamente
maior para uma implementagao eficaz do método, principalmente nas fases de
formacao e deslocamento da frente. Observa-se igualmente um abaixamento brusco e
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uma progressiva estabilizagdo da dimensao das malhas a partir do instante de embate
da frente na fronteira direita.
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Figura 4.19 Implementagdo numérica para o caso da equagao de Burgers (critério C1; v = 1><10‘4).
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Figura 4.20 Evolugdo do numero de intervalos da malha adaptativa gerada na implementagdo numérica
para o caso da equacgdo de Burgers.
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Conclui-se entdo que o algoritmo adaptativo STATO2 revela um desempenho bastante
satisfatério na resolucdo do exemplo estudado, caracterizado pela formacao
progressiva de perfis abruptos moveis a partir de perfis iniciais de solucdo suaves.

4.2.3 EQUAGAO DE ALLEN-CAHN

Agora, o objectivo consiste na resolucdo numérica da PDE denominada de Allen-Cahn,
gue adveio do trabalho de John Werner Cahn e Samuel M. Allen em 1975, sobre
transicdes de fase em ligas de ferro, nomeadamente transicdes de ordem-desordem.
Assim, tem-se uma versdo da equacao de Allen-Cahn, dada por[1,6],

ou _ du 5
—=v—+ull-u), (4.13)
ot  ox’ ( )
com —1<x<1 e 0<t<10; as condi¢Bes fronteira,
u(x1,t)==1, (4.14)
e a condicdo inicial:
u(x,0)=0.6x+0.4 sin[g (x* —3x- 1)} : (4.15)
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Figura 4.21 Implementagdo numérica para o caso da equacgdo de Allen-Cahn (critério C1).

171



MOoDELOS DE TESTE UNIDIMENSIONAIS

Tabela 4.8 Parametros numéricos para a implementac¢do da resolucdo da equacgdo de Allen-Cahn.

e critério C1;C2
Colocaciio nodal ¢ ordem da derivada 1;1
& &
¢ tolerancias 0.1;1 0.1;1
M N
Malhas e diadicas 4 10
uniforme

Discretizagdo espacial

e aproximagoes

FD centradas; 5 pontos

* diferenciagao (n>1)

directa

Interpolagdo

splines cubicas; 7 pontos

Integragéo temporal

e passo (At)

1x1072

ATOL

RTOL

¢ tolerancias

1x10°®

1x10°®

0.8 1
0.6 -
0.4 -
0.2 1

-0.2
-0.4 1
-0.6
_08 J

-1 o®

-0.5 0

0.5

40000
(SEE 2R 2K 2 2R AR 2 4
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Figura 4.22 Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equagdo de Allen-Cahn (critério C1) —

instante inicial t = 0.
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Pretende-se resolver o problema apresentado com Vv =10"°, e os parametros
numéricos indicados na Tabela 4.8.

Verifica-se que partindo de uma solucdo inicial visivelmente suave, a integracdo
temporal conduz ao desenvolvimento de trés frentes abruptas (ou mesmo
descontinuidades) que se posteriormente se mantém estaticas. O resumo dos
resultados numéricos obtidos pela aplicacdo do critério de colocacdo nodal C1 é
agrupado na Figura 4.21. Nas Figuras 4.22 a 4.25 é possivel observar de modo
pormenorizado a evolugdo da solucdo descrita anteriormente.

Deste modo, atente-se primeiro ao perfil da Figura 4.22. Neste caso especifico
apresenta-se a funcdo sinusoidal inicial que apresenta um comportamento suave que
ndo exige grande esforco ao procedimento de colocacdo nodal. De facto, tomando
como base uma malha diddica de nivel 4, a representacao discreta da funcdo inicial é
satisfatoriamente realizada por refinamentos que ndao excedem a colocacdo de nodos
de nivel 7.
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Figura 4.23 Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equagdo de Allen-Cahn (critério C1) —
instante t = 2.
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Em seguida, analise-se o perfil numérico da solu¢do para o instante t = 2 (vd. Figura
4.23). Agora, é observado um incremento notério da intensidade das ondas, que
obriga a um claro aumento do esfor¢co de refinamento para a sua correcta
representacdo discreta, que coincide com a localizacdo das futuras descontinuidades.

Constata-se igualmente a formagdo das frentes de uma forma ainda esbogada.
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Figura 4.24 Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equagdo de Allen-Cahn (critério C1) —
instante t = 5.

No instante t = 5, as frentes abruptas ja estdo claramente formadas (vd. Figura 4.24) e
o esforco de refinamento para a sua simulacdo atinge agora o nivel maximo admitido
(N = 10). Finalmente, a analise da Figura 4.24 permite concluir que o perfil se encontra
completamente formado e estabilizado para t = 10. O algoritmo de colocacdo nao
revela quaisquer dificuldades em lidar com as descontinuidades geradas, o que indicia
mais uma vez a sua adequacao para a resolucdo de problemas que tendam a gerar
progressivamente peculiaridades problematicas a partir de solu¢des iniciais suaves.

Os resultados obtidos pela aplicacdo do critério C2 nas condi¢cdes da Tabela 4.8 sao
perfeitamente equivalentes aos alcangados na implementacao discutida acima, como
pode ser facilmente constatado através da analise da Figura 4.26.
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Figura 4.25 Perfil espacial da solugdo e malha para o caso da equagdo de Allen-Cahn (critério C1) —
instante t = 10.

Finalmente destaca-se na Figura 4.27 a evolucdo da malha adaptativa para as
implementagdes da equagdo de Allen-Cahn discutidas atras. Através da analise desta
figura, é notdério um aumento do esfor¢co de adaptacdo a medida que a integracao
evolui, consentdneo com a formacgao progressiva das descontinuidades no perfil da
solugao. No entanto, o algoritmo de colocagao estd adequadamente sintonizado de
forma a proporcionar um equilibrio entre a correcta representacdo das propriedades
dos perfis e a complexidade e densidade razodvel das malhas de discretizagdo que nao
sdo excessivamente pesadas permitindo a exequibilidade do avan¢o do processo de
integracdo temporal. De facto, a representacdao dos trés pulsos que constituem a
solugao estaciondria do modelo é efectuada de modo eficiente através do recurso a
malhas que nio excedem 120 intervalos de dimens3o. E igualmente notério que as
condicbes de execucdo do ensaio correspondentes ao critério C2 sdo inicialmente
menos exigentes do que o ensaio referente ao critério C1. No entanto, tal nao
inviabiliza a capacidade do método para evoluir no sentido da construcdo de malhas
de dimensdo semelhante em ambas as execugdes.
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Figura 4.26 Implementagdo numérica para o caso da equacgdo de Allen-Cahn (critério C2).
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Figura 4.27 Evolugdo do numero de intervalos da malha adaptativa gerada na implementagdao numérica
para o caso da equacdo de Allen-Cahn.

Conclui-se novamente sobre a clara capacidade do algoritmo adaptativo STAT02 de
lidar de modo muito satisfatorio com a resolucdo do exemplo estudado, caracterizado
pelo desenvolvimento de perfis abruptos fixos a partir de perfis iniciais suaves.
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4.2.4 EQUAGAO DE KORTEWEG-DEVRIES

Nesta secgdao pretende-se resolver um modelo diferencial com multiplas aplicagdes,
inicialmente deduzido por Diederik J. Korteweg (1848-1941) e Gustav deVries (1866-
1934) em 1895, para a simulacdo da propagacdo unidimensional de ondas de baixa
amplitude em superficies de dgua pouco profunda.

Considere-se entdo a versdo cldssica da equacdao de Korteweg-deVries (KdV) dada
por[2],

3
% 46,24 9Y 2y, (4.16)
ot Ox Ox
definida em—oo < x <+oo, para t =0, para a condicdo inicial:
u(x,0)=0.55 sech’|0.5v/sx]. (4.17)

Deste modo, a versao original do problema consiste num IVP puro, ou seja sem
condi¢des fronteira atribuidas. No entanto, para efeitos praticos de resolugao de
resolucao do problema diferencial parcial, revela-se de manifesta utilidade proceder a
constru¢ao de um problema IBVP auxiliar relacionado com o exemplo original. Deste
modo, estabelece-se um dominio espacial suficientemente alargado, e.g. —30<x<70,
escolhido de modo a que os perfis da solucdo ndo atinjam as posicdes fronteira
especificadas no intervalo de tempo de integracdao adoptado, por exemplo,0<t <70.

Posteriormente, fixam-se condi¢des fronteira de Dirichlet artificiais como,

u(-30,t)=u(70,t)=0. (4.18)

A condicdo inicial representa uma fungao de onda que se movimenta com uma
velocidade constante de uma forma semelhante a do exemplo de advecc¢ao discutido
anteriormente (vd. seccdo 4.2.1). A forma da onda gerada e a sua velocidade de
propagacao dependem do valor do parametro s especificado. No exemplo particular
estudado, fixa-se s=0.5, que determina uma onda relativamente estreita e de
amplitude razodvel. Deste modo, a solucdo do problema exibe atributos de caracter
abrupto que se propagam a uma velocidade constante consideravel.

Tabela 4.9 Parametros numéricos para a implementac¢do da resolucdo da equacdo de Korteweg-deVries.

e critério C1
Colocagdo nodal ¢ ordem da derivada 1
& &
 tolerancias 1x107 1x107
M N
Malhas e diddicas 4 10
uniforme
. e . e aproximagoes FD centradas; 5 pontos
Discretizagdo espacial - —— X
e diferenciacdo (n>1) sucessiva
Interpolagdo splines cubicas; 7 pontos
« passo (At) 5x10™
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®
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Figura 4.28 Implementag¢do numérica para o caso da equagao de Korteweg-deVries.

De modo a ultrapassar problemas numéricos que possam advir do caracter stiff do
modelo original, opta-se por proceder a resolucdao de uma versao normalizada deste,

definida por uma transformacdo das varidveis independentes dada por, x*=%00 e

t*= t70 . Os factores de normaliza¢do correspondem a dimensdo total dos dominios
espacial e temporal escolhidos.

Os parametros numeéricos sintonizados para uma implementacdo eficiente do
algoritmo de integracdo numeérica sdo apresentados na Tabela 4.9. Opta-se agora por
analisar apenas a performance do critério de coloca¢do C1 (ja que se tém denotado
diferencas pouco significativas entre os desempenhos de ambos os critérios, desde
gue apropriadamente sintonizados).

Os resultados numéricos obtidos pela implementacdo do algoritmo STAT02 ao modelo
normalizado KdV, nas condi¢des indicadas na Tabela 4.9, sdo apresentados de forma
sintética na Figura 4.28. A execuc¢do do procedimento numérico possibilita uma
visualizacdo privilegiada do comportamento dos perfis discretos de solu¢cdo ao longo
da integracao temporal AMOL.

Observa-se assim que a evolucdo da solucdo do modelo KdV descrito como a
propagacdo estacionaria de uma onda relativamente pronunciada sem qualquer
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distor¢dao ou dissipagao do seu declive. O algoritmo de geragdo de malha adaptativa
demonstra uma capacidade consideravel de detec¢ao do posicionamento da onda e de
simulagao discreta apropriada dos seus atributos principais. Deste modo, manifesta
elevado potencial para acompanhar o seu movimento progressivo através do dominio
espacial, sem introduzir qualquer tipo de perturbagao significativa (vd. Figura 4.28).

Conclui-se novamente sobre a adequacdo do algoritmo STATO2 na representacao
numeérica aproximada da solucdo de um modelo caracterizado por uma propagacao
uniforme de uma onda ou frente abrupta.

4.2.5 MoDELO DE PROPAGAGAO DE ONDAS

O modelo de propagacdo de ondas[3-4,7] simula o movimento de duas ondas em
sentidos contrarios. Cada uma das ondas é inicialmente definida como um pulso
cossinusoidal, centrado inicialmente nas posicdes x = 0.3 e x = 0.7, respectivamente, do
dominio espacial [0,1]. As ondas sofrem interferéncia mutua ao se cruzarem,
manifestada pela diminuicdo significativa da sua amplitude.

As PDE’s que constituem o modelo sdo dadas por:

@:—%—10011\/, (4.19)
ot 0x

v _ov -100uv, (4.20)
ot Ox
completadas pelas condicdes fronteira de Dirichlet:

u(0,t)=u(1,t)=v(0,t)=v(1,t)=0, (4.21)

e as condicdes iniciais,
{o se  x0[0,0.2[Cx0]J0.4,1]
u(x,O) =

0.5[1+cos(1077{x —0.5))]  se  x0[0.2,0.4] , (4.22)

se  x0[0,0.6[C x0]0.8,1]

v(x0)= {0.5[1 +cos(1077(x —0.5))] se  x0[0.6,0.8] ’ (4.23)

gue representam os pulsos iniciais associados a cada uma das varidveis dependentes
referidos acima.

A implementacdo da integracdo numérica do modelo 4.19 a 4.23 ¢é realizada
recorrendo aos parametros numéricos mostrados na Tabela 4.10. Neste caso, opta-se
por testar a aplicacdo do critério de colocagdo C2 sobre um conjunto de malhas
diadicas uniformes cujo nivel varia entre 5 e 10. Os resultados gerais obtidos na actual
execucao sao apresentados nas Figuras 4.29 e 4.30.

Verifica-se mais uma vez que o desempenho da integracdo numérica do modelo
estudado é bastante satisfatério. O critério de colocacdo C2 revela uma aptidao
apreciavel na identificacdo, localizacdo e simulacdo das duas ondas de propagacao,
assim como do acompanhamento da sua movimentag¢do. Assim, demonstra-se a
capacidade do algoritmo STAT02 de lidar com sistemas de PDE’s, caracterizados pela
presenca de propriedades abruptas multiplas e deslocadas no espago e no tempo.
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Figura 4.29 Implementag¢do numérica para o caso do modelo de propagac¢do de ondas.

No entanto, como o algoritmo de integracdo ndo estd projectado de modo a processar
diversas malhas simultaneamente (cada uma associada a uma variavel dependente do
modelo), estd obrigado a gerar uma malha Unica que se adapte as caracteristicas do
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conjunto dos perfis de solugdo. Assim, uma varidvel do sistema é integrada sobre uma
malha globalizada construida como a reunido de todas as malhas geradas pela
aplicacdo do algoritmo de colocacdo nodal a totalidade dos perfis de solucdo do
sistema diferencial em estudo. Deste modo, esta malha adaptativa global reldne todas
as propriedades de refinamento introduzidas para fazer face as caracteristicas de
todos os perfis da solugdo (vd. Figura 4.29). A ndo separabilidade das malhas
consoante as varidveis integradas pode constituir um esforco de cdlculo adicional e,
consequentemente uma desvantagem do procedimento numérico. A resolucdo desta
questdo podera possibilitar um passo posterior de optimizacdo da eficiéncia do
algoritmo adaptativo de integracdo numérica.

Tabela 4.10 Parametros numéricos para a implementac¢do da resolu¢do do modelo de propagacdo de
ondas.

e critério C2
Colocagéo nodal * ordem da derivada 1
& &
* tolerancias 0.1 0.1
M N
Malhas * diadicas 5 10
uniforme
. e . e aproximagoes FD centradas; 5 pontos
Discretizag¢do espacial - ——
e diferenciagdo (n>1) NA
Interpolagdo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 1x107
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®

11

u,v

-0.1

Figura 4.30 Interacgdo entre as duas ondas propagadas em sentidos contrarios.

De qualquer modo, é clara a aptiddo do algoritmo para lidar com a resolugcdo do
modelo de propagacdo de ondas, incluindo a fase mais importante referente a
interferéncia entre as duas ondas que afecta de forma importante a sua amplitude (vd.
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Figura 4.30). Este processo é representado pela coalescéncia das duas regides de
refinamento da malha global (vd. Figura 4.29) que posteriormente voltam a divergir a
medida que as ondas se afastam novamente. No entanto, é notdrio que as segundas
zonas de refinamento (apds a interferéncia mutua) sdo visivelmente menos intensas
do que as iniciais (referentes as ondas anteriores a interferéncia) devido ao facto das
ondas de propagacdo se tornarem consideravelmente menos abruptas e mais estreitas
com a interacgao entre si.

Conclui-se finalmente que o algoritmo STAT02 se revela eficiente na representagao
numérica aproximada da solugdo de um sistema de PDE’s caracterizado por uma
propagacdao de um conjunto de ondas ou frentes abruptas.
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5. MODELOS DE TESTE BIDIMENSIONAIS

Neste capitulo introduzem-se os resultados obtidos com a implementacdo dos
algoritmos numéricos descritos no Capitulo 3 para modelos de teste bidimensionais.
De uma forma equivalente ao capitulo anterior, opta-se por, numa primeira fase,
testar o desempenho dos métodos de colocacdo nodal e geracdo de malha para
funcbes de teste bidimensionais. Em seguida, procede-se a verificacdo da capacidade
do algoritmo de integracdo numérica descrito anteriormente (associado aos métodos
de geracdo de malha adaptativa referidos) para a resolucdo eficiente de modelos
diferenciais bidimensionais.

5.1 GERAGCAO DE MALHAS BIDIMENSIONAIS

A primeira fase do teste do desempenho dos algoritmos numéricos referidos acima
consiste na confirmacdo da sua aptiddo para a geracdo de malhas adequadas a
representacdo das caracteristicas principais de fun¢des bidimensionais caracterizadas
por exibirem atributos problematicos, nomeadamente descontinuidades ou perfis
abruptos.

No ambito das implementagdes apresentadas de seguida, usam-se aproximagdes
centradas de quarta ordem (5 nodos) na avaliacdo dos critérios de colocacdo nodal 1D,
qguando tal é aplicavel. Os algoritmos de colocacdo nodal 2D sdo testados na sua
versao m (mesh).

Considere-se entdo uma func¢do 2D degrau designada por step2 definida no dominio
[0,1]* da forma:

{u(x,y)IO, x<y

ulx,y)=1, else in [x,y]0J01]" (5.1)

Tabela 5.1 Parametros numéricos para a geragdo de malha da fungdo 2D step?2.

Critério 2D My M,
C12,C32,C42,C52 4 4
Critério 1D | Ordem da Derivada Ny N, & &
Clo 1 8 8 0.1 0.1

Esta funcdo é graficamente representada na Figura 5.1. A observacdo desta figura
permite concluir que a funcdo em estudo exibe uma descontinuidade (ladeada por dois
patamares constantes), localizada sobre a recta definida por y = x, estendendo-se pela
totalidade do dominio espacial. Assim, testam-se os diferentes critérios de colocagao
2D descritos no Capitulo 3 e atesta-se sobre a capacidade de cada algoritmo de
geracao de malha de detectar e representar simultaneamente a descontinuidade e
planos adjacentes, de forma satisfatoria e eficiente.

A execucdo do algoritmo de geracdo de malha descrito na seccdo 3.5.2, com os
parametros da Tabela 5.1, proporciona os resultados apresentados nas Figuras 5.2 a
5.5. O critério de colocagdo 1D C1 é usado na sua versao 0 (desvio padrao).

Verifica-se que a aplicagao do critério C42m sintonizado com os parametros da Tabela
5.1, promove uma distribuicdo nodal apropriada a representacdo discreta da funcao
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2D descontinua através de um refinamento intenso e selectivo ao longo da
descontinuidade (até ao nivel maximo de resolucdo, N = 8) e a manutencdo de uma
malha esparsa (M = 4) nas regides planas do dominio.

Figura 5.1 Representagdo grafica da fungdo step2.

Assim, as caracteristicas da funcdo step 2 sdo completamente descritas de uma forma
discreta através de uma malha 2D algo densa com 5261 nodos.

NP = 5261

Figura 5.2 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo step2 (critério C42m).
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NP = 3133

Figura 5.3 Geragao de malha bidimensional para a func¢do step2 (critério C32m).

Em contrapartida a execucdo da geracdo de malha nas mesmas condicbes com o
critério de colocacdo C32m (vd. Figura 5.3) possibilita a construcdo de uma estrutura
discreta que revela as mesmas propriedades de simulacdo das caracteristicas da
funcdo constatadas no caso anterior. No entanto, esta operagao é realizada com um
numero de nodos significativamente inferior (NP = 3133), correspondente a uma
banda de refinamento sobre a descontinuidade consideravelmente mais estreita. Tal é
explicavel pelo facto do critério C42m adoptar a aplicacdo de uma pesquisa direccional
1D baseada no critério C10 associado a aproximacoes calculadas sobre conjuntos de 5
nodos, enquanto que o critério C32m é aplicado sobre quadrilateros definidos por
apenas 3 nodos por aresta. Assim, é expectavel que o alcance espacial de qualquer
perturbacdo detectada na solugdo e a sua propagacdo no procedimento de
refinamento tenha uma menor extensdo no ensaio C32m, em relacdo ao referente ao
caso C42m nas condicdes especificas escolhidas.

No entanto, é relevante salientar que em todas as execugdes referentes a fungdo
step2, as propriedades desta funcdo conduzem a operacgdes de refinamento que
atingem o nivel maximo de resolucdo para qualquer posicdo de x ou de y, ja que a
descontinuidade atravessa a totalidade do dominio nas duas direccdes. Nestas
condicbes, o desenho dos algoritmos de colocacdo (vd. seccdo 3.5.2) exige que todos
os nodos fronteira sejam activados, o que introduz a partida 4x2% = 1024 nodos na
malha gerada. Por outro lado, a malha base que define o suporte fundamental da
funcdo discretizada possui por defeito uma dimens3o de (2* - 1) (2% — 1) = 225 nodos
interiores. Assim, as malhas apresentadas nas Figuras 5.2 a 5.5, tém de possuir 1024 +
225 = 1249 nodos, cuja colocagdo ndo é directamente devida a analise das
caracteristicas da funcdo, mas a estrutura idealizada para os algoritmos de colocacdo
testados.
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NP = 5566

Figura 5.4 Geragao de malha bidimensional para a fungdo step2 (critério C12m).

NP = 9553

Figura 5.5 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo step2 (critério C52m).

Na Figura 5.4 é representada a malha gerada com a aplicacdo do critério C12m nas
condicbes resumidas na Tabela 5.1. Afigura-se ébvio que os resultados obtidos sdo
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muito semelhantes aos relativos ao critério C42m, tendo a malha construida um
desenho de colocac¢do equivalente com uma dimensdo comparavel (NP = 5566).

NP = 2881

Figura 5.6 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo step2 (critério C52m — &; = & = 20).

10000
A A
® C12
A o C32
8000 v ca
A C52
6000 A
§ o o o
o v v °
=z
4000 - °
o) o o o Q oo ,
2000 -
v
v A 8
0 T T T T T
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000
€, €

1 =2

Figura 5.7 Numero de nodos da malha bidimensional em fungdo das tolerancias para a fungdo step?2.
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A aplicacdo do critério C52m em condicdes semelhantes proporciona os resultados
visualizados na Figura 5.5. E notdrio que este critério de colocacdo baseado num
varrimento sequenciado no nivel de resolugdo maximo se revela consideravelmente
mais sensivel do que os restantes, ja que obriga a um refinamento intensivo e
abrangente para a representacdo da descontinuidade. Para além da banda de
refinamento ser claramente mais larga, observa-se a formacdo de estrias alongadas
verticais e horizontais, que se verifica deverem-se a ac¢des continuadas de colocacdo
nodal ao longo de x e de y, respectivamente. Deste modo a malha gerada é
relativamente pesada, dado que é constituida por 9553. Assim, conclui-se que as
condicOes genéricas de geracdo de malha da Tabela 5.1 ndo sdo adequadas ao caso
especifico do critério C52, ja que os valores impostos para as tolerdncias se revelam
demasiado exigentes. De facto, se estes forem aumentados de um factor de 200,
demonstra-se a possibilidade do critério promover a geracdo de uma malha
representativa da descontinuidade através de uma banda de refinamento apropriada e
assaz estreita (vd. Figura 5.6).

A elevada sensibilidade relativa da estratégia C52 é igualmente ilustrada no grafico da
Figura 5.7. Para valores de tolerancias semelhantes, é visivel que este critério tende a
gerar as malhas de maior dimensdo. Constata-se também uma tendéncia de
estabilizacdo da dimensdo das malhas para valores de tolerancias mais reduzidos em
todos os critérios estudados. Por outro lado, o relaxamento das tolerancias conduz a
auséncia completa de operagdes de refinamento, induzindo uma total incapacidade do
algoritmo na deteccdo da descontinuidade, e a consequente construcdao de malhas
simples de nivel de resolucdo minimo (M = 4).

NP = 6329

Figura 5.8 Geragao de malha bidimensional para a fungdo step2 (critério C42m com critério 1D C2).

A influéncia da aplicacdo do critério de colocagdo 1D C2 é apresentada na Figura 5.8,
para o caso particular C42 (NP = 6329). Nota-se uma semelhanca clara entre a malha
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da Figura 5.8 e a malha gerada no ensaio correspondente C10 (vd. Figura 5.2). No
entanto, é visivel uma maior sensibilidade do critério C2 na representacao discreta da
descontinuidade, ja que a malha se revela relativamente mais densa (NP = 6329). De
gualquer modo, as diferencas entre os dois ensaios ndo sdo significativas, permitindo a
conclusdo que o desempenho dos critérios 1D testados é aproximadamente
equivalente no exemplo especifico discutido.

Considere-se outra funcdo 2D degrau (step4) igualmente definida no dominio [0,1]?
dada por:

u(x,y)=0, x+y<0.2

ulx,y)=1, else in [x,y]0[01]" (5.2)

Agora a descontinuidade sobre o dominio espacial estabelecido é menos extensa,
situando-se sobre arecta x + y =0.2.

A limitada extensdo da descontinuidade possibilita o teste de malhas de nivel de
resolucdo ainda mais elevado (e.g. N = 10) sem arriscar a geracdo de malhas de
dimensao excessivamente elevada.

A aplicagdo do critério de colocagdo 2D C42m ao exemplo 5.2, com dados da Tabela
5.1 e niveis de resolugdao maxima de 10, é ilustrada na Figura 5.9. Verifica-se de novo a
capacidade do algoritmo de detectar e acompanhar a descontinuidade, possibilitando
a simulacdo correcta da funcdo discretizada, sem recorrer a operacdes de refinamento
supérfluas nas regides de menor actividade. Constata-se igualmente a tendéncia da
estratégia C42 de gerar malhas de dimensao relativamente elevada nestas condigdes
especificas (NP = 4832).

NP = 4832

1 oo * L 4 * * * * * * * L 4 L 4 L 4 L 4
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. . . . . . . . . . . . . . . .
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0.7 . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .
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Figura 5.9 Geracdo de malha bidimensional para a fungao step4 (critério C42m — N, = N, = 10).

189



MODELOS DE TESTE BIDIMENSIONAIS

NP = 2707

Figura 5.10 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo step4 (critério C32m — N, = N, = 10).

Por outro lado, a aplicacdo equivalente da estratégia C32 conduz a uma malha
semelhante a anterior, mas com caracteristicas claramente menos pesadas, ja que a
banda de refinamento é visivelmente mais estreita.

NP = 861

Figura 5.11 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo step4 (critério C32m).
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Uma experiéncia adicional é realizada nas condicbes padrao da Tabela 5.1 para o
critério C32m (vd. Figura 5.11). Verifica-se novamente o potencial da estratégia de
colocacdo nodal para a deteccdo e representacao da descontinuidade através de uma
malha com apenas 861 nodos.

Apds o teste de exemplos caracterizados pela exibicdo de descontinuidades, opta-se
agora por verificar o desempenho dos algoritmos de geracao de malha em funcdes 2D
que representem perfis ou ondas abruptas.

Tem-se entdo uma fungao denominada por wavel, que representa uma onda 2D
relativamente abrupta (vd. Figura 5.12):

ulx,y)=e k), (5.3)
e é definida em [-1,1]%.

A aplicacdo das estratégias de geracdo de malha C12 e C42 com os dados constantes
na Tabela 5.2, proporciona os resultados apresentados nas Figuras 5.13 e 5.14.

Tabela 5.2 Parametros numeéricos para a gera¢do de malha da fungdo wavel.

Critério 2D My M,
C12, C42 4 4
Critério 1D Ordem da Derivada N, Ny & &
Clo 1 8 8 0.05 0.05

Neste caso, o processo de colocacdo deve possibilitar a representacio de onda
pronunciada situada no centro do dominio considerado rodeada por uma regido plana.
Assim, a utilizacdo do critério C42m conduz a construcdo de uma malha que assinala
satisfatoriamente a onda e permite a simulagdo da sua curvatura (vd. Figura 5.13).
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Figura 5.12 Representacdo grafica da fungdo wavel.
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Figura 5.13 Geragdo de malha bidimensional para a fun¢do wavel (critério C42m).

A regido plana envolvente é representada convenientemente por uma malha relaxada
de nivel minimo de resolucdo. Todas as caracteristicas da funcdo sdo reproduzidas de
um modo discreto através de uma malha de dimensdo razodvel (NP = 2177).
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Figura 5.14 Geragdo de malha bidimensional para a fun¢do wavel (critério C12m).
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Figura 5.15 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo wavel (critério C42m — & = & = 0.01).

As mesmas conclusdes podem ser retiradas pela andlise dos resultados obtidos com a
aplicacdo do critério C12m (vd. Figura 5.14). A malha gerada é muito semelhante a
correspondente ao critério C42m. No entanto, a malha C12 é relativamente menos
densa, o que demonstra novamente o caracter menos sensivel da estratégia C12
comparativamente a C42, para condicdes de execucdo equivalentes.

Na Figura 5.15 apresenta-se uma experiéncia radical de gera¢cdo de malha relativa ao
critério C42m com tolerdncias de colocacdo nodal 5 vezes menores do que as
condi¢cdes de referéncia constantes na Tabela 5.2. Verifica-se que o aumento de
exigéncia na deteccdo de anomalias na fungdao leva a um esfor¢o consideravel de
refinamento que induz a constru¢do de uma malha excessivamente densa (NP =
13729) e notoriamente redundante para uma representacdo discreta eficiente da
funcdo em estudo. Esta execucdo demonstra a importancia de uma correcta
sintonizacdo dos parametros de implementacdo das estratégias de colocacdo,
nomeadamente das tolerdncias de activacdo nodal como elementos criticos de
controlo do processo de geracdo de malha.

Agora, atente-se a funcdo 2D seguinte[1],

u(x,y)=-0.4tanh(50xy)+ 0.6, (5.4)

com [x,y] O [-1,1]% Esta funcdo designa-se por tgh2D e é representada graficamente na
Figura 5.16. A andlise desta figura permite constatar a presenca de quatro frentes
abruptas que partem perpendicularmente de cada uma das quatro fronteiras do
dominio no sentido do centro onde se juntam através de uma transicao suave.

Mais uma vez se opta por testar a performance dos critérios de colocacdo nodal 2D
C12m e C42m (vd. Tabela 5.3) na representacdo discreta desta fungdo.
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Tabela 5.3 Parametros numéricos para a gera¢do de malha da fung¢do tgh2D.

Critério 2D My M,
C12, C42 4 4
Critério 1D Ordem da Derivada Ny Ny & &
Clo 1 8 8 0.25 0.25

Os resultados obtidos através da aplicagdo dos dois critérios referidos com os dados
resumidos na Tabela 5.3 sdo apresentados nas Figuras 5.17 e 5.18.

Figura 5.16 Representacdo grafica da fungdo tgh2D.

O algoritmo de colocacdo C42m possibilita uma deteccao e representacao conveniente
das quatro frentes que caracterizam a superficie da fungdo 5.4 (vd. Figura 5.13). Deste
modo, o critério C42m possibilita a construgcdo de uma malha que assinala a presenca
dos declives pronunciados e permite uma simulagdo correcta das suas curvaturas (vd.
Figura 5.17).

Por outro lado, as quatro regides planas correspondentes sdo representadas por
malhas de relaxamento adequado referente ao nivel minimo de resolucdo. As
caracteristicas essenciais da funcdo sdo reproduzidas de uma forma discreta por uma
malha de dimensdo bastante razoavel (NP = 1485).

ConclusGes semelhantes podem ser retiradas através da andlise dos resultados
conseguidos com a aplicagdo do critério C12m (vd. Figura 5.18). Agora, a malha gerada
é relativamente semelhante a referente ao critério C42m. Todavia, neste caso a malha
C12 é notoriamente mais densa (NP = 2709), para condi¢Ges de execucdo equivalentes,
conduzindo a um processo de refinamento mais intenso e concentrado nas regides do
dominio ocupadas pelas frentes abruptas.

Na Figura 5.19 ilustra-se uma experiéncia mais exigente relativa ao critério C42m, com
tolerancias de colocacdo nodal 2.5 vezes menores do que as condi¢cdes da Tabela 5.3.
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Novamente se verifica que o aumento de sensibilidade na deteccdo de gradientes
elevados na funcdo leva a um aumento consideravel do esforco de refinamento, que
conduz a constru¢do de uma malha desnecessariamente densa (NP = 3917).

NP = 1485
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Figura 5.17 Gerag¢do de malha bidimensional para a fungdo tgh2D (critério C42m).

NP = 2709
*oe 0 >94 *e e
* o 0068 0060 & &
. - . . * o o o000 000 o o o . . . .
v+ 0.8 XX
. - . . o o o o000 se000e o o o . . . .
X (X
. - . . ¢ o ¢ seepy s0000e o o o . . . .
se s XX
. - . . * ¢ o 00000 v0000 o o o . . . .
. - . . o o o o o0& * o o o o o . . . .
. - . . . . . - . . . .
. - . . 6 6 ¢ 6 o set%0s & 6 o o o . . . .
. . 0. 2688 . .
§ ‘§ § . . o 0900 o . - § §‘ §
$ $

> 0

98i%: D8 ¢ 04 402« +e0es 02, 04 ¢ 206 3¥i0p
. 3 - 004 . .
. * . * ® 6 ¢ o o sesites o o o o o . * . *
. - . - - - . - - - - -
. . . 3 ¢ e 0 0 oy ¢ 6 o o o o . 3 . 3
. - . - e 6 o s0000 s0000 o o o - - - -
X3 XY
. - . - o o o 000'006 s0000 o o o - - - -
XS X3
. - . * * o o oceese sseee o o o . * . *
++0.8 se e
. . . 3 * o o o000 s000 o o o . 3 . 3
* 0 998 $380 & ¢
o000 =] s0 00
X

Figura 5.18 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo tgh2D (critério C12m).
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Figura 5.19 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo tgh2D (critério C42m — & = & = 0.1).
Pretende-se agora analisar uma funcdo que define uma depressdo pronunciada (vd.
Figura 5.20), designada por funcdo well, e que é dada por[1]:

u(X’y):_e—eo(y—z)(z) +1.2, (5.5)
definida no dominio bidimensional [-1,1]%. A representacio grafica da funcdo 5.5 é
realizada na Figura 5.20.

Tabela 5.4 Parametros numéricos para a geragdo de malha da fungdo well.

Critério 2D My M,
C12,C42 4 4
Critério 1D | Ordem da Derivada Ny N, & &
Clo 1 8 8 0.2 0.2

A implementacdo dos critérios de geracdo de malha 2D C12 e C42 com os dados da
Tabela 5.4, origina os resultados apresentados nas Figuras 5.21 e 5.22.

No exemplo em estudo, o procedimento de colocacdo deve representar a depressao
pronunciada em forma de crescente rodeada por uma regido plana. A utilizagdo do
critério C42m leva a geracdo de uma malha que detecta satisfatoriamente a depressao
e possibilita uma simulagdo correcta do seu formato particular (vd. Figura 5.21). A
regido plana é reproduzida pela malha de nivel minimo de resolugcdo. Assim, as
caracteristicas essenciais da fun¢do sdo simuladas discretamente por uma malha de
dimensdo aceitavel (NP = 3201).

ConclusGes semelhantes sdo obtidas pela analise dos resultados conseguidos com a
aplicacdo do critério C12m (vd. Figura 5.22). A malha gerada revela-se muito
semelhante a correspondente ao critério C42m. Porém, a malha C12 apresenta uma
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dimensdo ligeiramente superior (NP = 3579), para condicdes de execucdo
equivalentes, revelando uma maior apeténcia para a simulacdo da curvatura das
vertentes da depressdo, o que no caso presente se revela pouco significativo.

-1.0

1.0

Figura 5.20 Representacdo grafica da funcdo well.
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Figura 5.21 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo well (critério C42m).

197



MODELOS DE TESTE BIDIMENSIONAIS

* o o0 0009 v o9 o oy ’000 00 0 @
IOPOEK X x; hoe 20 00 XX } X3 XDODN
* 0 0 29000 :x NeEOOOSO © o o * * ® O O 000 09 }: Rosoeo 0 ¢ o
LERX XS 3 TR 0.8 * 0 00 0o D alED C XS
* o o bilnsee o 000 o o . . o o0 0 eraRd * o o
2 NS £
* 0282044 133 ‘0 ¢ o oo so o o 0. v 200 ++ 400 d
¢ & o000 i ORI 0606066 o o *0.6 ¢ & o o000 "‘:’ 5 0606 o o

NS e 40 6 ¢ 0 ¢ 0 & ' o0 0 00 o oonlNGIalING oﬁzo

O 6 6 0000000 WIIRNI 200 & & o @ 6 0 000 00MERIEING 0000006 & & O
o oSRss SRS . . . . RIS Sagipte o,
. APeey - O 4 4 79444 @
O 6 6 6 604000 7NiTERLG 40 o o Vs G 6 6 032NN UING S 6600 & & & o
LRI '&i«'\g o * L SN ,"\,iﬁ’ voudbdBR X X4
. S O 0000 0ol § 10EIes & 6000 o o .
LR AR A 22 Feis o0 00 o
* G 6 4 0000 00l S5 e WIS & 66606 & & o *
* 2 23 R ¢ 2 *
>
-? o -0.8¢ 0.6 o 04 0.4 o 0.6 «0.8 «
. * * * * * * * * *
. *
. . . * . . . . . .
. .
. * * * * * * * * *
. . . * . . . . . .
. * * . * * * 008 * * * * * * * *
. * * * * * * * * * * * * * * *
XXX Jo oo XXX
X

Figura 5.22 Geragdo de malha bidimensional para a fungdo well (critério C12m).
Considere-se agora para finalizar, a andlise de uma fungdo do tipo Franke[1],

U(X,y)=e_0'1(xz+yz) +e—5((x—0.5)2+(y—0.5)2) + e—lS((x+0.2)2+(y+0.4)2) +e—9((x+0.8)2+(y—0.8)2) (5.6)

em [-1,1]%. As caracteristicas desta funcdo podem ser visualizadas no grafico da Figura
5.23. A observacdo desta figura permite constatar que a funcdo 5.6 exibe trés
elevacbes ou picos distribuidos por grande parte do dominio espacial.

Testa-se o critério de colocacdo C42m e verifica-se acerca da sua capacidade de
detectar e representar de forma satisfatoria e eficiente cada um dos picos referidos
acima e as regides de baixa actividade da funcdo localizadas principalmente no quarto
guadrante do dominio. Assim, a implementa¢do do algoritmo de geracdo de malha
C42m, com os parametros da Tabela 5.5, proporciona os resultados apresentados nas
Figuras 5.24.

Tabela 5.5 Parametros numéricos para a geragdo de malha da fungdo de Franke.

Critério 2D My M,
C42 4 4
Critério 1D | Ordem da Derivada Ny N, & &
Clo 1 8 8 0.05 0.05

Constata-se que a aplicagdo do critério referido sintonizado com os parametros da
Tabela 5.5, promove uma distribuicdo nodal apropriada a representacdo discreta das
particularidades especificas da funcdo 2D, através de acg¢Oes de refinamento selectivo
gue possibilitam uma reproducdo adequada dos trés picos que caracterizam a sua
superficie. Assim, a simulacdo da elevacdo mais larga localizada no primeiro quadrante
(vd. Figura 5.24) exige niveis de resolucdo consideravelmente mais baixos.
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Figura 5.23 Representacdo grafica da fungdo de Franke.

Por outro lado, a reproducdo discreta dos dois picos restantes exige o recurso a
operacOes de refinamento mais intensas, que permitem o tratamento dos declives
mais pronunciados que as caracterizam.

NP = 4710
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Figura 5.24 Geracdo de malha bidimensional para a fun¢do de Franke (critério C42m).

199



MODELOS DE TESTE BIDIMENSIONAIS

As regioes mais suaves da fungdo sdo igualmente sustentadas de modo eficiente por
malhas com niveis de resolu¢ao adequados a sua correcta representagao.

Deste modo, conclui-se que a implementagao da estratégia C42 ao caso particular da
fungdo 5.6 é notoriamente bem sucedida.

Os resultados apresentados nesta seccdo permitem avalizar a capacidade dos
algoritmos de colocacdo nodal 2D de gerarem malhas adequadas a representacao
discreta de fungdes 2D que revelem atributos problematicos. A demonstragao desta
capacidade é demonstrada pelo facto de todas as representaces das funcdes 2D
testadas serem executadas através do recurso a malhas construidas no ambito do
presente trabalho.

5.2 RESOLUCAO DE MODELOS DIFERENCIAIS BIDIMENSIONAIS

Na seccdo anterior confirma-se a capacidade dos algoritmos de colocacdo nodal na
representacdo de caracteristicas problematicas em fungbes bidimensionais. O passo
seguinte consiste no teste do desempenho do algoritmo de resolugdo numérica
INTEGR2D descrito na seccao 3.5.2, acoplado a diferentes critérios de geracdo de
malhas adaptativas 2D. Deste modo, apresentam-se em seguida os resultados
numeéricos obtidos pela aplicacdo do algoritmo a modelos diferenciais de teste
bidimensionais, caracterizados por possuirem atributos complicados, como a
representacdo do movimento de ondas e frentes abruptas, ou o desenvolvimento
progressivo de frentes estaticas ou dindmicas do mesmo tipo.

No entanto, o incremento de uma direccdo coordenada conduz a um aumento
consideravel da complexidade das malhas adaptativas geradas. Assim, um problema
1D tipico conduz a construgdo de malhas adaptativas definidas por NP = 200-250
nodos no maximo, e consequentemente, o processo de discretizacdo MOL gera
sistemas de ODE’s com nxNP variaveis e equacoes (em que n corresponde ao numero
de varidveis do sistema de PDE’s original). Por outro lado, uma malha 2D pode atingir
facilmente uma dimensdo da ordem dos milhares de nodos (como é facilmente
perceptivel através da analise dos exemplos apresentados na seccdo precedente.
Assim, o sistema de ODE’s gerado para casos 2D pode ser constituido por 10%-10*
equagoes e variaveis.

A utilizacdo do integrador DASSL (vd. Anexo C) implica o calculo do Jacobiano do
problema PDE. No entanto, como se pretende que as aplicagdes desenvolvidas sejam o
mais genéricas possivel, é impraticavel o desenvolvimento de uma rotina geral JAC e,
deste modo, é possivel recorrer a duas alternativas: 1 — atribuir a responsabilidade da
construgao da rotina JAC ao utilizador que a define consoante o problema particular
que se pretende resolver e a estratégia de discretizagao espacial considerada; 2 —
recorrer a possibilidade da prépria DASSL estimar automaticamente a matriz jacobiana
através de aproximagdes numéricas. A opgao escolhida em todas as implementagdes
de resolugao numérica de modelos diferenciais parciais evolutivos que envolvem o
integrador DASSL (ou seja, os exemplos unidimensionais) é a segunda. Porém tal
implica a utilizagdo de capacidades consideraveis de memdria, ja que é exigido o
armazenamento de uma enorme quantidade de dados auxiliares. De facto, a execugao
do integrador DASSL de uma matriz Jacobiana do tipo total (full) para um modelo com
NEQ equacbes, conduz a definicdo de um vector de trabalho (RWORK) com dimensdo
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da ordem de NEQZ[Z]. Assim, é facil verificar que a resolucdao de modelos discretizados
constituidos por 10%-10* (ou mesmo 10°) equacdes (associados a malhas de dimensao
correspondente) coloque graves problemas de implementacdo computacional devido
as suas Obvias exigéncias de memdria. Uma alternativa vidvel seria a possibilidade
prevista no cddigo DASSL de se proceder a definicdo de matrizes multidiagonais
(banded), que explora o facto da maioria dos elementos do Jacobiano serem
efectivamente nulos. Deste modo, seria necessario estabelecer o tamanho das bandas
acima (MU) e abaixo (ML) da diagonal que definem o dominio dos elementos da matriz
que sdo estimados (sendo todos os restantes fixados como nulos). Neste caso, as
exigéncias de memoria reduzem-se drasticamente para valores de MU e ML razodveis
(2ML + MU < NEQ), ja que RWORK apresenta agora uma dimensdo da ordem de (2ML +
MU)NEQ. No entanto, a forma como as varidveis sdo organizadas no vector solucdo
(sequéncias sucessivas da solucdo definidas ao longo da direccdo x, para diferentes
varidveis ou localizacGes em y) implica que a estratégia anterior apenas seja praticavel
na resolucdo de exemplos constituidos por PDE’s simples unidimensionais, em que a
solucdo em cada posicao apenas depende da solugcao nas posicdes adjacentes. Tal ndo
acontece no caso de sistemas de PDE’s 1D ou modelos 2D, ja que, nestes casos, a
solugdo discreta é igualmente definida pela solucdo discreta referente a outras
varidveis ou a diferentes valores da segunda coordenada (y), que ndo se situam em
posicOes adjacentes a localizacdo de interesse no vector solugdo. Deste modo, as
larguras das bandas teriam de ser consideravelmente expandidas de modo a se levar
em conta este problema de forma conveniente, o que aumenta consideravelmente as
necessidades de memaria da aplicacao.

Como se referiu anteriormente a questdo revela-se pouco importante para exemplos
1D, que ndo atingem dimensdes excessivas. Todavia, o caso muda de figura para
problemas 2D. Deste modo, opta-se por adoptar um integrador menos complexo na
integragdo deste tipo de problemas. A aplicagdo seleccionada corresponde a rotina
RKF45 que implementa o método de Runge-Kutta-Fehlberg de quarta-quinta ordem[3-
4], um método de baixa ordem do tipo Runge-Kutta, desenvolvido por Fehlberg,
1969[5]. Este método é consideravelmente menos exigente (nomeadamente em
termos de necessidade de armazenamento de dados, e.g. vector WORK de dimensao
3+6NEQ) do que o algoritmo BDF da rotina DASSL. Por outro lado, apresenta a
desvantagem de ser concebido para problemas ndo stiff ou moderadamente stiff, e
aplicacoes de exactiddo ndo demasiado elevada.

Os exemplos de aplicacdo apresentados em seguida pretendem ilustrar a eficiéncia e
robustez do algoritmo INTEGR2D na resolugdo de modelos de teste evolutivos
definidos em dominios espaciais bidimensionais.

5.2.1 EQUACAO DE BURGERS BIDIMENSIONAL

O modelo de Burgers ja referida no capitulo anterior resulta da aplicacdo da equacdo
de Navier-Stokes a fluidos incompressiveis com gradientes de pressdo desprezaveis[6].
Assim, a sua versdo bidimensional na forma conservativa sem influéncias difusivas é
dada pela equacgdo de Burgers inviscida 2D que tem a forma,

ou =_(af(u) af(u)], (5.7)

ANy N
ot 0x dy
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em que a funcdo f(u) é definida por f(u)=u2/2. Neste caso particular, consideram-se
os dominios: —1<x<1, —1<y<1, 0<t<1.5; as condi¢Bes fronteira,

u(-1,y,t)=u(t,y,t)=u(x,~1,t)=u(x,1,t)=0, (5.8)
e a condigdo inicial é estabelecida como pulso cilindrico unitario:
2 2 2
u(x,y,0)= 1, (x+0.5) +(y+0.5) < ?.4 | (5.9)
0, else in [x,y]0[-11]

Deste modo, executa-se a resolucdo numérica deste modelo através da aplicacdo da
estratégia de geracdo de malha 2D C52 e as condigdes resumidas na Tabela 5.6.

Assim testam-se os critérios de colocagao 1D C10 e C2 para monitorizagdo da 1.2
derivada da solucdo aproximada por FD de 4.2 ordem centradas avaliadas nas
direccGes coordenadas x e y. As tolerancias de colocacdo nodal (& e &) sdo fixadas em
0.1 e malha adaptativa é construida sobre um conjunto de malhas diadicas uniformes
gue variam entre os niveis de resolucdo 4 e 8 em ambas as direcgdes.

As derivadas espaciais de 1.2 ordem do modelo sdo estimadas por esquemas de alta
resolucdo (HRS), nomeadamente o método NVSF associado a limitadores de fluxo
MINMOD ou SMART. O processo de interpolacdo é realizado através de splines cubicas
de 7 nodos e a integracdo temporal adoptada recorre ao integrador RKF45 com
tolerancias de 1x10™ e um passo de integracdo global de 0.01.

O esquema de geracdo de malhas 2D C52 para sistemas discretos (C52i) é semelhante
ao correspondente C52m, apresentando no entanto algumas caracteristicas distintas
adicionais, essenciais para uma correcta representacdo das superficies numéricas
intermédias utilizadas como suporte da sequéncia dos passos de integracdo temporal
gue constituem o procedimento MOL.

Tabela 5.6 Parametros numéricos para a implementacao da resolucdo da equacgdo 2D de Burgers.

e Critério 2D C52
e Critério 1D Clo; C2
Colocagéio nodal » ordem da derivada 1,1
& &
* tolerancias 0.1 0.1
M, Ny
4 8
Malhas + diadicas My Ny
4 8
FD centradas; 5 pontos
uniforme
. . . e aproximagoes HRS — NVSF/SMART; MINMOD
Discretizagdo espacial - ——
* diferenciagao (n>1) NA
Interpolagéo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 1x107
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x107 1x107
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Figura 5.25 Malha inicial gerada para o modelo inviscido de Burgers 2D (discretizagdo NVSF com
limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).
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Figura 5.26 Malha gerada (t = 0.5) para o modelo inviscido de Burgers 2D (discretizagdo NVSF com
limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).
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Figura 5.27 Perfis de contorno para a solugdo numérica (t = 0.5) do modelo inviscido de Burgers 2D
(discretizagdo NVSF com limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).

A versao original do procedimento C52m implica a activagdo de todos os nodos
fronteira correspondentes as sequéncias 1D em x e y que possuam pelo menos um
nodo activo interior associado a qualquer nivel de resolugdo. Porém, no algoritmo C52i
introduz-se um procedimento suplementar de colocacdo nodal que, nas condicdes
referidas anteriormente, coloca igualmente todos os nodos de nivel M referentes a
dominios 1D previamente activados.

A aplicagdo desta estratégia a condigdo inicial do problema nas condi¢des definidas na
Tabela 5.6 leva a geracdo da malha apresentada na Figura 5.25. No entanto, é
importante referir que a geragdo da malha inicial é executada através de uma
implementacdo sucessiva das rotinas C52m (para uma soluc¢do analitica disponivel) e
C52i para um melhorado varrimento do dominio discretizado. As diferencas relativas
entre os dois procedimentos descritos conduzem a construgdo de malhas
substancialmente diferentes. Assim, a malha C52i possibilita um suporte mais robusto
para o arranque do processo de integragao temporal. De qualquer modo, frisa-se que a
estratégia de varrimento inicial duplo é especialmente importante em casos em que as
caracteristicas problematicas da solucdo sdo introduzidas através das fronteiras do
dominio e ndo estdo explicitamente presentes na condicdo inicial do problema, como
se verifica no caso presente.

A andlise da Figura 5.25 permite concluir que o esquema de geracdo de malha
associado ao critério de colocacdo Clo possibilita uma simulacdo apropriada dos
contornos do pulso cilindrico inicial centrado no terceiro quadrante do dominio.
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Figura 5.28 Malha gerada (t = 1.5) para o modelo inviscido de Burgers 2D (discretizagdo NVSF com
limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).
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Figura 5.29 Perfis de contorno para a solugdo numérica (t = 1.5) do modelo inviscido de Burgers 2D
(discretizagdo NVSF com limitador SMART e critério de colocagdo 1D C10).
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No caso presente, o pulso é deslocado na direc¢do positiva de ambas as direc¢des. No
entanto, a velocidade de propagacdo é estabelecida pelo préprio valor da solugdao em
posicdo do dominio. Assim, formam-se duas frentes que se movimentam com
velocidades diferentes. A secgdo nula a montante do pulso mantém-se inamovivel e a
frente abrupta anterior movimenta-se com uma velocidade igual a amplitude do pulso
(u = 1). Desta forma forma-se uma rampa de declive decrescente e largura crescente,
gerada pelo movimento da frente anterior. Por outro lado, a frente posterior é
bloqueada pela secgao nula situada a direita do pulso. Assim, esta frente desloca-se
com uma velocidade definida por (1 + 0)/2 = 0.5 e mantém-se completamente
inalterada, ou seja, ndo sofre qualquer suavizagdao com o avancgo da integracao.

A evolucdo da solucdo do modelo 5.7 a 5.9 é resumida nas Figuras 5.26 a 5.29, para o
limitador SMART. As caracteristicas da solucdo referidas acima sdo perfeitamente
visiveis através da analise dos resultados numéricos disponiveis. O deslocamento do
pulso com a consequente suavizagdo a montante e a manuteng¢ao do perfil abrupto a
jusante, é notdrio nos perfis de contorno apresentados nas Figuras 5.27 e 5.29. Por
outro lado, o algoritmo de geracdo de malha revela-se eficiente no acompanhamento
das caracteristicas da solucdo, promovendo a concentracdo de nodos nos contornos da
frente evolutiva (vd. Figuras 5.26 e 5.28).

A utilizacdo do critério de colocacdo alternativo C2 e do limitador MINMOD
proporciona resultados analogos (ndo apresentados neste relatério) aos discutidos
anteriormente. De facto, a implementacdo dos limitadores testados revela-se
perfeitamente equivalente, como se confirma pela observacao da Figura 5.30, em que
a evolucdo da dimensdo das malhas dos ensaios C10 é muito semelhante. Por outro
lado, a implementacdo do critério de colocagdo C2 nas mesmas condicbes é
notoriamente mais sensivel, conduzindo a geracdo de malhas relativamente mais
densas.

18000
16000 -
14000 -
12000 -
L 10000 (T—"""0
< 8000 |
6000 - —SMART-C1
4000 - MINMOD - C1
2000 - = SMART - C2
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 5.30 Evolugdo da dimensdo das malhas adaptativas para a implementa¢do do modelo inviscido
de Burgers 2D.

5.2.2 EQUACAO DE BUCKLEY-LEVERETT BIDIMENSIONAL

A equacdo de Buckley-Leverett (BL) € um exemplo classico que resulta da aplicacdo de
um balango material a um sistema de dois fluidos imisciveis, em que um dos fluidos é
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deslocado pelo outro num meio poroso[6]. A versdao 2D do modelo sem gradientes de
pressao assume uma forma equivalente a do modelo de Burgers 2D nao difusivo, ou
seja a equacdo 5.7, mas agora com uma funcdo f(u) diferente, por exemplo,

f(u)=u2/(u2 + (1—u)2), (5.10)

com 0<x<1, 0<y<1, 0<t<0.5; as condicBes fronteira (se se considerar a possivel
introducdo de um termo difusivo estabilizador),

u(0,0,t)=1,947 (o, y,t):a%y (x,0,t)=0, (5.11)
e a condicdo inicial,
u(x,y,0)=0. (5.12)

O modelo BL puramente advectivo é resolvido com os dados presentes na Tabela 5.7.
Neste caso, a solucdo consiste numa frente propagada nas duas direc¢des
coordenadas, introduzida na posicdo [0,0] através de um degrau representado pela
condi¢do fronteira de Dirichlet definida nessa posi¢do. A medida que a frente avanca a
sua amplitude decresce. No entanto, o seu declive mantém-se significativamente
acentuado, ja que ndo é suavizado pela influéncia estabilizadora de um termo difusivo.

Tabela 5.7 Parametros numéricos para a implementagdo da resolugdo da equacgao BL 2D.

e Critério 2D C52
e Critério 1D Clo; C2
Colocagéio nodal » ordem da derivada 1;1
& &
* tolerancias 0.1 0.1
MX NX
4 8
Malhas  diadicas My Ny
4 8
FD centradas; 5 pontos
uniforme
. . . e Aproximagoes HRS — NVSF/MINMOD; SMART
Discretizag¢do espacial - ——
* diferenciagao (n>1) NA
Interpolagéo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 1x10°
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x107 1x107

A malha inicial obtida por um duplo varrimento C52m e C52i é apresentada na Figura
5.31. Como a perturbacdo é introduzida na fronteira, o suporte para caracteristicas
abruptas do modelo ndo é assegurado pela simples geracdo com suporte analitico.

Assim, um duplo varrimento C10 proporciona uma malha inicial de arranque mais
densa e mais adequada as particularidades posteriores da solucdo (vd. Figura 5.31),
possibilitando uma densificacdo prévia das regides do dominio inicialmente
percorridas pela onda de propagacao abrupta introduzida na posicdo [0,0].
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Figura 5.31 Malha inicial gerada para o modelo BL 2D (discretizagdo NVSF com limitador MINMOD e
critério de colocagdo 1D C10).
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Figura 5.32 Malha gerada (t = 0.5) para o modelo BL 2D (discretizagdo NVSF com limitador MINMOD e
critério de colocagdo 1D C10).
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Figura 5.33 Perfis de contorno para a solugdo numérica (t = 0.5) do modelo BL 2D (discretizagdo NVSF
com limitador MINMOD e critério de colocag¢do 1D C10).

A adequacdo da estratégia de adaptagao associada ao limitador MINMOD é ilustrada
pelos resultados numéricos resumidos nas Figuras 5.32 e 5.33. Assim, verifica-se a
capacidade do algoritmo de geragao de malha na representagao da frente abrupta e
do seu movimento através da analise da malha gerada (vd. Figura 5.32) e dos perfis de
contorno (vd. Figura 5.33) para o instante t = 0.5.
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Figura 5.34 Evolugdo da dimensdo das malhas adaptativas para a implementag¢dao do modelo BL 2D.

Os testes adicionais do limitador SMART e do algoritmo de colocagao nodal C2 permite
a obtencdo de resultados andlogos (ndo apresentados no presente relatdrio) com
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desempenhos semelhantes (vd. Figura 5.34). Novamente se verifica a relativa maior
sensibilidade do critério C2 em relagdo ao C10 para niveis de deteccdo equivalentes.
Até ao tempo final fixado (t = 0.5) constata-se um incremento notdrio na dimensao das
malhas geradas, consistente com o avanco da frente abrupta. No entanto, esta
dimensdo nao se revela demasiado excessiva, levando a implementacdes
computacionais com tempos de processamento razoaveis (tc,, = 360-460 s).

Deste modo, os resultados apresentados nesta seccao permitem a confirmacdo da
capacidade dos algoritmos de colocacdo nodal 2D de gerarem malhas flexiveis e
adequadas no contexto da resolucdo numeérica de modelos 2D caracterizadas por
solugdes problematicas.
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6. SIMULACAO DE PROCESSOS QUiMICOS

Neste capitulo apresentam-se os resultados numéricos obtidos pela aplicacdo dos
algoritmos numéricos descritos no Capitulo 3 na resolucdo de modelos diferenciais
parciais evolutivos, definidos sobre dominios espaciais de dimensdo arbitraria, que
representem a simulacdo de problemas tipicos no ambito da modelacdo de processos
guimicos, exibindo solugdes com caracteristicas problematicas e desafiantes.

Todas as simulagdes apresentadas neste capitulo foram realizadas num computador
pessoal com um processador Intel CorelJ2 Duo CPU T9300 de 2.50 GHz, uma meméoria
RAM de 4.00 GB e um sistema operativo de 32 bits.

6.1 MoDELO DE DIFUSAO, CONVECGAO E REACCAO NUMA PARTICULA PLANA (DIFPLANA)

A andlise é iniciada através da consideracdo de um modelo relativamente simples
deduzido num dominio espacial 1D. Apesar do problema ser unidimensional, este é
integrado através do recurso ao programa INTEGR2D, para o teste da implementacdo
1D como caso particular de uma aplicagdo 2D.

O modelo[1-2] seleccionado descreve o estabelecimento de um perfil de
concentragdes numa particula plana em condigdes reaccionais isotérmicas. Para tal,
admitindo-se um catalisador poroso, onde ocorre uma reaccdo catalitica A — P, e os
respectivos mecanismos de transporte de massa por difusdo e convecgdo, obtém-se o
balangco massico transiente normalizado seguinte,

ou Ju ou

Ou_Ou_, 0u_ 4 6.1
ot e Tmax 7Y (6.1)
em que:

* u=C/C,, concentragdo adimensional de A, referida a corrente de alimentaggo.

= (, concentracdo de A.
= (y, concentracdo de A na corrente de alimentacdo.

e t=6/1,, varidvel temporal adimensional.

= g variavel temporal.

» 7,=¢,0°/D,, , constante de tempo de difusgo.

= &, porosidade da particula.

= {, semi-espessura da particula.

* D.g, difusividade efectiva do reagente no leito.
* x, variavel espacial adimensional.

* A, =v /D

m

. » NUmero de Peclet massico intraparticular.

= vy, velocidade do fluido no interior da particula em relagdo a area de secgao
normal do escoamento.
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*  @=(,/k/D, , mbdulo de Thiele.

= k, constante de reaccao.

O modelo é definido nos dominios: XD[O,Z], tD[0,0.S]; e completado pelas condicdes
fronteira:

u(0,t)=1, u(2,t)=1, (6.2)
e a condicdo inicial,
u(x,0)=0. (6.3)

Fixe-se entdo, A, = 10 e @= 2. Como A, # 0, o efeito convectivo ndo é desprezavel e os
perfis de solucdo ndo sdo simétricos, tendo-se que considerar o dominio espacial
adimensional total, XD[O,Z], jd que a condicdo de simetria ndo é valida nestas

condigdes.

O arranque do processo é efectuado através da introducdo de perturbacdes em degrau
em ambas as fronteiras do dominio, correspondentes (em termos fisicos) ao inicio da
alimentacao de reagente.

Assim, procede-se ao teste da performance dos critérios C42 e C52 associados aos
critérios de colocacdo nodal Clo e C2. A fase critica da implementacdo relaciona-se
fundamentalmente com o arranque do processo e a representacdo dos perfis abruptos
gerados junto as extremidades do dominio pela introdugdao das perturbagdes nas
fronteiras. Estas perturbagdes propagam-se progressivamente para o interior da
particula induzindo uma suavizagdao dos perfis até a sua estabilizagdo completa
correspondente a um regime final estaciondrio assimétrico.

Os parametros adoptados nas implementacdes numéricas referentes ao modelo em
estudo sdao resumidos na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 Parametros numeéricos para a implementagdo da resolugdo da equacgao DifPlana.

e Critério 2D C42 ou C52
e Critério 1D Clo; C2
Colocagéio nodal » ordem da derivada 1;1
& &
* tolerancias 5x107 5x107
MX NX
4 10
Malhas * diadicas M, N,
NA NA
uniforme
Discretizaciio espacial . aProxim?;f‘ies FD centradas;. 5 pontos
¢ diferenciagdo (n>1) sucessiva
Interpolagéo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 1x107
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10° 1x10°
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Figura 6.1 Implementa¢do numérica para o caso da equagéo DifPlana (critério C52/C10 - t = 0.05).

Por outro lado, os resultados numéricos obtidos no contexto da aplicagao do critério
C52 nas condicOes de colocagdo 1D definidas por C10, sdo apresentados nas Figuras
6.1 e 6.2. A fixacdo das tolerancias de colocacdo nodal no valor de 5x107 para
aproximacoes FD a derivadas de primeira ordem, possibilita a obtencao de resultados
numeéricos bastante satisfatérios. A andlise da Figura 6.1 demonstra a capacidade do
algoritmo de colocagao nodal C10 de concentrar inicialmente a densidade da malha
adaptativa nas regidoes adjacentes as fronteiras (vd. Figura 6.1) de forma a possibilitar a
simulacdo correcta das perturbacdes em degrau introduzidas através das condi¢Ges
fronteira do problema (vd. equacgbes 6.2). Posteriormente o esfor¢co de refinamento
propaga-se ao longo do dominio a medida que as perturbacdes se movimentam para o
interior da particula, num sentido predominante da esquerda para a direita, devido a
consideracio de fendmenos de transporte do tipo convectivo. E notério que o
esbatimento progressivo das duas frentes moveis promove uma significativa
diminuicdo no esforco de refinamento necessario a uma definicdo correcta dos perfis
espaciais.

Para tempos de integracdo mais tardios (vd. Figura 6.2), a relativa suavidade dos perfis
assimétricos centrados em torno da posicdo x = 1.7 induz a geracdo de malhas de
dimensdo relativamente baixa. Agora, o esforco de refinamento centra-se
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essencialmente na vizinhanga da fronteira direita do dominio, onde o declive do perfil
ainda se mantém algo acentuado.
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Figura 6.2 Implementagdo numérica para o caso da equacdo DifPlana (critério C52/C10 -t = 0.5).
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Figura 6.3 Evolugdo do nimero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo numérica para
o caso da equagao DifPlana.
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Figura 6.4 Implementagdo numérica para o caso da equagédo DifPlana (critério C52/C2 - t = 0.05).

Na Figura 6.3 apresenta-se a evolucdao da dimensao das malhas ao longo do tempo de
integracdo, para todas as implementacdes referentes a aplicacdo dos critérios C41 e
C51 nas condicbes constantes na Tabela 6.1.

Nas Figuras 6.4 e 6.5 resumem-se os resultados numeéricos obtidos através da
aplicacdo do critério C52 agora acoplado ao procedimento de colocacdo C2. As
conclusdes colhidas pela analise destas figuras sdo equivalentes as referidas
anteriormente para o caso prévio correspondente ao critério de colocacdo C10. Por
outro lado, os perfis numéricos respeitantes as execucdes C42 ndo sdo apresentados
na secgdo presente ja que se mostram muito semelhantes aos obtidos com a
implementacdo do critério C52. Deste modo, a sua representacao grafica particular
revela-se assaz redundante.

De facto, as quatro execugdes numéricas definidas nas mesmas condi¢cdes sdo
visivelmente idénticas, o que é confirmado pela observacdo da Figura 6.3, onde se
torna Obvia uma evolugdo perfeitamente equivalente da dimensdo das malhas
adaptativas respectivas. Ambos os critérios promovem a geracdo de malhas
consideravelmente mais densas apenas na fase de arranque do processo, mas que
estabilizam com o decorrer da integracdo numérica. Assim, a evolucdo das malhas é
notoriamente estavel, verificando-se apenas um paulatino decréscimo da sua
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dimensdo a medida que os perfis de solucdo se revelam menos exigentes do ponto de
vista adaptativo. Todas as implementagdes tendem a formagao eventual de malhas
simples com dimensdes semelhantes entre si (NP = 30), consentdneas com as
caracteristicas suaves dos perfis estacionarios da solugdo (vd. Figura 6.3).
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Figura 6.5 Implementa¢do numérica para o caso da equagédo DifPlana (critério C52/C2 -t = 0.5).

Os tempos de cpu ja referidos acima, associados as diversas execu¢des do algoritmo de
integragdo numérica, sao resumidos na Tabela 6.2. Verifica-se que as execugdes
referidas implicam niveis equivalentes de esfor¢co computacional, localizados no
intervalo de 18-20 s. No entanto, estas diferencas sdo pouco significativas, ja que se
situam na ordem de grandeza do proprio intervalo de incerteza associado a
variabilidade do processamento computacional. No entanto, conclui-se que o grau de
esforco computacional exigido ndo é excessivo.

Tabela 6.2 Tempos de execugdo para o caso da equacgao DifPlana.

Execucdo Tempo de cpu (s)
C42/Clo 18.1
Cc42/C2 18.1
C52/Clo 17.4
C52/C2 20.0
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6.2 MODELOS 1D DE COMBUSTAO

Considera-se agora, um modelo que simula a dindmica de uma chama[1-4]. Deste
modo, a temperatura (de um reagente num sistema quimico) aumenta gradualmente
até a formacdo de um ponto quente na posicdo, x = 0. Num determinado instante,
ocorre a igni¢cdo e a temperatura no ponto quente aumenta rapidamente, até atingir o
valor normalizado de 1+a. Nessa altura, forma-se uma frente de caracter abrupto que
se propaga com velocidade, e“d/2(1+a), até colidir com a fronteira direita (x = 1). A
evolucdo da velocidade da frente é do tipo exponencial, ja que o valor de d é
normalmente elevado e o correspondente a a situa-se proximo da unidade.

Assim, o modelo é representado pela PDE,

ou 0 _d
E:W+D(1+a—u)e %, (6.4)
com:

* u=T/T,, temperatura normalizada da chama.
= T, temperatura da chama.
= Ty, temperatura inicial da chama.

e t, varidvel temporal.

* X, varidvel espacial.

D=Re’/ad
= R, d, a, constantes.

O problema é resolvido nos dominios: xD[O,l], tD[0,0.29]; sendo completado pelas
condicdes fronteira:

GU(O,%Xzo’ u(l,t)=1, (6.5)
e a condigdo inicial,
u(x,0)=1. (6.6)

Testa-se entdoocasoemque:a=1,d=20eR=5.

Aplica-se novamente o algoritmo INTEGR2D numa execuc¢do particular do tipo 1D. Os
parametros utilizados sdo os constantes na Tabela 6.3. A solu¢cdo do modelo 6.4 a 6.6
arranca a partir de um perfil em plateau unitario perturbado pela introducdo da
condicdo fronteira de Neumann na extremidade esquerda do dominio espacial (que
simula a ignicdo do sistema) e que se propaga ao longo do espaco no sentido da
esquerda para direita, tornando-se progressivamente mais abrupta.

Na Figura 6.6 resumem-se os perfis numéricos obtidos através da aplicagao do critério
de colocacdo 1D C10 (no contexto da estratégia de geracdo de malha C52). Verifica-se
gue o procedimento lida com relativa facilidade com a evolugdo das caracteristicas dos
perfis espaciais. De facto, verifica-se que a solucdo se mantém suave ao longo de
guase todo o procedimento de avanco temporal, referente a formacao inicial da frente
de propagacao.
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Tabela 6.3 Parametros numéricos para a implementac¢ao da resolucdo do modelo de chama.
e Critério 2D C52
e (Critério 1D Clo; C2
Colocagéio nodal » ordem da derivada 1,1
& &
 tolerancias 5x107 5x107
M, Ny
4 10
Malhas * diadicas M, N,
NA NA
uniforme
. e . e aproximagoes FD centradas; 5 pontos
Discretizagdo espacial ; —— X
e diferenciacdo (n>1) sucessiva
Interpolagdo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 2.5x10°
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®
2
1.91 = t=0.01 %( E i,
1.8 1 =020, X . S
1.7 - t=0.26 x ° .
16 X t=0.27 X ° ’.
_ 15 ® =0.28 « ° :
14l * t=0.29 . :
| X ° .
¥ x A
1:1 , L ox ’ :

0.8 1
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Figura 6.6 Implementagdo numérica para o caso da equac¢do de chama (critério C52/C10).
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Deste modo, ndo exige qualquer accdao de refinamento, j4 que a malha base de

arranque se revela suficiente para representar discretamente as caracteristicas gerais
da solucdo de forma satisfatoria (vd. Figura 6.6).

Somente para tempos mais avancados (t > 0.26), correspondentes a evolucdo da
frente de chama propriamente dita, é observada uma necessidade de adaptacdo da

malha, de modo a promover uma representacao correcta da frente e da curvatura das
suas extremidades superior e inferior.

No entanto, o desempenho do algoritmo de colocacdo Clg, aplicado no ambito da
estratégia C52 na abordagem ao presente problema revela-se bastante apropriado,
proporcionando resultados numéricos adequados, através da construcdo de malhas

adaptativas relativamente leves que acompanham de forma expedita a evolucdo da
solugdo.
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Figura 6.7 Implementagdo numérica para o caso da equac¢do de chama (critério C52/C2).

Resultados perfeitamente equivalentes aos discutidos acima sdo obtidos através da
utilizacdo do critério de colocacdo 1D C2 (vd. Figura 6.7) em condi¢cdes semelhantes.
Verifica-se novamente uma notdria capacidade do algoritmo de detectar e

acompanhar a movimentag¢ao das caracteristicas abruptas da solugao quando que tal
se demonstra necessario.
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Por outro lado, o comportamento idéntico e relativamente trivial de ambos os critérios
é demonstrado pela andlise da evolugdao da dimensao das malhas respectivas ao longo
do processo de integracdo numérica (vd. Figura 6.8). Mais uma vez se constata a
ocorréncia de operacgdes de refinamento apenas para tempos manifestamente tardios
e um aumento brusco mas nao demasiado acentuado da actividade adaptativa de
modo a lidar com o acompanhamento da propagacdo da chama. E notério que nestas
condi¢cGes o critério C2 se revela mais sensivel do que o critério C10, apesar das
diferencas observadas ndo serem significativas.

A facilidade de implementagao do algoritmo testado ao exemplo em estudo é também
comprovada pelo facto das execu¢dGes computacionais envolverem tempos de
processamento da ordem de 3 s.
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Figura 6.8 Evolucao do nimero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdao numérica para
o caso da equacgdo de chama.

O modelo[1-2,4-5] testado seguinte é numericamente mais exigente e representa a
dinamica de propagag¢ao de uma chama, considerando a temperatura e a massa do
respectivo combustivel. O problema caracteriza-se pela definigao, nos tempos iniciais,
de uma condigdo fronteira a direita, dependente do tempo e em forma de rampa. Esta
condicdo pretende descrever a evolucdo da temperatura desde a ignicdo até ao
alcance do valor maximo. A solugdo resultante apresenta a forma de duas ondas
abruptas que se propagam muito rapidamente no mesmo sentido (neste caso, na
direccdo negativa de x), devido a relacdo directa que é estabelecida entre o consumo
de combustivel e 0 aumento de temperatura, originado pela libertacdo de calor que
dai advém. Assim, o processo é simulado pelo sistema de PDE’s unidimensionais
evolutivas:

2
%:%—aue"% , (6.7)
X
2
%=%+aue_%, (6.8)
X
com,

* U, massa de combustivel.
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* v, temperatura da chama.
* X, varidvel espacial.

* t,varidvel temporal.

Adicionalmente, assumem-se os dominios: 0 < x <1 e 0 <t £ 0.006; as condicdes

fronteira de Neumann:

au(O,t%X -0 av(o,t%x -0, 6u(1,t%x 0, (6.9)

a condicdo fronteira em rampa temporal que simula o processo de ignicdo do

combustivel,
0.2+ t/0.0002, t <0.0002
v(L,t)= , (6.10)
1.2, t=0.0002
e as condicdes iniciais,
u(x,0)=1 e v(x,0)=0.2. (6.11)

Fixa-se ent3o os pardmetros do modelo como, a = 3.52x10°% e 5= 4.

Novamente o modelo que simula uma combustdo é constituido por equacdes de
difusdo/reaccdo. De facto, o termo mais frequentemente associado ao
desenvolvimento de frentes abruptas mdveis e que, consequentemente gera maiores
dificuldades de integracdo através de métodos numéricos idealizados numa
perspectiva Euleriana é o termo advectivo/convectivo. Deste modo, parece
contraditdrio apresentar exemplos de teste para métodos adaptativos que ndo exibem
uma contribuicao predominante de advecgdao. Na verdade nos casos seleccionados e
analisados na seccao presente, esta contribuicdo apresenta-se de todo ausente.
Porém, a modelacdo de fendmenos de combustdo frequentemente dispensa a
consideragao de mecanismos convectivos de transporte, ja que a velocidade de
propagacdao das ondas depende de um aumento brusco de elevada amplitude da
temperatura do sistema, alimentado por reacgdes de combustao caracterizadas por
velocidades de conversao extremamente altas. Deste modo, a geracdo de ondas
abruptas propagadas a velocidades elevadas é devida essencialmente a contribuicdo
de cinéticas reaccionais particularmente extremas, ou seja a termos geracionais de
reaccao de valor elevado, associados a mecanismos de transporte baseados em
difusdo e radiacdo[6-8]. Assim, torna-se possivel testar solucGes caracterizadas pela
propagacao de ondas e frentes abruptas de tipo ndo convectivo.

Figura 6.9 Malha base nao uniforme de nivel 0, usada nas implementa¢des do modelo de propagacao de
chama.
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Tabela 6.4 Parametros numéricos para a implementacdo da resolugdo do modelo de propagacdo de
chama.

e Critério 2D NA
e Critério 1D C1;C2
Colocacéo nodal » ordem da derivada 1,1
& &
¢ tolerancias 0.01;0.1 0.01;0.1
My Ny
0 6
o 4ezge M N
Malhas * nio diddicas (M=0) NAy N/};

nao uniforme
27 ints — Figura 6.9

, . . * aproximagoes FD centradas; 5 pontos
Discretizagdo espacial - —— -
e diferenciagdo (n>1) sucessiva
Interpolagdo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 1x10™
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®

Neste caso particular, opta-se por avaliar a performance do algoritmo 1D STATO02
associado a rotina de colocacao nodal gridgen11 implementada com os critérios 1D C1
e C2, e os parametros definidos na Tabela 6.4.

A consideragdao de condigdes fronteira de Neumann em ambas as extremidades do
dominio espacial conjugada com um mecanismo em rampa de temperatura para
simulagdo do processo de ignigdo introduz algumas perturbagdes na definigdo dos
perfis na vizinhanca de x = 1. Deste modo, impde-se neste caso uma malha base
estrutural ndo diaddica e ndo uniforme de 27 intervalos, que concentra nodos
preferencialmente na regido referida (vd. Figura 6.9). Esta malha convencionada como
de nivel 0, constitui o suporte para possiveis opera¢des de refinamento posteriores
gue podem atingir um nivel maximo de 6. O estabelecimento de uma malha base ndo
diadica ndo retira generalidade aos procedimentos descritos no Capitulo 3, ja que a
relacdo entre malhas de niveis consecutivos se mantém inalterdvel, continuando a
depender de factores baseados em poténcias de 2 (agora afectados pelo numero de
intervalos, NI, definido para a malha de nivel 0; vd. Anexo B).

Os resultados numéricos obtidos através da aplicacdo do critério de colocacdo nodal
C1 sdo apresentados na Figura 6.10. A analise dos perfis permite concluir que o
algoritmo demonstra capacidade de representar e acompanhar de um modo
satisfatorio o movimento da frente abrupta de chama ao longo do dominio espacial.
Conclusdes semelhantes sdo obtidas no caso do teste do critério C2. No entanto,
verifica-se que para se atingirem perfis de qualidade semelhante é necessario
aumentar o grau de exigéncia do critério C1 em relacdo a C2, baixando o valor das
tolerancias de colocagdo na implementagdo do primeiro caso em relagdo ao segundo
(vd. Tabela 6.4). Assim, é expectavel que as malhas C1 geradas apresentem uma
dimens3ao notoriamente superior as malhas C2 correspondentes de forma a
proporcionarem perfis de qualidade equivalente.
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Figura 6.10 Implementagdo numérica para o caso do modelo de propagagdo de chama
(gridgen11/critério C1).
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Figura 6.11 Implementagdo numérica para o caso do modelo de propagagao de chama
(gridgen11/critério C2).
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Este facto é corroborado pela analise da evolucdo da dimensdo das malhas ao longo da
integragdo numérica temporal (vd. Figura 6.12). A aplicagdo do critério C2 nas
condicdes da Tabela 6.4 conduz a um esforgo de refinamento inicial elevado
consentdaneo com a abordagem ao mecanismo de ignicdo, mas que tende
posteriormente para valores de NP relativamente modestos. Por outro lado, a
utilizagdo do critério C1 associado a tolerancias mais restritas nao implica uma
imposi¢do tao intensa de operagdes de refinamento inicial, mas leva a estabilizagao da
dimensdo das malhas no decorrer da integracdo temporal, em valores
consideravelmente mais elevados. Este facto pode ser facilmente explicado pela maior
exigéncia do procedimento de colocacdo nodal C1 que, no entanto, se revela essencial
na representacdo numérica das frentes de um modo equivalente a do critério C2.
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Figura 6.12 Evolucdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo numérica
para o caso do modelo de propagacao de chama.

No entanto, a analise dos resultados dos modelos de combustao permite discutir duas
desvantagens dos procedimentos adaptativos idealizados neste trabalho baseados em
critérios de colocagao nodal dependentes somente de propriedades espaciais dos
perfis da solucdo. De facto, estas desvantagens constatadas correspondem a:

1. Incapacidade de prever perturbacGes abruptas introduzidas por condicdes
fronteira, nomeadamente de Neumann. Qualquer ac¢ao provocada pela acgdo
das condigdes fronteira é teoricamente indetectavel pelo algoritmo de
adaptacdo aquando da geragdo da malha inicial baseada apenas na analise da
condicdo inicial. Deste modo, se esta se revelar a partida suave, a malha inicial
gerada pode revelar-se inadequada para o tratamento de condic¢des fronteira
gue introduzam perfis abruptos no problema. Quando a condicdo fronteira é
do tipo Dirichlet, a sua ac¢do pode ser interpretada como a inser¢do de uma
perturbacdo em degrau, sendo facilmente tratada através de uma antecipacao
do efeito da condicdo fronteira na condigdo inicial do problema. Infelizmente,
no caso de condi¢Oes fronteira de primeira ordem, esta estratégia ndo é
aplicavel. No entanto, para exemplos em que o efeito destas condigOes
fronteira seja suficientemente abrupto, torna-se possivel aproximar a sua ac¢ado
a correspondente a uma perturbacdo em degrau associada a uma condicdo
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fronteira de Dirichlet ficticia adequada, ultrapassando assim a desvantagem
enunciada acima.

Natureza estatica do algoritmo adaptativa que ndo considera a movimentagao
das caracteristicas da solugdo ao longo de cada integragdao temporal
intermédia. Este fendmeno é facilmente visivel pela andlise dos resultados das
Figuras 6.10 e 6.11 onde é notdéria uma maior concentragdo de nodos a
montante da frente em relacdo a curvatura correspondente a jusante,
resultante da prépria movimentacao da frente. Tal deve-se ao facto da malha
adaptativa associada a cada instante temporal final de cada integragao (i) ser
realmente gerada nas condigdes do perfil da solugdao no instante inicial da
integracdo (t«.;) e deste modo, ndo considerar as alteracGes na solugdo no
intervalo entre t; e ty. Assim, cada passo temporal tem de ser sintonizado para
gue o seu valor seja apropriado a verificagdo de um avango sustentavel da
integracdo com uma malha que satisfaca simultaneamente as propriedades da
solugdo numeérica em t,.; e ty. Este desiderato pode ser alcancado através da
colocacdo de nodos adicionais durante o processo de geracdo de malha,
relacionados com a projeccao do movimento da solu¢ao para um determinado
passo temporal especificado.

6.3 MoDELOS 1D DE DIFUSAO-CONVECCAO-GERACAO

Testa-se agora um modelo[1-2] que descreve a adsor¢do de um Unico componente
num leito fixo, operando em condicBes isotérmicas. O equilibrio entre o soluto e a fase
solida é considerado instantaneo e admite-se que o escoamento é do tipo pistdo.
Deste modo tem-se a PDE,

ou

a Pe[1 +&g'(u)] 0x® 1+ &g'(u) ox

com,

2
1 0u 1 % (6.12)

* u=C/C,, concentragdo adimensional do componente adsorvido em relagdo a

concentracdo de entrada.

C, concentracdo do componente adsorvido no seio do fluido.

Co, concentragao do componente adsorvido na corrente de alimentagao.

* t=6/1, tempo adimensional, normalizado em relagdo ao tempo de passagem.

@, variavel temporal.

T =/!/u,, tempo de passagem de um elemento de fluido no leito.

£, comprimento do leito.

Uuo, velocidade do fluido no leito.

e x, variavel espacial.

1 —_
_17¢4 , factor de capacidade do leito.

£ C,
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= & porosidade do leito.
= go, concentragdo do componente adsorvido no sélido, em equilibrio com C,.
* g(u), isotérmica de equilibrio.

* Pe=u,l/D, , nimero de Peclet méssico.

eff 7
* D, difusividade efectiva do componente adsorvido no leito.
Como isotérmica de equilibrio, considera-se a lei de ac¢do de massas, ou seja:
ku
glu)=—— (6.13)
() 1+(k-1)u
em que, k é a constante de equilibrio.

Finalmente, consideram-se os dominios: 0 < x<1e 0<t<1.9; as condi¢cGes fronteira

de Neumann:

au(O,l%X =pe(u-1), au(l,t%x -0, (6.14)

e a condigdo inicial:
u(x,0)=0. (6.15)
Fixa-se Pe = 10*, =1 e k = 1 para o teste do desempenho do algoritmo 1D STAT02.

A solucdo do modelo 6.12 a 6.15 nestas condigGes que favorecem o processo de
adsorcdo, consiste na propagacdo de uma onda abrupta de altura constante ao longo
do dominio espacial, representativa do enchimento da coluna de adsorcdo.

Os parametros usados sdo resumidos na Tabela 6.5 e os resultados obtidos através da
aplicacdo do critério de colocacdo C2 no contexto da rotina de geracdo de malha
gridgenl1 s3o apresentados na Figura 6.13.

Tabela 6.5 Parametros numéricos para a implementacgao da resolugdo do modelo de adsorgdo.

e Critério 2D NA
e Critério 1D C1;C2
Colocacéo nodal » ordem da derivada 1;1
& &
* tolerancias 5x107 5x107
M, Ny
5 11
Malhas * diadicas M, N,
NA NA
uniforme
Discretizacdo espacial . af)roxim.a\gt'ies FD biased upwir?d; 5 pontos
* diferenciagao (n>1) sucessiva
Interpolagdo splines cubicas; 7 pontos
« passo (At) 5%107
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®
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Figura 6.13 Implementagdo numérica para o caso do modelo de adsorgdo (gridgenl1/critério C2).

Verifica-se pela andlise da Figura 6.13 que o algoritmo adaptativo ndo revela quaisquer
dificuldades na deteccdo, representacdo e movimentacdo da onda de propagacao
introduzida pela perturbacdo simulada pela condicdo fronteira da esquerda (x = 0). No
entanto, é importante salientar que a condigao fronteira efectivamente usada consiste
num degrau de u=0 parau =1 (em t = 0), que é posteriormente mantidoemu =1 (t>
0). Esta condicdo de Dirichlet corresponde a uma aproximacdo da condicdo de
Neumann 6.14, sendo bastante satisfatéria para valores de Peclet elevados (o que é o
caso). Por outro lado, a substituicdo possibilita a deteccdo da perturbacdo introduzida
ja no perfil inicial, evitando as desvantagens ja referidas anteriormente, caracteristicas
de estratégias adaptativas estaticas. Por esse motivo, recorre-se a este procedimento
em todos os modelos testados que apresentem condic¢des fronteira do tipo 6.14.

Assim, conclui-se que a aplicacdo do critério de colocacdo nodal C2 manifesta uma
notéria capacidade de representacao numérica da solucao do problema 6.12 a 6.15.

A Figura 6.14 possibilita uma visualizacdo mais detalhada de um perfil de solucdo
seleccionado (t = 0.9). Através da figura referida, é possivel verificar a distribuicdo do
esforco de refinamento para a representacdo satisfatéria da frente abrupta sem o
desenvolvimento de dissipacdo ou dispersdo numéricas notédrias, e dos respectivos
patamares adjacentes.
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Figura 6.14 Malha gerada para t = 0.9 (modelo de adsorgdo — gridgen11/critério C2).
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Figura 6.15 Implementagdo numérica para o caso do modelo de adsorgdo (gridgenl1/critério C1).
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Figura 6.16 Implementagdo numérica para o caso do modelo de adsorc¢do (gridgenll/critério C1) —
segundo run.

A malha C2 gerada, associada a aproximac¢des de FD enviesadas a montante (biased
upwind) revela-se extremamente eficiente no acompanhamento do movimento da
frente abrupta, com um esforgo computacional aceitavel (t.p, = 66.1 s).

Por outro lado, os resultados obtidos com o teste da performance do critério de
colocacdo nodal C1 sdo apresentados nas Figuras 6.15 e 6.16. A manutencdo de
tolerancias equivalentes a do ensaio para o critério C2 (vd. Tabela 6.5) demonstra-se
insatisfatdria, ja que o método numeérico revela notdrias dificuldades na formagao das
curvaturas a montante e jusante da frente de propagacdo. De facto, a amplitude das
oscilagdes desenvolvidas aumenta ao longo do processo de integragao temporal.
Conclui-se assim que o critério C1 implica a imposicao de condicdes de geracdo de
malha mais exigentes, por exemplo, tolerancias 5% mais baixas (& = & = 1x10°?). Neste
caso observa-se uma estabilizacdo consideravel dos perfis numéricos, apesar de ainda
se constatar o desenvolvimento de leves perturbacdes nas regides das extremidades
da onda abrupta que se propagam com o avango temporal (vd. Figura 6.16).

No entanto, o aumento da sensibilidade do procedimento de colocacdo nodal implica a
construcdo de malhas relativamente mais complexas e de dimensdo elevada, que
induzem um maior esfor¢o computacional no processo (vd. Figura 6.17) — t,, = 320 s.
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Figura 6.17 Evolu¢do do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo numérica
para o caso do modelo de adsorgdo.

O exemplo[1-2] seguinte descreve um reactor tubular isotérmico, ao qual é aplicado o
modelo pistdo difusional (pistdif). De forma a se estudar o efeito conjugado de termos
difusivos, convectivos e reaccionais, introduz-se um termo de difusdo axial no modelo,
ao mesmo tempo que se admite a ocorréncia de uma reac¢cdo homogénea de primeira
ordem A - B, no interior do reactor. Assim,

2
%:iﬂ—%—Dau’ (616)
ot Pedx® Ox

ey, concentracdo normalizada da espécie A.
e x, variavel espacial normalizada.

* t=6/1, tempo adimensional, normalizado em relagdo ao tempo de passagem.

= g variavel temporal.

T =//u,, tempo de passagem de um elemento de fluido no leito.
= {, comprimento do leito.
= o, velocidade do fluido no leito.

* Da=k/l/u,, nimero de Damkhdler.
= k, constante de velocidade da reacgdo.

* Pe=u,l/D, ,nimero de Peclet axial.

= D, difusividade axial da espécie A.
Nos dominios: 0<x<1e0<t<1.1; definem-se as condicdes fronteira de Neumann:

au(O,%X _ Pe(u _ 1), au(l,t%x -0, (6.17)

e a condicdo inicial:

u(x,0)=0. (6.18)
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Com os parametros Pe = 10" e Da = 1, executou-se a aplicagio STATO2 nas condicBes
descritas na Tabela 6.6.

Tabela 6.6 Parametros numéricos para a implementacdo da resolu¢cdo do modelo pistdif.

e Critério 2D NA
e Critério 1D C1; C2
Colocagéio nodal * ordem da derivada 1,1
& &
¢ tolerancias 0.01; 0.05 0.01; 0.05
M, Ny
5 11
Malhas * diadicas M, N,
NA NA
uniforme
Discretizacdo espacial . af)roxim'ag(i"es FD biased upwir.md; 5 pontos
e diferenciagdo (n>1) sucessiva
Interpolagdo splines cubicas; 7 pontos
» passo (At) 5x107
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®
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Figura 6.18 Malha gerada para t = 0.5 (modelo pistdif — gridgen11/critério C2).

Agora, a solucdo do problema seleccionado consiste na propagacdo de uma onda
abrupta de altura decrescente ao longo do dominio espacial. Deste modo, opta-se por
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utilizar condicdes de execucdo semelhantes as adoptadas para o exemplo anterior
para o caso especifico da simulacdo C2. Deste modo, observa-se que a qualidade dos
resultados numéricos obtidos é perfeitamente comparavel com a correspondente ao
problema referido (vd. Figura 6.19). Novamente se verifica uma capacidade satisfatoria
de deteccdo, reproducdo e acompanhamento das particularidades abruptas da
solucdo, demonstrada por uma adequada distribuicdo nodal consentdnea com a
representacdo simultdnea das caracteristicas abruptas e suaves da solugdo em cada
posicdo temporal (vd. Figura 6.18 para o caso particular de t = 0.5)

A existéncia de um termo estabilizador difusivo de influéncia reduzida (Pe = 10*) induz
uma ligeira suavizacdo das frentes de propagacado ao longo da integracao temporal que
é visivel através da analise dos resultados da Figura 6.19.
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Figura 6.19 Implementagdo numérica para o caso do modelo pistdif (gridgen11/critério C2).

Para além disso, o teste da performance do critério de colocacdo C2 em condicdes
equivalentes as referidas para o caso C1 (vd. Tabela 6.6) revela problemas semelhantes
aos discutidos no contexto do problema precedente. Entdo, mais uma vez se recorre a
um reforco da sensibilidade da estratégia C1, pela reducdo das tolerdncias de
colocagdo, & = & = 1x10° Estas condicOes possibilitam resultados relativamente
satisfatorios (vd. Figura 6.20), mas demonstram igualmente o desenvolvimento de
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caracteristicas oscilatérias ndo fisicas de amplitude baixa, na extremidade jusante da
frente.
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Figura 6.20 Implementagdo numérica para o caso do modelo pistdif (gridgen11/critério C1).
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Figura 6.21 Evolu¢do do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo numérica
para o caso do modelo pistdif.
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No entanto, este aumento da sensibilidade do método de colocacdo nodal implica
consequentemente um correspondente acréscimo do esforco computacional para a
implementagao do algoritmo de integragcdao numérica, claramente visivel pela aumento
da complexidade e dimensdao das malhas adaptativas geradas em relacdo aos ensaios
referentes ao critério C2 (vd. Figura 6.21). Assim, o tempo de processamento para a
execucdo C1 é 92.7 s, enquanto que as implementacbes C2 testadas apresentam
valores de 27.7 s e 33.7 s, para os ensaios 1 (nas condicdes da Tabela 6.6 com a rotina
de colocacdo gridgen11) e 2 (condi¢cdes semelhantes as da Tabela 6.6, com a rotina de
colocagdo gridgen21 e M = 4), respectivamente. A qualidade dos resultados obtidos
através da execugdo do ensaio 2 do critério C2 é muito semelhante a discutida
anteriormente para o caso do ensaio 1 (vd. Figura 6.22). Por outro lado, a prdpria
evolucdo temporal da dimensdo das malhas adaptativas referentes a estes dois casos é
igualmente andloga, como seria de esperar.
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Figura 6.22 Implementagdo numérica para o caso do modelo pistdif (gridgen21/critério C2).

Atente-se agora para um exemplo[9] mais complexo do que o anterior, descrevendo o
comportamento de um reactor tubular catalitico ndo isotérmico (catn_isot). O modelo
considerado designa-se por pseudo-homogéneo unidimensional, onde os balancos
massicos e energéticos consideram simultaneamente as fases sélida e fluida do
reactor. No reactor ocorre uma reaccdo de primeira ordem A — B. Tem-se entdo:
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10w _0u du c
L ou_ou ou RE(1-1v)}, 6.19
Pe 0x* 0Ox * ot * auexp{ ( /v)} (649
1 0v_odv _,0v .
L OV_ OV gV N (v=1)- RE(1-1/v)}, 6.20
re. o ox + o +N,,(v-1) ﬂuexp{ ( /v)} (6.20)
onde,

* u=C/C,, concentragdo normalizada em relagdo a concentragdo da alimentagdo.
= (, concentracdo do componente A.
= (y, concentracdo de referéncia do componente A.
* v=T/T,, temperatura normalizada em relagdo a temperatura de entrada.
= T, temperatura da mistura reaccional.
= Ty, temperatura de referéncia.

» x=¢/1, variadvel espacial normalizada em relagdo ao comprimento do reactor.

= ¢ varidvel espacial.
= {, comprimento do reactor.

* t=6/1, tempo adimensional, normalizado em relagdo ao tempo de passagem.

= g variavel temporal.
» 7=//¢,tempo de passagem de um elemento de fluido no leito.
= @ velocidade do fluxo.
«  Da=k(T,)r/e, nimero de Damkholer.
= k(Ty), constante de velocidade da reaccdo nas condicGes de referéncia.
= g porosidade do leito.
* Pe=¢l/D, ,numero de Peclet axial.
= D, difusividade axial da espécie A.

* Pe,=¢lpC,/k, ,ndmero de Peclet térmico.

= p densidade do fluido.
= (p, calor especifico do fluido.
= k. condutividade térmica axial.

e Rf =E/RT,, nimero de Arrhenius.

= [, energia de activagao da reacgao.
= R, constante dos gases perfeitos.

— EC,p+ (1 _E)CPsps
£C,p

« R" , tempo de passagem da onda térmica.
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* s, densidade do sélido.

= (Cps, calor especifico do solido.

(- AHK(T, )T C,
£ pC,T,

:8:

, parametro adimensional.

» (—AH), entalpia da reaccdo.

Ut

=————, numero de unidades de transferéncia de calor na parede.
ER,PC,

w

= U, coeficiente de transferéncia de calor entre a parede e o fluido reaccional.
= Ry, raio do reactor.

Considerando os dominios: 0 < x <1 e 0 £t £900; completa-se o0 modelo com as

condicGes fronteira:
Ou(O,t)/ _ _ av(O,t)/ _ _ au(l,t)/ _ av(l,t) _
Ox =Pelu=1), Oy =Penlv=1), Gx =0 Ox =0 (6.21)
e as condicdes iniciais:
u(x,0)=0, v(x,0)=1. (6.22)
Pretende-se resolver o modelo anterior com os parametros Pe = Pey = 10°, R* = 20, R"

= 5000, =1, Da =1 e N, = 30. Deste modo, adoptam-se as condi¢Ges descritas na
Tabela 6.7 para a avaliagdao da performance do algoritmo adaptativo STATO02.

Tabela 6.7 Parametros numéricos para a implementac¢do da resolucdo do modelo catn_isot.

e Critério 2D NA
e Critério 1D C2
Colocagdo nodal * ordem da derivada 1
& &
* tolerancias 5x107 5x107
Mx Nx
5 11
Malhas * diadicas M, N,
NA NA
uniforme
Discretizacdo espacial . af)roxim'ag(i"es FD biased upwir.md; 5 pontos
e diferenciacdo (n>1) sucessiva
Interpolagdo splines cubicas; 7 pontos
0.01 para t<2
N * passo (A1) 1 para t>2
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®

Na Figura 6.23 apresentam-se os perfis numéricos associados as variaveis do problema
6.19 a 6.22 obtidos para o tempo t = 0.5. Como a velocidade de propagacdo da onda
massica é unitdria, este instante temporal ainda esta situado no intervalo inicial [0,1]
correspondente a evolugdo inicial do choque introduzido em x = 0 (vd. equacdo 6.21)
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através do reactor de comprimento adimensional também unitdrio. Dada a reduzida
influéncia do termo difusivo (Pe = 10%), é expectavel obter um perfil massico
caracterizado por uma frente abrupta centrada na posicdo média do dominio espacial,
ladeada por uma seccdo decrescente a montante (devida ao cardcter reaccional do
sistema, definido pelo termo geracional de 6.19) e uma sec¢do praticamente nula a
jusante (representando uma regido ndo afectada pela influéncia da perturbacao,
controlada predominantemente por fendmenos de transporte convectivos). Estas
caracteristicas sao claramente visiveis no perfil massico apresentado na Figura 6.23.

Por outro lado, como nao é introduzida no sistema qualquer perturbacdo térmica, o
efeito da passagem da onda massica praticamente ndo afecta a evolugdo do perfil
térmico nesta escala temporal.

No entanto, a necessidade de uma representacdo adequada da frente massica abrupta

obriga a um esforco de refinamento que ascende a valor maximo de resolucdo
admitido (N = 11).
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Figura 6.23 Malha gerada para t = 0.5 (modelo catn_isot — gridgen11/critério C2).
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Figura 6.24 Malha gerada para t = 800 (modelo catn_isot — gridgen11/critério C2).

Apods o periodo de passagem da onda massica inicial (t < 1), a evolugdo da solugdo
torna-se consideravelmente mais lenta. Deste modo, opta-se neste exemplo pela
definicdo de um passo mais elevado (At = 1), para a execu¢do da integracdo temporal
quando t > 2 (vd. Tabela 6.7). Na Figura 6.24, ilustram-se os resultados numéricos
obtidos para um instante temporal consideravelmente mais avanc¢ado (t = 800). Agora,
verifica-se um esgotamento progressivo da onda madssica, jd que o perfil de
concentra¢des é praticamente nulo numa regido extensa do dominio espacial. Esta
anulacdo da onda massica é explicada pelo crescimento da onda térmica (hot-spot), ja
claramente visivel no primeiro quarto do dominio. A configuragao da onda térmica é
claramente abrupta nestas condi¢cdes e a sua posicao coincide com a localizacdo da
onda madssica de declive igualmente acentuado. Deste modo, é na vizinhanca da regido
do hot-spot que se concentra o maior esforco de refinamento, consentaneo com a
necessaria representacdo apropriada dos perfis de solugdo numeéricos. Observacdo
também uma actividade significativa de adaptacdo de malha na regido adjacente a
fronteira direita do dominio (x = 1), correspondente a verificacdo das condicOes
fronteira de Neumann estabelecidas nessa posicao (vd. equacdo 6.21).

239



SIMULACAO DE PROCESSOS QUIMICOS

0.8 1 \ @ runl

A run2

u
o
()]
e o oesosnd™®

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

15

1.45

1.4 1 @ runl

1.35 | A run2

1.3 1

> 1.25 A
1.2
1.15

o 4

105 of
ea

16 ‘ ‘ 2000000000000 00000000am

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

PO XL T 8 )

£

Figura 6.25 Comparagdo dos perfis para t = 850 (modelo catn_isot — gridgen11/critério C2).

Por outro lado, comparam-se igualmente os perfis numéricos obtidos através da
implementagao de dois runs definidos em condi¢gdes semelhantes, mas que diferem
apenas no segundo passo de tempo estabelecido para t > 2. Assim, se para o caso do
runl este passo temporal é fixado como a unidade, na execucdo 2 (run2), o passo At é
duplicado. Tal estratégia permite reduzir o tempo de processamento computacional
em aproximadamente 40 %, proporcionando resultados perfeitamente equivalentes
(vd. Figura 6.25). De facto, a evolucdo das malhas adaptativas ao longo da integracao
temporal revela-se muito semelhante (vd. Figura 6.26), o que indicia que a poupanca
em termos de esforco de cdlculo é realizada ao nivel da reducdo significativa do
nimero de passos temporais realizados pelo algoritmo adaptativo nas condices do

run2 em relagao as correspondentes ao do runl, sem qualquer sacrificio em termos da
gualidade dos resultados.
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Figura 6.26 Evolu¢cdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo numérica
para o caso do modelo catn_isot.

6.4 MODELO DE PERMUTADOR DE FLUXO EM CONTRA-CORRENTE

O objectivo consiste em testar um exemplo[10] puramente advectivo, ou seja, que ndo
possua o termo estabilizador difusivo. Assim, considera-se um modelo que simula o
arranque de um permutador de calor de fluxo em contra-corrente. Este modelo
assume: fluxo pistdo, perdas de calor para o exterior desprezdveis, propriedades
constantes de ambos os fluidos, e espessura e inércia térmica desprezaveis do tubo
que separa os fluidos. Deste modo, escreve-se o modelo na forma adimensional
seguinte:

ou du
—=———H(u- 6.23
ot o M) (6.23)
v Ov
=" 4H (u- 6.24
Mot = ax THoluY) (6.24)
em que,

e u= (T. =T et )/Tf,m/et , temperatura normalizada do fluido interno.

1
= T, temperatura do fluido interno.
Tiinlet, temperatura de entrada do fluido interno.

e v= (TO -T m,et)/T, et » t€Mperatura normalizada do fluido externo.

= Ty, temperatura do fluido externo.

» x=¢&/¢, varidvel espacial normalizada em relagdo ao comprimento do permutador.

= ¢ varidvel espacial.
= {, comprimento do permutador.

* t=6/1, tempo adimensional, normalizado em relagdo ao tempo de passagem.

= g variavel temporal.
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» 7=//¢ ,tempo de passagem de um elemento de fluido no leito.

= @, velocidade do fluxo do fluido interno.

s r=¢/¢,, razdo de velocidades.

= @, velocidade do fluxo do fluido externo.
hPt

:T' parametro adimensional referente ao fluido interno.
p/' Pi /'W

i

h;, coeficiente de transferéncia de calor interno.

P;, perimetro de transferéncia de calor interno.

0, densidade do fluido interno.

Cp;, calor especifico do fluido interno.

A,, Area transversal interna.
h,P,¢
pOCPOAO%

° H. =

0 , parametro adimensional referente ao fluido externo.

= hy, coeficiente de transferéncia de calor externo.

Py, perimetro de transferéncia de calor externo.

o, densidade do fluido externo.

Cpo, calor especifico do fluido externo.

Ao, Area transversal externa.

Nos dominios: 0<x<1e0<t<0.7; definem-se as condicdes fronteira,

u(o,t)=0,v(1,t)=v,,,, (6.25)
e as condicdes iniciais:
u(x,0)=0, v(x,0)=0. (6.26)

As implementagdes numéricas sao realizadas com os parametros: Hi= Hp = r = Viper = 1,
nas condigOes descritas na Tabela 6.8.

Neste caso, o método tem de lidar com a propagacdo de uma perturbacdo em degrau
da temperatura do fluido externo (v) a entrada (x = 1), que percorre o reactor sem ser
suavizada por qualquer mecanismo de transporte difusivo. Assim, é expectavel que a
descontinuidade se propague ao longo do permutador, mantendo a sua forma inicial,
ou seja, sem a minima distor¢cdo. Obviamente que a evolucdo desta onda térmica
externa afecta os perfis de temperatura do fluido interno (u). No entanto, este
fendmeno é relativamente lento ndo induzindo a formacgdo de perfis problematicos na
variavel u.

Deste modo, opta-se por testar o desempenho do critério de colocacdo C1 no contexto
da rotina de geracdo de gridgen11. Da mesma forma do que nos exemplos anteriores,
a estratégia de discretizacdo espacial aplica aproximacgGes de diferencas finitas biased
upwind para as duas variaveis para a estimativa das derivadas espaciais, de modo se
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conseguir um acompanhamento mais eficiente do fluxo associado a cada uma das
variaveis. Tal implica que, na pratica as aproximagdes FD referentes a varidvel u
estejam deslocadas para a esquerda (fluxo positivo), enquanto que as aproximacdes
correspondentes a v sejam enviesadas para a esquerda (fluxo negativo).

Tabela 6.8 Parametros numéricos para a implementac¢ao da resolucdo do modelo do permutador.

e Critério 2D NA
e Critério 1D Cc2
Colocagdo nodal ¢ ordem da derivada 1
& &
* tolerancias 5x107 5x107
MX NX
5 11
Malhas * diadicas M, N,
NA NA
uniforme
Discretizaciio espacial J af)roxim'ag(i"es FD biased upwind; 5 pontos
e diferenciagdo (n>1) NA
Interpolagéo linear
» passo (At) 1x107
Integragdo temporal ATOL RTOL
* tolerancias 1x10°® 1x10°®

Os resultados obtidos nas condigdes da Tabela 6.8 sao resumidos na Figura 6.27.
Verifica-se uma relativa incapacidade do procedimento de lidar com o movimento da
descontinuidade sem introduzir perturbacdes sem significado fisico nos perfis da
varidvel v. De facto, apesar dos resultados se revelarem satisfatérios em termos da
definicdo da seccdo superior da frente, observa-se o desenvolvimento de um
undershoot de amplitude significativa na representacdo da onda de propagacdo
térmica v. A dificuldade na representacdo da curvatura jusante da frente abrupta deve-
se essencialmente ao tipo de aproximagdes FD adoptado, que concentra o seu esfor¢o
de representacdo numérica na regido montante relativa ao nodo de avaliacdo. Assim, é
perfeitamente expectdvel que esta estratégia upwind, que se mostra bastante
adequada para mimetizar o movimento de frentes, demonstre um pior desempenho
na representacdo de caracteristicas situadas na seccdo jusante das ondas. No entanto,
verifica-se igualmente que o fendmeno descrito anteriormente ndo introduz
instabilidade nos perfis numéricos. Pelo contrario, tende a se anular com o decorrer da
integracdo, tornando-se praticamente indistinguivel para t > 0.4.

O desenvolvimento de oscilagbes ndo fisicas deve-se a natureza ndo limitada dos
esquemas de aproximacdo FD, ja discutida na sec¢do 3.2, ja que é notdrio que o
procedimento de geracdo de malha adaptativa operou de modo satisfatério na
detecgdao, simulagdo e deslocagdo da frente abrupta. Para obviar este tipo de
problemas, recorre-se entdo a esquemas de alta resolucdo (HRS) para a estimativa dos
termos advectivos das equagdes 6.23 e 6.24. Assim, executa-se uma nova integragao
do problema em estudo, onde se mantém as condicdes gerais de implementacdo da
Tabela 6.8 (com & = & = 1x107%, e esquemas de interpolacdo de splines cubicas a 7
pontos), associadas a uma estratégia NVSF com limitador de fluxo MINMOD para a

243




SIMULACAO DE PROCESSOS QUIMICOS

avaliacdo das primeiras derivadas espaciais. Os resultados obtidos sdo apresentados na
Figura 6.28.
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Figura 6.27 Implementagdo numérica para o caso do modelo do permutador (gridgen11/critério C2).
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Figura 6.28 Implementagdo numérica para o caso do modelo do permutador (gridgen11/critério C2);
avaliacdo de derivadas espaciais através de uma estratégia NVSF associada ao limitador de fluxo
MINMOD.
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Figura 6.29 Implementagdo numérica para o caso do modelo do permutador (gridgen11/critério C2);
avaliagdo de derivadas espaciais através de uma estratégia NVSF associada ao limitador de fluxo SMART.
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Figura 6.30 Perfis espaciais da varidvel v para t = 0.25 para o caso do modelo do permutador
(gridgen11/critério C2).

Verifica-se agora uma visivel estabilizacdo dos perfis, sem a ocorréncia de fendmenos
de dispersdo numérica. No entanto, é igualmente notdrio o desenvolvimento de uma
suavizacdo artificial da frente de propagacdo que se agrava com o avanc¢o da
integracdo temporal. Assim, a eliminacdo da dispersdao numérica foi realizado a custa
da introduc¢do de uma dissipacdo numérica razodvel na solucdo, associada ao préprio
esquema MINMODI[10].

De forma a encontrar um melhor equilibrio entre o balanco das caracteristicas de
dissipacdo e de difusdo da solugdo numérica, opta-se por testar o comportamento do
esquema de limitagdo SMART em condi¢Ges equivalentes as referentes ao ensaio
MINMOD. Assim, obtém-se os resultados resumidos na Figura 6.29. Neste caso, nota-
se agora uma maior capacidade de representacdo da descontinuidade sem que se
detecte qualquer perturbacdo importante no perfil (vd. Figura 6.30). A simulacdo
adequada da descontinuidade movel é mantida sem alteracdes aparentes ao longo do
processo de integracdo temporal, confirmando a aptiddao do esquema SMART de lidar
com sucesso com este tipo de problemas[10].

Em todas as implementacdes se verifica a capacidade do algoritmo de geracdo de
malha de simular adequadamente as caracteristicas principais dos perfis de solugdo
numeérica.

A analise da evolugcdo das malhas adaptativas permite concluir que os esquemas HRS
promovem um aumento controlado da dimensdo da malha ao longo da integracdo
temporal, enquanto que o esquema FD induz um pico de refinamento inicial que evolui
posteriormente de forma decrescente mas estavel, até dimensdes de malha inferiores
as correspondentes aos ensaios HRS. Nestas condi¢des, o ensaio SMART revela-se mais
exigente do ponto de vista adaptativo do que a implementagao MINMOD, conduzindo
a resultados significativamente mais satisfatorios. Porém, a necessidade de construcao
de malhas mais complexas conduz a um tempo de processamento mais elevado para o
caso do ensaio SMART (vd. Tabela 6.9), semelhante ao obtido na implementagao FD.
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Tabela 6.9 Tempos de execugdo para o caso do modelo do permutador.

Execucdo Tempo de cpu (s)
FD 594.2
SMART 581.2
MINMOD 239.2
200
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120
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40 4|——rp
20 4| SMART
04 : : : : : :
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 6.31 Evolu¢do do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo numérica
para o caso do modelo do permutador.

6.5 MODELO 2D DE COMBUSTAO

Nesta seccdo pretende-se resolver o modelo que representa a extensdo a duas
dimensGes espaciais do problema de combustdo apresentado na sec¢do 6.2 (vd.
equacdo 6.4). Este modelo consiste numa equacdo de difusdo-reaccdo, tipicamente
parabdlica em que a frente mdvel se deve a influéncia do termo geracional de reaccao,
geralmente associado a sistemas reaccionais caracterizados por cinéticas
extremamente rdpidas, ou seja velocidades de conversdo muito elevadas, como é o
caso dos sistemas de combustao.

Assim, o modelo é representado pela PDE[11-12],

ou o’u 0% -4/

Eop 2 D1 +a-u)e 7, 6.27
ot p(@xz 0}/2] (1+a-u)e (6.27)
com:

* u=T/T,, temperatura normalizada da chama.
= T, temperatura da chama.
= Ty, temperatura inicial da chama.

et varidvel temporal.

e X, y, varidveis espaciais.

e p, coeficiente de difusao.
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+ D=Re’/ad
= R, d, g, constantes.

O problema é resolvido nos dominios: x[0,1], y0[0,1] t0[0,0.3]; sendo completado
pelas condicBes fronteira:

a“(o'y'%x =0, a“("'o'%y =0, u(x,1,t)=1, u(t,y,t)=1 (6.28)
e a condicdo inicial,
u(x,y,O):l. (6.29)

Testa-se novamente o caso equivalente ao modelo 1D com:a=1,d=20e R=5.

Na equacdo 6.27 é introduzido um coeficiente de difusdo (p) que representa um
parametro adicional em relagdo a equagdo unidimensional correspondente (vd.
equacdo 6.4). No caso 1D, assume-se implicitamente que p = 1. A solugdo deste
modelo apresenta um comportamento semelhante a do caso 1D. Assim, esta arranca a
partir de um perfil em plateau unitério (vd. equagdo 6.29) perturbado pela introdugao
da condigdo fronteira de Neumann na posi¢ao [0,0], que simula a igni¢ao do sistema. A
onda 2D eleva-se até uma altura de 1+a, e propaga-se ao longo das duas direc¢des do
espaco (x e y) com uma velocidade equivalente, no sentido positivo de ambos os eixos
coordenados. A medida que avanca ao longo do dominio espacial, a onda 2D torna-se
progressivamente mais abrupta, até embater nas fronteiras x = 1 e y = 1, onde as
condicdes fronteira de Dirichlet a sustém (vd. equacdo 6.28).

No entanto, é sabido que a transposi¢ao do problema para um dominio 2D induz um
notdrio atraso no instante de ignicdo em condi¢des equivalentes. Assim, enquanto que
a ignicdo 1D ocorre a t = 0.26 (vd. sec¢do 6.2), o modelo 2D correspondente (com p =
1), apresenta uma ignicdo a t =0.29[12]. Por outro lado, experiéncias com o algoritmo
INTEGR2D (acoplado ao integrador RKF45) cujos resultados ndo sdo apresentados,
indiciam uma grande instabilidade da solugdo numérica sempre que o procedimento
de refinamento é activado. Tal s6 pode ser explicavel pela introducdo de erros de
interpolagdo referentes ao processo de refinamento que (mesmo quando aparentam
ser perfeitamente razodveis) geram forte instabilidade no esquema temporal de
Runge-Kutta-Fehlberg adoptado como processo de integracdo temporal, e que
impossibilitam o avanco do algoritmo. No entanto, é igualmente visivel que o
problema nestas condi¢cdes ndo gera perfis especialmente abruptos, ja que a influéncia
do termo difusivo é relativamente importante. Deste modo, pode ser resolvido com
malhas fixas ndo demasiado pesadas em tempos de processamento razoaveis.

Assim, opta-se por testar o desempenho do algoritmo adaptativo através do aumento
da exigéncia de adaptabilidade do problema pela reducdo do valor de p, e.g. p=0.1 ou
0.01, e consequentemente do caracter difusivo do problema. Nestes casos, a ignicdo é
antecipada e torna-se mais abrupta.

Para o caso especifico p = 0.1, o tempo de ignicdo ocorre a t =0.24[12]. Este exemplo é
resolvido pela aplicacdo do algoritmo bidimensional INTEGR2 com o integrador RKF45
nas condicGes resumidas na Tabela 6.10. Os resultados obtidos sdo apresentados no
conjunto de Figuras 6.32 a 6.38
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Tabela 6.10 Parametros numéricos para a implementacao da

resolucdo da equacdo de combustdo 2D.

e Critério 2D C52
e Critério 1D Clo
Colocagdo nodal * ordem da derivada 1
& &
e tolerancias 0.25 0.25
Mx NX
5 7
M N
Malhas + diadicas Y Y
5 7
FD centradas; 5 pontos
uniforme
. e . e Aproximagoes FD centradas; 5 pontos
Discretizagdo espacial - —— -
e diferenciagdo (n>1) sucessiva
Interpolagéo splines cubicas; 7 pontos
0.01 para t<0.24
i passo (At) 1x10™ para t>0.24
Integragdo temporal
ATOL RTOL
* tolerancias 1x107° 1x107°

A integracdo é realizada em duas fases: a primeira em que ocorre uma elevacao lenta
de temperatura é realizada com um passo relativamente elevado (0.01). Na vizinhanca
da ignicdo (t = 0.24), o passo é substancialmente reduzido (0.0001) de forma a lidar
com a elevacdo brusca e posterior propagacdo da onda que ocorre numa escala de
tempo muito mais apertada.
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Figura 6.32 Perfis de solugdo (t = 0.2) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.1).
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Figura 6.33 Perfis de solucdo (t = 0.24) para o modelo de combustdo 2D (p =0.1).
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Figura 6.34 Perfis de solugdo (t = 0.25) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.1).
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Figura 6.35 Perfis de solucdo (t = 0.26) para o modelo de combustdo 2D (p =0.1).

Figura 6.36 Perfis de solucgdo (t = 0.3) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.1).
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Figura 6.37 Malha gerada (t = 0.25) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.1).
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Figura 6.38 Malha gerada (t = 0.3) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.1).
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Na Figura 6.32 observa-se um perfil tipico inicial relativamente suave e que representa
a primeira fase de elevacdo de temperatura que ndo exige qualquer operacdo de
refinamento da malha de nivel mais reduzido (M = 5) nas condi¢gdes de implementagao
seleccionadas. Posteriormente (para t = 0.24; vd. Figura 6.33) estd-se numa situacdo de
pré-ignicdo onde a elevacdao de temperatura acelera sensivelmente sem que o perfil
gerado apresente ainda uma onda térmica de propagac¢ao plenamente definida.

De facto, em t = 0.25 (vd. Figura 6.34), é notdrio que a ignigdo ja ocorreu, observando-
se a formacdo de uma onda abrupta cujo declive se situa na posicdo espacial = 0.7 em
ambas as direc¢des. A malha gerada para esse instante 4 apresentada na Figura 6.37.
Deste modo, constata-se a visivel capacidade do algoritmo de colocacdo nodal de
representacdo da frente abrupta por uma ébvia concentracdo de nodos na regido de
maior actividade da solugdo.

O avanco progressivo da onda é ilustrado pela representacdo da solucdo numérica
para t = 0.26 (vd. Figura 6.35) onde se verifica o reposicionamento da frente abrupta
numa regido espacial posterior as abcissas localizadas em 0.8. A curvatura da frente é
correctamente representada quer nas sec¢des montante e jusante sem que se
observem perturbagdes significativas nos perfis.

Finalmente, apresenta-se a solucdo numérica em t = 0.3 (vd. Figura 6.36). Constata-se
uma simulacdo correcta da frente ja estabelecida junto as fronteiras opostas a ignicao,
ilustrada igualmente por uma visivel concentragdo nodal na vizinhanga dessas
fronteiras na malha adaptativa gerada para esse instante temporal.

O patamar 2D que se estende ao longo do tempo (com u = 2) mantém-se
extremamente estdvel e a maioria dos nodos colocados sdo devidos a versao especifica
da estratégia C52 adoptada, baseada na activacdo de todos os nodos de nivel M de
gualquer dominio 1D previamente activado pelo procedimento de refinamento.
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Figura 6.39 Perfis de solucdo (t = 0.24) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.01).
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Figura 6.40 Perfis de solucdo (t = 0.26) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.01).
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Figura 6.41 Perfis de solucdo (t = 0.3) para o modelo de combustdo 2D (p = 0.01).
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A implementag¢do do modelo com p = 0.01 em condi¢des equivalentes (vd. Tabela 6.10)
conduz a resultados semelhantes aos do exemplo anteriormente discutido. No
entanto, a analise dos perfis numéricos obtidos (vd. Figuras 6.39 a 6.41) permite
constatar um consideravel aumento da velocidade de propagacao da onda térmica que
atinge a fronteira oposta num intervalo de tempo muito mais reduzido do que no caso
precedente. De facto, mesmo na fase de pré-ignicao, a onda ja percorre grande parte
do dominio, antes de atingir a sua altura maxima (vd. Figura 6.39). Esta propagacao
subita é igualmente provada pela elevacdo abrupta da dimensdo da malha adaptativa
espoletada pela ignicdo (vd. Figura 6.42), que é mais acentuada no caso do segundo
exemplo. Por outro lado, a convergéncia para solucdes finais semelhantes é
consistente com a geracao de malhas finais de dimensdes igualmente analogas.

De qualquer modo, demonstra-se assim a capacidade do algoritmo de integracdo de
lidar com este tipo de problemas através da representacdo das estruturas abruptas
que caracterizam a sua solugao.
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Figura 6.42 Evolu¢cdo do numero de nodos da malha adaptativa gerada na implementagdo numérica
para o caso do modelo de combustdo 2D.
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7. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHO FUTURO

7.1 CONCLUSOES

Uma analise global dos resultados resumidos nos capitulos precedentes (4, 5 e 6)
pretendem demonstrar a capacidade dos métodos adaptativos desenvolvidos no
presente trabalho (vd. capitulo 3) para integracdo de modelos diferenciais evolutivos
uni- e bidimensionais. A experiéncia adquirida na utilizagdo dos cddigos desenvolvidos
em linguagem FORTRAN 77, para implementacdo dos métodos referidos permite
salientar alguns pormenores na sua execugao, e destacar conclusdes relevantes que
possibilitam um remate estruturante do trabalho apresentado no presente relatorio.
Salienta-se que a opgao de programar os algoritmos em linguagem FORTRAN se deve
essencialmente a maior experiéncia do autor na elaboracdo de cddigos deste tipo que,
para as aplicagbes pretendidas, se demonstram perfeitamente adequados, ja que esta
linguagem se pode considerar como extremamente bem adaptada para o
desenvolvimento de ciclos complexos de operacdes ldgicas e/ou algébricas. Por outro
lado, o proprio recurso a versaio FORTRAN 77 deve-se ao facto desta se revelar
suficiente para uma demonstragdo genérica da capacidade de execugao dos algoritmos
em condicdes triviais (ou seja num ambiente de processamento referente a um laptop
comercial convencional) sem grandes preocupagdes de optimizagdo intensiva do
esforco computacional. E ébvio que opgdes alternativas poderiam ter sido tomadas,
relacionadas nomeadamente com a transposicao dos codigos para plataformas de
nivel mais elevado® (e.g. MATLAB ou OCTAVE) ou suportes computacionais mais
sofisticados (processadores paralelos) que sdo referidas mais pormenorizadamente na
proxima secgao.

De modo a testar a robustez dos métodos, estes foram sujeitos de forma sistematica a
modelos de complexidade crescente, desde meros exercicios de geracdo de malha, até
3 integracdo de problemas de PDE’s escalares e sistemas de equac¢Ges diferenciais
(apenas em casos unidimensionais). Os dados disponibilizados permitem uma
confirmacdo genérica da utilidade dos métodos para uma grande variedade de
problemas que abrangem diversas areas importantes da modelacdo de processos
guimicos como: combustdo, adsorcdo, reaccdo quimica, mecanica de fluidos, etc;
comummente caracterizados por exibirem solugdes extremas.

Os métodos apresentados sdo baseados em estratégias de colocagdo nodal
controladas pela deteccdo de oscilagdes ou variagcoes bruscas em aproximacgées
numéricas avaliadas por férmulas de diferengas finitas. Estes denotam uma aptidao
geral muito satisfatdria para a identificacao, localizacdo e acompanhamento de frentes
abruptas ou descontinuidades nos perfis de solugdo. Simultaneamente, os algoritmos
permitem o reconhecimento das regides de menor actividade da solucdo onde a malha
mantém a sua esparsidade apenas limitada pela definicdo da malha base estabelecida
por defeito idealizada como garante de um suporte minimo para a solugao numérica. A
escolha de aproximagdes de diferengas finitas para a definicdo de critérios de

! Linguagens de estrutura mais abstracta ou simbdlica que representam uma aproximagdo a uma
linguagem mais acessivel ao utilizador menos familiarizado com a estrutura de funcionamento de um
sistema computacional, e consequentemente mais afastada da linguagem directamente identificavel
pelo processador.
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refinamento de malha deve-se exactamente as suas limitagdes, ou seja a sua tendéncia
para a introdugdo de anomalias sem significado fisico nas solugdes numéricas. Deste
modo, a pesquisa desse tipo de anomalias possibilita uma estratégia simples de
deteccao de regides de maior actividade da solugdo e, consequentemente,
selecciondveis para refinamento de malhas inicialmente estabelecidas com um nivel de
resolugdo minimo. Assim, a totalidade dos procedimentos de geracdo de malha 1D e
2D efectuadas neste trabalho foram realizadas com aproximacgdes FD de cinco nodos
de quarta ordem. Considerou-se que este niumero de nodos possibilitaria um maior
equilibrio entre discretizagdes demasiado simples e excessivamente complexas.

Por outro lado, a estratégia de estimacdo das derivadas espaciais que gera os sistemas
ODE introduzidos na integracdo MOL recorre a aproximag¢bes FD (de ordem
equivalente as do procedimento de coloca¢do nodal) ou HRS (através do procedimento
NVSF). Opta-se por testar a performance das aproximacoes FD nos procedimentos de
integracdo MOL de modo a demonstrar a potencialidade de uma estratégia
conceptualmente mais simples e directa na abordagem a exemplos claramente
problematicos. Esta andlise é complementada com o estudo de uma estratégia de
discretizacdo HRS claramente direccionada para lidar com as derivadas espaciais de
primeira ordem que genericamente definem a natureza hiperbdlica dos problemas
diferenciais. Assim, os resultados obtidos sdo satisfatdrios no geral, verificando-se
melhores performances dos métodos para diferencas FD descentradas que
acompanhem o movimento das ondas em problemas de caracter parabdlicos e
esquemas NVSF no caso de exemplos essencialmente hiperbdlicos.

Deste modo, os algoritmos revelam desempenhos aceitdveis, quer em relacdo a
exactiddo dos resultados (avaliada normalmente por comparacdo visual com
resultados apresentados na literatura da especialidade, e.g. [1-9]), como do esforco
computacional requerido. Assim, mostram-se bastante eficazes para uma larga gama
de equacgdes hiperbdlicas e parabdlicas e para problemas com condi¢des fronteira de
diversos tipos, quer estaciondrias como evolutivas.

A performance dos critérios de colocagao do tipo C1 e C2 é relativamente equivalente
para a generalidade dos exemplos testados. De facto, em muitos dos problemas
analisados, a qualidade dos resultados numéricos e a evolu¢do das malhas geradas sao
similares para parametros devidamente sintonizados. No entanto, verifica-se uma
tendéncia para uma maior sensibilidade do critério C1 que necessita tipicamente de
condicbes mais exigentes referentes a uma escala de tolerdncia mais reduzida em
alguns modelos, para além de uma notdria propensao para ao desenvolvimento de
perturbacdes nos perfis de solucdo (nomeadamente em casos de aproximagdes com
diferencas enviesadas a montante) do que o critério C2 que se revela
comparativamente mais estavel. Por outro lado, o critério do tipo C1 ajusta-se
satisfatoriamente a estratégia C52 para a integracdo de problemas 2D.

Um dos passos criticos dos algoritmos de integracdo numérica adaptativa consiste na
operacdo de interpolacdo que executa a passagem da solucdo suportada numa malha
gerada no passo anterior para a solugcdo definida sobre a malha seguinte
correspondente ao passo actual. Este procedimento representa de facto a prépria
movimentacdo descontinua inerente ao conceito adaptativo associado ao
deslocamento das caracteristicas assinalaveis da prépria solugdo. Por outras palavras
personifica a propria adaptacdo num contexto estatico. Deste modo, 0s passos
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interpolativos sdo inevitaveis neste tipo de estratégias ja que se relacionam
intrinsecamente com a natureza estdtica do processo adaptativo seleccionado.
Portanto, a qualidade do procedimento de interpolagao revela-se essencial ao sucesso
do método adaptativo de integracdao, principalmente no caso de problemas
bidimensionais, onde o nimero de nodos potencialmente activdveis em cada passo é
consideravelmente superior aos problemas unidimensionais. Para além disso, nos
problemas 2D aumentam consideravelmente as possibilidades geométricas de
abordagem ao problema de avaliacdo aproximada da solu¢cdo num nodo onde esta é
previamente desconhecida a partir das solu¢des disponiveis nos nodos detectados
como adjacentes. Esta questdo torna-se especialmente premente em exemplos de
maior caracter parabdlico, ou seja predominantemente difusivos em que se constata
gue a sensibilidade do problema numérico a erros de interpolacdo relativamente
reduzidos é muito superior, promovendo a introducdo de fendmenos de instabilidade
numeérica nos perfis de solucdo, principalmente em modelos 2D integrados com o
programa nao stiff do tipo Runge-Kutta, RKF45. Ironicamente pode-se concluir que os
problemas teoricamente menos problematicos colocam maiores desafios de
desenvolvimento de instabilidade e perturbagdes numéricas do que os problemas
correspondentes de natureza predominantemente hiperbdlica. De facto, a aplicagdo
dos algoritmos adaptativos a estes problemas denota uma visivel maior eficacia e
robustez.

Uma vantagem notdria dos algoritmos propostos consiste no facto destes serem
controlados por um conjunto limitado de apenas dois parametros, que estabelecem a
sensibilidade do método a deteccdo de caracteristicas problematicas da solucdo. Estas
constantes genericamente designadas por tolerdncias ndo sdo encaradas como
ferramentas de controlo de erro, mas como interruptores de activacao de refinamento
associados a ordens de grandeza de aproximacdes diferenciais. Nesse sentido podem
assumir valores relativamente elevados (para o que normalmente se define como uma
tolerancia) que tém de ser encarados no contexto da avaliagdo das proprias derivadas.
Os critérios de paragem do processo de refinamento sdo igualmente controlados pela
especificacdo dos respectivos niveis maximos de resolucdao admissiveis.

E importante salientar que a estratégia usada para a interac¢do entre diferentes
varidveis (limitada por agora a problemas 1D) se baseia num conceito de malha Unica
gue concentra todas as informacgdes referentes ao conjunto de solucdes do sistema em
apenas uma malha. Tal pode representar um factor de ineficiéncia ja que promove
esforgos de refinamento desnecessarios. De facto, o algoritmo de geragao de malha
constrdi regidoes de alta resolugdo mesmo em relagdo a varidveis que exibam
actividade reduzida nessas zonas espaciais. A alternativa seria o desenvolvimento de
um procedimento dito multi-malha que recorra a um processo de separacdo de
diversas malhas, associadas respectivamente a cada variavel do problema e as
caracteristicas particulares de cada perfil. Obviamente que este tipo de estratégia
apresenta a desvantagem de exigir o recurso a operagOes intensivas de interpolacdo
de modo a estabelecer a comunicacdo entre as diversas variaveis durante o
procedimento de integracdo temporal. Este processo constitui-se entdo como uma
nova fonte de introducdo de erros no algoritmo numérico. No entanto, o ganho
potencial em eficiéncia para problemas de elevada dimensdo pode revelar-se
compensador.
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A utilizagdo de uma estratégia adaptativa estatica do tipo h-refinement permite a
constatacdo de algumas questdes como:

e Incapacidade de prever perturbagOes abruptas introduzidas por condicoes
fronteira, nomeadamente de Neumann. Assim, qualquer ac¢do provocada pela
accdo das condi¢Oes fronteira é indetectdvel pelo algoritmo de adaptacdo
aquando da geragdo da malha inicial baseada apenas na analise da condigao
inicial, ndo providenciando a activagao adequada do processo de refinamento
de malha. Deste modo, em problemas em que tal se revela fazivel, procede-se
a uma aproximacao da acgao destas condi¢des fronteira a perturbagbes em
degrau associadas a condicdes de Dirichlet ficticias adequada. Em casos 2D
recorre-se a geragdes de malha inicial baseadas em duplos varrimentos do tipo
m e i associados a estratégias de activagdo de malha base em todos os
dominios 1D em que pelo menos um nodo tenha sido colocado (em ambas as
direc¢6es do dominio).

e Natureza estatica do algoritmo adaptativa que ndo considera a movimentacdo
das caracteristicas da solugdo ao longo de cada integragcdao temporal
intermédia. Tal deve-se ao facto da malha adaptativa referente a cada instante
temporal final de cada integragdo (ti) ser gerada nas condi¢des do perfil da
solugdo no instante inicial da integragdo (tx.;) € ndo considerar as alteragdes na
solugdo no intervalo entre ty; e t;. Assim, o passo temporal tem de ser
especificado de modo a que o seu valor seja apropriado a verificagdo de um
avango sustentavel da integragdo com uma malha que satisfaca
simultaneamente as propriedades da solucdao numérica em t;_; e ty.

Estes problemas caracteristicos da natureza estatica do procedimento sdo
satisfatoriamente minimizados ou mesmo ultrapassados por uma correcta
sintonizagdo dos parametros dos algoritmos.

7.2 SUGESTOES PARA TRABALHO FUTURO

O trabalho realizado na presente tese centra-se na construcdo de codigos gerais para
aplicacdo dos algoritmos apresentados e o consequente teste das suas potencialidades
na resolucdo de exemplos diferenciais parciais ja sobejamente estudados e
considerados como de dificil resolucdo.

Os assuntos de investigacdo a ser abordados como continuac¢do do trabalho realizado
poderdo passar pela exploracdo de diversas op¢Ges interessantes como: o estudo de
estratégias alternativas para a resolucdo de alguns problemas focados, assim como a
generalizacdo dos algoritmos e dos cédigos para modelos ainda ndo considerados.

Alguns dos temas de estudo possiveis sdo enunciados em seguida, de uma forma mais
especifica e detalhada:

e Extensdo dos algoritmos a modelos tridimensionais. A generalizacdao conceptual
das estratégias de refinamento a problemas tridimensionais é praticamente
directa, mas pode conduzir a questdes importantes ao nivel da implementacao
pratica devido ao previsivel aumento drastico da dimensdo do problema
numérico e do esforco computacional associado, que deverd exigir o
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desenvolvimento de alternativas, nomeadamente em termos de estratégias de
programacao paralela.

e Teste de op¢des ja disponiveis em cada cédigo que ndo foram exploradas neste
trabalho, tais como: a analise sistematica da influéncia da pesquisa de
derivadas de ordem arbitraria ou multiplas analises no contexto dos algoritmos
de colocagdo nodal; a sensibilidade da performance dos algoritmos em relagao
ao valor dos parametros de geragao de malha tomados até ao momento como
equivalentes; estudo do desempenho de critérios 2D ainda ndo testados no
ambito da resolucdo de modelos diferenciais

¢ Introducdo de opgdes de geracdo de malha do tipo multi-malha, que permitam
a separacdo de malhas referentes a cada variavel. Esta alternativa é facilmente
adaptavel a estrutura actual das rotinas de geracdao de malha idealizadas como
aplicaveis de um modo completamente autonomo através de um processo de
multiplos varrimentos de dimensdo arbitraria que podem ser associados a cada
variavel de forma trivial.

e Generalizacdo dos algoritmos para op¢oes alternativas de integracdo temporal,
ou seja, teste de integradores mais simples que possibilitem implementagdes
menos exigentes do ponto de vista computacional, nomeadamente em termos
de armazenamento de dados.

* Extensao da aplicabilidade do cddigo 2D a sistemas de equagdes diferenciais e
problemas mistos algébricos. Estas altera¢des sao relativamente simples de
efectuar, devido a forma como a presente estrutura do codigo foi concebida.

* Desenvolvimento e teste de estratégias alternativas de constru¢ao de malha
baseadas em critérios de colocacdo analogos operados sobre malhas auto-
construidas ao longo do processo de geracdo, que ndao dependem a partida de
conjuntos pré-definidos de malhas didadicas ou nao diadicas.

e Programacdo em plataformas alternativas nomeadamente referentes a
aplicagbes definidas por linguagens de nivel superior (e.g. MATLAB), que
possibilite uma comparacdao de desempenho entre diferentes abordagens de
programacao dos algoritmos numéricos de integragao.
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ANEXO A

ESTRATEGIAS PARA A DETERMINACAO DE PESOS
ASSOCIADAS A ESTRATEGIAS BASEADAS EM
DIFERENCAS FINITAS



A.1 METODO SISTEMATIZADO PARA A ESTIMATIVA DE DERIVADAS DE
ORDEM ARBITRARIA SOBRE MALHAS UNIDIMENSIONAIS NAO UNIFORMES

A.1.1 INTRODUCAO

Os métodos de integracao de sistemas de parametros distribuidos, baseados no MOL,
tornam necessaria a utilizagdo de um procedimento de estimativa numérica do valor
de uma ou vdrias derivadas espaciais (para modelos uni- ou multidimensionais,
respectivamente). Essa estimativa é geralmente efectuada através de aproximagdes
polinomiais. Deste modo, considera-se, para uma dimensao (sendo extensivel a PDE’s
multidimensionais), a variacdo da variavel dependente u(x) em relacdo a varidvel
independente x:

U(X):ao +al(x _Xf)+az(x _Xi)2 +a3(x _X/')3 o (A.1)
em que: x; — valor de x a especificar; e ag, a1, g, as, ... — constantes a calcular.

De forma a determinar o valor da primeira constante faz-se x = x;, obtendo-se

imediatamente: ap = u(x;). Em seguida, diferencia-se a equacdo A.1 em relagdo a x,

obtendo-se a expressdo:

d u(x)
dx

=a, +2a,(x = x,)+3a,(x = x, V + - (A.2)

a partir da qual, para x = x;, se obtém a, = p
X

. Deste modo, diferenciacdes

sucessivas de A.1, seguidas da atribui¢ao x = x;, conduzem a relagdo geral:

A substituicdo das expressées A.3 em A.1 paran — o, conduz a equagao,

2 3

o) =ul)+ L4 )y LNy LNy g
dx dx dx

correspondente a bem conhecida Série de Taylor, que se constitui como a base

matematica para muitas aproximacdes em analise numérica. Neste trabalho, é

utilizada na avaliacdo de expressdes algébricas para estimativa de derivadas espaciais

de ordem varidvel em malhas de espagamento arbitrario.

A.1.2 APLICAGAO DAS SERIES DE TAYLOR PARA A ESTIMATIVA DE DERIVADAS

=  Malhas Uniformes[1-2] — Exemplo da dedugdo das formulas para o cdlculo de
primeiras derivadas através de diferengas finitas centradas

A partir das expansdes em série de Taylor, é possivel proceder a deducdo de férmulas
algébricas para a aproximacdo de derivadas em pontos discretos, o que constitui a
base das estratégias aproximadas de diferenciagdo de diferengas finitas (FD).
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Como forma de ilustrar essa possibilidade, descreve-se de seguida, o desenvolvimento
de uma expressdao simples para a estimativa da derivada de primeira ordem

d ulx,)
dx
em relacdo ao ponto de interesse i: x;.j, X;, Xi+1 (vd. Figura A.1).

=u, (x,.) utilizando a solucdo discreta num conjunto de trés pontos centrados

AX AX
€« H><—>
@ @ @
Xi-1 Xi Xi+1

Figura A.1 Stencil para a aproximacgao FD centrada de segunda ordem.

As expanséGes de Taylor definidas em torno de x;, para x;.1, xi+; assumem a forma,

U(Xi—l):u(xi)+ dU(Xi)(Xi—l _Xi)+1dZU(fi)(Xi—1 _Xi)z o (A.5)
dx 2 dx
B du(x,.) 1 dzu(x,.) )
U(Xi+1)_u(xf)+ (X/'+1 _X/')+_ 2 (Xi+1 _Xi) o (A.6)
dx 2 dx

No caso particular de uma malha uniforme, o espagamento entre nodos consecutivos

Ax =x, —x,_;, ou seja, o tamanho da malha, é constante. Deste modo, as expressdes
anteriores podem ser escritas como
2
1) =)+ 20 ) £ I a7
dx 2 dx
2
u(x,+1)=u(xi)+MAx 1dulx )sz (A.8)
dx 2 dy

Agora, o objectivo consiste na dedugdo de uma expressdao para uy(x;) através do
estabelecimento de uma combinagao linear entre as equagdes A.7 e A.8 que possibilite
a anulagao da derivada de maior ordem possivel. Assim, multiplica-se ambas as
equacoes por dois parametros, a e b, respectivamente,

u(x,_1)=u(x,)+—du(x")(— Ax) +1_d2u(;(,)(_ Ax)2 + } xa (A.9)
L dx 2 dx

- dulx,), ,1dulx), .,

_u(x,.+1)—u(x,)+ ™ Ax + > — A+ ..}Xb (A.10)

e soma-se as duas equacOes obtidas, isolando o termo dependente de u(x;) no
membro esquerdo da equacdo. Tem-se entdo que,

(_a + b)AX% =au(x,_,) +bu(x,,)+ (a + b)u(X,.) +%Ax2(a + b) dzu(:(i)
X

+ ... (A11)

No caso presente apenas se consideram dois pontos (para além do ponto i) como
suporte para a construgao da aproximagao. Assim, para se obter uma aproximagao a
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Uy(x;) a partir de A.11, é necessario reter o seu membro esquerdo e eliminar o termo
de segunda ordem, descartando todos os termos de ordem superior a dois no membro
direito da equacdo. Para tal, calculam-se os valores de a e b de modo a que,

-a+b=1 a=-1/2
» (A.12)
a+b=0 b=1/2

Substituem-se estes valores na equacao A.11 truncada, obtendo-se,

du(xi) - 1/2u(X/'—1) + 1/2u(X/'+1) + Ou(Xi)

(A.13)
dx Ax
ou seja,
du(xi) ~ u(Xr'+1) B u(Xr'—l) (A.14)
dx 2A\x

Deste modo, desenvolveu-se um procedimento que possibilita a dedugao de uma
equacdo algébrica que relaciona apenas valores discretos da solucdo e permite a
estimativa da primeira derivada de u em x; usando a solu¢do num conjunto de trés
pontos: X1, X;, Xiz1. A geometria especifica adoptada determina o tipo de aproximacao
FD construida (neste caso, centrada com 2 pontos) e a ordem maxima do termo
anulado (que depende da dimensdo do stencil adoptado) define a ordem da
aproximacdo deduzida (neste caso, segunda ordem) relacionada com o erro cometido
através da truncatura nas expansdes consideradas dos termos de ordem mais elevada.

AX AX AX AX
— > > >¢— >
o @ o @ o
Xi-2 Xi-1 X Xi+1 Xi+2

Figura A.2 Stencil para a aproximagao FD centrada de quarta ordem.

De seguida, procede-se ao desenvolvimento de uma expressdo mais complexa e de
u(x,)

ordem superior para a estimativa da derivada de primeira ordem r =u, (x,),
X

utilizando agora os valores discretos da solucdo nos pontos X, Xi.1, X, Xi+1 € Xiz2 de uma
malha uniforme (vd. Figura A.2). Assim, as aproximacOes de Taylor em cada um desses
pontos realizadas em torno de x;, tém a forma:

— d u(xi) dz U(Xi) 2
ulx,,)=ulx )+ d x (x- _Xi)+% d X (o —x ]+ (A.15)
u(x. )=u(x.)+du(x’)(x. —x.)+ym(x. —x.)2+ (A.16)
i-1 i dX i-1 i 2 dXZ i-1 i
ulx, )=U(X.)+du(xi)(xl _X.)+yd2“_(xi)(xl —x P+ (A.17)
i+1 i d X i+1 i 2 dXZ i+1 i
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d u(x,.
dx

N—

d” ulx,
(Xf+z"‘f)+%#(xnz—x,-)z+ (A.18)

Considerando novamente um espagamento constante entre nodos consecutivos
Ax =x; —x,_,, as expressdes anteriores podem ser escritas como:

_ du(x,), 1/d° ulx.); . ov
U(Xi—z)_u(xi)+ d x (ZAX)"'A d X2 (ZAX) + (A.19)
_ du(x,) ~ 1 d* u(x.) Ay
u(xi—l)_u(xi)+ d x (AX)"'A d x° (AX) + (A-ZO)
ol) =l )+ L s 1 Sy a2
dx dx
ol )=o) Lo 1 ) o a22)
dx dx

Pretende-se, entdo, deduzir uma expressdo para uy,(x;), através do estabelecimento de
uma combinagdo linear entre as equagdes anteriores que permita a anulagdo da
derivada de maior ordem possivel. Neste caso, devido a utilizacdo de quatro pontos,
torna-se possivel eliminar todos os termos correspondentes as derivadas até a quarta
ordem. Assim, multiplica-se cada uma das expressGes por uma constante (a, b, c ou d),
cujos valores sdo calculados de forma a satisfazer os requisitos pretendidos. De
seguida, adicionam-se todas as expressdes entre si de modo a se obter uma Unica
equacao. Portanto, para manter o termo da primeira derivada impde-se a condicao:

—2a—-b+c+2d=1 (A.23)

Por outro lado, para eliminar os termos referentes as derivadas de segunda, terceira e
guarta ordem, é necessario que se verifiguem as relagGes seguintes:

da+b+c+4d =0 (A.24)
-8a—-b+c+8d=0 (A.25)
16a+b+c+16d =0 (A.26)

A resolucdo deste sistema de equacdes lineares conduz a respectiva solugao:

a= 2 b=-19 c=19,; d=-%,

Substituindo estes valores na expressdao soma referida anteriormente, obtém-se uma
equacdo geral centrada de aproximacdo de 4.2 ordem para a derivada de interesse uy
no ponto discreto x;:

du(x,) 1

G- (o) a6l oul )+ 2l ) -2, + O

(A.27)

O coeficiente correspondente a u(x;) equivale ao simétrico da soma de todos os outros
coeficientes. No entanto, esta formula é impossivel de utilizar para os pontos das
extremidades do dominio, sem a criacdo de pontos ficticios. Assim, para se obter a
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aproximacado de u,(x;), utilizam-se as expansdes de Taylor da solu¢do nos pontos x;, X3,
X4 € xs (vd. Figura A.3):

d d’
au(x,)=au(x,)+a Z(jl)m+a%#mz+ (A.28)
3 du(x,) 1 d? u(x,) )
bulx,)=bulx,) + b—"L2Ax +b V) ——CL QA + - (A.29)
dx dx
d d’
cu(x4):cu(xl)+c%3m+c%#(3m)z+ (A.30)
2
du(x, ) = du( 1)+dd“—("1)4Ax+d12d”—(’2‘1)(4Ax)2+ (A.31)
dx dx
1
o Ax AX AX AX
—>
® ® ® ® ®
X1 X X3 X4 X5

Figura A.3 Stencil para a aproximacgao FD de quarta ordem para o ponto fronteira, x;.

Como anteriormente, é necessario impor a condicdo A.32 de forma a reter a primeira
derivada:

a+2b+3c+4d=1 (A.32)

Para anular as segunda, terceira e quarta derivadas, as constantes tém de verificar as
restricoes seguintes:

a+4b+9c+16d =0 (A.33)
a+8b+27c+64d =0 (A.34)
a+16b+81c+256d =0 (A.35)

Asolugéodestesistemaé:a=9%|; b=—7%,; c=3%,; d=—%, obtendo-se a

expressao algébrica para uy(x;),

dz_()’(‘l) - ﬁ(— s0u(x, ) +96u(x, ) - 72u(x,) + 32u(x, ) - 6u(x, ) + O{Ax* )

(A.36)

Para a obtencdo da aproximacdo para u,(x;) (vd. Figura A.4), procede-se de modo
similar, utilizando-se as quatro séries de Taylor referentes a u(x1), u(xz), u(xs) e u(xs). O
sistema de equacbes algébricas correspondente é:

—ag+b+2c+3d=1 (A.37)
a+b+4c+9d=0 (A.38)
-a+b+8c+27d =0 (A.39)
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a+b+16c+81d =0 (A.40)

A resolugao deste sistema permite a dedugdo da féormula de diferenciagao:

dul,) = L(— 6u(x, ) —20u(x, ) +36u(x,) - 12u(x, ) + 2u(x, ) + O(Ax“) (A.41)
dx 41Ax

>«
® @ o @ o
X1 X2 X3 Xq X5

Figura A.4 Stencil para a aproximacgao FD de quarta ordem para o ponto adjacente a fronteira, x,.

Procedendo-se a operacGes andlogas para as aproximacgdes de uy(xy.1) e uy(xn), chega-
se as respectivas férmulas:

d UC(,’X),:—l) - 4!1Ax (-2u(x,_, )+ 12u(x,_,) - 36u(x,_,) +20u(x,_, ) + 6u(x, ) + O(Ax“)
(A.42)
d t;()):N) - ﬁ(su(xw) —~32u(x, )+ 72u(x,_,) - 96u(x,_, )+ 50u(x, ) + O(ax*)
(A.43)

Finalmente, sumaria-se todas as expressdes apresentadas anteriormente numa matriz
de diferenciacdo, vélida para todos os pontos do dominio,
[-50 96 -72 32 -6]
J -6 —-20 36 -12 2
1

GU__ |2 -16 0 16 -2 u+o( “) (A.44)
dx 4!'Ax

-2 12 -36 20 6
6 -—-32 72 -96 50

A equacdo A.44 corresponde a féormula de aproximacdo por diferencas finitas
centradas de quarta ordem para primeiras derivadas, sendo aplicavel em toda a
extensdo do dominio espacial.

A aplicacdo de procedimentos semelhantes possibilita o calculo de férmulas
correspondentes a derivadas de diferentes ordens e, através da utilizacdo de variados
numeros de pontos e de diversas disposi¢coes destes. Os tipos de diferencas finitas sdo
distinguidos pelas diferentes disposi¢cdes dos nodos indicadas na Tabela A.1.

Deste modo, uma discretizagao do tipo descentrado upwind com cinco pontos utilizara
os quatro pontos imediatamente a esquerda do nodo de interesse, enquanto que uma
formula do tipo biased downwind com cinco pontos aplicara o ponto adjacente da
esquerda e os trés pontos vizinhos a direita do nodo de interesse.

Dependendo do numero de pontos usado e do tipo de diferengas finitas aplicado, é
também necessario calcular separadamente as férmulas, para os pontos situados na
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vizinhanc¢a de uma ou de ambas as extremidades do dominio espacial, de uma forma
analoga a apresentada anteriormente.

Tabela A.1 Diferentes tipos de geometria das aproximacdes FD.

<« Diferengas Centradas = O conjunto de pontos considerado contém igual
numero de pontos em ambas as direc¢Oes a partir do
nodo de interesse.

& Diferengas Descentradas = O conjunto de pontos considerado situa-se em apenas
uma das direcg¢des a partir do nodo de interesse:
Backward ou Upwind — Direc¢do negativa da abcissa x.
Forward ou Downwind — Direcc¢do positiva da abcissa x.

& Diferengas Desc. Biased @~ = O conjunto de pontos considerado apresenta uma
direccdo dominante a partir do nodo de interesse, na
qual se utilizam mais pontos:
Backward ou Upwind — Direcgdo negativa dominante.
Forward ou Downwind — Direcgdo positiva dominante.

Caso particular de fluxo positivo, ou seja, propagado na direc¢do positiva do eixo das abcissas x,
convencionada como apontando da esquerda para a direita.

= Generalizagéo para Malhas Ndo Uniformes — Diferengas finitas centradas de
quarta ordem para primeiras derivadas

O método anterior aplica-se de uma forma simples em malhas uniformes porque,
neste caso, é possivel por em evidéncia a varidvel Ax (passo espacial) em cada
expansao, ja que este se mantém constante ao longo da malha. No entanto, no caso
de malhas ndo uniformes, nas quais o espacamento entre os pontos ndo é
necessariamente constante na extensdo de toda a malha, a manipulacdo das
expansdes de Taylor torna-se necessariamente mais complexa. Deste modo, estas
expressGes tomam, para um ponto genérico i situado no interior da malha, a seguinte
forma (considerando a deducdo equivalente a férmula de diferencas centradas de
quarta ordem anterior):

au(xi—z):au(xi)"'adU(Xi)(_ AXi—1 _Axi)"'a%dz U(i(i)(_ Axi—l _Axi)z +

dx dx
(A.45)
2
bul ) =bul)+ 54  Cneep1g Ty (n46
dx dx
d ulx d* ulx,
cu(x,+1)=cu(x,)+ C%AXIH + C%%Ax,ﬂz + ... (C.47)
dulx,.,)=dul) +a 10 (v )+ a 1y L (e ¢
i+2 i dX i+1 i+2 2 dXz i+1 i+2
(A.48)
onde: Ax, =x, -x,,,, =2, -+ ,N.

Procedendo como anteriormente, verifica-se que para se manter a primeira e anular as
segunda, terceira e quarta derivadas, as constantes a, b, c e d tém obrigatoriamente de
verificar as condicOes seguintes:
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aA+bB+cC+dD=1 (A.49)
aA’> + bB*> +cC> +dD*> =0 (A.50)
aA® +bB’ +cC* +dD’> =0 (A.51)
aA* +bB* +cC* +dD* =0 (A.52)
em que:

A=x_]|==(0x_, +Ax);,  Bl=x_,|=-0x;

Cl= x..]=x,,; D= x..,]=(x,,, +Ax.,,)

Cada uma das constantes A, B, C e D esta relacionada com um dos pontos da
discretizacdo (neste caso, X;.», Xi.1, Xi+1 € Xiz2, respectivamente).

Seria possivel resolver o sistema anterior e deduzir as funcdes que relacionam as
constantes [a, b, ¢, d] com [A, B, C, D] e, consequentemente com [Ax;;, Ax;, DX,
Ax;:]. No entanto, essas relacdes sdo demasiado complexas para que a sua utilizacdo
possa ser vidavel. Assim, resta seguir uma alternativa melhor aplicavel, sem que seja
necessario recorrer a deducdo e aplicacdo de quatro fungbes bastante complicadas.
Deste modo, opta-se por executar a resolucdo do sistema apresentado, em cada
avaliagdo da estimativa da derivada num ponto discreto da malha (na qual todas as
posicdes nodais sdo perfeitamente conhecidas a partida), considerando os
espagcamentos entre os pontos adjacentes. Portanto, para cada ponto onde se
pretenda estimar a correspondente derivada, substitui-se no sistema os valores dos
espacamentos entre os pontos vizinhos [Ax;.1, Ax;, Axi.1, Axi.»]. De seguida, calculam-se
os valores do vector de constantes [a, b, ¢, d] para esse ponto, por resolugao do
sistema de equacdes algébricas assim obtido. Agora, estd-se em condi¢des de calcular
o valor da estimativa da derivada de primeira ordem através do somatdrio das
expressdes A.45 a A.48, obtendo-se a respectiva formula geral:

d:—())((’) =au(x,_,)+bu(x,_,)—(a+b+c+du(x,)+cu(x,,)+du(x.,,) (A.53)
Por outro lado, esta estratégia obriga a resolucdo de um sistema de equacdes lineares
4x4, para cada avaliagdo da derivada, o que constitui a sua maior desvantagem, ja que
obriga a um numero consideravel de operacdes algébricas.

Como anteriormente, o procedimento para os pontos junto as fronteiras é
ligeiramente diferente, ja que nesses pontos é impossivel utilizar uma disposicdo dos
nodos equivalente ao caso geral, sem se recorrer a introducdo de pontos ficticios
adicionais e exteriores a malha global. No entanto, neste caso, ndo é necessario
deduzir uma nova expressao para o sistema a resolver em cada ponto, para a avaliacao
dos pesos. A forma geral deste sistema € utilizadvel em todos os pontos do dominio. O
gue difere é a definicdo das constantes [A, B, C, D]. Assim, em cada ponto, estas sdo
definidas por:

- A[:> Xz]:szr' BI.:> Xa]:(sz +AX3)"
i C[3X4]:(AX2+AX3+AX4); D[ZXS]Z(AX2+AX3+AX4+AX5)
A[:> xl]I—sz; B[: X3J:AX3,'
X2
C[3X4]:(AX3+AX4); D[jxs]:(AX3+AX4+AX5)
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A[:> XN—4] = _(AXN—S +Ax,, + DX, ); B[:> XN—3] = _(AXN—Z +Ax, );

C[:> XN—Z]:_AXN—l; D[:> XN]ZAXN
XN A[:> XN—4] = _(AXN—3 + AXN—Z + AXN—l + AXN ); Bl.j XN—3J = _(AXN—Z + AXN—l + AXN );
C[: XN—Z]:_(AXN—l +AXN); D[: XN—l]:_AXN

Usando as constantes definidas desta forma, procede-se a estimativa da primeira
derivada pela aproximacdao de quarta ordem, nesses pontos pelo procedimento
descrito anteriormente, obtendo-se em cada caso, expressdes semelhantes a equacao
A.53. E igualmente possivel a utilizacdo deste método para avaliar derivadas de ordens
diferentes, com a aplicagdo de diferencgas finitas de tipos variados, em malhas ndo
uniformes.

= Caso Particular — Estimativa da segunda derivada, em pontos fronteira
descritos por condigoes de Neumann, através de férmulas de quarta ordem

Nesta seccdo procede-se a descricdo da estratégia (baseada no método anterior),
adaptada para a estimativa da segunda derivada nos pontos fronteira (x; e/ou xy),
através da utilizacdo dos valores da solucdo nos pontos adjacentes e da primeira
derivada no proprio ponto fronteira. Este procedimento é necessario no caso do
modelo ser sujeito a condicbes de Neumann num ou em ambos os pontos fronteira.
Neste caso, utiliza-se um conjunto de cinco pontos, obtendo-se, deste modo,
aproximacoes de quarta ordem.

Para x;, parte-se das expressdes de Taylor referentes aos pontos vizinhos x;, X3, X5 € Xs.
Para estimar a segunda derivada, multiplica-se cada uma dessas equagbes pelas
constantes a, b, ¢ e d, que serdo associadas a cada uma dos pontos referidos acima.
Agora, pretende-se encontrar uma combinagao entre cada série em que se retenha o
termo referente as segundas derivadas e se anulem os termos correspondentes as
primeira, terceira, quarta e quinta derivadas. Neste exemplo, é necessario recorrer aos
termos de quinta ordem, ja que é introduzida uma nova constante e, relacionada com
a primeira derivada em x;. Assim, obtém-se o sistema de equagdes lineares seguinte:

aA+bB+cC+dD+e=0 (A.54)
aA’> + bB® +cC* +dD* =2 (A.55)
aA® +bB’ +cC* +dD’> =0 (A.56)
aA* +bB* +cC* +dD* =0 (A.57)
aA® + bB’ +cC® +dD> =0 (A.58)

onde A, B, C e D sdo definidos de forma equivalente a apresentada na sec¢do anterior
para o ponto fronteira x;.

Desse modo, dependendo das posicdes relativas entre os pontos, calculam-se os
valores de cada constante, através da resolucdo do sistema. E facil verificar ent3o, que
a estimativa da segunda derivada em x; pode ser calculada por:

dzdu—)E)z(l) = _(0 +b+c +d)U(X1)+aU(X2)+bu(x3)+Cu(x4)+du(X5)+edz(§l)

(A.59)
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Através de um procedimento semelhante, pode-se avaliar a segunda derivada no outro
ponto fronteira xy, utilizando, igualmente, a solucdo discreta nos pontos adjacentes e
o valor da primeira derivada em xy.
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A.2 METODO RECURSIVO DE FORNBERG

Na presente seccdo, procede-se a descricdo de um método mais simples e expedito
para a geracao de formulas de diferencas finitas, desenvolvido por Fornberg[1-2]. Este
método utiliza um esquema recursivo que permite o calculo dos pesos para qualquer
ordem de derivada (incluindo a ordem zero, correspondente a interpolacdo),
aproximados a qualquer grau de precisdo, numa malha arbitraria unidimensional[3].
Cada avaliacdo apenas necessita de quatro operagcOes aritméticas, sendo bastante
adequada a sua aplicacdo a malhas dinamicas e, consequentemente, ndo uniformes.

Portanto, sendo M = 0, a ordem mais elevada da derivada que se pretende aproximar,
a partir de um conjunto de N+1 pontos da malha (de coordenadas x: ay, ..., an; N = 0),
o problema consiste em calcular os pesos, de modo que as aproximagdes,

5’71
ox™ .

zidn"jvf(av); m=01,---,M; n=m,m+1,---,N (A.60)
=x, V=0

sejam caracterizadas pelo grau de exactiddo 6ptimo (geralmente n-m+1, embora possa
ser mais elevado para casos particulares).

= Derivagdo do algoritmo

Por uma questdo de simplicidade, considera-se a aproximagao das derivadas no ponto
Xo = 0. Entdo, sendo {ay, a4, ..., Gn} NUmeros reais e distintos,

n

w,(x)= l‘| (x-a,) (A.61)
e o polindmio:

G \X
F (X):—"( ) (A.62)
d(a,)x-a,)
€ o de menor grau que assume o valor unitdrio para x = @, anulando-se em x = @, 0 <
k< n, k#0. Para uma funcdo arbitraria f(x) e os nodos x = &, a interpolacdo polinomial
de Lagrange toma a forma:

ODYHOICH (A63)

Os pesos desejados exprimem a forma como os valores de [0 p()%xm} variam

x=0
com as alteragbes em f(ay). Como sé um dos termos de p(x) depende da variagdo em
cada f(ay), verifica-se entdo que:

a, { 9" f (x)} (A.64)

nv
dx™

Assim, o polindmio de grau n, F,,, pode ser escrito da forma:
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F(x)=> o xm (A.65)

), obtém-se,

-a

F,,(x) =ﬁﬁ_u(x) (A.66)
e

Fn . (X) = a‘n—l (X) a‘n—Z (an—l)

(X - an—l)Fn—l,n—l (X)(n > 1) (A67)

w.(a,) «.la,)

Substituindo a expressdao A.65 em A.66 e A.67, e equacionando as poténcias de x,
deduz-se as relagdes de recursdo entre os pesos:

m 1 m m—
5!7,0 :m(andn—l,o - m5n—1,10) (A.68)
e

m a‘n— an— m-— m
5n,n =ﬁ(m5n—l,ln—l - an—15n—1,n—1) (A-69)

A aplicacdo destas expressdes conduz ao desenvolvimento de um algoritmo
relativamente simples para o calculo dos pesos O

nv?’

correspondentes ao célculo de

aproximagoes a derivadas de ordem m, num ponto xo, e utilizando n+1 pontos de
abcissas {ay, a1, ..., a,} pertencentes a uma malha arbitrariamente espacada.
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ANEXO B

ALGORITMOS ADAPTATIVOS DE INTEGRACAO



B.1 MALHAS UNIDIMENSIONAIS

B.1.1 ESTRUTURA DA APLICACAO 1D

O codigo STATO02 é desenvolvido para a aplicacdo do algoritmo adaptativo de
integracdo numeérica a sistemas algébrico-diferenciais unidimensionais que podem ser
generalizados da seguinte forma:

u =Fluu,u,, ), (8.1)
com as condicOes fronteira:

G'(u,u,,---)=0 em  x=x' (.2)

G*(u,u,,---)=0 em x=x" (B.3)
e a condicdo inicial:

u(x,0)=u’(x); xD[xL,xRJ (.4)

Desse modo foi elaborado um programa em FORTRAN, cuja estrutura geral é
esquematizada na Figura B.1. Cada uma das caixas pequenas corresponde a uma
subrotina ou fung¢do, enquanto que as duas caixas maiores dizem respeito ao
programa principal do cédigo (STAT02) e ao conjunto de subrotinas que constituem o
integrador DDASSL (o primeiro D do acrénimo significa que o programa utilizado
corresponde a versdao de dupla precisdo)[1]. As setas do esquema representam as
interligagdes entre as subrotinas do cédigo. Assim, uma seta significa que a subrotina
ou o programa donde parte chama a subrotina, a fungdo ou o conjunto de rotinas para
onde se dirige.

No programa principal STAT02, que constitui o nucleo central do algoritmo, sao
efectuadas algumas operacbes gerais que podem ser descritas resumidamente da
seguinte forma:

1. Determinagdo do tempo de computagao, através da chamada da subrotina
CPUT_TIME no inicio e no final da execug¢ao do programa. Considera-se o tempo de
cpu como a diferenca entre os dois tempos obtidos nesses dois instantes.

2. Introducdo dos dados (leitura do ficheiro DATA) e escrita dos resultados,
efectuados directamente no préprio cédigo sem o recurso a subrotinas externas.

3. Construgdao da malha basica construida pela jungao de diversas malhas de
diferentes niveis de resolugdo. Operacdo efectuada através da definicao de malhas
uniformes ou da leitura das posicdes de malha de nivel mais baixo a partir de um
ficheiro pré-definido (POSITION).

4. Geracdo da matriz de activagdo inicial em que todos os nodos pertencentes a
malha base de nivel de resolu¢dao mais reduzido sdo activados por defeito.

5. Inicializacdo da integracdo efectuada pela chamada da subrotina INIT. Esta rotina
procede a avaliacdo dos perfis iniciais, pela utilizacdo das respectivas expressées
analiticas.
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1
|
CALLDASSL b

A 4

DDASSL [ JAC

STATO02

1
1
1
:
i | BOUNDARY |e,
1
|
1

|
|
1
1
i oo | v
1 ! ! !
! ' | 1| MODEL |e—i RES
ERROR | ! : o | [ )
! L Do ik
"W TTTT7q -TTTTT T 77 | | e o T 1
| | ' N
e . , -
: i ©:i F1 e : E »  NVSE i
ERROREVAL | I ,|GRIDGEN ¥ : > |
! : :[_ ______________ ! 1 1
. e 1 1
LI v L e T :
1 ! 1 1
FANAL GRIDGEN11 »| DSS001 | | SELECT
R— L —
! L v v v !
1 1 1
! | | GRIDGEN21 ! DSS01B | | DssoiC | | Dss01D |
! ! 1 1
! 1 1 1
! ! 1 1
et B e S
1 1
i | GAuJOR COEF WEIGHTS || !
1 1

Figura B.1 Esquema simplificado da estrutura do cédigo STATO02.

6.

10.

Geracdo da malha adaptativa inicial através da chamada da rotina GRIDGEN com a
sequéncia de pesquisas previamente definida, executada sequencialmente para
cada perfil de solucgdo inicial.

Implementacdo do ciclo de integracdo temporal deste o tempo inicial TIN até ao
tempo final TOUT = TIME(NTIMES-1).

Chamada da rotina CALLDASSL que estabelece as condicdes de integracao
especificas ao integrador DDASSL. Esta rotina pode ser facilmente adaptada para
outros integradores.

Escrita do conjunto de resultados seleccionado para tempos controlados pelo
intervalo de impressao DTPRESS.

Redefinicdo da malha referente ao tempo seguinte pela chamada da subrotina de
geracao de malha GRIDGEN.
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Tabela B.1 Resumo das varidveis de entrada do programa STAT02 fornecidas pelo ficheiro DATA.

Nome da Tipo de Valores que L ~
Varidvel Varidvel Assume Significado Observages
NEQDIF Escalar Inteira N2 de equac;(:es dlfe’rer.'naals
NEQALG N2 de equagdes algébricas
ZE Escalar Dupla Pos!gzjo da fronte!ra e.sqlljerda
ZD o Posigdo da fronteira direita
Precisao — — - —
TIN Instante de tempo inicial Tempo inicial da integragdo
NTIMES Escalar Inteira N2 de subintervalos temporais
1=0, ..., NTIMES-1;
TIME(1) Tempo final de cada intervalo Tempo final da integragdo =
Ve;:zzi?;:'a TIME(NTIMES-1)
DT(1) Passo de integragdo temporal 1=1, .., NTIMES
DTPRESS(1) Passo temporal de impressdo de resultados 1=1, .., NTIMES
NVARDIF Escalar Inteira N2 de varidveis diferenciadas
. 0 Localizagdo das variaveis diferenciadas; Variavel ndo diferenciada
IVARDIF(I Vector Inteiro
0 1 1=1, .., NEQDIF+NEQALG Variavel diferenciada
0 A . , Por diferenciagdo directa da solugdo
. Parametro que define a forma como é - —— - -
NDERV Escalar Inteira . Por diferenciagdo sucessiva a partir da
1 calculada a 22 derivada . X
derivada de ordem anterior
. Se NDERV = 0; numero de derivadas a calcular _
NDER(1) Vector Inteiro Se NDERV = 1; ordem maxima da derivada I=1, .., NVARDIF
. . Ordem das derivadas calculadas; 1=1, .., NVARDIF
IDER(1,)) Matriz Inteira Apenas necessario se NDERV =0 J=1, ..., NDER(l)
. N2 de pontos de aproximagdo FD; Referente ao tipo de diferengas finitas
ND(I) Vector Inteiro 1=1,.., NVARDIF escolhido
CENTRAIS Diferengas centradas
Tipo de diferengas finitas; -
TIPO(I) NCENTRAL I=1, .. NVARDIF D!ferengas descentradas :
NCBIASED Diferengas descentradas biased
Vector Caracter - — - - - -
upP Orientagdo predominante das diferengas Diferengas Upwind
TIPO1(1) finitas; . .
DOWN I=1 .., NVARDIF Diferengas Downwind
0 A . Interpolagdes lineares
Parametro que controla o tipo de
NINTP . . ~q P Interpolagdes de Splines cubicas com
Escalar Inteira 1 interpolagdo
NPINT pontos
NPINT N2 de pontos de interpolagdo Apenas necessario se NINTP = 1
ATOL Escalar Dupla Tolerancia absoluta . .
. — - Referente ao integrador seleccionado
RTOL Precisdo Tolerancia relativa
2 -
NPASS Escalar Inteira 0 N2 de pfssagens do procedimento de
colocagdo nodal
1 Roti idgenl1
NCRT(1) 2 Parém.etro que define a rotina de colocagdo th::: :::diz:n
escolhida - -
Vector Inteiro 4 Rotina gridgen41l
KC(1) Ordem da derivada analisada 1=1, .., NPASS
Leq) 1 Parametro que define o critério 1D Critério do tipo C1
2 seleccionado; 1 =1, ..., NPASS Critério do tipo C2
Vector Dupl
GTOL(l) ec or. ~up a 0 Tolerancias referentes ao integrador 1=1,2
Precisao
NI 1 Tipo de malha de nivel minimo Malha d|~ad|c'et - -
>1 Malha ndo diadica com Nl intervalos
M Nivel de resolugdo minimo NIx2M intervalos; se NI >1=M=0
N Nivel de resolugdo maximo Ni1x2" intervalos
. 0 A . Malha de nivel minimo uniforme
Escalar Inteira Parametro que controla a forma como é - — -
NREAD . . Malha de nivel minimo introduzida
1 introduzida a malha base
como dado externo
0 N&o é calculado qualquer erro
NERROR 1 Parametro que define a avaliagdo de erros E calculado o erro associado a pelo
menos uma variavel
0 Localizagdo das variaveis cujo erro é avaliado; Erro ndo avaliado
IVARERR(!) Vector Inteiro 1 1=1, .., NEQDIF+NEQALG £ liad
Apenas necessario se NERROR = 1 rro avaflado
NDISC 0 Parametro que define o tipo de discretizagdo Diferengas finitas (FD)
1 escolhido Esquemas de alta resolugdo (NVSF)
1 Limitador MINMOD
Escalar Inteira 2 Parametro que define o limitador de fluxo Limitador SMART
NSCHEME 3 escolhido; Limitador CLAM
4 Apenas necessario se NDISC = 1 Limitador WACEB
5 Limitador CUBISTA
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O ficheiro de dados, denominado por DATA, é construido pelo utilizador e define todos
os parametros que estabelecem a execucdo. Assim, os ditos parametros possiveis de
especificar pelo utilizador no ficheiro DATA sdo resumidos na Tabela B.1, juntamente
com a sua finalidade na evolugao da execugao.

Por outro lado, no que diz respeito a escrita de resultados, o programa imprime os
diversos resultados em ficheiros denominados por “fort.n”, onde n corresponde a:

n=10+i =  Perfil de solugdo numérica e malha adaptativa gerada,
referente a varidvel i, nos instantes temporais definidos
pelo parametro DTPRESS (Programa STAT02);

n=20+i =  Perfil da solugdo numérica reconstruida e malha
adaptativa gerada, referente a variavel i em todos os
instantes temporais intermédios disponiveis (Subrotina
REGRID);

n=95 =  Perfil da evolucdo temporal do nimero de nodos da
malha; tempo de cpu (Programa STATO02).

n=69 =  Ultimo perfil disponivel da solucdo associada a uma
mensagem de integracdo mal sucedida activada pelo
integrador temporal (Subrotina CALLDASSL).

No programa ndo é estabelecido qualquer parametro que possibilite a definicdo de
diversos cenarios possiveis de disponibilizacdo do output. Assim, todos os perfis
referidos acima sdo postos a disposicdo do utilizador, nos ficheiros referidos, para os
instantes temporais correspondentes.

As restantes subrotinas que constituem o cddigo sdo agrupadas em oito blocos (vd.
Figura B.1), consoante a funcdo atribuida a cada conjunto de programas,
correspondente a uma operacdo essencial a execucdao do algoritmo. Considerando,
assim, cada bloco separadamente, tem-se que:

Bloco @®. Subrotinas fornecidas pelo utilizador.

As subrotinas que constituem o bloco @ sdo fornecidas pelo utilizador, possibilitando
uma definigdo o mais possivel completa das caracteristicas do modelo a resolver.
Desse modo, o utilizador necessita de construir trés subrotinas e uma fungao, que sao
introduzidas no cddigo global e se relacionam com:

Subrotina INIT = Fornece a condicdo inicial analitica do problema (funcdo
u?), guando esta é requerida;

CALL INIT(Z,U,NINT)

Subrotina BOUNDARY = Fornece as condi¢cdes fronteira (fungcbes G) e as suas
caracteristicas em ambas as extremidades do dominio
espacial;

CALL BOUNDARY(KI,T,K,LE,LD,Y,YB)

Subrotina MODEL = Fornece a fung¢des F do modelo diferencial ou algébrico
diferencial;
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CALL MODEL(T,U,Z,DUDZ,DUDT)

Funcdo F1 = Fungdo que define possiveis funcbes a ser diferenciadas
directamente;

CALL F1(K,U)

As diversas variaveis a definir em cada uma dessas subrotinas sdo resumidas na tabela
B.2.

Tabela B.2 Resumo das varidveis presentes nas subrotinas definidas pelo utilizador para a execugao do
programa STATO2.

Nome das Tipo de Valores
Subrotina Lo p. . que Significado Observagoes
Variaveis Varidvel
Assume
) Vector.D~up|a ?Qs.lgoes da malha 1=0,.. NINT
Precisdo inicial
INIT (L)) Matriz Dupla Solugdo no instante 1=1, .., NEQDIF+NEQALG
i’ Precisdo inicial J=0, .., NINT
NINT Escalar Inteira Ndmero de intervalos
da malha
0 Parametro que define Define-se uma variagdo temporal da solugdo
Kl 1 a especificagdo nas Definem-se as informagdes referentes as
Escalar Inteira fronteiras condigdes fronteira
Contador de varidveis
K
do modelo
Escalar Dupla . =
T Precisio Tempo de integragdo
LE 0 Tipo de Fronteira N3do ha restriges
BOUNDARY . 1 Esquerda Restri¢do definida em YB
Escalar Inteira " - < —
LD 0 Tipo de Fronteira N3do ha restrigbes
1 Direita Restrigdo definida em YB
1=1,2;
Y(1) Solugdo nas fronteiras | 1=1, Fronteira Esquerda; | = 2, Fronteira
Vector Dupla Direita
Precisdo 12 derivada em cada 1=1,2;
YB(I) fronteira (Condigdes I =1, Fronteira Esquerda; | = 2, Fronteira
de Neumann) Direita
Escalar Dupla . «
T T de int
Precisio empo de integragdo
Matriz Dupla - 1=1, .., NEQDIF+NEQALG
u(i)) Precis3o Solugdo J=1, .., NINT+1
Vector Dupla -
Z(1) o Posi¢Bes da malha 1=1,.., NINT+1
Precisdao
1=1, .., NEQDIF+NEQALG
T Dupl v
DUDZ(1,J,K) e;izgisél:)p @ Derivadas espaciais J=1,.., NDER(])
MODEL K=1, .., NINT+1
Matriz Dupla N 1=1, .., NEQDIF+NEQALG
buoT(L) Precis3o Funcdo £ J=1, .., NINT+1
NINT Escalar Inteira Ndmero de intervalos
da malha
ZE Posigdo da fronteira
Escalar Dupla esquerda
Precisao Posigdo da fronteira
ZD Lo
direita
. Contador de varidveis
K Escalar Inteira
F1 do modelo
U Escalar.D~upIa Soluciio
Precisao

Para a ordenacdo dos componentes da solucdo nos respectivos vectores, é necessario
ter em conta que, os primeiros elementos tém que ser associados as varidveis
diferenciadas no tempo (1 = 1, ..., NEQDIF). As variaveis restantes sdo consideradas nas
posicdes seguintes (I = NEQDIF+1, ... , NEQDIF+NEQALG). Assim, na construcdo da
subrotina MODELO, atribuem-se aos primeiros NEQDIF indices |, a funcgOes
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relacionadas com as equagdes diferenciais, enquanto que os restantes sao associados
as expressoes algébricas.

Bloco @. Subrotinas referentes a integragdo temporal.

O nucleo do bloco @, referente a integragdo temporal, consiste na package DDASSL[1]
que engloba as subrotinas que executam o avango do algoritmo no tempo (vd. Anexo
C). Este integrador implicito necessita da definicdo de duas subrotinas adicionais: a
subrotina JAC, onde se processa o calculo analitico dos componentes da matriz
jacobiana de cada modelo a integrar (como neste caso, o jacobiano é estimado por
diferencas finitas, esta rotina é definida como dummy); a subrotina RES que, em cada
instante temporal, fornece os residuos relacionados com as equagdes do modelo.
Assim, esta subrotina é bastante mais complexa, ndo se limitando apenas a calcular os
residuos (pela chamada da subrotina MODEL), como a definir as caracteristicas
fronteira de cada problema integrado (através da chamada da subrotina BOUNDARY) e
a proceder ao cdlculo das estimativas para as derivadas espaciais (recorrendo as
rotinas DSS001 ou NVSF).

Bloco ®. Subrotina referente ao processo de reconstrugédo de perfis discretos.

Para uma aplicacdo efectiva dos processos de geracdo de malha é essencial que as
rotinas de colocagdo nodal tenham acesso ao perfil discreto de solu¢do no grau de
refinamento maximo permitido. Assim, em cada tempo intermédio é necessario que o
algoritmo reconstrua o perfil da solucdo através da estimativa por interpolacdo da
solucdo nas posicdes nado activadas do conjunto de malhas seleccionado, usando como
suporte a solucdo disponivel nesse instante, definida sobre a malha adaptativa
efectivamente activa gerada no passo temporal anterior. Este procedimento é
realizado pela execuc¢do da rotina REGRID que recorre ao bloco de rotinas @ para a
implementag¢ao das operagdes de interpolagdao que possibilitam a reconstrugdao do
perfil, posteriormente utilizado na geragdao da nova malha adaptativa através da
chamada da subrotina GRIDGEN. Esta malha é entdo utilizada no passo de integragao
temporal seguinte.

Bloco @. Subrotinas que implementam as operagées de interpolagdo.

Neste bloco agrupam-se as rotinas referentes a avaliagao da solugao interpolada nos
perfis espaciais para tempos intermédios, de forma a reconstruir a solugdo numérica
discreta a partir do perfil disponivel obtido no passo de integracdo precedente. Este
processo é gerido pela rotina REGRID referida acima que especifica o procedimento de
interpolagdo a adoptar consoante o valor do parametro NINTP escolhido pelo
utilizador. No caso de NINTP = 1, selecciona-se a dimensdo do vector de pontos de
interpolacdo (definida pelo parametro ND) usado como suporte da interpolacdo nao
linear, e utiliza-se a subrotina CUBSPL para o cdlculo dos pesos correspondentes a cada
nodo, através da utilizagdo de splines cubicas. Em seguida, recorre-se a esses pesos e a
funcdo SEVAL, para a estimativa da solucdo interpolada nas abcissas pretendidas ndao
activadas. No caso de se fixar NINTP = 0, todas as interpola¢Ges sdo efectuadas pela
aproximacdo linear da solucdo, entre os pontos da malha disponivel que enquadrem a
posicao espacial de interesse.
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Bloco ®. Subrotinas que implementam a estratégia de gera¢do de malha.

O bloco ® abrange todas as subrotinas relacionadas com a implementacdo do
algoritmo de geragao de malha. Assim, este processo é controlado pela subrotina
GRIDGEN que define as chamadas das rotinas de colocacdo nodal que implementam os
critérios C1 e C2 (e o critério adicional baseado numa adaptagao da estratégia RBF de
Driscoll e Heryudono, 2007[2] a conjuntos de malhas pré-definidas de nivel de
resolugao crescente; este procedimento é implementado pela rotina GRIDGEN41, que
ndo é testada neste trabalho, mas que se adapta perfeitamente a estrutura do
algoritmo STAT02). Os critérios de colocacdo nodal C1 e C2 sdo executados através das
subrotinas GRIDGEN11 e GRIDGEN21 para analise total ou parcial de malhas,
respectivamente (vd. sec¢do 3.5.1, pagina 135).

Bloco ®. Subrotinas para a estimativa das derivadas espaciais(FD).

O bloco ® engloba todas as subrotinas utilizadas na estimativa do valor das derivadas
espaciais através de aproximacoes de diferencas finitas. Deste modo, a subrotina
DSS001 consiste no programa geral que define a direccdo espacial em que a
diferenciacdo é realizada. Esta rotina esta preparada para lidar com problemas de
gualquer dimensdo até um maximo de trés coordenadas espaciais. A selec¢do do tipo
de diferencas finitas a realizar é realizada pela subrotina SELECT, que dependendo do
valor definido para o parametro TIPO, chama as seguintes subrotinas[3]:

Subrotina DSS01B =  TIPO = NCBIASED; Diferencas finitas descentradas biased
de ND pontos, com direccdo preferencial TIPO1.

Subrotina DSS01C =  TIPO = CENTRAIS; Diferencas finitas centradas de ND
pontos.

Subrotina DSS01D =  TIPO = NCENTRAL; Diferencas finitas descentradas de ND
pontos, com direccao preferencial TIPO1.

Os pesos correspondentes a cada ponto do vector bdsico de dimensdo ND, sdo
calculadas através do método recursivo de Fornberg[4-5], pela subrotina WEIGHTS.
Apenas num caso especial se utiliza o método de resolu¢do de sistemas de equacdes
lineares (vd. Anexo A), para a avaliacdo desses coeficientes. Esse caso corresponde a
estimativa da segunda derivada em pontos fronteira sujeitos a condigdes de Neumann,
onde se adiciona a contribuigdo do valor fixo da primeira derivada no ponto fronteira,
a férmula de estimativa geral. O calculo dos coeficientes correspondentes é efectuado
pela subrotina COEF, que utiliza a rotina GAUJOR para a resolugao de cada sistema
linear, pelo método de eliminagao de Gauss-Jordan.

Bloco @. Subrotinas para a estimativa das derivadas espaciais(HRS).

O recurso a estimativa de derivadas através de esquemas de alta resolugao (HRS) é
realizada pela chamada da subrotina NVSF que implementa a estratégia Normalised
Variable and Space Formulation[6], desenvolvida para malhas ndao uniformes. Assim,
de modo a ilustrar esta potencialidade, apresenta-se o bloco @ de uma forma mais
detalhada na Figura B.2. No caso de recorrer a esta estratégia, o utilizador necessita
fornecer uma subrotina adicional (dFdU) que possibilite o calculo da derivada da
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varidvel fluxo em relagcdo a solucdo e, consequentemente, permite a definicdo do
sentido do fluxo e do sentido upwind em cada nodo.

1 1

1 1

i | MINmMOD |

1 1

1 1

1 1

| :

| SMART |

dFdu : |
: |

A | |
! CLAM !

: |

1 1

1 1

3] NvsF »  FLUXUM :
: WACEB :

1 1

: |

v | |
| CUBISTA |

FLUX : :
1 1

1 1

Figura B.2 Esquema pormenorizado da estrutura da rotina NVSF.

Por outro lado, a subrotina FLUX que deveria explicitar os valores da fungdo fluxo em
termos da solugdo, pode ser considerada como uma rotina dummy, ja que a sua
fungdo é substituida pela acgdo da rotina F1 referida anteriormente. Finalmente, a
rotina NVSF utiliza um conjunto de limitadores de fluxo que proporcionam as
caracteristicas de limitacdo de solucdo do préprio procedimento NVSF. A selec¢do do
limitador escolhido é executada pela subrotina FLUXLIM, consoante o valor do
parametro de controlo NSCHEME, que possibilita a utilizacdo de cinco limitadores
distintos (vd. Figura B.2).

Bloco ®. Subrotinas para a avaliagdo de erros calculados a partir de solugées
analiticas.

O algoritmo possibilita igualmente a avaliacdo do erro médio associado a solugdo
numeérica, na condicdo de que uma solucdo analitica do problema seja fornecida.
Assim, para cada perfil de solugdo numérica disponivel, o programa principal STAT02
chama a rotina que gere o processo (denominada por ERROR), que por sua vez activa a
rotina de avaliacdo dos erros referentes a cada posicdo nodal (ERROREVAL) e calcula o
erro médio do perfil numérico de solucdo. As avaliacdes do erro sdo realizadas
relativamente a uma solucdo analitica obtida através da funcdo FANAL.

A forma como o cédigo é, de momento, definido, implica a verificacdo de algumas
limitagGes que podem ser resumidas da forma seguinte:

Numero maximo de equagbes do modelo (NEQDIF+NEQALG) = 5
Nivel maximo de resolucdo de uma malha diadica (N) = 15
Numero maximo de subintervalos no dominio temporal (NTIMES) = 5
Numero maximo de derivadas diferentes para cada variavel (NDER) = 5

287



ANEXO B

Numero maximo de nodos da malha adaptativa gerada (varidvel interna) = 1000
Numero maximo de varidveis do problema a integrar (variavel interna) = 10000
Dimensdo mdaxima do vector de nodos de interpolacdo (NPINT) = 10
Dimensdo mdaxima do vector de nodos de discretizacdo FD (ND) = 15

Assim, o nimero de intervalos maximo admissivel corresponde aos de uma malha
diadica de nivel 15. Deste modo, a escolha de um conjunto de malha ndo diadicas
implica que o nivel maximo (N) seja definido de forma a verificar a relacdo seguinte:

NIx2N < 2% (B.5)

Por exemplo, se se pretender uma malha base de nivel base com NI = 27 intervalos, o
valor maximo definido para N tera de ser necessariamente 10. Por outro lado, se NI =
41, o nivel maximo de refinamento serd 9.

Estes valores maximos podem ser alterados por manipulacdo das dimensdes dos
vectores ou matrizes adequados. No entanto, um aumento excessivo do valor desses
parametros poderd originar problemas na execug¢ao do cddigo, conduzindo a
exigéncias de memdria incomportdveis, além de poder afectar negativamente os
tempos de computacao.

B.1.2 DESCRICAO DE UM EXEMPLO 1D

Nesta seccdo procede-se a apresentacdo e analise dos dados a fornecer pelo utilizador
para uma hipotética execucdo de um exemplo estudado neste trabalho. O problema
seleccionado refere-se ao modelo diferencial que simula o comportamento de um
sistema de propagacao de chama (vd. seccdo 6.2; equacgdes 6.7 e 6.8). As condicOes da
execucdo apresentadas em seguida correspondem as utilizadas no run correspondente
a andlise do critério de colocagdo 1D C2, e pretendem ilustrar a aplicacdo de uma vasta
gama de opcdes postas a disposicao pelo codigo. Nem todas as potencialidades deste
foram convenientemente testadas no decurso do presente trabalho.

Assim, considera-se na Figura B.3, o ficheiro DATA, que define um conjunto possivel de
parametros de execucdo do algoritmo de refinamento, para o modelo em questao.

n. eq diferenciais, n. eq al gebricas
posicao front esq/front dir

tenpo inicial

n int tenpo

,1.D-4,1.2D-3 tenpo final, passo, passo inp

n. vars diferenci adas, pos vars dif
tipo de dif: 0 - directa; 1 - sucessiva
n. derivadas, indice(i),i=1,...nder

n. ptos disc, tipo discret

rp ggo

P W

g

3
5
2
2
S

NTRAI S, UP

tipo de intpl, n. ptos de intp
6,1.D-6 tol abs e rel (DASSL)
n. passagens
rotina gridgen; derivada; crit coloc
tol geracao da nmal ha (max, mn)
n. int malha n diadica; mdiad =
nal ha diad de < e > nivel; md <
0- munif; 1 - mlida
O0- ncalc erro; 1 - calc erro
0 - DSS; 1 - NVSF, tipo esq HRS
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Figura B.3 Exemplo de um ficheiro DATA referente ao modelo de propagag¢do de chama.
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Pela andlise do ficheiro de dados anterior, verifica-se que o problema é constituido por
duas equacdes: duas diferenciais e nenhuma algébrica (NEQDIF = 2 e NEQALG = 2). O
dominio espacial corresponde ao intervalo [0,1] (ZE = 0.0 e ZD = 1.0), enquanto que a
integracdo temporal se desenrola num Unico intervalo (NTIMES = 1) entre os instantes
t=0et=0.006 (TIN = 0.0 e TIME(0) = 6x10°). O passo de integracio é fixado em
0.0001 (DT(1) = 1x10™) com um intervalo de impress3o de resultados igual a 0.0012
(DTPRESS(1) = 1.2x10®). Torna-se necessario especificar a discretizacdo relativamente
as duas varidveis, ja que ambas envolvem diferenciagdes espaciais. Assim, o nimero
de variaveis diferenciada é 2 (NVARDIF = 2) e as duas varidveis sdo activadas para
diferenciacdo (IVARDIF(1) = 1 e IVARDIF(2) =1). O tipo de diferenciacdo para ambas as
varidveis é especificado como sucessivo (NDERV = 1) e assim, a geracdo de malha (e
possivelmente a discretizacdo espacial) é realizada através de féormulas de diferencas
finitas com cinco pontos (ND(1) = ND(2) = 5), do tipo centrado (TIPO(1) = TIPO(2) =
CENTRAIS; as variaveis TIPO1 ndo sdo relevantes neste caso). As operacbes de
interpolacdo sdo realizadas por splines cubicas (NINTP = 1), com sete pontos (NPINT =
7). Por outro lado, as tolerancias absoluta e relativa referente ao esquema de
integracdo temporal s3o fixadas em 1x10° (ATOL = RTOL = 1x10°®). O procedimento de
geracdo de malha adaptativa é executado com uma passagem (NPASS = 1), recorrendo
a rotina GRIDGEN11 (NCRT = 1) com analise da aproximag¢do FD da primeira derivada
espacial da solucdo (KC = 1), e posterior aplicacdo do critério de colocacdo 1D C2 (LC =
2). As tolerancias associadas ao procedimento de geracdo de malha sdo fixadas em 0.1
(GTOL(1) = GTOL(2) = 1x10™). Opta-se por definir um conjunto de malhas ndo diadicas
(NI # 1) em que a malha de nivel de resolugdo mais reduzido possui 27 intervalos (NI =
27). Esta malha é especificada com o nivel 0 (M = 0; necessario para o caso de malhas
ndo diadicas), e o nivel maximo de refinamento admissivel é fixado em 6 (N = 6). A
malha de nivel 0 é lida a partir de um ficheiro pré-construido (NREAD = 1), designado
por POSITION onde todas as posicdes espaciais sdo definidas (vd. Figura B.4).
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gura B.4 Ficheiro POSITION para defini¢do das posi¢des da malha ndo diadica ndo uniforme de nivel 0
modelo de propagacdo de chama).
(modelo d dodech )
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Neste caso especifico, o estabelecimento de uma malha ndo gerada internamente pelo
sistema permite a utilizagdo de um conjunto de malhas ndo uniforme (vd. Figura 6.9;
pagina 221). Nao se definem quaisquer operagbes de avaliagdo de erros (NERROR = 0),
ja que nado se disponibiliza uma solugao analitica do problema. Finalmente, o algoritmo
utiliza avaliacdes das derivadas espaciais efectuadas por aproximacdes de diferencas
finitas (NDISC = 0). Assim o valor do parametro NSCHEME referente a definicdo do
limitador de fluxo associado a aproximacdes NVSF, torna-se irrelevante. No entanto, é
necessario realizar a respectiva especificacdo de NSCHEME, assumido como dummy.

Deste modo, todas as informagdes referentes as condi¢cdes pretendidas para a
execucdo sdo introduzidas no cddigo. Falta ainda definir as caracteristicas especificas
do modelo em si. Estas sdo associadas ao programa através da construcdo de trés
subrotinas e uma funcdo adicionais. As subrotinas correspondentes a definicdo do
modelo de propagacdo de chama referido acima sdo apresentadas na Figura B.5.

SUBROUTI NE | NI T(Z, U, NI NT)

I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)
DOUBLE PRECI SI ON U(5, 0: NI NT), Z( 0: NI NT)
DO 1 =0, NI NT

U(1,1)=1.D0

(2, 1)=0. 200

END DO

RETURN

END

C EEEEEEEEEREEEEEEEREEEEEEEEREE R R R R R R R EERERERREREREEREEEEEEEEEEESEESESES]

SUBROUTI NE BOUNDARY(KI , K, T, LE, LD, Y, YB)
I MPLI CI T DOUBLE PRECI S| ON(A- H, O 2)

DI MENSI ON Y(2), YB(2)

| F(KI . EQ 0) THEN

| F(K. EQ 2) THEN

LE=0
LD=1

| F(T. LE. 2. D-4) THEN

YB(2) =0. 2D0+1. DO/ 2. D- 4*T
ELSE

YB(2) =1. 200

ENDI F

ENDI F

RETURN

ENDI F

| F(K. EQ 1) THEN

LE=1
LD=1

YB( 1) =0. DO
YB( 2) =0. DO

ELSE

LE=1
LD=0

YB(1) =0. DO
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ENDI F
RETURN
END

C EEEEEEEEEREEEEEEEEEEEEEEEREE R R R R R R R R ERERERERREREREEEEEEEEEEEEEEEESESE]

SUBROUTI NE MODEL( T, U, Z, DUDZ, DUDT)
I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)

DI MENSI ON DUDT( 5, 1000)

DI MENSI ON DUDZ( 5, 5, 1000) , U( 5, 1000) , Z( 1000)

COVMON GSI ZE/ NI NT
COMWON FRNTR/ ZE, ZD

h = 3.52D6
h2 = 4. D0

DO I =1, NI NT+1

| F(DABS(Z(1) - ZE). LT. 1. D- 10) THEN

C EEEEEEEEEREEEEEEEREEEEEEEEEEE R R R R R R R R EEREREREREREEREEEEEEEEREEEESEESS]

c FRONTEI RA ESQUERDA

C EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEREEEEEEREREEEREEEREEEEEEEEEEESEESRESEESEESS]

DUDT(1, 1)=DUDZ(1, 2, 1)-h*U(1, 1) *DEXP(- h2/ U(2,1))
DUDT( 2, 1) =DUDZ( 2, 2, 1) +h*U( 1, 1 ) * DEXP(- h2/ U( 2, 1))

C EEEEEEEEEREEEEEEEEEEEEEEEEEEEREEEEEEEEREEEREEEEEERERERERESRESRESEESEESS]

C FRONTEI RA DI REI TA

IR EEEEEEEEEEEEEEREEEEEEEEEEE R R R R R R R R EEREREREEREREREREEEEEEEEEEESEESESES]
C
C

ELSEl F( DABS(Z(1) - ZD) . LT. 1. D- 10) THEN

DUDT(1, 1)=DUDZ(1, 2, 1)-h*U(1, | ) *DEXP(- h2/ U(2,1))
| F(T. LE. 2. D-4) THEN

DUDT( 2, | ) =1. DO/ 2. D- 4

ELSE

DUDT( 2, 1) =0. DO

ENDI F

ELSE

C R EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEREEEREEREREEREEEREEEEREERESRESRESSESS]

C PONTO | NTERNO

C EEEEEEEEEEEEEEEEREEEEEEEEREE R R R R R R R R EEREREREREREEREEEEEEEEEEEEESESESE]

DUDT(1, 1)=DUDZ(1, 2, 1)-h*U(1, | ) *DEXP(- h2/ U(2,1))
DUDT( 2, 1) =DUDZ(2, 2, 1) +h*U( 1, 1 ) * DEXP(- h2/ U( 2, 1))

ENDI F
END DO
RETURN
END

C EEEEEEEEEREEEEEEEREEEEEEEEEEE R R R R R R R EEREREREREREEEEEEEEEREEEESEESEES]

DOUBLE PRECI SI ON FUNCTI ON F1( K, U)
DOUBLE PRECI SI ON U

I NTEGER K

F1=U

END

Figura B.5 Exemplo do conjunto de subrotinas fornecidas pelo utilizador (modelo de propagagdo de
chama).
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Na subrotina INIT sdo introduzidas as expressdes analiticas para as solugdes iniciais
referentes a cada varidvel. Neste caso, verifica-se que a primeira variavel (U(1,1)) tem
um perfil inicial constante unitario, enquanto que a segunda variavel (U(2,1)) apresenta
um perfil igualmente constante e igual a 0.2.

Por outro lado, a subrotina BOUNDARY informa o cddigo sobre as caracteristicas gerais
definidas para as fronteiras a que o modelo esta sujeito. No caso de Kl = 0, definem-se
evolugdes temporais pré-especificadas de qualquer varidvel sobre as fronteiras, ou
seja sao fornecidas informacgdes sobre o comportamento temporal da solu¢gdo em cada
fronteira. Neste caso, verifica-se que na fronteira da direita (LD = 1), a segunda variavel
(YB(2) para K = 2) é definida por uma funcdo rampa temporal de declive 1/(2x10™) a
partir de 0.2 até T = 2x10™, a partir do qual se mantém em 1.2. Esta condic3o fronteira
pretende simular o efeito da ignicdo do sistema. Neste caso, a evolucdo da variavel 1
ndo é especificada, assim como o comportamento da varidvel na fronteira esquerda
(LE = 0). Porém, no caso de Kl = 1 introduzem-se possiveis condicdes de primeira
ordem. Assim, para a primeira variavel (K = 1) definem-se duas condi¢cbes de Neumann
nulas em ambas as fronteiras (LE = LD = 1 com YB(1) = YB(2) = 0), enquanto que para a
varidvel 2 especifica-se outra condigdo de Neumann nula na fronteira esquerda (LE = 1
e YB(1) = 0). Como a evolugcdo na fronteira da direita ja foi definida anteriormente,
torna-se desnecessaria qualquer especificagdo adicional e entdo LD = 0). No caso de
alguma das fronteiras ser fixa (condi¢do de Dirichlet), o valor dos parametros (LE para
a fronteira esquerda e LD para a direita) deve ser nulo.

Na subrotina MODEL sdo introduzidas as expressoes referentes a fungao F do modelo
(correspondente ao modelo geral — vd. equacgdo B.1). O valor dessas funcdes é definido
na varidvel DUDT, para cada posi¢gdo nodal I. E essencial referir que, na constru¢io
desta subrotina, é obrigatdrio considerar inicialmente as fung¢des relacionadas com as
equacoes diferenciais e sé depois se introduzem as expressdes algébricas. No entanto,
este problema especifico ndo considera equagdes algébricas, sendo constituido
exclusivamente por equagdes diferenciais. Deste modo, estabelecem-se as equagdes
referentes a fronteira esquerda (Z(l) = ZE) que correspondem a uma evolugdo normal
especificada pelas funcoes generalizadas do modelo, ja que nesta fronteira sdo apenas
definidas condicoes de Neumann. No caso da fronteira direita (Z(l) = ZD) aplica-se uma
atribuicdo equivalente para a variavel 1, enquanto que a evolugcdo da variavel 2 é
especificada como a derivada da condicdo fronteira em rampa introduzida na rotina
BOUNDARY e ja referida anteriormente. Para a aplicacdo das diversas fungoes
necessarias a implementacdo do modelo, é forcoso definir os valores de dois
parametros, ou seja h = 3.52x10% e h2 = 4.

Finalmente, na funcdo F1 sdo especificadas possiveis fun¢des dependentes da solucdo
gue devem ser diferenciadas directamente. O presente problema ndo apresenta este
tipo de fungdes e, deste modo, a fungdo F1 é definida como a prépria solugao.
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B.2 MALHAS BIDIMENSIONAIS

B.2.1 ESTRUTURA DA APLICACAO 2D

O codigo INTEGR2D apresenta uma estrutura semelhante a do programa STATO02,
analisado na sec¢do anterior, procedendo a execucdo do algoritmo de malha movel
adaptativa em problemas diferenciais, explicitos em relagdo as derivadas temporais,
com a seguinte forma geral:

u nyr"') (B.6)

xx?Zyy?

u, :F(u,ux,uy,u

Condicbes fronteira:

G {wu,u,-)=0 em  x=x (B.7)
G uuy,u,-)=0 em  x=x" (B.8)
Guu,u-)=0 em y=y (B.9)
GHuu,u,-)=0 em y=y (B.10)

Condigdo inicial:
ulx,y,0)=u(xy)  xOp %} yOlyty* (B.11)
em que u(z,t) é o vector solucdo definido da mesma forma como anteriormente.

Para o efeito, foi elaborado um programa em FORTRAN, cuja estrutura geral é
resumida na Figura B.6, para uma melhor visualizagao das diferentes rotinas que
constituem o coédigo global.

O nucleo principal do cddigo consiste no programa principal INTEGR2D, concebido
como uma extensdao do programa STATO02 a problemas bidimensionais, onde se
executam as seguintes operagdes gerais:

1. Determinacdo do tempo de computacdo, através da chamada da subrotina
CPUT_TIME, exactamente da mesma forma como na execu¢do do programa
anterior.

2. Introducdo dos dados efectuada pela chamada da subrotina READER que executa a
leitura dos dados armazenados no ficheiro pré-definido DADOS.

3. Construcdo da malha basica construida pela juncdo de diversas malhas 2D de
diferentes niveis de resolucdo. Operacdo efectuada através da definicao de malhas
uniformes ou da leitura das posicGes de malha de nivel mais baixo (em x e y) a
partir de um ficheiro pré-definido (POSITION).

4. Geracdo da matriz de activagdo inicial em que todos os nodos pertencentes a
malha base de nivel de resolucdo mais reduzido sdo activados por defeito, através
da chamada rotina MATRIX.

5. Inicializagdo da integragao é efectuada pela chamada da subrotina INIT. Esta rotina
procede a avaliagdo da superficie inicial da solugdo, pela utilizagdo da respectiva
expressao analitica.

294



ANEXO B
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Figura B.6 Esquema simplificado da estrutura do cddigo INTEGR2D.

6. Geracdo da malha adaptativa inicial através de uma chamada dupla da rotina
GRID2, executada como a sequéncia de um critério do tipo m seguido de um
critério do tipo i suportado pela malha gerada na chamada inicial.

7. Implementacdo do ciclo de integracdo deste o tempo inicial TIN até ao tempo final
TOUT = TIME(NTIMES-1).

8. Construcdo do problema 1D legivel pelo integrador a partir do problema 2D
original através da chamada da rotina PROBCON1.

9. Chamada da rotina INTEGR que estabelece as condi¢des de integracdo e pode ser
facilmente readaptada para diferentes integradores.
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10. Reconstrucdo do novo problema 2D (no instante temporal seguinte) a partir da
solucdo de saida do integrador, através da chamada da rotina PROBDCON1.

11. Escrita do conjunto de resultados seleccionado para tempos controlados pelo
intervalo de impressao DTPRESS.

12. Redefinicdo da malha referente ao tempo seguinte pela chamada da rotina de
geracao de malha GRID2.

Tabela B.3 Resumo das varidveis de entrada do programa INTEGR2D fornecidas pelo ficheiro DADOS.

Nome da Tipo de Valores que L ~
Varidvel Varidvel Assume Significado Observages
XE Posicdo da fronteira esquerda em x
XD Posigdo da fronteira direita em x
Escalar Dupla — -
YE Precis3 Posi¢do da fronteira esquerda emy
recisdo
YD Posi¢do da fronteira direita em y
TIN Instante de tempo inicial Tempo inicial da integragdo
NTIMES Escalar Inteira N2 de subintervalos temporais
1=0, ..., NTIMES-1;
TIME(1) Tempo final de cada intervalo Tempo final da integragdo =
Ve;:zzi?ﬁucf'a TIME(NTIMES-1)
DT(1) Passo de integragdo temporal 1=1, .., NTIMES
DTPRESS(1) Passo temporal de impressao de resultados 1=1, .., NTIMES
MX Nivel de resolugdo minimo em x
"4 Nivel de resolugdo minimo em y
NX Escalar Inteira Nivel de resolugdo maximo em x
NY Nivel de resolugdo maximo emy
NDRV Numero de derivadas
. . 1 Direcgdo a derivar; Diferenciagdo em x
IDRV(I,J Matriz Inteira
() 2 1=1,..,NDRV;J=1, ..,5 Diferenciagdo emy
NPD Escalar Inteira Ne de pontos de aproximagdo FD; Refere.nte 2o tipo de diferencas finitas
escolhido
CENTRAIS Diferengas centradas
TIPO NCENTRAL Tipo de diferengas finitas; Diferengas descentradas
Escalar Caracter NCBIASED Diferengas descentradas biased
TIPO1 UP Orientagdo predominante das diferengas Diferengas Upwind
DOWN finitas; Diferengas Downwind
0 Parametro que controla o tipo de Interpolagcges Ilnear(?s —
NINTP . . ~ InterpolagGes de Splines cubicas com
Escalar Inteira 1 interpolagdo
NPINT pontos
NPINT N2 de pontos de interpolagdo Apenas necessario se NINTP = 1
ATOL Escalar Dupla Tolerancia absoluta . .
e — - Referente ao integrador seleccionado
RTOL Precisdo Tolerancia relativa
1 Rotina criteriolm
3 Parametro que define o critério de colocagdo Rotina criterio3m
ICRITO ) - —
4 2D do tipom Rotina criterio4dm
5 Rotina criterio5m
) 3 A ] s - Rotina criterio3i
Escalar Inteira Parametro que define o critério de colocagdo - ——
ICRIT1 4 Lo Rotina criterio4i
2D do tipo i - ———
5 Rotina criterio5i
K Ordem da derivada analisada
L 1 Parametro que define o critério 1D Critério do tipo C1
2 seleccionado Critério do tipo C2
Vector Dupl
GTOL(l) ec or. NUp a 0 Tolerancias referentes ao integrador 1=1,2
Precisao
0 A . Malha de nivel minimo uniforme
Parametro que controla a forma como é — ———— -
NGRID . ) Malha de nivel minimo introduzida
1 introduzida a malha base
como dado externo
NDISC 0 Parametro que define o tipo de discretizagdo Diferengas finitas (FD)
Escalar Inteira 1 escolhido Esquemas de alta resolugdo (NVSF)
1 Limitador MINMOD
2 Parametro que define o limitador de fluxo Limitador SMART
NSCHEME 3 escolhido; Limitador CLAM
4 Apenas necessario se NDISC =1 Limitador WACEB
5 Limitador CUBISTA
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Assim, a subrotina READER procede a leitura dos dados a partir de um ficheiro
designado por DADOS, previamente construido pelo utilizador, e que define parte da
informacgdo necessdria para a execuc¢do. Porém, os parametros possiveis de especificar
pelo utilizador no ficheiro DADOS sdo algo diferentes dos correspondentes ao
programa 1D. Tal seria de esperar, ja que o incremento da dimensao do problema e a
sua aplicagdo a modelos de natureza mais limitada implica a necessidade de um
conjunto de dados de esséncia semelhante mas distinta. De qualquer modo, as
estruturas de ambos os ficheiros sao muito parecidas, sendo os parametros a definir
para este caso resumidos na Tabela B.3, juntamente com a sua influéncia na evolugdo
de cada execugao.

No que diz respeito a escrita de resultados, o programa principal imprime resultados
seleccionados em ficheiros especificos, denominados por “fort.n”, onde n corresponde
a:

n=12 =  Solugdo organizada numa matriz para o tempo inicial e
para tempos seleccionados definidos pelo intervalo de
impressao DTPRESS;

n=13 =  Matriz de activacdo nodal (A, cujos elementos unitarios
correspondem a nodos activados e os elementos nulos
se referem a nodos ndo activos) para o tempo inicial e
para tempos seleccionados definidos pelo intervalo de
impressao DTPRESS;

n=15 =  Perfil inicial da solucdo organizado em stencils
sequenciais de x.

n=14 =  Perfis de solugdo organizados em stencils sequenciais de
X, para tempos seleccionados definidos pelo intervalo
de impressao DTPRESS.

n=20 =  Perfil da evolugdo temporal do nimero de nodos da
malha; tempo de cpu.

n =69 =  Ultimo perfil disponivel da solugdo associada a uma
mensagem de integragdo mal sucedida activada pelo
integrador temporal (Subrotina INTEGR).

Novamente, ndo se recorre a qualquer parametro que controle o tipo de resultados
que sao imprimidos em cada execugdo. Assim, todos os perfis referidos acima sao
postos a disposicdao do utilizador, nos ficheiros correspondentes, para os instantes
temporais especificados.

As restantes subrotinas que constituem o cédigo sdo igualmente agrupadas em oito
blocos (vd. Figura B.6), que executam fungbes equivalentes as descritas na secgdo
anterior, para o algoritmo 1D, verificando-se, mesmo que, alguns dos blocos sdo
perfeitamente coincidentes. Assim, para cada bloco, tem-se que:

Bloco @. Subrotinas fornecidas pelo utilizador.

As subrotinas que constituem o bloco @ s3o fornecidas pelo utilizador, sendo muito
semelhantes as aplicadas no cddigo unidimensional. Novamente, o utilizador necessita
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de construir trés subrotinas e uma fungdo, que sao chamadas pelo cédigo pré-definido
e que representam operacdes equivalentes as exigidas pelo programa STATO02. Assim,
tem-se neste caso:

Subrotina MODELINIT = Fornece a condicdo inicial analitica do problema (funcdo
uo), guando esta é requerida;

CALL MODELINIT(Z,U,NINT)

Subrotina BOUNDARY = Fornece as condi¢cdes fronteira (fungcbes G) e as suas
caracteristicas em ambas as extremidades do dominio
espacial;

CALL BOUNDARY(KI,1,J,T,LE,LD,Y,YB)
Subrotina MODEL = Fornece a funcGes F do modelo diferencial;
CALL MODEL(NP,T,Y,DY,F)

Funcdo F1 = Funcdo que define possiveis fungdes a ser diferenciadas
directamente;

CALL F1(K,U)

As diversas variaveis a definir em cada uma dessas subrotinas estdo resumidas na
tabela B.4.

Bloco @. Subrotinas referentes a integragdo temporal.

Ao contrario do cddigo anterior, o nucleo central do bloco @ referente a integracgdo,
consiste agora no integrador RKF45[1] (vd. Anexo C) que engloba as subrotinas que
asseguram a integracdo temporal do problema original. A subrotina de avaliacao de
residuos RES, que processa o cdlculo das equacbes do modelo, é bastante mais simples
do que a utilizada no cédigo unidimensional ja que delega todas as operacgbes de
avaliacao das derivadas espaciais na rotina SPATIALDERV. Deste modo, esta rotina
define as caracteristicas fronteira de cada problema integrado (pela chamada da
subrotina BOUNDARY) e procede ao célculo das estimativas para as derivadas espaciais
de uma forma sucessiva na direccdo (x ou y) seleccionada (processo controlado pela
definicdo da matriz IDRV), através do recurso as rotinas DSS001 ou NVSF.
Posteriormente, a subrotina RES recorre a subrotina MODEL para a estimativa dos
valores da funcdo F do modelo em todos os nodos do problema. Esta solucdo é entdo
introduzida no procedimento geral do integrador RKF45, que representa a
implementagao do algoritmo numérico de integragao de Runge-Kutta-Fehlberg de
quarta e quinta ordem|2].

Bloco ®. Rotina que gere o esquema de gera¢dao de malha implementado.

Devido a variedade de critérios de geracdo de malha disponiveis, na implementacdo do
cédigo INTEGR2D (vd. Figura B.3), optou-se por utilizar uma subrotina especifica para a
gestdo do processo de seleccdo dos critérios a aplicar quer numa perspectiva m como
i. Assim, consoante os valores introduzidos para os parametros ICRITO e ICRIT1 (vd.
Tabela B.3), a rotina GRID2 promove a activacdo das subrotinas relacionadas com os
critérios 2D correspondentes.
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Tabela B.4 Resumo das varidveis presentes nas subrotinas definidas pelo utilizador para a execugao do
programa INTEGR2D.

Nome das Tipo de Valores
Subrotina Lo p. . que Significado Observagoes
Variaveis Varidvel
Assume
X Posi¢do em x
Y Posi¢do em x
U Solugdo em [x,y]
Posigdo da fronteira
XE
esquerda em x
INIT Escalar Dupla — -
XD Precisio me.c;ao da fronteira
direita em x
Posigdo da fronteira
YE
esquerda emy
YD Pf)si.c;éo da fronteira
direita em x
0 Parametro que define Define-se uma variagdo temporal da solugdo
KI 1 a especificagdo nas Definem-se as informagdes referentes as
fronteiras condigdes fronteira
| Escalar Inteira 1 Direcgdo de Diferenciagdo em x
2 diferenciagdo Diferenciagdo emy
J Contador da posigdo Diferenciagdo em x —dominio y
no dominio Diferencia¢do em y — dominio x
T Escalar DP Tempo de integragdo
BOUNDARY LE 0 Tipo de Fronteira N3do ha restrigbes
. 1 Esquerda Restrigdo definida em YB
Escalar Inteira " - < —
LD 0 Tipo de Fronteira N3do ha restrigbes
1 Direita Restri¢do definida em YB
1=1,2;
Y(1) Solugdo nas fronteiras I =1, Fronteira Esquerda; | = 2, Fronteira
Vector Dupla Direita
Precisdao 12 derivada em cada 1=1,2;
YB(1) fronteira (Condigdes I =1, Fronteira Esquerda; | = 2, Fronteira
de Neumann) Direita
Escalar Dupla . =
T Precisio Tempo de integragdo
Y(I) Vector Dupla Solucdo J=1,..,NP
Precisdao
Matriz Dupla . . I1=1,..,NP
DY(1,J) Precisio Derivadas espaciais J=1 .. NDRV
F(1) Vector Dupla Funcdo F I=1,..,NP
Precisdao
NP Escalar Inteira Nimero de nodos da
malha 2D
MODEL XE Posigdo da fronteira
esquerda em x
XD Posigdo da fronteira
Escalar Dupla direita em x
VE Precisdo Posi¢do da fronteira
esquerda emy
YD Pf)si.c;éo da fronteira
direita em x
Posi¢des da malha em _
() Vector Dupla X 1=1,..,NP
Precisao icd
() Sosu;oes da malha em I=1,.. NP
. Contador de varidveis
K Escalar Inteira
F1 do modelo
U Escalar DP Solugdo

Bloco @. Subrotinas que implementam as operagdes de interpolagdo.

Como as

operacdes de

interpolacdo sdo agora

incorporadas nos proéprios

procedimentos de geracao de malha, revela-se necessario o desenvolvimento de uma
subrotina especifica que implemente o processo de preparacdo e execucdo das
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operacdes de interpolacdo, quer lineares como nao lineares. Esta rotina designada por
INTEGR recebe os stencils de interpolacdo (vectores de posicdo e de solugdo) e a
posicdo onde interpolar, selecciona o tipo de operacdo a realizar (controlada pelo valor
do parametro NINTP) e executa o prdprio processo através da chamada das rotinas
adequadas. Da mesma forma do que no caso unidimensional, a interpolagao nao linear
é realizada com splines cubicas, através do recurso a rotina CUBSPL e a fungdo SEVAL,
ja descritas anteriormente. No caso de NINTP = 0, todas as interpolagdes sao
efectuadas por aproximagao linear.

R !
: 1
! | pTTTmmmmmeeees !
1 : ! 1
1
GRID2 | i || CRITERIO42m |1 1| GRIDGEN22 | !
| | [ 1
: L |
INTEGR2D ! | ! |
1 : ! :
0 || cRiTERIOS2m [ [+ L] GRIDGEN42 | |
MATRIX [« L :
1 1
A ! i """"""""" '
! 1
! CRITERIO32m : > PLANE2
_ : 1
L e e - A
R !
! 1
——— | | CRITERIO32i [T | STENCIL
1
! | pemmmmmm—tmeeee- :
. v .
L . '
' || CRITERIO42i []i 1| GRIDGENS2 | !
1 1 1
1 : I 1
e - e
| | CRITERIOS2i | i,| GRIDGEN62 |
1 | |
L1 ______________ |
____________________ va
S 7 Il L AN
1 b 1
[ NTeRpL | | | | DSSO01 [ SELECT GAUIOR | |
1 Yo 1
1 : 1 | A |
I y Lo v v v |
L || sevaL \ 1 | DSSO1B | | DSsO1C | | DSSO1D
1 Yo 1
1 : 1 1
' | | cusspL Lo v v v
WEIGHTS COEF :
1 [ :

Figura B.7 Esquema do processo de geracdo de malha adaptativa incluido na estrutura do cddigo
INTEGR2D.

Bloco ®. Subrotinas que implementam a estratégia de gera¢do de malha.
O bloco ® é constituido por todas as subrotinas relacionadas com a implementagdo do

algoritmo de geragao de malha é apresentado com maior pormenor na Figura B.7. O
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processo é gerido pela subrotina GRID2 que possibilita a seleccao dos critérios 2D
especificos a implementar. Deste modo, consoante o valor dos parametros ICRITO
(para geracdo do tipo m) ou ICRIT1 (para execuc¢des do tipo i) a rotina GRID2 chama as
subrotinas de geracdo de malha correspondentes.

Os critérios do tipo 32 recorrem a subrotina PLANE2 para o cdlculo de declives de
planos definidos no espago tridimensional, avaliados através de um método de
eliminacdo de Gauss-Jordan (rotina GAUJOR). Adicionalmente, todas as outras rotinas
estdo associadas a subrotinas externas GRIDGEN*2 que executam as operacdes de
pesquisa 1D baseadas nos critérios de colocacdo C10 e C2 (com a dbvia excepcdo da
subrotina CRITERIO12m que inclui este processo na sua estrutura). Estas rotinas
utilizam aproximagdes FD para a avaliagdo de medidas de erro que controlem o
processo de colocagao nodal. Deste modo, recorrem a aplicagao das rotinas para a
estimativa das derivadas espaciais (bloco ®), ja descrita com algum pormenor na
secgdo anterior.

As rotinas do tipo i recorrem a esquemas de interpolacdo associados ao conjunto de
rotinas do bloco @, ja discutidas acima. Por outro lado, alguns critérios aplicam a
subrotina MATRIX para a geragao automatica da malha base estabelecida por defeito.
Finalmente, os critérios C32i e C42i usam uma subrotina designada por STENCIL, que
constrdi os stencils que suportam as operagdes de interpolagao.

Bloco ®. Subrotinas para a estimativa das derivadas espaciais(FD).

O bloco ® engloba todas as subrotinas utilizadas na estimativa do valor das derivadas
espaciais através de aproximacOes de diferencas finitas[3] baseadas no método
recursivo de Fornberg[4-5], sendo exactamente igual ao aplicado no codigo de
refinamento, e ja descrito com algum pormenor, na sec¢do anterior.

Bloco @. Subrotinas para a estimativa das derivadas espaciais(HRS).

As rotinas de implementacdo da estratégia HRS para a estimativa de derivadas
espaciais sdo coincidentes com as aplicadas no ambito do algoritmo STATO02 e ja
descritas e discutidas na seccdo anterior.

Bloco ®. Subrotinas de interface 1D-2D.

O programa utiliza duas subrotinas que possibilitam a relacdo entre o caracter
bidimensional dos modelos integrados e a natureza unidimensional da solucao
introduzida no integrador temporal. Assim, a subrotina PROBCON1 executa a
construcdo prévia de um problema 1D legivel pelo integrador a partir do problema 2D
original, e a rotina PROBDCON1 promove a reconstrucdao do problema 2D a partir da
solugdo do sistema de ODE’s 1D obtido apds cada passo de integragao.

A forma como o cddigo é definido, obriga a verificacdo de algumas limitacdes,
resumidas da seguinte maneira:
Numero maximo de equagdes do modelo = 1

Nivel maximo de resolu¢do de uma malha diadica (NX ou NY) = 10
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Numero maximo de subintervalos no dominio temporal (NTIMES) = 5
Numero maximo de derivadas espaciais (NDRV) = 5
Numero maximo de varidveis do problema a integrar (varidvel interna) = 100000
Dimensdo maxima do vector de nodos de interpolacdo (NPINT) = 10
Dimensdo mdaxima do vector de nodos de discretizacdo FD (NPD) = 15

Da mesma forma do caso anterior, estes valores maximos podem ser alterados por
manipulagao das dimensdes dos vectores ou matrizes adequados. No entanto, ha de
ter em conta que estas alteragdes podem originar problemas como os ja
anteriormente referidos, relacionados principalmente com limitagdes de memoria.

B.2.2 DESCRICAO DE UM EXEMPLO 2D

Na presente seccdo, procede-se a apresentacdo de todos dados que o utilizador
necessita de fornecer ao cddigo para a execucdo de um exemplo estudado neste
trabalho. O problema 2D considerado refere-se a modelo diferencial que descreve o
comportamento de um sistema de combustdo bidimensional (vd. sec¢do 6.5; equacdo
6.27). Assim, este exemplo pretende ilustrar a aplicacdo do vasto leque de opcGes
disponiveis.

Deste modo, considera-se na Figura B.8 o seguinte ficheiro DATA, que define um
conjunto possivel de parametros de execucdo do algoritmo INTEGR2D, para o modelo
em questao.

0. D0, 1. DO, 0. DO, 1. 0DO XE, XD, YE, YD
0. D0 TIN

2 NTI MES
0.24D0,1.D-2,1.D-2 TIME(1), DT(1), DTPRESS(1)
0.300,1.D-4,1. D2

5,5,7,7 MX, MY, NX, NY

2 NDRV

1,1,0,0,0 I DRV(1, J)

2,2,0,0,0

5, CENTRAI S, UP NPD, TI PO, TI POL
1.D-5,1.D5 ATOL, RTOL

5,51,1 I CRITO, | ORI T1, K, L

0. 2500, 0. 25D0 GTOL( 1), GTOL(2)

7.1 NPI NT, NI NTP

0,1 NDI SC, NSCHENE

0 NGRI D

Figura B.8 Exemplo de um ficheiro DADOS referente ao modelo de combustao 2D.

Pela analise do ficheiro de dados anterior, verifica-se que o dominio espacial
corresponde ao intervalo [0,1]* (XE = YE = 0.0 e XD = YD = 1.0), enquanto que a
integracdo temporal se desenrola em dois subintervalos (NTIMES = 2). O primeiro
subintervalo corresponde a integracdo entre os instantest=0e t=0.24 (TIN=0.0 e
TIME(0) = 0.24), enquanto que o segundo subintervalo se refere aos limitest =0.24 e t
= 0.30 (TIME(1) = 0.30). Os passos de integracdo para cada subintervalo sdo fixados em
0.01 (DT(1) = 1><10'2) com um intervalo de impressdo de resultados de 0.01
(DTPRESS(1) = 1x107), e 0.0001 (DT(2) = 1x10%) e 0.01 (DTPRESS(2) = 1x1073),
respectivamente. Define-se um conjunto de malhas diddicas em que o nivel varia entre
5 e 7 para as direcgées x e y (MX = MY =5 e NX = NY = 7). O niumero de derivadas
espaciais presentes no modelo é 2 (NDRV = 2), correspondentes a duas varidveis de
segunda ordem em x e y, respectivamente (IDRV(1,1) = IDRV(1,2) = 1 e IDRV(2,1) =
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IDRV(2,2) = 2). A geracdo de malha (e possivelmente a discretizacdo espacial) é
realizada através de formulas de diferencas finitas com cinco pontos (NPD = 5), do tipo
centrado (TIPO = CENTRAIS; a variavel TIPO1 ndo é relevante neste caso). Por outro
lado, as tolerancias absoluta e relativa referentes ao esquema de integracdo temporal
sdo fixadas em 1x10™ (ATOL = RTOL = 1x10). O procedimento de geracdo de malha
adaptativa é executado com uma passagem inicial com o critério 2D C52m (ICRITO = 5),
seguido de avaliagcdes com o critério C52i (ICRIT1 = 5), com andlise da aproximacdo FD
da primeira derivada espacial da solucdo (K = 1), e aplicacdo do critério de colocacdo
1D Cl1lo (L = 1). As tolerancias associadas ao procedimento de geracdo de malha sdo
fixadas em 0.25 (GTOL(1) = GTOL(2) = 0.25), enquanto que as operacdes de
interpolacdo sdo realizadas por splines cubicas (NINTP = 1), com sete pontos (NPINT =
7). O algoritmo utiliza avaliagGes das derivadas espaciais efectuadas por aproximacgdes
de diferencas finitas (NDISC = 0). Assim o valor do parametro NSCHEME referente a
definicdo do limitador de fluxo associado a aproximacdes NVSF, torna-se irrelevante.
No entanto, tal ndo dispensa a realizacdo da respectiva especificacio de NSCHEME,
assumido como dummy. Finalmente, a malha de nivel de resolugao mais reduzido é
gerada internamente (NGRID = 0), como uma malha uniforme com 2™ intervalos de
tamanho constante em x, e 2™ intervalos do mesmo tipo em y.

Assim, as informacdes referentes as condi¢cdes pretendidas para a execugdo sdo
introduzidas no cédigo. De forma equivalente ao descrito para o caso do programa
unidimensional, a definicdao das caracteristicas especificas do modelo em si é realizada
pela associacdo ao programa de trés subrotinas e uma func¢do adicionais. As rotinas
correspondentes a descricdo do modelo em estudo sdo resumidas na Figura B.9.

SUBROUTI NE MODELI NI T( U, X, Y)
| MPLI CI' T DOUBLE PRECI SI ON (A-H, O 2)

COMWON SPACE/ XE, XD, YE, YD
U=1. DO

RETURN

END

[oRALEEEEEEEEEEEEEEEEERER R EE R EEEEE R R R R R

SUBROUTI NE BOUNDARY(KI , I, J, T, LE, LD, Y, YB)
I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)
DI MENSI ON Y(2), YB(2)

LE=0
LD=0

| F(KI . NE. 0) THEN
LE=1
LD=0

YB( 1) =0. DO
ENDI F

RETURN
END

oA EEEEE SRR EEEEE R EE AR EE R R R R R

SUBROUTI NE MODEL( NP, T, Y, DY, F)
I MPLICI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)
DI MENSI ON Y(100000)
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DI MENSI ON F( 100000)
DI MENSI ON DY( 100000, 5)
DI MENSI ON ZX( 100000) , ZY( 100000)

COMWON SPACE/ XE, XD, YE, YD
COVMON PROBC/ ZX, ZY

ALFA=1. D0

DELTA=20. DO

R=5. DO

Da=R* DEXP( DELTA) / ( ALFA* DELTA)

DO =1, NP

I F(ZX(1) . EQ XD. OR ZY(1). EQ YD) THEN
F(1)=0. D0

ELSE

F(1)=0. 01D0* (DY( I, 1) +DY( 1, 2) ) +Da* (1. DO+ALFA-Y(1))*
$ DEXP( - DELTA/ Y(1))

ENDI F
END DO
RETURN
END

oA EE AR SRR EEEEE R EE R EE R R R R R

DOUBLE PRECI SI ON FUNCTI ON F1(J,Y)
DOUBLE PRECI SI ON

I NTEGER J

F
Y
F1=Y

END

Figura B.9 Exemplo do conjunto de subrotinas fornecidas pelo utilizador (modelo de combustdo 2D).

Na subrotina MODELINIT é introduzida a condicdo inicial do problema (U) em todas
posicdes X e Y que definem a malha seleccionada. Neste caso, verifica-se que a solugdo
inicial apresenta um perfil inicial constante unitario.

A subrotina BOUNDARY informa o cddigo sobre as caracteristicas gerais definidas para
as fronteiras a que o modelo esta sujeito. No caso de Kl = 0, sdo disponibilizadas
informagdes sobre o comportamento temporal da solugao em cada fronteira. Neste
caso, tal ndo se revela necessdrio e definem-se apenas os valores por defeito dos
parametros LE e LD (LE = LD = 0). Por outro lado, para Kl = 1 introduzem-se possiveis
condi¢des de primeira ordem estabelecidas pelo problema. Assim, em qualquer stencil
de x ou de y definem-se uma condicdo de Neumann nula a esquerda (LE = 1 com YB(1)
= 0), e uma evolucdo ndo especificada a direita (LD = 0). Novamente, se alguma das
fronteiras for estabelecida como fixa (condi¢cdo de Dirichlet), o valor dos parametros
(LE para a fronteira esquerda e LD para a direita) deve ser nulo.

Na subrotina MODEL s3o introduzidas as expressoes referentes a funcdo F do modelo
(correspondente ao modelo geral — vd. equacdo B.6). O valor dessas fungoes é definido
na variavel F, para cada nodo |. Assim, estabelecem-se as condi¢Oes referentes as
fronteiras da direita (ZX(I) = XD ou ZY(l) = YD) que correspondem a variacées temporais
nulas (F(I) = 0), ja que nestas fronteiras sdo definidas condi¢Ges de Dirichlet. Nos casos
restantes atribui-se a expressdo generalizada da funcdo do modelo. Para a aplicacdo
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desta funcdo, é necessario definir os valor de quatro parametros, ou seja ALFA = 1,
DELTA =20 e R =5, enquanto Da é calculado com base nos anteriores.

Finalmente, na funcdo F1 sdo especificadas possiveis funcdes dependentes da solugao,
passiveis de ser diferenciadas directamente. O exemplo descrito ndo apresenta este
tipo de fungdes e, deste modo, a funcao F1 é estabelecida como a prépria solucdo.
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ANEXO C

INTEGRADORES NUMERICOS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS



C.1 DASSL — DIFFERENTIAL-ALGEBRAIC SYSTEM SOLVER

O integrador implicito DASSL — Differential-Algebraic System Solver (Petzold, 1982[1],
Brennan et al., 1989[2]) foi desenvolvido para a resolucdo de sistemas de equacdes
diferenciais ou algébrico-diferenciais de indice inferior a um, da forma:

Flu,u,t)=0,t0]t,,T] (C.1)
sendo:
u(t) — vector estado, funcdo da variavel independente t (que geralmente, representa o

. ~ . du . .
tempo ou uma dimens3o espacial; u’ =d— — primeira derivada de u em ordem a t.
t

A DASSL foi especialmente concebida para lidar com sistemas mistos de equagdes
diferenciais e algébricas com caracteristicas stiff e aplica uma estratégia preditiva-
correctiva de ordem e passo varidveis, desenvolvida por Gear, 1971[3]. O vector de
derivadas u’,;; (correspondente ao tempo t,.;) é aproximado, no estagio corrector,
por uma férmula de diferencas finitas backward, sendo o sistema de equacgdes
algébricas resultante, resolvido para o vector estado u,.;, através de um método de
Newton modificado. O tamanho do passo e a ordem de integracdo sao ajustados
automaticamente, de forma a possibilitar uma melhoria na performance do processo,
dentro dos limites determinados pela tolerancia definida por parte do utilizador, para
o erro admissivel em cada passo.

No que concerne aos parametros directamente relacionados com o integrador (vd.
Anexo B), os cddigos desenvolvidos neste trabalho, apenas requerem por parte do
utilizador, a definicdo das respectivas tolerancias de integracdao, que de uma forma
geral, limitam o erro toleravel maximo na execucdo de cada passo, da forma:

|ErroLocal| < ATOL +RTOL|u| (C.2)

em que: ATOL —tolerancia absoluta; RTOL — tolerancia relativa.

Em cada passo, as chamadas do integrador realizadas a partir do codigo, sao
efectuadas na sua forma standard, ou seja, sem que qualquer das opg¢des adicionais
possiveis de utilizar, esteja activada (INFO(i) =0, i =1, ..., 15). Este facto implica que,
entre outras coisas, a matriz jacobiana das derivadas parciais ndo seja fornecida na sua
forma analitica, tendo obrigatoriamente de ser aproximada pelo integrador através de
diferencas finitas, para além de outros pormenores que, em casos particulares,
poderiam melhorar o desempenho do integrador.

O integrador DASSL estd incorporado em numerosas aplicacdes de nivel superior (por
exemplo, SCILAB[4] ou OCTAVE[5]), podendo ser acedido de forma directa e
estandardizada a partir dessas plataformas.

Neste trabalho, utiliza-se uma rotina fortran definida em dupla precisdo do software
DASSL, ddassl.f. Informagdes adicionais acerca do software podem ser facilmente
obtidas através da consulta das instrugdes disponiveis na introducdo do proprio cadigo
fonte[6] ou nos numerosos sitios que possibilitam o download do programa, e.g. [7].
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C.2 RKF45 — RUNGE-KUTTA-FEHLBERG

O integrador RKF45 foi primordialmente desenvolvido por H.A. Watts e L.F.
Shampine[1], para a resolucdo de sistemas de equagdes diferenciais explicitos,
moderadamente ou n3o stiff, com o formato genérico:

%ﬁazf@,uyuzfulumq) (C.3)

em que, neq corresponde a dimensao do vector solugdao u disponivel para um
determinado tempo t.

A rotina RKF45 implementa um método de integragao de sistemas de ODE’s do tipo
Runge-Kutta (RK), apresentado por E. Fehlberg[2] em 1969, e desse modo designado
por método de Runge-Kutta-Fehlberg (4,5) ou quarta-quinta ordem. O esquema
baseia-se na comparacdo entre os resultados obtidos pela implementacdo de dois
métodos Runge-Kutta (de quarta e quinta ordem, respectivamente) como forma de
realizar a estimativa de uma medida do erro, que possibilite um controlo do passo de
integragdo, ou seja que avalie a adequagao do passo utilizado.

Assim, considerem-se os parametros seguintes definidos a partir da solugao no nivel
de tempo t[3]:

k, =hf(t,u,), (C.4)
1
(t+ —h,u, +— kj (C.5)
4
—hf( +—k + 2% j (C.6)
8 32 %) '
L1932, 7200 . 7296
k, =h t-+—— U, Kk, — k, + C.7
' f( 2197 Y2197 ° 2197 3) (€7)
(t +h,u, +4—39/< -8k, + 3680k3 _ 84 4) (C.8)
513 4104
1 8 3544 1859 11
k, =hf| t, +=h,u, ——k, +2k, - k. + k, ———k C.9
® f(’ 2 27 % % 2565 ° 4104 ' 40 Sj (€9)

em que h corresponde ao um passo de integracao arbitrario. Para o mesmo h, aplicam-
se 0s parametros k; na avaliagdo de uma aproximagao a solugdo através de um método
RK de quarta ordem[3]:

. 25 1408 2197 1

U, =u,+ k, + k;, + k, ——ks, c.10
o 216 © 2565 ° 4104 ' 5 ° (€.10)

e de um esquema RK de quinta ordem,

u,, =u, + 16 k, + 6656 h,+28561k4—~flk5+u3-kv (C.11)
135 © 12825 ° 56430 ° 50 ° 55
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Se os dois valores anteriores se compararem num determinado nivel de precisao
pretendida, a solucdo obtida é aceite. No entanto, se a diferenca calculada nao
verificar o critério de convergéncia pré-estabelecido, o passo é diminuido. Finalmente,
se a concordancia exceder um nimero de digitos significativos para além da precisdao
requerida, o passo de integragdao é aumentado.

Assim, um passo Optimo sh é determinado a partir do passo actual h, sendo s dado
por[3]:

1/4

f__eh
Z‘U,S+1 -u

i+l

(C.12)

onde £corresponde a uma tolerdncia especificada para controlo do erro.

A versdo do programa utilizada RKF45.f no trabalho presente foi obtida através de
download a partir de [4].
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