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Introducao

1. Motivagao

O estudo da teoria geral dos polinémios ortogonais comegou quando frequentei,
na parte lectiva do curso de mestrado, a disciplina de Teoria Construtiva da Apro-
ximacao leccionada pelo professor Amilcar Branquinho. Fui adquirindo bases mais
solidas dos conceitos principais desta teoria com o estudo dos capitulos 1 e 2 do livro
de T.S. Chihara [13] que foi um ponto de partida para o primeiro capitulo.

No segundo capitulo avango com a andlise e a compreensao de uma parte do
trabalho de Pollaczek [26], onde se mostra como, a partir de uma qualquer relagao
de recorréncia a trés termos com coeficientes polinomiais de ordem n, se obtém
a correspondente equacao diferencial e como, ao resolve-la, obtemos a expressao
da funcao geradora respectiva. Depois farei uma breve descricao de como obter a
respectiva medida de ortogonalidade.

Verifiquei também que os polinémios ortogonais classicos estao inseridos nesta
categoria, ou seja, sao polinémios do tipo Pollaczek. O estudo deste artigo levou-me
a aprofundar os conhecimentos da teoria das equacoes diferenciais, nomeadamente
das equacoes do tipo Fuchs, das equacoes de Gauss e do método de Laplace.

Juntamente com o professor Branquinho mostrei, nos capitulos Il e IV, como a
teoria dos polinémios ortogonais evoluiu em torno dos classicos Hermite, Laguerre,
Jacobi e Bessel. A partir dos resultados apresentados por Lancaster em [18] relativos
aos polindmios ortogonais discretos, realizdimos um estudo andlogo, tendo como
motivagao o método desenvolvido por Vicente Gongalves em [30] e em [31].

A partir deste estudo fez-se uma extensao dos resultados para o caso continuo
onde, de modo natural, surgem as sucessoes de polindémios ortogonais classicos e as
suas familias co-recursivas.

iii
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2. Descrigao do trabalho

Este trabalho esta dividido em trés partes. A primeira parte consiste numa breve
incursao pela teoria geral dos polindmios ortogonais. Desta forma comegaremos por
definir funcional linear e sucessao de momentos que lhe estd associada. A partir
dela chegaremos as sucessoes de polinémios ortogonais ménicos e as propriedades
relativas a estes, definindo também a medida de ortogonalidade.

Depois, mostraremos que estas sucessoes verificam uma relagao de recorréncia a
trés termos e, a partir desta relagao chegaremos ao teorema de Favard. Seguiremos
a demonstragao de Pollaczek em [26].

O processo apresentado por Pollaczek para a obtencao da medida de ortogonali-

dade ¢ valido na regiao de convergéncia uniforme da série

[e's)
>
zn+1

n=0

que representa a fungao geradora de momentos (u,).

A fungao geradora da familia de polinémios { P, }, dadas por

(2.1) > P”—(x)z”,

n!
n=0

desempenhara também um papel principal no estudo apresentado por Pollaczek.

De seguida apresentaremos um resumo da convergéncia pontual e uniforme de
séries de funcoes. Este estudo é relevante na determinagao da regiao de convergéncia,
uma vez que se torna necessario, neste caso, analisar o comportamento assimptotico
das sucessoes de polinémios ortogonais. Para a questao da convergéncia serd demons-
trado o teorema de Poincaré. No final deste capitulo estudaremos as propriedades
relativas aos zeros dos polinémios ortogonais.

Nesta primeira parte incluiremos, também, o capitulo II onde iremos apresentar
as ideias contidas no trabalho de Pollaczek para a obtencao da funcao geradora
partindo da relacao de recorréncia a trés termos e da equacao diferencial que a

verifica.



2. DESCRICAO DO TRABALHO v

Como no trabalho de Pollaczek sao utilizados os polinémios associados comegaremos

o capitulo com uma breve introducao relativa a estes e faremos também referéncia
ao teorema de Markov seguindo a demonstragao apresentada em [26].

Para apresentar o trabalho de Pollaczek consideramos a relagao
P.(x) = (Apx + Bp) Py (x) — CpPyg(z), n=1,2,..

com condigoes iniciais Py(x) =1 e P_; = 0, onde { P, } ¢ uma sucessao de polinémios
ortogonais nao moénicos, nao ortonormados e A,,, B, e C, sao polinémios em n de

grau fixo tais que > (0. Quando obtemos uma relacao de recorréncia a trés

n
AnflAn
termos onde os coeficientes sao fungoes racionais temos sucessoes de polinémios do
tipo Pollaczek. Descreveremos o método que Pollaczek apresentou para a deter-
minacao da equacao diferencial correspondente a esta relacao de recorréncia. Tal

equacao diferencial tem a forma

(1) () o () m () - o

No final veremos como se obtém a expressao da fungao geradora (2.1) correspon-
dente. As equacgoes diferenciais obtidas durante este processo sao equacoes de Gauss,
caso particular das equagoes tipo Fuchs. O estudo deste tipo de equacoes diferenciais
sera realizado no inicio do capitulo e terd como referéncia o livro de Favard [15]. De-
pois faremos uma breve descricao do método de Pollaczek para obter-se da medida
de ortogonalidade.

No capitulo III, tendo como ponto de partida o trabalho [18] de Lancaster,
faremos um estudo exaustivo da familia de polinémios ortogonais {AP,}, onde o

operador discreto A estd definido como em [21]:

pla +h) — pl(o)

(2.2) App(z) = .

Nesse estudo determinaremos a férmula de Rodrigues, os coeficientes da relacao de
recorréncia a trés termos, (3, e 7, e a expressao da medida de ortogonalidade usando

0 método descrito por Vicente Gongcalves em [30] e em [31]. E importante salientar
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que este processo é valido para qualquer operador discreto que se considere e que
conseguimos chegar a estes resultados sem utilizar a ortogonalidade dos polinémios.

Obteremos seguidamente uma caracterizagao geral destas familias de polinémios
ortogonais discretos Caracterizagdo de Hahan como em [13] e adaptando a caracte-
rizacdo de McCarthy em [22].

A partir destes resultados, tomando o limite, quando h tende para zero, em (2.2)
obtemos as sucessoes de polinémios ortogonais continuos correspondentes. Proce-
dendo de forma analoga para os coeficientes 3, e 7, da relagdao de recorréncia a trés
termos, obtemos os coeficientes relativos aos polindémios ortogonais classicos.

Todos os resultados relativos a formula de Rodrigues, relagao de recorréncia
e respectivos coeficientes podem ser obtidos para o caso continuo através de um
processo analogo ao utilizado no caso discreto. Como as propriedades dos zeros dos
polinémios ortogonais sao uma pecga fundamental nesta teoria apresentaremos, no
final deste capitulo, o Teorema de Sturm, que nos permite obter a localizacao dos
zeros dos polinémios classicos.

No capitulo 1V, caracterizaremos as sucessoes de polinémios co-recursivos da
familia classica.

Comecaremos com uma breve introducao aos conceitos de mudanca afim na
variavel e polinémios co-recursivos.

Comecaremos por mostrar que existe uma relacao entre os polinémios associados
de primeira ordem e a derivada de primeira ordem de {P,} dada pela seguinte

equacao:
[0D? + (2¢' =)D + (A — ¢" + )] PV} = 2(ag — by) P

Partindo desta equacao determinaremos os coeficientes 6, e v, da relacao a trés

termos de uma nova familia de polinémios ortogonais que designaremos por {P,}.
Apresentaremos na tabela 2 os coeficientes 3, e v, da relagao de recorréncia

correspondente aos polinémios ortogonais classicos e na tabela 3 os coeficientes 9,, e

v, relativos aos novos polinémios P,,.
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Pretendemos relacionar estas duas familias de polindémios usando uma expressao

da forma:
P,(z) = P (ax + b;d)
com parametros livres a, (3, dg € 1.

Para isso iremos obter uma relacao entre os coeficientes das relagoes de re-
corréncia destas duas familias de polinémios. Com esse propdsito comecaremos
por fazer a seguinte mudanga afim na variavel nas expressoes de 3, e 7, da tabela
2 e relacionando-as com as expressoes dos coeficientes 6, e v, dadas pela tabela 3 e

que tém a seguinte forma

n+c b

R 5+T

o 7n+1+c

Vpy1 = T
0o = By — d.

Através destas expressoes encontraremos os parametros a,b,c,d em funcao dos
parametros livres «, (3, dp € v1. A sucessao de polinémios co-recursivos dos cléssicos
que se obtém também sao do tipo Pollaczek.

No final do trabalho apresentaremos as expressoes da medida de ortogonalidade
dos polinémios cléssicos que foram desenvolvidas por Askey e Wimp em [3], Bustoz
e Ismail em [9] ¢ Wimp em [33]. E importante referir que o método desenvolvido

nestes trabalhos foi baseado no de Pollaczek descrito em [26)].

3. Notacao e Nomenclatura

Neste trabalho utilizamos o sistema de numeracao indo-arabe para os capitulos
e para as seccoes. Relativamente as Defini¢oes, Teoremas, Corolarios e Lemas, a sua
corresponde a ordem com que surgem no texto, isto é, se nos referirmos ao teorema
2.3 isto significa que nos encontramos na seccao 2, teorema 3.

Representaremos por (u,) a sucessdo de momentos, por w a medida de orto-
gonalidade e por S a transformada de Stieltjes. Observe-se que designaremos as
sucessoes numéricas por (.) e as sucessoes de fungoes por {.}. designaremos as su-

cessoes de polindmios ortogonais ménicos por { P, }, reservando a notagao {p,} para
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as sucessao de polinémios ortonormais. Os coeficientes da relagao de recorréncia a

trés termos serao representados por (3,, 7, e a fungao geradora por g(z, 2).
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CAP{TULO 1
Teoria Geral dos Polinémios Ortogonais

Como referimos, abordaremos neste capitulo a teoria geral dos polinémios orto-
gonais indicando alguns resultados que se mostraram relevantes para os préximos
capitulos.

As provas de alguns destes resultados encontram-se em Chihara [13] que foi aqui
usado como base. Também serao utilizados alguns resultados obtidos por Pollaczek
em [26).

Iniciaremos o capitulo definindo funcional de momentos associada a uma su-
cessao de momentos (u,). Veremos que condigoes se devem impor para garantirmos
a existéncia de uma sucessao de polinémios ortogonais e quando esta existe apre-
sentaremos condicoes que nos garantem a sua unicidade.

De seguida, estabeleceremos o teorema de Favard, que sera demonstrado como
fez Pollaczek em [26]. Passaremos entao para a funcao geradora de uma sucessao de
polinémios ortogonais e determinaremos a sua regiao de convergéncia. Para garantir
a existéncia desta regiao utilizaremos o Teorema de Poincaré aplicando-o ao caso
dos polinémios ortogonais classicos.

No final, faremos uma breve abordagem as propriedades dos zeros dos polinémios

ortogonais.

1. Relacao de Recorréncia a Trés Termos

Seja P o espago linear dos polinomios definidos em R com coeficientes complexos

e considere-se a funcional linear u sobre P definida da seguinte forma

u : P—C, (u, Py(x)) = up.
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2
Seja (u,) uma sucessao de nimeros complexos com u definida como anteriormente e

tal que (u,x2™) = u, em que {x"} é uma base de P. Diz-se que (u,) é uma sucessio
de momentos.

Consideremos a seguinte defini¢ao

DEFINIGAO L.1. Dizemos que a sucessao de polinémios {p,} € uma sucessao de

polinomios ortogonais associada a funcional de momentos u se
(1) para cada n € N, P,(x) é um polindmio de grau n,

(2) (u, Pp(2)Po(x)) = knOmn, onde k, = (u, P?) # 0 para todos os m, n inteiros

nao neqativos € O,,, € o numero de Kronecker.

ExXEMPLO 1.1 (Polinémios de Tchebychev). Consideremos os polindmios de Tcheby-

chev de primeira espécie que estao definidos da seguinte forma

T, (z) = cos(nf) com n=0,1,... e 0= arccos(z).
Usando a igualdade trigonométrica

cos [(n 4+ m)B] + cos [(m — n)0] = 2 cos(mb) cos(nb)

obtemos a seguinte relagao

/7T cos(mb) cos(nf)df = { 0 se m#n
0

s —
T ose m=n
Ou seja, cos(m#), cos(nf) sao ortogonais no intervalo |0, 7[. Fazendo a mudanga de
variavel x = cos 6 no integral anterior obtemos

/1 To(z) T (x)(1 — x2)’%dx =0 para m # n.

com T,(x) = cos(narccos(z)) para z € [—1, Portanto a sucessao {71,(z)} é
ortogonal relativamente a fungao peso w(x)

— 2%)72, ou seja, relativamente a

funcional u : P — R definida por u(z) = _llp(x)(l — 2?)2dx.

A sucessao {p,} fica univocamente determinada quando fixamos o coeficiente

do termo de maior grau de cada p, ou quando fixamos a constante k,,, mesmo que
tenhamos sucessoes diferentes para cada valor de k,.
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Se p, for monico, isto é, p, = 2™ + ..., 0 termo de maior grau tem coeficiente 1,
conclui-se portanto que {p,} é uma sucessao de polindmios ortogonais ménicos que
passaremos a designar por {P,}. Se além disso, ||p,|| = 1 obtemos uma sucessdao de
polinomios ortonormais.

Mas nem todas as sucessoes de momentos dao origem a sucessoes de polinomios

ortogonais como veremos no exemplo seguinte

EXEMPLO 1.2. Consideremos a sucessao de momentos u, = (u,z") = a™ en > 0.
Temos, Py(z) = a para alguma constante o e (u, ) = o # 0.
Se P(z) = ax+ (e (u, Py(x)Pi(x)) = a(Ba+) = 0 obtém-se v = —fFa. Assim,

conclui-se que
(u, P}(z)) = 8% +26va +~° =0
pelo que nao pode existir uma sucessao de polinémios ortogonais para wu.

Seja agora H,, o determinante de Hankel de ordem (n + 1),n € N, associado a

sucessao dos (n + 1) primeiros momentos definido da seguinte forma:

Ug - Uy,
u .« e . un
H - 1 1
un .« o e u2n
Definindo
U U1 PN U,
(1.1)  P,(x)= : : h : H' com n>1, P(z)=1,
Up—1 Up—2 - U2p—1
1 x’ P :En

obtemos uma sucessao de polinémios {P,} ortogonais em relagdo a u. Além disso

obtém-se
Hn+1 (37)

equacao que nos fornece uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de

(u, Pp(x) P, (x)) = Omn, M,n € N,

uma sucessao de polinémios ortogonais. Tem-se designadamente:
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TEOREMA 1.1. Seja u uma funcional de momentos com sucessao de momentos
(un). FEziste uma sucessao de polindmios ortogonais associada u se, e somente se,

H, #0 comn=0,1,... ewvem dada, a menos de uma constante, por (1.1).
Daqui resulta que

TEOREMA 1.2. A funcional u diz-se reqular ou quase-definida quando estiver
associada a uma sucessao de polindmios ortogonais mdnicos, ou quando H, # 0.
A funcional u, € definida positiva se e somente se os momentos sao todos reais e

H, > 0. Neste caso {P,} € uma sucessao de polinémios ortogonais reais.

Outro resultado importante relativo as sucessoes de polinémios ortogonais é o

seguinte:

TEOREMA 1.3. Seja u uma funcional de momentos e {p,} uma sucessao de

polinomios. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) {pn} € uma sucessao de polindmios ortogonais em relagio a u,
(2) (u,2"pp) = knbmn comk, #0 e0<m<n-—1,
(3) se m € um polindmio de grau menor que n e ™ ndao € identicamente nulo,

entao (u,mp,) =0 e (u,(x)p,) # 0 se m =n.

As familias de polinémios ortogonais {P,} podem representar-se de variadas
formas entre elas através da relacao de recorréncia a trés termos como veremos a
seguir.

Seja { P, } uma sucessao de polinémios ortogonais relativamente a u, sendo u uma
funcional quase-definida. Quaisquer trés elementos consecutivos de {P,}, sucessao

de polinémios de grau n, satisfazem uma relacao da forma
(1.2) P,(z) = (Ayz + By) Poo1(z) — CpPy—o(z), neN

onde A, # 0, B, e C, designam constantes reais ou complexas. Além disso, caso
{P,} seja uma sucessdo de polinémios ortogonais ménica em relagdo a funcional

quase-definida u entao {P,} também satisfaz uma relacao de recorréncia do tipo

(1'3) Pn(x) = (ZE - ﬁn)Pn—l(x) - ’VnPn—Q(:E)v



1. RELACAO DE RECORRENCIA A TRES TERMOS 5

paran € N, e P_y(z) = 0, onde (3,, 7, s@o constantes e v, # 0. Mais, se u for
definida-positiva entao 3, é real e v,.1 > 0 para n > 1, sendo 7, arbitrario.

Um dos resultados mais importantes, neste contexto, deve-se a Favard, em 1935, e
afirma que qualquer sucessao de polinémios que satisfaca uma relacao de recorréncia

da forma (1.3) é uma sucessao de polinémios ortogonais. Concretamente tem-se

TEOREMA 1.4 (Favard, 1935). Sejam (3,), () sucessdes de nimeros complezos

e (P,) uma sucessao de polinémios definida pela relagdo de recorréncia
Pn(x) = (x_ﬁn)Pn—l_)\nPn—Qu Py =0, Py =1

Entao existe uma funcional de momentos relativamente a qual {P,} € uma sucessao
de polinomios ortogonais monicos, ou seja, uma sucessao de polinomios que verifi-

cam (u, 1) = A\, e (u, P, P,) = Ai...\ug10mn. Além disso, a funcional linear verifica

e u € quase-definida se e somente se A\, # 0,

e u ¢ definida-positiva se e somente se (3,) CR e (A,) CRY comn € N.

A demonstragao que apresentaremos deve-se a Pollaczek em [26].

Demonstragao: Sejam Py, P;, ... uma sucessao de polinémios em x, definidos pela

relagao de recorréncia (1.2). Vamos provar que {P,} ¢é ortogonal. Consideremos as

n

poténcias 1, z, 22, ..., 2", ... que se exprimem como combinacao linear dos coeficientes

ay, by, ¢, que dependem dos A;, B;, C;, e pelos produtos

-1
(1.4) P,(x) P41 (z) com v=0,1,.., {n 5 }
(1.5) P,(x)P,yo(z) com v=0,1,.., [g] -1
ou seja, tem-se a familia de relagoes
(7] [5]-1
(1.6) 2" =an+ Y buwPyPri+ Y o PuPoia, n=0,1,....

v=0 v=0
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Os produtos P, P, onde m # n exprimem-se linearmente recorrendo apenas aos

produtos (1.4) e (1.5), logo

[#45=] [5]-1
(1.7) Pp()Po(x)= > Vpin, PoPoi+ > ChinyPoPosa,
v=0 v=0

comm#nem,n=0,1,...

Defina-se uma funcional linear u de modo que

(1.8) (u, 1) =1,

(1.9) (u,P,P,y1)=0 e (u,P,P,19) =0 para v=0,1,....

Vamos mostrar que {P,} é ortogonal relativamente a esta funcional. Aplicando u
em (1.6) e usando os resultados (1.8) e (1.9) temos (u,z") = u, ou seja, u ¢é a
funcional de momentos, de modo que para qualquer polinémio P,, (u, P(x)) estd
bem determinada. De modo anélogo, aplicando u a igualdade (1.8) e usando (1.9)

resulta que
(1.10) (u, PpPy) =0, m#n, mn=0,1,...

Assim concluimos que {P,} é uma sucessao de polinémios ortogonais relativa-
mente a u.

Reciprocamente, temos que a sucessdo de polinémios ortogonais {P,} verifica
uma relagao de recorréncia a trés termos da forma (1.2), desde que o operador u
definido por (1.8) e (1.9) seja tal que, segundo a definigao (1.1), possa estar definida

a relagao (u, P?) #0, comn = 1,2, .... |

2. Funcgao Geradora

A expressao da funcao geradora é muito importante no estudo dos polinémios
ortogonais uma vez dada uma sucessao qualquer podemos uséa-la para conhecer todos

os polinémios que lhe correspondem.
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DEFINIGAO 1.2. Seja {P,} uma sucessao de polinémios. A fun¢do geradora da

sucessao {P,} é designada por g(z,z) e tem a seguinte expressao
o0
g(x,z) = Z P,(x)z".
n=0

Todos os elementos desta sucessao podem ser obtidos aplicando o integral de

Cauchy a expressao anterior, ou seja, resolvendo

P _ L[,

nl 2w Zntl
paran = 0,1, .... e tendo sempre em conta a regiao de convergéncia onde a funcao
geradora esta definida.
A regiao de convergéncia pode ser determinada, na maioria dos casos, aplicando
os critérios da razdo ou da raiz a {P,}, ou seja, calculando lim {/|u,| = r < oo.

Quando |z| > r temos

S(z) = Z Z:il

n=0

convergente em C', circulo de centro na origem e raio r, e daqui resulta que

1
omi | 5@z =(wa™),  n=0,1,...

Para um polinémio P(x) temos

ﬁ P(x)S(z)dx = (u, P(x))
c

e pela definicao de ortogonalidade temos

L[ B@)Pa@)S(@)de = Spnlu, P2(2)), mn=0,1,...
27 C ’

ou seja os polindmios P,(x) tém medida ortogonal S(z) em C.

De seguida faremos um resumo relativamente a convergéncia pontual e uniforme
de sucessoes de fungoes.

Consideremos f,, uma sucessao de fungoes definidas num conjunto £ C R" e
suponhamos que para cada x € E a sucessao de numeros f, converge, ou seja,
definimos uma fungdo como f(x) = nhrgo fa(z). Dizemos entdao que f, converge

s

pontualmente para f em FE.



2. FUNCAO GERADORA 8

Um critério de convergéncia mais exigente é o conceito de convergéncia uniforme.
Dizemos que a sucessao de fungoes f,, n =1,2,... converge uniformemente em F
para uma funcao f se para todo ¢ > 0 existe um inteiro N tal que para todo n > N
se tem | fo(x) — f(z) |< € para todo o € E. E portanto imediato que toda a
sucessao que ¢ uniformemente convergente também é pontualmente convergente.

Relativamente a regiao de convergéncia uniforme, esta podera ser encontrada

através dos seguintes resultados:

TEOREMA 2.1 (Critério de Cauchy). A sucessao de funcoes {f,}, definida em
E, converge uniformemente em E se e somente se para todo € > 0 existe um inteiro

N tal que, para todo o m,n > N, e para todo x € E temos | f,(z) — fm(x) |< €.
Ou utilizando um critério mais geral:

TEOREMA 2.2. Suponhamos que lim f,(x) = f(z). Se
n—oo
M, = sup | fu(z) — f(z) |
el
entao lim f, = f uniformemente em E se e somente se M, tende para 0 quando

n — oQ.

No que diz respeito a integracao e diferenciagao de sucessoes e séries de fungoes
que convergem uniformemente, a questao principal consiste em saber se é possivel
efectuar estas operacoes termo a termo.

Quanto a diferenciacao a convergéncia uniforme de f, nao nos garante a con-

A . s - o .
vergencia uniforme da sucessao f). Sao necessarias hipdteses mais fortes para que

fI'— f" quando f, — f, como veremos no resultado seguinte:

TEOREMA 2.3. Suponhamos que f, ¢ uma sucessio de funcgoes diferencidveis
em [a,b] e tal que {f,(xo)} converge para algum ponto xoem [a,b]. Se f! converge
uniformemente em [a,b], entao {f,} converge uniformemente em [a,b], para uma

funcao f, e tem-se f'(x) = lim fi(x) (a<z<b).

Relativamente a integracao temos o seguinte resultado
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TEOREMA 2.4. Suponhamos que f, : la,b] — R, n = 1,2,..

continuas, tais que, lim f, = f uniformemente em [a,b]. Entdo,
x (o]

/bf(m)dx = lim bfn(x)dx.

n—oo
a

9

. sao funcoes

Podemos imediatamente estabelecer um resultado 1til no caso em que temos

funcoes dadas por uma série.

COROLARIO 2.1. Supondo que g, € C ([a,b]) sdo continuas e a série

g(@) =3 gul2) (a<a <)

converge uniformemente em [a,b], entdo

Zgn(x)d$2/ gn(7)dx.

Por outras palavras, a série pode ser integrada termo a termo.

a

Como exemplo vamos ver o que se passa com os polinomios de Hermite:

ExXEMPLO 2.1. Utilizaremos o critério da razao para encontrar a regiao de con-

vergéncia dos polinémios de Hermite. Sejam =z, z tais que

. n+1 (n+1)! . nt+1 \T z
lim = <1<« lim < 1.
nLoo H, (x) ’;—, nLoo H,(xz) | n+1

Temos que lim L=1 — (). Vamos estudar
nooont1

n—oo

Os polinémios de Hermite estao definidos pela seguinte relacao de recorréncia:

H, H,_ 1H,
an:Hn+1_an—1<:>I: +1_ Nl & 1 Hpn

o, 2 H, “n nH,

Tomando o limite quando n — oo temos lim (—E + l;}—“) = % lim
n—00 n n Hn n—oo {
Como lim HH" = 00 temos
n—ooin—l
. x .. 1Hyy . 1 Hy,py
lim — — + lim — =0 pelo que lim — =
n—00 n n—oom, Hn n—007} Hn
——

0
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Portanto
| 2 |
n+1

¢ uma condicao verdadeira. Concluimos assim que a fungao geradora é convergente

<l&0<1,

n—oo

i

para todo o R.

3. Teorema de Poincaré

Para garantir a existéncia de regiao de convergéncia temos o seguinte resultado
que se deve a Poincaré [25].

Consideremos uma relagao de recorréncia definida da seguinte forma:

(3.1) po(n,2) unsr () +p1 (N, 2) Upsr—1 () + oo+ Pr-1 (N, 7) U (2) +
pr (n,x) u, () =0

onde os py sao polinémios, nao obrigatoriamente todos do mesmo grau, e os u, (z)
sao fungoes quaisquer, podendo mesmo ser fungoes vectoriais de n variaveis reais ou
complexas.

Estas expressoes podem ser relacionadas com os polinémios ortogonais através
da funcao geradora correspondente, tendo sempre em conta a regiao de convergéncia.
Para garantir a convergéncia da funcao geradora temos o seguinte resultado devido

a Poincaré [25]:

TEOREMA 3.1 (Poincaré). Seja {u,} uma solu¢io de uma relagdo de recorréncia

de ordem m, dada por

Z k(N =0

k=0

onde ¢;(n), i = 0,...m sao tais que lim ¢;(n) = ¢;,. Sejam & os zeros do polindmio
n—oo
caracteristico associado a (3.1) e suponhamos que |&;| # |&;| para i # j entdo existe

& tal que

. Unp+1
lim =&

n—oo Uy,
Este valor &, € o zero de maior valor absoluto da equagao caracteristica correspon-

dente a recorréncia.
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Demonstracao: Para determinar a equacao caracteristica comegamos por conside-
rar a recorréncia (3.1) com pg (n,z) # 0. Divida-se esta expressao por py (n,x) de

forma a obter

p1(n,x Pr—1(n, ) pr (n, @
Upar () + Upag—1 () + ... + nal () + U, () =0
+k( ) pO(n7 ) +k 1( ) po(n’x) +1( ) ()(TL,.I) ( )
Fazendo
szpi(nf%), 220717 7k_]-
Po (n7 ZE)
temos que
(3.2) Unit + Q1 Ungpho1 + oo + Qr1 Ups1 + Qr up =0

pelo que os coeficientes B; da equacao caracteristica obtém-se calculando lim @); e

n—oo

a equacao caracteristica toma a forma seguinte
0(2)=2"+B 2"+ .+ B 2+ B, =0.

Assim a é o zero de maior valor absoluto desta equacao sendo, em geral, todos
estes zeros distintos. Concentrar-nos-emos nas equacoes de ordem 3, para as quais
a equagao (3.1) assume a forma:

Po (TL, .%') Up+3 (33') + D1 (TL, :C) Up 42 (.Z') + D2 (TL, :U) Un+1 (l‘) + D3 (na iL’) Un (.Z') = Oa
onde py (n,z) # 0ep; (n,z),j=0,1,2,3, sdo polinémios de grau p em n. Dividindo

tudo por pg (n, ) obtemos

Unts () + Q1 (N, T) Upio () + Q2 (n, ) Upiy () + Q3 (n,z) wy, () = 0.

Fazendo lim (); = B; obtemos a seguinte equacao caracteristica

(3.3) 0(2) =2+ By 2>+ By 2+ By = 0.

Up+1

Queremos mostrar que a relagao tende, quando n cresce indefinidamente, para

n
um dos zeros da equacao caracteristica, que é aquele que tem maior valor absoluto.

Sejam «, (3, v os zeros da equacgao caracteristica (3.3). Consideremos dois casos
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Primeiro caso: vamos supor que os zeros «, (3, v sao todos distintos e que

la| > |B] > |7y|. Mostraremos que

. Ups1
lim —*

n—0o0 Uy,

Comecamos por considerar as relagoes

(3.4) U, =X, +Y, + Z,,
(3.5) Uppr = X, +08Y, +7 Z,,
(3.6) Uppo = X, + B2 Y, +72 Z,.

Vamos resolver estas equagoes em ordem a X,,,Y,, e Z, usando a Regra de Cramer:
d=(a—0)(B—7)(a—r) #0, visto que a, 3, v sdo distintos. Podemos considerar
também as relagoes

Unp+1 = Xn+1 + Yn+1 + Zn+17

Up+2 = « Xn+2 + ﬁ Yn+2 + v Zn+27

Unp+3 = 042 Xn+3 + ﬁQ Yn+3 + 72 Zn+3-
Do mesmo modo podemos calcular o valor de X,,;; pois o determinante da matriz

dos coeficientes deste sistema de equagoes é d # 0. Logo, novamente pela Regra de

Cramer temos

Un+1 1 1
5Xn+1 = Un+4-2 ﬁ v

Un+3 52 72

por (3.5) e por (3.6) e atendendo a multilinearidade do determinante resulta que
(3.7) 0Xpi1=a X0+ (y—0) (un+3 —ad X, -3y, - Zn) )
Do mesmo modo obtemos

6Yn+1 = ﬁ Yn5 + (Oé - 7) (un+3 - @3 Xn - ﬁg Yn - 73 Zn)

0Zns1 = v Znd+ (6 — ) (un+3 —ad X, —-p3Y, -+ Zn) )
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Como
Uns3 () = —Q1 (1, %) Unya (2) = Q2 (1, 2) tnt (2) — Q3 (n,2) un (2)
e atendendo a (3.4), (3.5) e (3.6) temos
(38) Unpzs—a® X =Y, =7 Z, = —(pn(a) Xu+ ¢ (B) Yo+ () Zn).
e substituindo (3.8) em (3.7) obtemos

Xnp1 = a X, — @ (n (@) Xo+ @0 (B) Yo+ on () Zn)

e procedendo de modo analogo estabelecemos também

Vi =8 Y~ O (60 () Xt (9) Vit 00 0) 2)

Zuir =7 2= P2 (60 () Xatn(9) Va0 (1) 2).

Definindo agora

)\:M :O‘_’Vel/:ﬁ—a
5 M 5 5
temos que
Vo B —n(en(@) +en® 4o () %)
X1 a — A (SOn (@) + 5 (B) % + on (7) %)
Zn1 7)%: -V <90n (@) 4+ ¢n(B) ;?—’; + ©n (7) i—z)
Xt a = A (pn (@) + g (B) 2+ 0a (1) %)
Portanto
Yot 18] % — |ul (‘SOn (@) + |en ()] ;{’_r; + o (7)] %)
<
Zn v, .
Zon| 2|1 (@1 +1ea @) ||+ 1001 [ 22])

Designemos por F;, o maior dos médulos % e % . Podem suceder dois casos:
n n
1) lim F,, = numero finito

n—oo

2) limF, = oo

n—oo
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No primeiro caso supomos que F}, nao aumenta indefinidamente, entao F,, terd limite

w finito. Consideremos um numero w’ satisfazendo a desigualdade

k

Vamos considerar uma subsucessao {n,} tal que F,,, — w. Logo para um p sufici-

(3.9) w<w << onde k é tal que ‘é‘<k<1.
a

entemente grande temos H,,, < w’ e como consequéncia

Vo | 1Bl — |l (len (@) + lon (B)] W' 4 |on (7)] )
Xos1 la | = [\l (len (@) + len (B)] W'+ [on (7))

Atendendo que

lim ¢, () = ¢ (a) =0, limy,(3)=¢(B)=0 e limep,(v)=¢(y)=0

n—oo n—oo n—oo

verifica-se que
Tim (len (@) +len (B)] + len (9)]) = 0.

Da desigualdade (3.9) vem |ﬁ‘ W < kW quando n — oo. E assim n, > N donde re-

sulta que ;’”: <k W <w.Domesmomodoobtemos que ‘7 ‘ W' < kW quandon —
Zn+1
00 e | g <kw <w com n,> N,ouseja, I, , <kuw <w.

Repetindo o raciocinio até obtermos n > N teremos F,, < kW' < w o que é
uma contradi¢ao uma vez que por hipétese w é um ponto limite. Estabelece-se uma
impossibilidade de escolher w' de tal modo que w < W' < 2, ou seja, M, tem como

Unico limite w = 0. Portanto

Z

lim F, = lim |—| = lim |—| = 0.

n—00 n—00 n n—00 Xn
Nestas condigoes obtém-se
Y,

. un+1 . [0 —’—ﬁ Xn “Ln

lim = lim Y Z = .
n—oo U, n—oo ] 4+ X" + X:

Supondo agora que lim F,, = co. Isto significa que a nao é a raiz de maior médulo
n—oo

pela inequacao

o 7= (pa(@) 240 (B) +0a()B)
< .
Zn

Yo B — (SOn () );—: +on(B) +¢n (7)

v

consideremos F), = ‘% obtemos novamente duas possibilidades:
n



3. TEOREMA DE POINCARE 15
(1) limy, oo F), =0
(2) lim,, o F = 00

Para a primeira possibilidade o raciocinio é analogo ao que usdmos anteriormente

e resulta que lim F) lim YL: = 0 pelo que
n—oo n—oo
X z
Upt1 az” +B+’7Y_Z _
Uy, 4148 o

onde 3 é o zero de maior médulo. Para a segunda possibilidade temos que lim F) =
n—oo

00 e entao
Xn Yy
Unp1 Qg T B+ -
U, 441 oo

onde 7 é o zero de maior modulo.

Segundo caso: - A equagao caracteristica (3.3) tem dois zeros iguais « e (3
verificando o = B # v e |a] = |5] > |7].

Neste caso fazemos uma transformacgao um pouco diferente da considerada para

o caso geral:

u, = X,+Y,+2,

1
Upy1 = a<1+—) Xn+aY,+v Z,
n
2 2 2 2
Upto = « (1+—> X, +a° Y, +v Z,
n

a
O determinante da matriz do sistema é § = —— (« — 7)2 # 0. De modo analogo ao
n

utilizado para o caso geral obtemos que se

. . .,
lim F, = lim — = lim — =0
~ . Upt+1 . ~ . Up+1 .
entao lim —— = o = 3. Por outro lado se lim F,, = 0o entdao lim ——— = v pois
n—oo Uy n—oo n—o0 Up
nesta situagao v é o zero de maior modulo da equagao caracteristica. |

Vamos agora considerar o caso em que os coeficientes da relagao de recorréncia (3.1)
sao polinémios que nao tém todos o mesmo grau.
Para que as fracgoes );, i = 0,...,k — 1 tendam para limites finitos temos de

efectuara a seguinte transformagao u,(z) = (n!)*v,(x) onde p é uma constante real.
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A recorréncia (3.2) tomara a seguinte forma

Qr—1 Qo
1 n — Uik =
(310) Utk T e e e k=
Escolhemos a constante p de tal modo que os novos coeficientes
((n+i)hH"
3.11 ~ 0
(3:.11) ((n+ k)!)“Q

nao aumentem indefinidamente e pelo menos um entre eles nao convirja para zero.

Se, na relagao de recorréncia (3.1) suposermos que cada um dos coeficientes P;

P’i
tem grau p;, 1 =0,....,k — 1 entao Q; = (n) tem grau (p; — pg)-

Py.(n)
(n+1)!
Como TR ¢ um polinémio em n de ordem (i — k) entao a expressao (3.11)
n !
tem grau
(3.12) Pi— e+ (i— k), i=0,.k—L

Escolhe-se o nimero 1 de modo que (3.12) seja negativo ou nulo, portanto obtém-
Pi — Pk
1—k
A equagao (3.10) tem a equagao caracteristica 1(z) = K1 oz +

se

> —pu e a igualdade verifica-se pelo menos para um 4.

co = 0 onde os coeficientes sao finitos e nao todos nulos. Em geral, esta equagao

tera zeros com modulos todos distintos pelo que aplicando o Teorema de Poincaré

temos que
. Un+1
lim = q,
n—oo Uy,
, . .~ un+1 #UnJrl ’
e « € o zero de maior valor absoluto. Nestas condigoes = nt—— e concluimos
Up, Un
que
- g Un+1
(1) Se p > 0 entdo lim,,_o —— = 00,
n
~ 1. Up+1
(2) Se p > 0 entdo lim,, ., —— = 0.
un

Este resultado mantém-se mesmo quando os coeficientes da relagao de recorréncia
sao polinémios que dependem de um parametro z, isto é, quando a relacao de

recorréncia é da forma

Py(n,z)R,3(x) + Po(n,x)Ryio(x) + Pi(n,x)Ryy1(x) + Po(n, )R, (z) =0,
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onde R, (z) = uy.
Quanto a regiao de convergéncia da série Y>>, a, R, (), onde oy, ..., o, ... sa0 dados

e pelo Teorema de Poincaré, temos que

lim Rg“ = a(z),

n—oo n

onde «a(x) é o zero de maior valor absoluto da equagao caracteristica
B(2) = Az(x)2® + Ag(1)2* + A1(2)2 + Ap(x) = 0

P,
em que A;(z) = lim Bln,x)

e Pi.(n,z) é o coeficiente do termo de maior grau.
n—oo Py(n,x)

1 N
Fazendo — = lim{/|a,| verificamos que a série converge quando |a(z)| < p e
diverge quando |a(z) > p|.

Vamos aplicar o que acabamos de apresentar aos polinémios de Hermite:

EXEMPLO 3.1. Estes polinémios tém a seguinte relacao de recorréncia a tres

termos
(3.13) Hyi(x) =22H,(x) — 2nH, 1 (x).
Efectuando a mudanga de varidvel H,, = (n!)*P, na equacao anterior obtemos

(n+ 1)*n"P, 1 = 2zn"P, — 2nP, ;.

Para determinar p utilizamos a expressao (3.12). Temos concretamente 01 > =,
de onde resulta g > 1. Logo o menor valor que p pode tomar é 1 e a relagao (3.13)

toma a forma
(3.14) (n+ 1)nP,+1 = 2znP, — 2nP, ;.

A equagao caracterfstica de (3.14) é ¢(r) = r? — 2xr + 2 e 0s seus zeros sao r =

T+ Vx? —2.

Pelo teorema de Poincaré temos

H,
lim Huia(2) = |z +V2Z = 2|

raiz, de maior valor absoluto, da equagao caracteristica.
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. .« ~ . 1 I
Para determinar a regiao de convergéncia resolvemos — = lim</«,,n! de forma a

obter o raio de convergéncia.Conclui-se que a regiao de convergéncia é limitada pela

curvar = x + x?2 — 2.
r 1

Obtém-se pois que a equagao r = 3 + — para a curva referida pode ser reescrita
T

fazendo z = pe?. Tem-se entdo

1 1
T = (£+—) cos@+i<£——) sin 6.
2 p 2 p

1
Escrevendo x = X +Y'i conclui-se que X = (g + —) cosf,equeyY = <g - %) sin 6,
P

0 que nos permite concluir que a regiao de convergéncia é uma elipse.
4. Zeros de polinémios ortogonais

Uma propriedade importante dos polinémios ortogonais é o comportamento dos
seus zeros. Consideremos uma sucessao de polinémios ortogonais reais moénicos P, e
uma funcional definida-positiva u. Suponhamos que sucessao {P,} é tal que verifica

a seguinte relacao de recorréncia
Pn<I>:((L’—ﬁn)Pn_1—’ynPn_2 P_1:O, P():]. n:1,2,....

em que (3,) C Re (v, € R". Temos a seguinte caracterizagdo para os zeros de
{pn}:

TEOREMA 4.1. Seja {p,} a sucessao de polinémios ortonormais associada a
medida de Borel positiva w. Entao

(1) os zeros de p, sao reais e simples,
(2) Se o suporte da medida w estd contido no intervalo [a,b] entdo os zeros de

Pn encontram-se nesse intervalo.

O resultado seguinte afirma que os zeros de dois polinémios consecutivos de uma

dada sucessao de polinémios ortogonais ménicos estao entrelagados.

TEOREMA 4.2. Os zeros de quaisquer dois polinomios consecutivos P, e P,iq

estao entrelacados, isto €,

Tnt1l) < Tnj < Tntl,j+1 j =1,2,..
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As sucessoes de polinémios ortogonais podem ser caracterizadas completamente

através do seguinte resultado

TEOREMA 4.3 (Wendroff). Dados os nimeros reais ©1 < xo < ... < X, para
cada conjunto da forma yi,Ys, ..., Yp—1 onde Tp_1 < Yp_1 < Tp, 2 < k < n, existe

uma sucessao de polindmios ortogonais em |a,b|, {P,} talque
Pea(z)=(x—w1)..(zr —yp_1) € Ppr=(x—x1)...(x — ).

Para o caso geral em que as sucessoes de polindmios ortogonais nao necessaria-

mente reais temos ainda o seguinte resultado

TEOREMA 4.4 (Saff). Se P, é uma sucessdao de polindmios ortogonais associada
a medida de Borel positiva pn com suporte em C, os zeros de P, estdao no invélucro

convezo de i, Cy(suppp).

5. O que foi feito por Hahn

Nesta secgao iremos abordar o processo elaborado por Hahn em [17].

Neste trabalho Hahn diz que a ordem minima das equagoes diferenciais para os
polinémios ortogonais apenas tomam valores quatro ou dois. Para o caso da ordem
ser quatro as solugoes podem ser construidas por meio das solucoes das equagoes dife-
renciais de ordem dois. Também sao dadas condicoes necessarias para os parametros
que surgem no caso de ordem dois.

Comeca por considerar a relacao de recorréncia a trés termos

(5'1) yn(l‘) = (ZE - an)yn—l(x) - bnyn—Z(x)

e a equagao diferencial de ordem dois com coeficientes polinomiais

(5:2) Pro (%)Y () + By (2)Y3, (%) + Py (2)n () = 0.

Pelo teorema de Favard temos que se a,, real e b, positivo, a sucessao {y,} esta
definida pela relagdo de recorréncia 5.1 se e somente se {y,} ¢ uma sucessao de

polinémios ortogonais.
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Seja a = ap, ap+1, ap+2, ... uma sucessao de niimeros reais ou complexos. Para

cada valor de a@ > « existe a equacao diferencial de ordem k
(5.3) Lo = Pagy™ + payy* ™V + .. 4 pa,y = 0.

Os polinémios p,,, 7 =0, ..., k tém graus uniformemente limitados com respeito
a « e o coeficiente de maior grau de p,, =1 .

Os polinémios y,(z) nao satisfaz uma equacao diferencial linear com coeficientes
polinomiais onde a ordem seja menor que k e as equagoes L,(y) =0, L, —2(y) =0

nao tém solugoes em comum. Entao temos o seguinte resultado

TEOREMA 5.1. Verificam-se as sequintes afirmacoes:

(1) as singularidades de L, (y) ndo dependem de «;

(2) se a varidvel z move-se ao longo de uma curva fechada em torno da singula-
ridade, a substituicdo que transforma o sistema fundamental € independente
de a;

(3) ¢ possivel, para cada valor de o escolher o sistema fundamental de 5.3 com

fungoes convenientes que satisfacam a relagao de recorréncia 5.1.



CAP{TULO 1II
Polinémios Ortogonais Tipo Pollaczek

Iniciaremos este capitulo com um resumo da teoria geral das equacoes diferen-
ciais, nomeadamente, equacao de Gauss, Teorema de Fuchs e método de Laplace.
Esta teoria ird permitir-nos encontrar a expressao da funcao geradora das sucessoes
de polinémios ortogonais, quando esta é dada por uma equacao diferencial que a
relacao de recorréncia a trés termos verifica e respectiva medida de ortogonalidade.

De seguida, descreveremos o método que Pollaczek desenvolveu, em [26], para
encontrar a expressao da funcao geradora obtida através da resolucao da equagao
diferencial referida anteriormente.

Como exemplos teremos os polindémios classicos onde mostraremos que sao do
tipo Pollaczek e a partir da sua correspondente equacao diferencial encontraremos
a expressao da fungao geradora.

Previamente introduziremos os polinémios ortogonais associados e naturalmente
iremos referir o teorema de Markov tendo ja sido definida a transformada de Stieltjes
e apresentando a demonstragao deste teorema como fez Pollaczek em [26], ou seja,
estabelecemos uma relacao entre medidas de ortogonalidade complexas e sucessoes

de polinémios ortogonais.

1. Teoria Geral das Equagoes Diferenciais

Consideremos o seguinte sistema escalar linear

n

Ol A .
ai = Zafc(:)j)yk, j=1,..,n com a] fungoes continuas.
T

k=0
Daqui resulta que uma condigao necessaria e suficiente para que o sistema anterior
seja singular reqular na origem é que, se sobre um disco fechado centrado na origem e

de raio r, onde os aj (x) sdo holomorfos, excepto na origem, este circulo esté cortado

21
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segundo o segmento [0, 7], tomando um ramo de qualquer uma das solugbes p, entao

existem dois ntumeros N e L tais que
()| < Nla|™

para |z| < R. Isto significa que, para que um sistema seja singular regular na origem
, ‘o J . j .
é necessario que a;(z) tenham um polo na origem ou que aj(x) sejam holomorfas.

Daqui resulta um caso particular importante:

TEOREMA 1.1 (Fuchs). A condi¢ao necessdria e suficiente para que a equa¢ao
escalar

dy

dny dnfly
(1.1) — —i—al(x)dmn_l +...+an_1(x)%+an(x)y:0

dz™
tenha um ponto singular-reqular em xo # oo é que as fungoes ap(x) comh=1,...,n

admitam nesse ponto um polo de multiplicidade h.

Para simplificar a notacao iremos considerar que zo = 0 e que a;, sao uniformes
numa vizinhanca da origem.

O sistema fundamental de solugdes de (1.1) tem a forma

o) = @ [mae) ot Pics () (o)

271
compu=1,...,ny, A=1,...,aen;+...+n, =n eonde 7, ,(x) sdo holomorfas sobre
um disco fechado de raio r centrado na origem.

Podemos reescrever a equagao (1.1) da seguinte forma
(1.2) y™am 4y DA () 4+ L+ YA, () + yAn(z) =0

que é uma equagao regular singular na origem e Ay, = ¢, + ¢z + ...

No subsistema de solugoes, y tem a seguinte forma
y=2"n(z) = dox" + dyz" + ...

Vamos encontrar os nimeros r e os coeficientes do, dy, ... de modo a satisfazerem (1.2).
No primeiro membro temos um produto de " por uma série inteira e considerando

o termo de x" nulo encontramos a condicao

(1.3) D(r)=r(r—1)..r—=n+ 1) +ar(r—1)..(r—mn+2)+ ...+ cp1r+¢, =0
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que é uma equacao de grau n em 7 e que se designa por equacdo determinantal
de (1.2) na origem e as solugoes serao os valores de r correspondentes aos diversos
subsistemas das solugoes.

Teremos uma equagao de Fuchs do primeiro tipo na origem quando existe alguma
solucao que nao contenha o termo em logz, caso contrario teremos uma equagao
de Fuchs do sequndo tipo. Neste caso ela terda um sistema fundamental de solucoes
da forma yy = 2™ny(x) com A = 1,....,n e n\(x) holomorfas na origem. Por outras
palavras, temos uma equacao de Fuchs do primeiro tipo na origem quando a equagao
determinantal (1.3) tem apenas zeros simples e a diferenga entre dois quaisquer deles
nao é um numero inteiro.

Para o caso n = 2 temos que a equacao é do primeiro tipo quando a equagao
determinantal tem dois zeros distintos em que a diferenca entre eles nao é um niimero
inteiro, se a equagao determinantal tem dois zeros distintos r e (r+m) cuja diferenga
é um inteiro m > 0 surgem-nos dois casos: quando substituimos y = z" +dz" ! + ...
e o calculo dos coeficientes dj, conduz a uma indeterminacao temos uma equagao do
primeiro tipo, se temos uma impossibilidade resulta uma equacao do segundo tipo.
Se a equagao determinantal tem um zero de multiplicidade 2 a equagao é do segundo
tipo.

Para que o integral geral de (1.2) seja meromorfo numa vizinhanga da origem é
necessario que seja uma equacao de Fuchs do primeiro tipo e que (1.3) tenha zeros
inteiros.

As equagoes de Fuchs de segunda ordem podem escrever-se da seguinte forma:
(1.4) Yy + R(x)y' + S(x)y =0

onde R(z) e S(z) sado fungdes racionais e sdo holomorfas em todo o plano analitico
excepto para um numero finito de pontos que devem ser os polos e onde a equagao
é regular singular.

Quando temos dois pontos singulares regulares e fazendo uma mudanca ho-
mografica na varidvel temos o caso particular das equacoes de Euler. Se temos

trés pontos singulares regulares resulta numa FEquacao de Gauss. Ou seja,
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TEOREMA 1.2. Para mudanca de varidvel e de fun¢ao, toda a equacdao de Fuchs
tem trés pontos regulares escreve-se da forma

(1.5) (1 —2)y" + [y —(a+ B+ 1)z]y +afy =0.

Esta equacgao foi estudada por Gauss; a introducao dos parametros «, 3 e 7y
é justificada pelas simplificagoes resultantes dos cédlculos. Fazendo o estudo por-
menorizado destes parametros encontramos entre outras as fungoes do tipo hiper-

geométrico.

2. Método de Laplace

O método de Laplace permite-nos encontrar a regiao de convergéncia quando o
Teorema de Poincaré é insuficiente.
Uma solugao de uma equagao diferencial tem a seguinte representacao em trans-

formada de Laplace generalizada

(2.1) Y(x) = / e u(z) dz
L
onde L designa um determinado caminho no plano dos z, ou seja, temos de encontrar

o caminho L e a func¢ao u de modo que possamos aplicar a férmula de derivagao da

soma tantas vezes quantas as necessarias de modo a obter

(2.2) y®(z) = (=1)* /L e *u(z) de.

A equacao de Laplace

(2.3) (apx + bo)y™ + (ayx + b))y ™Y + ..+ (apz + by)y =0

onde aj,b; sao constantes e ap # 0, tem as tnicas singularidades em infinito e em

z=—-onde a equacao é do tipo Fuchs. Fazendo uma translacao poderemos ter o
Qo
caso onde by = 0 e a equagao determinantal ird ter por raizes os pontos 0, 1, ..., (n—2)

e (n—1—by), se este tltimo nimero nao é um inteiro, entao existem n — 1 solugdes
linearmente independentes, holomorfas em todo o plano complexo.

Voltando as equagoes (2.1) e (2.2) encontramos u e L de modo que

/Le“ [zP(2) + Q(2)]u(z) dz=0
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onde P(z) = (—=1)"apz" + ... + a, e Q(z) = (=1)"bgz" + ... + b,. Integrando por
partes temos

[—e**P(2)u(2)], — /L e~ (%(Pu) + Qu) dz = 0.

Temos entao
_ _ d
[—e mP(z)u(z)}L =0 / e " (—(Pu) + Qu) dz = 0.
L dZ
E suficiente que

dilZ(Pu) +Qu=0 e [—eP(2)u(z)], =0

a equacao diferencial anterior integra-se facilmente e escrevemos

d Q

_re
e encontramos u(z) = e~/ 74,

=0

Para reduzir o desenvolvimento, vamos considerar o caso onde P tem n raizes
distintas. Teremos uma solucao de (2.3) da seguinte forma:
/ e~ (T2 H =1"(z — a,;A’Zl)dz = / F(z,z)dz
L . L
onde A, é uma constante e com a condicao que L seja escolhido de modo que
este integral nao seja identicamente nulo e que as férmulas (2.3) sejam validas que
serd certamente o caso em que podemos tomar para L uma linha contida no plano

complexo.

3. Polindmios Associados e Teorema de Markov

Seja {P,} a sucessao de polinémios ortogonais ménicos associada a funcional w.

A sucessao de polinémios ortogonais monicos {Pél)} de termo geral

(1) ¢Y)
P(l)(x) _ 1 <ut’ P (2) = Py (t)>

U r—t

onde u; representa a acgao de u na variavel t, diz-se sucessao de polinomios ortogo-

nais associados de primeira ordem.



3. POLINOMIOS ASSOCIADOS E TEOREMA DE MARKOV 26

Esta sucessao é uma sucessao de polinémios ortogonais moénicos que satisfaz a

mesma rela¢ao de recorréncia a trés termos que {P,}
zPV(x) = P7§1+)1 (@) + B PV (z) + 7n+1PT(L£)1 (z)

com condigoes iniciais Pél)(a:) =1le Pl(l)(x) =z — [.
Generalizando este conceito temos que {P,gk)} é a sucessao de polinomios asso-

ciados de ordem superior que satisfazem uma relacao de recorréncia do tipo
k k
2P®(z) = PP (@) + s PV (2) + Yo PP ()

com condigoes iniciais Pék) =1le Pl(k) =z —fFrekelR.
Consideremos uma sucessao de polinémios ortogonais definida pela relagao de

recorréncia a trés termos
Pn(l'):(m—ﬁn)Pn,l—)\nPn,Q P,lz(), P():l

e B, A\, sao constantes reais ou complexas. Pelo teorema de Favard temos a garantia
da existéncia de uma funcional linear u tal que para k, # 0, k, = A;... A\, 1 temos
(U, P Pn) = knbm n-
Quando (u,z") = u, e lim {/|u,| = r < 0o a fungao de Stieltjes
n—oo
+o0

S@) =3

n=0

converge na regiao {z € C : |z] > r}.

No resultado seguinte iremos ver a importancia destas funcgoes.

TEOREMA 3.1 (Markov). Seja {P,} uma sucessao de polinémios ortogonais

monicos assoctados a uma medida de Borel positiva 1. Entao

p(l) (37)
li n—1
n—l}-&l-loo Pn (l’) S (Z’ W)

uniformemente sobre compactos de C\suppi).

A demonstragao seguinte deve-se a Pollaczek e encontra-se em [26].
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Demonstragao: As sucessoes de polinémios {P,} e {PT(Ll)} satisfazem a mesma

relagao de recorréncia
com P_y(z) =0,e Py(x) =1paran=1,2,...¢

PV (2) = (Auz + Bo) P, (x) — G, P, ()

A
com Pfll)(x) = —51, e Pél)(x) =0paran=1,2, ...
1
Suponhamos que para |z| > r a fracgdo continua
A C C
X(l’) _ 1’ 2‘ 3’

’Al.’lf - Bl B ‘AQZE — BQ B |A3$ - Bg B

¢ uniformemente convergente. Logo para todo o inteiro n > 0 a série

(1) (1) (1)
szelm+<&ﬁw_ﬂzm)+m©

P, (z) Poi1 () P, (z)
M ( o0
(3.1) X(z) = P Z A 02 Cli1

Pk+1 )

converge uniformemente, de modo que X (x) é holomorfa em infinito, e pela nossa
hipétese temos que os médulos das raizes de todos os {P,} sdo menores que r. O

integral

1
— | Pu(2)Py(x)X(z)dx, 0<m <nmn,
21 Jo

onde C' é o circulo de centro na origem e raio r, anula-se excepto para m = n e isto

resulta quando substituimos por S o primeiro membro de (3.1). Logo temos

/ P,.(z)PMdz =0
c

temos assim
P, P,
— " dr=0onde 0<m<ne k=nn+1,..
/ PP, +1 - e
Visto que a funcao integranda, holomorfa no exterior de C, anula-se em infinito com

ZmHn=2k=1 o1 seja, pelo menos em z~2. Mas para m = n, o primeiro termo da série
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do primeiro membro de (3.1) da o integral

1 P,
A1C2...Cn —/ ﬂdm = Alcg TL+1An+1 7é 0.
C

ori o Poys (2)
Utilizando
, A,
(u, P7) = An+11;[:gk’ n=1,..
obtemos a relacao de ortogonalidade
(1, P(2))0 . — % [ P@P.@X@dr. om0,
e daqui resulta que
1 Uy,
o Cx"X(:c)dx =5 CX(:C)d:c = u, = (u,z").

Logo u, sao os coeficientes do desenvolvimento de Taylor de X (x) no infinito.

A convergéncia uniforme, para |z| > r, de X (z) implica a convergéncia da série

oo un
S(x) = EO e para lz| >7r
e assim obtemos a igualdade
P (z)
X(z)=8(x)=1 .

4. Método de Pollaczek

Iniciaremos esta seccao com a definicao de polinémios ortogonais dada por Pol-

laczek. Seja Py, Py, ... um conjunto de polinémios em x definidos pela recorréncia:
P, (Z) = (AnZ + Bn) P, (Z) —C,P,_s (Z)

comn = 1,2,..., Py(2) =1, P1(2) = 0, A, # 0e B,,C, constantes reais ou

complexas. Fazendo

onde

(4.1) p; (&) = ag; €™ + g+ Qi
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comj =0,1,23, m >1, ap =1, ap # 0, ap3 # 0. Entao a relacao de

recorréncia toma a forma seguinte:

(m)  m), o om) o,
P”(Z)‘<po<n> +Po(”))Pn_1() p(m e

(4.2) po(n) P (2) = (pr(n) z+p2(n)) Poor(2) = ps(n) Puz(2)

com FPy(z)=1, P1(2)=0, p1(n)#0 e py(n)#0.

O método utilizado por Pollaczek permite determinar a funcao geradora de
qualquer relacdo de recorréncia a trés termos da forma (4.2). Os polinémios
P, (3) = 0453% P,(z) onde z = ‘IOQL\/;FTO‘SOQ satisfazem uma férmula de recorréncia da
forma (4.1) pois os p; (§) tém os coeficientes do termo de maior grau

(4-3) agp =1, agr =2, app=0eap=1.

A funcao geradora de qualquer relacao de recorréncia a trés termos, com coeficientes
o
polinomiais g (x,z) = Y. P, (z) 2" verifica uma equacao diferencial linear de grau
Po, com coeficientes po?i?loomiais.
Vamos mostrar, através do Teorema de Poincaré, que podemos garantir a con-
vergéncia desta fungdo geradora. Com os coeficientes dados em (4.3) obtemos a

seguinte equacgao caracteristica
P42ar+1=0r=z+v22—1.

. , . P . .

rem incar m ue lim 2 = |2 + /22 — 1| raiz maior

Pelo Teorema de Poincaré temos quel ;,“ + 2 — 1| raiz de maio
n—oo n

valor absoluto da equacao caracteristica. Entao

anrlP 1 1
lim - il <l |z < ———.
n—oo l’nPn | | ‘Z—I—\/Zz—l‘
1 1 1
Como g7 < v portanto |z| < ST

Depois de verificada a convergéncia, vamos encontrar a equacao diferencial que

verifica g (z, z) . Consideremos a equacao (4.2) e o seguinte operador

2

d d

na" =zx—a", nPz"=(xz—) 2", ..
dx dx
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sendo p;(n)z" = pi(z-L)z™, i =0,1,2,3. Mas
po(n)x" = (a00n3 + agn® + agn + ap3)r" =
= ozoo(ac%)(?’)x" + 0401(x%)(2)x" + agg(x%)x” + ap3x”
por (4.3) resulta

d ®3) d 2 d
(4.4) po(n)a" = (x%) "+ 2 (x%) " + 2" = py (n) (:1:%) x

juntando todas as equacgoes p;, ¢« = 0,1, 2,3, multiplicando por " e utilizando as

férmulas anteriores obtemos

Y po(n) Pu(2)a” = (pr(n) 2+ pa (n)) 2" Paci (2) = Y 3 (n) Py (2) 2"

por (4.4)
P xi iP (z)x" =p xi zix”_lP (z)+p xi ix"‘lP (z)
0 dx v n 1 dx - n—1 2 dx v n—1
—p xi iP (2) "2
3 dx n—2

Vamos tentar escrever em cada uma destas parcelas a expressao da funcao gera-

dora ¢ (z,z) = gijn () 2™
Do (:%) SP, (e = oy (:%) g}xnpn (2) + aps (:%) nix”Pn )
e (8)Sor

n=0
juntando-se a identidade py (x%) Py = po (0) e sabendo que pg (0) = (:L‘—)O c=c,
onde ¢ é uma constante.
Obtemos a seguinte equacao diferencial linear de ordem m + 1 para a funcao

geradora g (z, z):

15) () = (o (o2 2 (+2) ) (22 e -

=po (0).
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Como exemplo, iremos aplicar este método aos polinémios de Chebychev, Hermite

e Laguerre:

EXEMPLO 4.1. Polinémios de Chebychev

Temos a seguinte relagao de recorréncia a trés termos
T, (x) = 22T, 1 () — T2 (x)

entdo pp(n) =1 p1(n) =2z, ps(n) =0 ps(n) =1, po(0) =1 aplicando a
equagao diferencial (4.5) resulta

1

2 2 _ —

EXEMPLO 4.2. Polinomios de Hermite

Consideremos a seguinte relagao de recorréncia a trés termos
H,(z)=2zH, 1(2) —2(n—1)H,_5(2)

onde H, (z) representa os polinémios de Hermite.

Temos

g(z,2)= Z H’;EZ) "

fazendo P (z) = H;;—@ e dividindo tudo por n! vem
H,(z) 22Hn_1 (2)

n! B n!
nP,(x) = 22P,;(z)—2P,_5(x)

Hn_g (Z)

n!

—2(n-1)

Logo po (n) =n, pi(n) =2, p2(n)=0, p3(n)=2, py(0)=0.
Aplicando a equagao diferencial (4.5) resulta

d
zd—g (z,2) + (—2z2x + 22%) g (z,2) = 0.
T

Obtemos uma equacao diferencial de variaveis separaveis que para se resolver

basta integrar cada um dos membros

g(r,2) = e h(z)
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pelas condigoes iniciais vamos encontrar h (z)

Hyo(2) =1 logo g(x,0)=¢e"h(z) < h(z)=1.

Portanto g (z, z) = e = 1222 |
EXEMPLO 4.3. Polinémios de Laguerre:

Consideremos a relagao de recorréncia definida da seguinte forma
2Ly (2) =Ly (2) + 2n+a+ 1)L, (2) +n(n+a) Ly (2)

Dividindo tudo por n! na relacao de recorréncia a trés termos vem

Ln (Z) Ln—l

Ly (2)  Lpyi(2) +n(a—1)
n!

e +2n+a+1)

(2)

n!

sabemos que g (z,2) = > L’;l(!z) x" fazendo P, (z) = L"n—(,z) entao
n=1

2Py (2)=(n+1) P (2)+ 2n+a+1)P,(2) + (o —1) Py (2)

Temos po(n+1) =n+1, pp(n+1)=1, p(n)=—-2n+a+1), p3(n) =
a—1, po(0) =0. Aplicando a equagcao diferencial (4.5) obtemos a equagao diferen-

cial que g (z, z) verifica:

d d d
{za—i—z (—x[—l—ZZE—l—(a— 1)]) + 2 (za—l—(a— 1)[)} g(z,2)=0
primitivando vem

g(z,2)=(1+2)""%et= h(z)
pelas condigdes iniciais vamos encontrar h (z). Como Lg (z) = 1 vem

g(z,0) =e*h(z) & h(z)=¢€¢".

Portanto g (z,2) = (1 +2)'""eTr-.
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5. Expressao da fungao geradora
Comecemos por escrever a equacao diferencial linear para a fungao geradora (4.5),
obtida anteriormente, da seguinte forma L, .g(x, z) = po(0) onde

d d d d
0o B 2 71 _
(5.1) L) = po(x—dgc) pg(:v—dx)x + pg(x—dm)x L,=p (a:—da:)x

e Ly, =LY — Llz. Com a ajuda das identidades

dnc_c d+ n
xdx r = LUdI Cc

efectuamos as diferenciagoes indicadas pelos operadores que se encontram em (4.5)

e em (5.1) obtemos as expressoes seguintes

d m dm—v d m dm—v
5.2 r— | = ay, ™" r— |z = ay, " ———
(5:2) po ( dm) Zo 0 dzm—v 1 ( d:r;) ; ' v

d m dm—v d m dm—v
el _ m+1l—v el 2 m+2—v
(o) = S (o) ot = L

cujos coeficientes a,, deduzem-se a partir dos «,, dados pelas equagoes (4.1) por

meio das identidades

po(€) =D ™ = 3 €€~ 1).(€ —m v+ 1)

a—vg

p&) =) (€-2)..((—m+v—1)

a—vs3

e em particular temos
agp = ago = 1, apr = ap1 =2 agpe = ap2 =0 ag3 =gz =1

e os restantes tém as expressoes
m? —m
2
(53) ajg = g + T ajp = o +m-+m

m? + 3m

(5.4) 12 = Q12 A13 = Q13 + 5
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e substituindo em (4.5) as expressoes (5.2) com os valores obtidos anteriormente

para os a,, € temos

m m

d dm—l/
(5.5) x™(x? — 2zx + 1)da:_7g + Z " (ayy — (A, 2 + ay,) o + augfo)dx—mj = po(0).

v=1

Fazendo
(5.6)  qo(w,2) =a™(@* = 2z2+1) q.(,2) = ((ay, 2 + au,)T + a,2%)
a equagao (5.5) toma a seguinte forma

(5.7) @o(2,2)g"™ + qi(2,2) gV + ... + g(x, 2)g = po(0)

que é uma equagcao do tipo Fuchs.

Toda a equacao desta forma sao tais que

po(0) = Zal,on(n —1).n—m+v+1)#0

com n = 1, ...possui uma tunica solugao da forma

g(x,z) = 2"P,(x)

n=0
e os coeficientes de P, (z) satisfazem as relagoes
Para construir a solugao particular g(z, z) desta equagao que é holomorfa para

x = 0, necessitamos de certas solucoes da equacao homogénea correspondente

> (e, 2)y ) =0
v=0

que pode ser escrita da seguinte forma
(5.8) L,.y(z,z) =0

e outras vezes utilizaremos certas solugoes da correspondente equacao diferencial
adjunta.

As singularidades de (5.8) sao # = oo, x = 0 e os zeros de 22 —2zx +1 =0
que designaremos por o« = z — V22 —1 e 3 = z + /22 — 1. Estas solucoes serao
consideradas no plano dos z fechado no infinito e cortado ao longo do segmento

—1 < z < 1. Designaremos este corte por D, incluindo os dois lados do corte,
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excepto os pontos z = +1 e definimos o sinal de v/22 — 1 de modo que v22 — 1 ~ z
para z — oco. Temos entdo |a(z)| < 1e|B(z)] > 1 para z € D e o sinal de igualdade
so é valido para —1 < z < 1. Ou seja, para todo o z finito, excepto para z = +1 os
quatro pontos singulares 0, a(z), 3(z), oo sao todos distintos e regulares.

Resumindo, segundo as nossas hipéteses, a fungao g(z, z) satisfaz uma equagao
linear de ordem m, L(g(x,z)) = ¢ onde ¢ designa uma constante. Logo o primeiro
membro é do tipo Fuchs excepto para dois valores do parametro z que fazemos
coincidir com =+1.

Podemos prolongar g(x, z) analiticamente além do circulo de convergéncia da
sua série de definicao, e conhecendo a natureza e a posicao das singularidades dessa
fungao podemos definir o comportamento assimptético dos P,(z) quando n — oo.

Numa grande parte do trabalho de Pollaczek aparecem os integrais de Hadamard.
Estes sao utilizados porque simplificam a demonstracao e a escrita das féormulas.

Este integral tem a seguinte forma

ral2) = / el e

com a(z) =z —+v22—1en=0,1,... e onde n(x, z) designa a solucdo, tinica, da
equacao diferencial do tipo Fuchs £(n) = 0, adjunta a L(y) = 0, que é candnica
para o ponto regular x = « sem que seja holomorfa.

Os 7,(z) sao holomorfos excepto para os pontos z = —1,1 e em infinito onde
em geral estes estao ramificados logaritmicamente. Quando multiplicadas por cons-
tantes apropriadas ¢, 1, as fungoes 7,.1(z) satisfazem a relagao de recorréncia dos
P,(z) e por outro lado P,(z) pode ser representado linearmente pelos valores do
ramo principal de r,.1(2), que é holomorfo em z = oo sobre os limites do corte
em —1,1. Quando z contorna um dos pontos —1,1 e em infinito, r,(z) é uma
transformacao linear e os seus coeficientes exprimem-se por meio dos coeficientes
das transformacoes de passagem entre os diferentes sistemas de solugoes candnicas

da equagao L(n) = 0.
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Os momentos dos polinémios P(z) resultantes da sucessdo dos P, (z), estdo de-
finidos como os restos numéricos de P(z) em relacao ao mddulo que tém como
elementos da base os produtos P, (2)P,11(z) e P, (2)Poya(2).

No nosso caso onde x(z) é holomorfa em infinito, os P, (z) formam sobre os cir-
culos |z| = r, de raio tao grande quanto se queira, um sistema de fungoes ortogonais

com densidade x(z), e temos a relacao

W P2)) = —— ¢ P(2)x(2)d.

271 |z|=r

EXEMPLO 5.1. Polinémios de Legendre generalizados

Estes polinomios estao definidos pela seguinte relagao de recorréncia
nP,—(2n—14+a)z+b)P,1+ (n—1)P,_»
com condicoes iniciais Py =1, P.y =0en = 1,2, ... onde a, b sao constantes. Neste
caso
m=1, po(n)=n, pi(n)=2n+a+1, pa(n)=0>0 e ps(n)=n—1
e aplicando o método descrito, isto é, usando a equagao (4.5) obtemos
(5.9) z(2® — 222+ 1)g.(z,2) + z(x — (a + 1)z — b)g(z,2) =0
e por (5.3) e por (5.4) temos
a10=0, a;1=a+1, ap=0 ¢ a3=1

temos

1 az+b 1 az+0b
B =gtommt PP =t m =)

e a solugao de (5.9) é

oz, 2) = (1 B g)—A(z) (1 B %> —B(Z)'

A expressao da medida de ortogonalidade vem dada por

e 2v+1

X2 =1+ 5

A+v
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CAP{TULO III
Polinémios Ortogonais Discretos

O objectivo principal deste capitulo consiste no estudo da familia classica de
uma forma unificada. Comecgaremos por estudar os polinémios ortogonais discretos
tendo como ponto de partida o trabalho de Lancaster [18].

Comecgamos por considerar um operador discreto
p(x+h) —p(x
Aup = Kot 1) =40

a partir dele faremos todo o estudo relativo a férmula de Rodrigues, medida de

ortogonalidade, relagao de recorréncia a trés termos e respectivos coeficientes (3, e
Y-
Primeiro explicitaremos a medida de ortogonalidade w a partir de uma equagao
do tipo Pearson A(¢w) = 9w e utilizando o operador S, operador inverso de A.
Deduziremos a férmula de Rodrigues do mesmo modo que fez Vicente Gongalves.

Partiremos da equagao do tipo de Sturm-Liouville
dwA%P, + YywAP, — \ywP, =0

e fazendo mudangas de variavel adequadas chegaremos a formula pretendida w P, () =
A™. E de salientar que em todo este processo nao sera usada a ortogonalidade tor-
nando mais simples todo este estudo.

Depois encontraremos os coeficientes 3, e v, da relacao de recorréncia a trés
termos que a sucessao {AP,} verifica. Obteremos estes coeficientes em fungao de
¢, e de h. Fazendo a passagem ao limite nas expressoes de 3, e de , obteremos
uma expressao que nos permite obter os coeficientes das relagoes de recorréncia a
trés termos dos polinémios classicos. Veremos também que o caso continuo se obtém
a partir dos polinémios discretos, resultando nos polinémios ortogonais classicos,

Hermite, Laguerre, Jacobi e Bessel.

38
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E importante referir que o método usado por Vicente Gongalves pode ser usado
para qualquer outro operador discreto desde que seja simetrizavel ao operador de
segunda ordem que lhe é analogo.

No final, o Teorema de Sturm fornece-nos a regiao onde estao localizados os zeros

das familias de polinémios ortogonais consideradas anteriormente.

1. Caso Discreto

Consideremos uma sucessao de polinémios ménicos, {P,} que verifica a seguinte

equagao as diferencas

(1.1) o(x) AL P, (7) + Y(2)ApPy(x) — AP, =0

onde ¢(r) = apr?® + a1x + as e P = box + by e onde o operador discreto estd definido

da seguinte forma:

Ah P — P
p o KON 9

Para facilitar a linguagem a partir daqui A significa Ay,.

Se esta sucessao de polinémios for ortogonal entao ela serd ortogonal relativa-
mente a uma funcional que é solucao de uma equacao de Pearson. Essas sucessoes
de polinémios moénicos tém uma representacao em Férmula de Rodrigues e verificam
uma relacao de recorréncia a trés termos onde os coeficientes serao determinados em
termos de ¢ e .

De seguida iremos estabelecer alguns resultados que nos serao uteis nas seccoes

seguintes.
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Se {P,} verifica a equagao (1.1) entao {AP,} verifica uma equacao do mesmo

tipo, pois
A(f(x)g(x) = [l +h)g(x +hh) — f(x)g(x)
_ S+ h)glz+h) — f(o+h)g(e) + fle+h)g(z) — fz)g(x)
h

- N o) | S
= (Af(2)g(@) + f(z+ h)Ag(z)
= (f(@)(Ag(x)) + (Af(x))g(z + h).

Assim

A(¢(x) A’ Py(2)) + AW (2) AP, (2)) — AAP,(2) =0

A¢(x+h)A* (AP, (2) + (Y(z+h) + Ad(2) A(AP, () — (A, — Atp(x)) AP, () = 0.

Consideremos uma férmula tipo Leibniz para a iteracao do operador A:

A*(f(w)g(@)) = Alf(z+h)Ag(r)) + AAf(x)g(x))
= f(z+2h)A%(z) + Af(z +h)Ag(z) + Af(z + h)Ag()
+ (A%f(x))g(x)
= fz+20)A%g(z) + 2Af (2 + h)Ag(x) + Af(z)g(x).

Generalizando temos
A" (f(x)g(x)) = ( " ) AT f(a -+ kh) A g )

Demonstracao: Vamos provar esta igualdade por indugao matematica:

para n = 1 temos

A(f(2)g(x)) = (Af(2))g(x) + f(x + h)Ag(z)

como ja tinhamos verificado.
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Suponhamos que a igualdade é vélida para n = 1, ..., s, vamos mostrar que se

verifica paran = s + 1:

AT (f(2)g(z) = A(A(f(2)g(x)))
— A (;0 ( Z ) ARz + kh)A’“g(x))
_ k; Z ) A (AR f(x + kh)Abg(z))
= ; Z ) [AE(f(x + (kb + 1Dh) A g(a)]
N z ) (A f (2 4 kh)AFg ()]
= ;?2; + (s + D) AT g(x) + (A f(z))g(x)
¥ Z (( O ) , ( . )) AED(f(a + (k4 1)) Ag(a)
S < o : ) AR (f(a + (k)h)Arg(a),

2. Férmula de Rodrigues

Nesta seccao iremos deduzir uma férmula do tipo Rodrigues utilizando o método
e resultados apresentados por Vicente Gongalves em [30] e [31].

Comecemos por considerar que a funcional u tem a seguinte representagao:
u : P—P
p — Spw(z)Az.
onde S é o operador inverso de A e w é tal que A(¢w) = Yw e portanto

B+ h)dw+ (Ao = Y
U(w) — Ao(z)

B = T
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Para obtermos a expressao de w comegamos por multiplicar (1.1) por w. Temos
(2.1) PwA*P, + pwAP, — \,wP, = 0.
Pelo que, fazendo
PwA*P, +YpwAP, = A(t(zAy(z)) = t(z + h)Ay(z) + At(z)Ay(z)
obtém-se ¢w = t(x + h) e Yw = At(z) e a equagao anterior toma a forma seguinte
w(z+ h)p(z + h) — w(z)p(x) = hw(x + h)p(x + h).

Deste modo

(sl o(x) )
wle) = exp (Shl g(¢<x+h>—h¢<m+h>) A )
com ¢(x + h) — hip(x 4+ h) # 0.

Consideremos agora
A*(p1wP,) = ¢w(z + 2h)AP, + 2A(w)(z + h)AP, + A*(¢1w) P A(YwP,)
= Yw(r+ h)AP, + A(w)P,,
ou seja, A(¢p1w) = Yyw e consequentemente a equagao (2.1) toma a forma
A*(pwP,) + A(p1wP,) — \ywP, = 0.
Fazendo z, = wP, obtém-se
¢1(x +2h) A2, + 206 (x + h) Az, + A2 (2) 2, — 1 (2 + h) A2, — Atpr 2, — Myzp = 0
b1 (4 2h) A%z, + (2A¢ (x + h) — Y1 (z + h)Az, — (A, — A%¢; + Adby)z, = 0.

Fazendo, agora, uma segunda mudanca de variavel z, = A"v obtemos

¢1(x + 2R) A" 20 + (2A¢1 (x + h) — Yy (2 + h)Ap v — (N, — A2¢y + Aepy) A = 0.

Determinemos a equagao em diferengas de ordem n que coincide com esta tltima
equacao por aplicagao da regra de Leibniz
d1(z+ (2—n)h)A% + (2 — n)Ad1(z + (1 — n)h) — 1 (z + h))Av — [\,—
A2¢;(z — nh) + Ay (z — nh) — n(2 — n)A%¢ (x + nh) + WAQQ@ + nh)—

nAyYi(x + nh)jv = AN,
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com grau N < n. Simplificando temos,

{1(z + h)A%0 + Agy () Av} = {[(1 = n)Ady(z) — ()] Av+
AN, — A?%¢1(x — nh) + Ay (x — nh) — n(2 — n)A%¢ (x + nh)+

n(n2— 1>A2¢1 (z + nh) — nAyY; (x + nh)} v} = AN

ou ainda,
A [6r(z + h)Av+ (1 = n)Ay () — 1 (2)) v] = AN

Assim v é tal que
o1(x + h)Av = (Y1 + (n — 1)A¢y)v + N.

Procuramos a solugao geral da forma wv,c onde v, é o valor correspondente a

equacao homogénea
(2.2) d1(x + h)Av = (Y1 + (n — 1)A¢y)v.

Fazendo N = 0 resulta ¢ = ¢, e temos wP, = ¢, A"vy,.
Vamos determinar o valor de vy,.

Se {P,} é ortogonal relativamente a w entdo A(¢w) = Yw e portanto

(AP} = ¢(x + h)AX(AP,) + (V(z + h) — AG)A(AP,) = (A, — AP)AP,
AP

As propriedades determinadas para {P,} continuam validas para {Tn} ou seja,
nT)j

se {—"} é ortogonal relativamente a w; entdo w; é tal que
n
(2.3) A(drwr) = i = o1z + h)Awr = (Y1 — Ad).

AP,
Generalizando para um j qualquer temos que {Tﬂ} é ortogonal relativamente
n+j
aw;onde ¢; = od(x + (j — 1)h) e wj = Pjwj_1.

Seja {P,} a sucessao de polinémios ortogonais ménicos associada a w tal que

A*(p1wP,) = (p1w)(x + 2h) A% P, + 2A(¢1w)(x + h) AP, + A*(¢1w) P,

A(pwP,) = (Y1w)(x + h)AP, + A(Y1w) P, — \ywP,.
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Substituindo estes valores em (1.1) conclui-se que

(2.4) A*(wP,) — (A(1wP,) — MwP,) = (¢1w)(x + 2h)A*P,+
2A(¢1w)(x + h) AP, + A*(¢1w) P, — (1w)(z + h) AP, — A(w)P,.
Uma vez que

(Prw)(z + 2h) = ¢w — (Prw)(z + h) + 2A(g1w)(z + h) = 2Yw = (Prw)(z + h)

A?(pw) — A(Yw) = Aw
Conclui-se, atendendo & equagao (2.4)
A*(prwP,) — (A(wP,) — AwP,) = ¢wA®* P, + pwAP, — \ywP,.

Se w; for o factor de simetrizagdo da equac@o que resulta de (2.4) por aplicacao

de A j-vezes tem-se que
&z + W) AXAP,) + (Y(x + h) + Ap) A(AP,) — (A, — A)AP, = 0.
Fagamos ¢(z 4+ h) = ¢ e ¢(z + h) + A = ¢y, Assim, por (2.3) temos
w1 = 1w = Bl + h)w,

wy = Pow = P1(x + h)wy = ¢(x + 2h)p(x + h)w

e procedendo por inducao em n conclui-se que

wp = ¢(x +nh)p(z+ (n—1)h)...o(x + h)w = (H oz + jh)w) :

=0
Deste modo w,, é solugao da equacao homogénea (2.2). Denotando

n—1

Gn(z) = [ [ oz + jh)w

Jj=0

obtemos a equacao G, (x)w = vy, ou seja,
Pw = c,A"(Gp(z)w).
Isto é, obtemos a formula de Rodrigues para as solugoes polinomiais de (1.1):

whP,(z) = A™v.
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3. Relacao de Recorréncia a Trés Termos

Mostremos agora que {P,} verifica uma relacao de recorréncia a trés termos
para as solucoes polinomiais de (1.1) e determinaremos uma condigdo necesséria e
suficiente para que {P,} seja uma sucessao de polindmios ortogonais monica.

Suponhamos que o operador L,, = ¢A2+19A — \,I tem, para cada n, uma tnica

solucdo polinomial de grau n (ménica). Comecemos por definir

Up = Ln+1 ((CC - 6n>Pn) )
ou seja,
Up = ¢A2((l‘ - ﬁn)Pn) + wA((l’ - ﬁn)Pn) - )\n+1<x - ﬁn)Pn
= ¢(z+2h — B) AP, + 20A(x + h — B,)AP, +Y(z + h — 3,)AP,
+¢A(‘T - ﬂn)Pn - )\n—i-l(x - ﬁn)Pn
—(Ant1 — ) (@ — Bo) Py + P, + A\, hP,
concluindo-se portanto que
(3.1) Up, = (20 — MD)AP, + VP, — [(As1 — M) (T — Bn) — 2hA\,| P,
com A\, = n(n — 1)ag + nby.
Como P, é um polinémio moénico tem a seguinte representacao
Py =2" 4+ p1,2" '+ pont™ 2+ 4 Pun

determinaremos uma expressao para u, tendo em atencao que

n (+h)t—a™ - n n—k k-1
Azx" = . —kzl ) "R

e que

(3.2) AP, =na""'+ <@h + (n— l)plm) "2

nn—1)mn-2) , (n—1)(n-2)
+< 3 x2 e 2

pl,nh + (n — 2)]92’,1) l’niB + ...
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Como o grau de u, tem de ser exactamente (n — 1) resulta que os coeficientes dos
termos em 2" e 2" tem de ser zero. Assim substituindo as expressoes de AP, e

P, em (3.1) e atendendo a (3.2) resulta que o coeficiente do termo em z"*! é:
2&071 + b() + (>\n — >\n+1) =0

e o coeficiente do termo de z" é o seguinte:

n(n—1)

2&0( 9

h + (7’L — 1)]?17”) — hb()n + bl + boplm - (>\n+1 - An)pl,n

+ 671()\714-1 - )\n) + 2/\nh + 2(1171 =0.

Desta equacao determinamos 3, :

_aon(n — 1)h — hbon + QCLlTL + bl + Qh)\n n 2a0p1,n

3.3 n =
( ) ﬁ —2CL07’L — b() ann + b[)

Como u,, tem grau exactamente (n — 1), conclui-se que o coeficiente da poténcia

n

2" é nao nulo. O coeficiente desta poténcia é

(3.4)  (ap(n —1)(n —2)h + (2a1 — boh)(n — 1) + B, (—2aon — by) + 2k, + b1) p1.s
1

— —2)h? — 1)h?
on(n ?))(n ) +a1n(n—1)h+2a2n+bo—n<n 5 )

Mostraremos seguidamente que L,_1(U,) = 0. Observe-se que o operador L,,_; tem,

a
+ (4&0) p2,n +

a menos de um factor, P, ; como tunica solugao, para isso calculando
PN Uy, + VAU, + Myl = ki P,
onde
AU, = (2¢ — b)) (x + 2h) AP, 4+ 2A(2¢ — hap)(z + h)A? P, + A*(2¢ — hap) AP,
+(z + 2R)A%P, + 2A0% (2 + h)AP, — [(Ans1 — An) (T + 2k — B,) — 2R\, AP,

42001 — M)AP,

AU, = (2¢ — hp)(x + h) AP, + A(2¢ — hp) AP, + 1b(x + h) AP+
AUP, — [(Ans1 — Aa)(@ + b — B,) — 20\ AP, — (Ans1 — An) P
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mas uma vez que U,, tem grau menor ou igual a n resulta que k, = 0, paran = 1,2, ...

logo L, U, = 0. Portanto U,, = s,P,_1 onde s, é o coeficiente da poténcia 2" 1

de U,, e é dado por (3.4).
A sucessao de polindémios ortogonais { P, } verifica uma relagao de recorréncia a

trés termos, e existem (3,), (7,) tais que
PnJrl - (SL’ - ﬁn)Pn - ’)/npnfl = OJ
onde Py =1e P, = x — (3. Determinemos 7, tal que

Ln—l—l[Pn—i-l - (CE - ﬁn)Pn - ’YnPn—l] =0

paran =0,1,.... Da linearidade do operador L, obtemos

Ln—l—l[Pm—l] - Ln+1[($ - 6n)Pn] - 'VnLn—&-l[Pn—l]

= _[k;n - ’}/n()\nfl - )\nJrl)]Pnfl-

s
Deste modo v, = —————— paran = 1,2, ....
/\n—l - )\n+1

Com o objectivo de determinar p;,, necessitamos de calcular

n—1 2 n-2
A.T2P —n n—1— k:hk 1 n—1 h+ " i 2— k:hk 1
z( ) -GS (7
nin—1) , n-1 —(n-3 n—3—kpk—1
+(”—2)< 3] h* + 5 pl,nh+p2,nz L T ho ="+ ...

k=1

As expressoes de p; ,, e de ps, obtém-se igualando os coeficientes dos termos em z"

e "1 a zero. O coeficiente do termo em [z"] é o seguinte:

apn(n — 1) +bogn — A\, =0

n—l]

e o coeficiente do termo em [z tem a expressao

n(n—1)(n —2)
("

o

h+(n—-1)(n-— 2)(%h +]91,n)) +ain(n —1)

nh
- bo(n - 1)(7 +p1 n) nbl + )\npl,n =0

ou seja,
(2apn(n —1)(n = 2) + 5(n — 1)by))h + a1n(n — 1) + nb,
a0(2n — 2) + bo

(35) Pin =
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O coeficiente dos termos em 2" 2:

an(n— 1)+ ay (gn(n ~ ) —2)+ (n—1)(n—2) (%h +p17n>) N

a0 (%n(n D)= 2)(n— B+ (0~ 1) 2)(n—3) <”2_h —|—p17n>) +

o ((n _9)(n—3) (@pm +p2,n)> T bo(n — 1)(n — 2) (”Th? +p1,ng) n

a2+ (- (o 710)) A =0

torna-se assim possivel determinar recursivamente o coeficiente de p,, a partir de

p1,n designadamente

n(n—1)(n — 2)h(a; + ag(n — 3)Z + bo2) + bin(n — 1)

2(3ag — 2ag — bo)
bi(n—1)+ao(n—1)(n—2)(n —3)h+ ar(n — 1)(n — 2) + bo(n — 1)(n — 2)%)
2(3ag — 2ag — by

SIS

(36) P2n =

+p1,n

onde py ,, estd definido em (3.5).
Substituindo na equagao (3.3) a expressao de p; , dada por (3.5) obtemos 3, em
termos de ag, aq, as, by, by e h:
apn(n — 1)h — hbgn + 2a1n + by + 2h A\,
—2a0n - bo
2a0  (2aon(n —1)(n —2) + 5(n — 1)bo))h + ayn(n — 1) + nb;
2&0” + bo a0(2n - 2) + b[)

(3.7) Bn =

Substituindo, na expressao de s, o valor de p,; dado por (3.5) e o de p,» dado

por (3.6) obtemos a expressao de 7, em termos de ag, aj, az, by, by e h:

(3.8)
_ (ao(n —1)(n —2)h + (2a; — boh)(n — 1) + B (—2aon — by) + 2~ + b1) p1n
" —2(2agn + by)
-1 -2 2 -1 2
(4ag) pan + an(n —1)(n — 2)h + ain(n — 1)h + 2asn + bow + binh
+ .

—2(2a0n + bo)
Depois de encontrados 3, e 7,, coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos,

estamos em condigoes de enunciar um resultado fundamental:
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TEOREMA 3.1. Seja {P,} uma sucessio de polindmios mdnicos que sao solugoes
de (1.1) e que sao ortogonais quando e sé quando k, # 0 e a sua funcional de
ortogonalidade u verifica a equagao de Pearson A(¢u) = Yu. Além disso, {P,} tem

uma representacao em formula de Rodrigues.
Resulta assim que {P,} tem a seguinte caracterizagao :

TEOREMA 3.2. Seja {P,} uma sucessio de polinémios ortogonais que veri-

fica (1.1). Entdo
(1) {P,} € uma sucessdao de polindmios ortogonais ménicos satisfaz um opera-
dor da forma

AP,

(2) {P.} e {Tn} sao sucessoes de polindmios ortogonais monicos;

(3) {P.} € tal que existem ay, b, € R tais que

APn n n—
=y anAP + bn—AP 1;
n+1 n n—1

(4) {P,} € tal que existem c,, d,, € R tais que

PN P, + AP, = nagPpi1 + ¢ Py + dyPr_1.

Demonstracao: A equivaléncia (1) < (2) ja foi provada.
Vamos mostrar que (2) < (3). Consideremos a relagao de recorréncia a trés

termos de P,
Poii—(x—06)Py+vPr1=0
e temos que
P,=AP,.1 —(x+h—3,)AP, + v, P.1.
Por outro lado

AP, - AP,
R =3

) P, —
(3.9) n+1 k

k=1
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Substituindo as duas equagoes anteriores em (3.9), obtemos a relagao

APnJrl Ay n
St Ap, [ : h— n]APn
1 SRSl + (@ +h—Bn) +
n—2
Apn—1 AP
d — AP, _ E ——J —0.
<n_1 'Vn) n 1+j:1 anuj ] 0

Verifica-se portanto

o (ch-m- 2)] 22

n+1 n n
’Yn(n_l) an,n—l A-Pn—l _0
n n n—1
n _1 n,n— A-Pn— 7
onde <7 (n ) _ 1) ! # 0 quando e s6 quando
n n n—1

AP, AP, AP,
n:—H+ann_+ann—1 1-

n+1 on ’ n—1

A caracterizagao (4) obtém-se como caso particular de u,, = k, P,_; fazendo
Up = (20 — h))AP, + VP, — [(2aon + by)(x — 5,) — 2h\,] P,.

Para as sucessoes de polinémios ménicos que verificam a condicao L,P, = 0

temos a seguinte representacao :

TEOREMA 3.3. Seja {P,} uma sucessao de polinémios mdnicos que sao solugao

de L,P, =0. Entao{P,} verifica a relagdo
(3.10) 20AP, + ¢V P, — (2aon + bo)(z — B,) P, = kn P4

comn € ZT. Além disso, se {P,} verifica a equacao anterior e uma relagao de

recorréncia a trés termos entao também verifica L, P, = 0.

Uma consequencia deste resultado consiste na caracterizacao de McCarthy como

mostraremos a seguir:
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COROLARIO 3.1. Se {P,} ¢ uma sucessio de polindmios mdnicos que verificam

a condicao L, P, =0 entao

2¢(Apn+1pn - Pn—l—lAPn) = ()‘n - )‘n+2'7n+1)Pr? + ()‘n—l - )‘n—&—l)Pr%-s-l_"

((.T - 6n)(2/\n+1 - )‘n - )\n—l) - (I - ﬂn+1)(>\n+2 - /\n+1>>PnPn+1'

Demonstragao: Sabemos que {P,} verifica L, P, = 0. Assim, escrevendo (3.10)

para n + 1, temos

(311) 2¢Apn+1 + 77ZJ]Dn-|-1 = _(An+2 - )\n+1)($ - Bn-i-l)Pn-i-l + ()‘n - )\n+2)7n+1pn

pelo que, aplicando a relagao de recorréncia a trés termos a igualdade anterior

verifica-se que
(312> 2¢APH + ¢Pn = _(2)‘n+1 - >\n - )\nfl)(x - ﬁn)Pn + <)‘n+1 - )\nfl)Pn+1-
Multiplicando (3.11) por P, e (3.12) por P,;; e subtraindo a segunda equacao obtida

pela primeira obtemos a expressao pretendida. [

Se nas férmulas obtidas para os coeficientes (3, (3.7) e 7, (3.8) tomarmos o limite

quando h a tender para zero e obtemos as seguintes expressoes:

(2na; +01)  an(n—1)+nby  2aq

3.13 S
( ) v 2agn + by ao(2n — 2) + by 2agn + by

e

(3.14) Yo = — (2a1(n — 1) + Bu(=2aon — by) + bip1n + 4agpan + 2asn

—2(2a0n + bo)
e verificamos que obtemos os coeficientes das relagao de recorréncia a trés termos

dos polinémios ortogonais classicos Hermite, Laguerre, Jacobi e Bessel.

4. Caso Continuo

Nesta seccao iremos considerar os polindmios ortogonais cldssicos, { P, }, ou seja,
os polinémios de Hermite, Laguerre, Jacobi e Bessel. Estes polinémios estao carac-
terizados por uma fungao peso w = w(x) que é positiva num intervalo |a, b[ e que

sao solucao da equacao diferencial de primeira ordem do tipo Pearson

(dw) =t
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0] (0 w I
H, |1 —2x e’ R
Le |z a+l—z e’ [0, oo
PoF11—2? —(a+p+2)z+a+p (1—2)*(1+z)’ [-1,1]
B% | a? (a+2)x +2 1% T
TABELA 1

onde ¢ = agx?® + a1x + a, é um polinémio de grau, no maximo, 2, 1 = byx + b; de
grau 1, A\, é uma constante que depende de n e ag, ay, as, by, by sao constantes. Ou

seja, a equacao de Pearson toma a forma

W' bo + bix

w  agr?+ax+as

e as solucoes da equacao de Pearson satisfazem a seguinte condicao
/:r;kdw(x) <oo, k=0,1,...

Consoante o estudo das constantes ag, a1, as, by, b1, obteremos as solugoes da equacao
de Pearson, sendo estas as medidas de ortogonalidade dos polinémios ortogonais
classicos como se pode observar na tabela 1:

Estes polinémios também sao solugao de uma equacao diferencial de segunda

ordem do tipo Sturm-Liouville
(4.1) OP! + P, — N\, P, =0
onde A, se obtém por comparacao do termo de maior grau desta equacao e é dado
por A, = —n(n — 1)ag — nby.
Considerando uma qualquer relacao de recorréncia a trés termos, correspondente

a sucessao de polinémios ortogonais {P,}, podemos encontrar os respectivos coefi-

cientes (3, e 7, através do resultado seguinte:

TEOREMA 4.1 (Vicente Gongalves). Consideremos a equagao diferencial de 2°

ordem L, P, = 0 onde

L, = ¢D*+¢D+ \,I
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onde ¢ e estao definidos como anteriormente e D* é a derivada de ordem k. Para

cada n,
¢(x) P/ (x) + 1p(x) Py () + AnPo(z) = 0
tem uma unica solu¢ao polinomial de grau eractamente n se e somente se:
(1) Ege =0 tem § =n como tnica solugio em N
(2) E§y #0 parak=0,1,...,n— 1.
Além disso, as solucoes polinomiais monicas
Py =2" 4+ p1nx™  + popr™ i+
de (1.1) verificando 1 e 2 satisfazem a rela¢ao de recorréncia a trés termos
xPn :Pn—ﬁ-l"“ﬁnpn‘I“’YnPn—l» n €Z+

com condicoes iniciais Py =1, P, =x — 3y onde

(2(10 — bo)bl —n ((n — ].)Cl() + bo)

Bn
(271(10 + bo)(Q(n — 1)@0 + bo)
BN B B L By B
n+ dag—"—srmr = + 20 (o
J— 0,n 0,n 0,n
Tn+1 =

)\O,n - )\0,n+2
e por defini¢ao
Ele = ai{(§—1) + b — Niyn
onde a; e b; sao os coeficientes de ¢p(x) e (x) e respectivamente, \;,, = A\,0;9 onde

dio € o simbolo de Kronecker.

Considerando ainda os trabalhos de Vicente Gongalves, a férmula de Rodrigues

pode ser obtida da seguinte forma:

TEOREMA 4.2. Seja y,(x) uma solucao polinomial de
¢(x) Py (z) + ¢ (x) Fy(2) + A Pa() = 0

entao
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onde w € uma solugdo da equacdo de Pearson, ¢(x) e (z) definidos como anteri-

ormente, ¢y € uma constante real e N € um polinomio de grau quando muito n.

Para N =0 e ¢; = 1 obtemos

D" (w(x)6" (x))

w(x)

y:

que é a formula de Rodrigues e para os polinémios ortogonais classicos temos:

2 dn 2
(1) Polinémios de Hermite : H,(z) = (—1)"e* d—e’x
$TL
(2) Polinémios de Laguerre: L% (z) = (n!)_lx_o‘exd— [z Tee?]
xn

(3) Polinémios de Jacobi: para a > —1,e 8 > —1

n

PP = (=2)(n))~1(1 — 2)~2(1 + x)ﬁj? [(1 — )"l + x)”*ﬂ].

5. Teorema de Sturm

No estudo dos polinémios ortogonais as propriedades dos seus zeros sao funda-
mentais para melhor os percebermos. No capitulo 1 ja analisdmos algumas destas
propriedades mas para o caso dos polindémios ortogonais que sao solugao de uma
equacao do tipo Sturm-Liouville a localizacao é-nos dada através do teorema de
comparacao de Sturm.

Nesta secgao iremos demonstrar este teorema e veremos a sua aplicagao ao caso
dos polinémios ortogonais classicos.

Consideremos a seguinte equacao escalar linear e homogénea de 2* ordem:
Y+ a1(2)y + ax(x)y =0
onde a1(x) e as(x) sdo fungoes reais de z, continuas e estao definidas num intervalo
[, B]. Sejam
Ap) = oo

B(x) = ag(x)effoal(t)dt.
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Com estas condicoes vamos introduzir um teorema relativo aos zeros das solugoes

Y1 € Ya:

TEOREMA 5.1 (Comparacao de Sturm). Sejam A; > Ay e By < By em (a, ),

entdao entre dois zeros de uma solugdo nao nula yi(x) de
d [, dy]
40

5.1 —
(5.1) dz | 1dx_

+ Bi(z)y1 =0

existe pelo menos um zero de uma solugao nao nula ys de
d [, dys]
A, 02

2 —
(5:2) dzr | de_

+ By(2)y, = 0

excepto se, entre dois zeros, Ay = Ay e By = By e se y1 € yo nao diferem a menos

de um factor constante.

Demonstracao: Consideremos o seguinte desenvolvimento da equacao
Y+ a1 (x)y + az(z)y = 0,

onde a;(x), az(z) sdo fungdes reais continuas em |o, F[. Multiplicando esta equagao
pelo factor integrante e/ ®®)4* ghtemos
d Jai(z)dz, / [ ai(z)dz
—[e ! y}+e ! (az(x)y) =0
dx
ou seja, temos a equacao auto-adjunta

d dy

. {A(m)%} + B(z)y =0

onde
Ax) = el ar@)dr o B(z) = ag(x)ef a1(z)dz

Como o factor integrante nunca se anula estas equagoes tém o mesmo conjunto
de solugoes. Seja A(x) positiva em |a, §[, utilizando o Teorema Fundamental do

Calculo Integral temos
/
J& ay(t)dt JE aq(t)dt
A= () =B

Logo A(x) tem derivada continua.
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Consideremos duas equagoes da seguinte forma

d [ dyl- .
(5.3) ar _Al(l")—dx | + Bi(z)yr =0

d [ dyz- B
(54) % _AQ(I‘)E- + BQ(.I’)yQ =0

com Aj(x), As(xz) > 0 e Aj(x) e Ay(x) sdo continuas.
2
Multiplicando a equacao (5.4) por LI equagao (5.3) por y; e manipulando
Y2

estas equagoes obtemos
d |9

65 o |

2
(—Asthyr + Aiye) | = (Ba — B1) i + Ay (y’l - %yé) +

(Al - A2) ZJ%

Suponhamos que existe um segmento [ay, 2] Clea, 5] onde se verificam as seguin-

tes condigoes:

(1) y2 nao se anula,
(2) y1(oa) = y1(Br) = 0.

Calculando o integral sobre o conjunto [y, 53] da equagao (5.5) obtemos

B

51 2
56 [ BBy [ (4= At Ay (y; _ %yg) dr.
a 2

1 al

Como By > By e Ay > A, sobre [ay, 1] temos que (5.6) seria positivo o que néo
pode acontecer. Com A; = Ay e By = By teriamos y; = ys e yo anular-se-ia nos
extremos do segmento o que é uma contradicao, pois por hipdtese y» nao se anula.
Conclui-se entdo que se tem y»(£) = 0 para algum £ € [ay, (s |
Este resultado pode ser aplicado aos polinémios ortogonais classicos como iremos

ver nos seguintes exemplos:

EXEMPLO 5.1. Os polindmios de Jacobi P®# satisfazem a seguinte equacao di-

ferencial de segunda ordem do tipo Sturm-Liouville:
(5.7) (1—22)(P))" — 2\ + Da(P)) +n(n +2\)P> =0

ondea:ﬁ:)\+%e<0)\<1.
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Esta equacao tem os seus zeros compreendidos entre —1 e 1. Fazendo uma
mudanca de varidvel z = cosf resulta que z = (sin)*P)(cosf). Sabemos que a

medida de ortogonalidade destes polinémios é w(z) = (1 — 22)2 e substituindo

o[>

(1—2?)2 = (sinf)*

verificamos que P, é ortogonal relativamente a (sin 6)*.
Voltando a equacao diferencial (5.7) fazemos a mudanga de varidvel indicada

temos a respectiva equagao auto adjunta

24+ (n+ N2+

e aplicando o Teorema de Sturm temos

2"+ (n+A)z=0

(k—1)m  krm
n+N n+ A

ou seja, P (cosf) tem um zero no intervalo ( ) para k =2,3,...,n.

7
Vemos directamente que existe um zero no intervalo | 0, ﬁ) € como
n
Py (=z) = (=1)"P = n*(x)

temos que os zeros 0, =7 — 0,_1_; logo

(ﬁl%%ﬁhn+A).

Consideremos o caso dos polinémios de Hermite

EXEMPLO 5.2. Consideremos a seguinte equacao escalar

d g2 dy

y' = 2ay +2uy =0 ou — (e == | +2ue "V =0
dx dx

entao existe uma solucao nao nula
V(a) =y/(0) + 20(e) 20+ 1) [ ut) .
0

Deduzimos que se y satisfaz esta condigao, temos também temos também |y| < K ek
com ky < k < % donde resulta que 3’ é integravel e de quadrado integravel para a

. 2
medida e*".
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Os polinémios de Hermite, de grau n sao solucao da equagao

d

— <e‘x2H,'L) +2ne " H, =0
dz

e por comparacao temos

(e —n) /_+OO e " y(z)H,(z) dx =0.

o0

Portanto, se p nao é um inteiro, os coeficientes do desenvolvimento de y em série de
) Y
polinémios sao todos nulos e y seria nulo. Logo temos que ter ;1 = n e as solucoes

pretendidas sao o produto de H,, por uma constante.
Para os polinémios de Laguerre temos:

EXEMPLO 5.3. Estes polinémios verificam a seguinte equacao:
xy" + (1 —2)y +py =0
quando p =nen =0,1,... existem solugoes nao nulas tais que
:lciil% zy'(z) =0
onde |y(z)| < Kek* para x > 1 com 0 > k > % Logo y ¢ integravel e de quadrado

integravel.



CAP{TULO IV
Polinémios Ortogonais Classicos Co-Recursivos

O objectivo principal deste capitulo consiste em encontrar a familia generalizada
de polinémios ortogonais classicos co-recursivos.

Comecaremos com uma breve introdugao aos conceitos de polinémios co-recursivos
e de mudanga afim na varidvel. Depois encontraremos uma relacao entre as deriva-
das de primeira ordem e os polinémios associados de P,. Partindo das funcoes de

segunda espécie g, e da equagao diferencial de segunda ordem de Sturm-Liouville,
Ly =¢D* +(2¢' =)D + (A + ¢ — )1
chegaremos entao a seguinte relagao

=P (z) = 2(ag — bo) P.(x).

n- n—1

Esta relacao é mais geral do que a de Sturm -Liouville anteriormente considerada
e ird permitir-nos encontrar uma familia de polindmios mais geral que designaremos
por {P,}. Esta nova familia de polinémios ortogonais verifica uma relacao de re-
corréncia a trés termos e os respectivos coeficientes serao designados por 6, e v,.

Estes coeficientes tém grande importancia pois através deles conseguimos esten-
der os resultados conhecidos sobre os classicos para familias de polinémios ortogonais
mais gerais, como é o caso dos polinémios ortogonais co-recursivos.

Conseguimos relacionar estes polinémios com os classicos da seguinte forma
P,(z) = P (ax + b;d)

e as expressoes de a, b, ¢, d serao encontradas em funcao dos parametros livres «, (3,
0o e v1. Para isso usaremos a transformacao afim para relacionar as expressoes de
0B, e v, dadas pela tabela 2 e as expressoes de v, e J,, dadas pela tabela 3 fazendo

6n+c - b Yn4+1+c
5n+1 = Ta Vny1 = 7: 60 = ﬁO —d.

59
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No final apresentaremos as medidas de ortogonalidade dos polinémios ortogonais
classicos obtidas por Askey ¢ Wimp em [3], Bustoz e Ismail em [9] onde utilizaram
nos seus trabalhos o método usado por Pollaczek que descrevemos no Capitulo II.
Introduziremos, também, a transformada de Stieltjes associada aos polinémios co-

recursivos como foi feito em [21] por Dehesa, Marcelldn e Ronveaux.

1. Polinémios Ortogonais Co-Recursivos

Comecaremos por introduzir o conceito de mudanca afim na varidvel e encon-
traremos a relagdo de recorréncia a trés termos correspondente. Seja {F,} uma
sucessao de polinémios ortogonais moénicos. Diz-se que R, é uma transformacao

afim de P, se existirem parametros reais a,b com a # 0 tais que
R,(z) =a " P,(azx + ).
Fazendo a mudanca de variavel x = ax + b na relagdo de recorréncia a trés termos
de {P,}
2P, = P11+ BuPy + v Pt

e tendo em conta que

WPnJrl(ax +b) = Rypa(z),

resulta

(az +b) = fn

an+1

Tn

1
——Pi(ar +0) = prs)

s P,(ax +b) —

Pn_l(ax + b)

ou seja, obtemos a relagao de recorréncia a trés termos para R,:

Bn_b
a

2Ry (x) = Ropa(2) + Ro(z) + %Rn_l(yg).

Em relacao a co-recursividade temos que { P, (x; d)} é uma sucessao de polindmios
ortogonais monicos co-recursivos quando se expressam como combinacao linear da

sucessao {P,} e dos seus associados de ordem um da seguinte forma

Py(z;d) = Py(z) — dPY,.

n
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A partir desta equacao encontramos a relacao de recorréncia a trés termos que

{P,(x;d)} satisfaz e que tem a seguinte forma:
zpp(;d) = P15 d) + Bog1 Po(2; d) + o1 P (2 d)

com condigoes iniciais Py(z;d) =0 e Pi(z;d) = Py(z) — d.

Para obtermos uma relagao entre os polinémios associados de primeira ordem
Pél) e P! comegamos por considerar as fungoes de segunda espécie g, que estao
associadas as solugbes polinomiais da equagao (4.1), que sao definidas por:

b
1) () = - wtt)dt / Pnggt)_wt(t) it

e que satisfazem a equagao

(1.2) [0D* + (26 =)D + (An + ¢" — ¥')I] g, = 0.

Estas funcgoes satisfazem a mesma relacao de recorréncia que P, como mostraremos

a seguir. Consideremos a relacao de recorréncia

zP,(x) = Poi1(z) + BnPu(z) + ¥ Poo1 ().

w

Multiplicando ambos os membros da relagao anterior por vem

TPpnw :pn-l—lw +6nPnW +/YnPn—1W
t—x t—x t—=x t—x

x
integrando cada membro no intervalo [a, b] e tendo em conta que ; = " —1
—x —x

temos

[Py [ p i = [ g [ Pt

t—x t—x t—x

P,
—l—%/—n 1($)wdx.

t—x

Aplicando a definigao de ¢, (1.1) temos a relagao de recorréncia pretendida

tn(t) = @ui1(t) + Bnan(t) + Vngn-1(t).

Pela equacao (1.2) e pela definigao das fungdes de segunda espécie ¢, obtemos

uma relagao entre as derivadas de P, e os seus polinomios associados de primeira
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dem PV i Jeul imei da derivad
oraem n para 1SSO Comegaremos pOI" calcular a prlmelra e a segun a derivadas

de g, que sao definidas por:

¢ (r) = _/Mdt e q'(z) :2/Mdt.

(x —1)? ! (x —1)°
Existe uma relagdo entre as derivadas de go(z) e go(x) e a partir dela chegare-
mos aos resultados pretendidos. A partir da equagdo de Pearson ¢(z)w'(x) =

(Y(x) — ¢'(z)) w(z) e dividindo-a por = — ¢ e depois primitivando-a em ordem a

fo:y =/%_t

¢'(x )%(t) = z) — ¢'(x))qo(x) + (a0 — bo).

t temos

Resulta assim que ¢q verifica uma equacao diferencial linear de 1* ordem com coefi-

cientes polinomiais

(1.3) ¢ao(z) = (¥ = ¢")qo() + (a0 — bo)

Derivando a equacao anterior obtemos

(1.4) O(x)q0(x) = (¥'(x) = ¢"(2))qo(x) + (P() — 2¢'(2))qp(x)-

Na defini¢ao de ¢,, (1.1), temos que somando e subtraindo por P,(x) vem

(@) = — / Pal) = Bal@) o / P"—(xt)w(t)dt

r—t xr —
a(x) = —B(@) + Pu(x)ao(z)
onde Py(z) = 1.
Aplicando o operador
Ly = ¢D* + (20 =)D + (Ao + ¢" =)
na equagao anterior obtemos L,q,(z) =0

60(x) (9P () + Y PL(x) + APu(x)) — 20 PL(x) + 20/ PL(x) + ¢ Po(x) — ¢/ Po(2)]
+ah(x) (20P,(x) + (2¢' — ) Pa(@)) + ¢ (2) Pu(2)¢ + — L, PY) = 0

Pela equacao de Sturm-Liouville e por (1.4) obtemos

~L, PV () + 2(¢' — )qo(x) Po(x) + 2¢q)(x) Py (x) = 0
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e através de (1.3) resulta que
L, PV, (x) = 2(ag — bo) Pl ().
Podemos assim estabelecer o seguinte resultado:

TEOREMA 1.1. Se{P,} € uma sucessao de polindmios ortogonais monicos cldssica
entao
Ly B2 () = 2(a0 = bo) P (x)
onde
Ly = ¢D? + (2¢' =)D + (Ao + ¢" — ¢)I
e ¢ = apr? + a1z + as € um polindmio de grau no mdximo dois, 1 = box +by e \, €

uma constante que depende de n, como foi definido no capitulo 1.

2. Problema Principal

Na sec¢ao anterior concluimos que a sucessao de polinomios ortogonais moénicos,

{P,}, verifica uma relagao do tipo

(2.1) L:PWY (z) = 2(ap — by) P (z)

n- n—1
onde LY = ¢D?* + (2¢/ —¢)D + (M, + ¢" — /) 1.

O estudo desta sucessao de polindémios foi realizado por Branquinho e Foulquié
Moreno, em [5]. Neste trabalho foi provado que as sucessoes de polinémios orto-
gonais ménicos clédssicos verificam uma rela¢ao do tipo (2.1) e conclui-se que esta
equacao ¢ mais geral do que a equacao de Sturm-Liouville considerada anterior-
mente e através dela obtemos uma sucessao de polindémios ortogonais mais geral
que designaremos por {P,} e que corresponderd a familia de polinémios ortogonais
co-recursivos e também determinaremos os coeficientes, 9, e v,, da relacao de re-
corréncia a trés termos que estes verificam. Iremos classifica-los em quatro classes e
que por analogia ao caso cldssico iremos designa-las por H,,, Lo, Po1P1 ¢ B,

Obteremos uma relagao entre os polinomios classicos e esta nova familia de po-

linémios ortogonais da seguinte forma:

Pn(x) = quc)(ax + b;d).
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Os polinémios classicos verificam uma relacao de recorréncia a trés termos com
coeficientes (3,,, 7, e com parametros « e 3. Os novos polinémios também satisfazem
uma relagao de recorréncia mas com coeficientes 6,, e v, mas com parametros aq,

1. As expressoes de a, b, c e d obtém-se através das seguintes relagoes

6n+c - b Yn+1l+4c
Ont+1 = T a Un+1 = w2 oo = Bo — d.

com parametros livres «, 3, dg e v1.

3. Polinémios Ortogonais Co-Recursivos dos Classicos

O resultado seguinte permite determinar a expressao geral dos coeficientes da
relagdo de recorréncia a trés termos da sucessao de polindmios ortogonais {P,} que

verificam a equagao (2.1).

TEOREMA 3.1. Se {P,} € uma uma sucessao de polinomios ortogonais méonicos
que satisfaz uma equagao de Sturm-Liouville, entao os coeficientes da relagao de re-
corréncia a trés termos correspondente a sucessao de polinomios ortogonais monicos
{P.} que verificam (2.1) sao dados por

—2ay1(n + 1)(nag + bo) + (b1 — 2(ao — bo)5o)bo
(2(n + 1)ag + bo)(2nag + bo)

(3.1) Bnt1 =

((n+ 1)ag + bo)(n + 1)az + (a3 — b2)m

R ((2n =+ 3)ao + bo) ((2n + D)ag + bo)
. (n+ 1)(—(n+ 2)ay + by — 2(ag — bo) o)
"((2n + 3)ag + bo)((2n + 2)ag + bo)2((2n + 1)ag + by)
onde

v, = —((2n + 1)ag + bp)aibg

+ (((n + 1)&0 + bo)(2(a0 - bo)ﬁo + b1> - n(n + 1)&0@1)@0
Demonstracao: Em Chihara [13] temos que
PY (z) = 2m' — Az" 2 + Boa" Tt + ...

P.(z) = 2" — (A + Bo)x" ' + (Bn + BoAn — 1)a" 2 + ...
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n—1 n—1
onde A, = E O e B, = E BiBj — E v,. Para encontrarmos as expressoes
k=1 1<i<j<n—1 =2

de A, e de B,, vamos comparar os coeficientes de 2"~2, 2" 3 de

(3.3) Li(a™ !t — A2™ 2+ Boa" 3 + ) = 2(ag — by) Pl ()

onde L = ¢D? + (2¢/ =)D + (A, + ¢” — ¢')I. O coeficiente do termo em [2"?] é

o seguinte:

ag(—An(n —2)(n—3)) +ar(n—2)(n— 1)+ (dag — bo)(—An)(n — 2)+

+2(2a1—b1)(n—1)+(—n(n—1)ag—nbo+2ao—bo) (—A,) = —2(ag—bo)(Ag—LFo)(n—1)

e daqui resulta que

(n — 1) ((b1 — aln) -+ 2ﬁ0(a0 — bo))

(34 A = 2((n — ao + bo)

n73]

relativamente ao coeficiente do termo em [z temos

(—a1n2 + 3na; — 2ay + byn — 2by — 2(ag — bo)(n — 2)60) A,

+ (—4apn + 6ag — 2by) B, = —as(n —2)(n — 1) — 2(ag — bp)(n — 2)m1
e vem B, é dado por

az(n —2)(n — 1) + 2(ag — bo)(n — 2)m
2((2n — 3)ag + by)
N ay(n®+3n —2) + bi(n — 2) — 2(ag — by)(n — 2)3)
2((2n — 3)ag + bo)

(3.5) B, =

Ay

para n € N.

Derivando a relacao de recorréncia a trés termos

(3.6) xP, = Po1(x) + BuPu(z) + o Pao1(x)
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temos P, = P, ., — (v — 3,) P}, + v, P, _,. Multiplicando esta equacao por 2(ag — by)

e aplicando a equagao (2.1) conclui-se

a0 =bo)Po = LynaPV = (@ = B L P + L P
= L (PO = (0= 8P+ P + 20 (L)
+(20' — )P,y — (2nag + bo) PV + (2(n — D)ag + bp) 7Py
Logo, tendo em conta que {P,} satisfaz uma relagdo de recorréncia a trés termos

como em (3.6) temos

(37) 2a0 — b)Pu =26 (PO)) + (26 — ) P,

— (2”&0 + bo)P,(ll) + (Q(TL - 1)&0 + bO)VnPél—)Q

Comparando os coeficientes dos termos em 2"~ ! e 272 de (3.7) resulta que

_2@0An+1 -+ 2(7’L + 1)(11 — bl —+ 2((10 — bo)ﬁo

(38) Pt = = 2(n + 1)ag + by

4aan+2 (CLO — bo)’}/l — 2(n + 1)(12
2((2n + 3)ag + bo)
2(&0 — bo)ﬁo + 2(77, + 1)&1 — bl + (Q(TL + 2)(10 + bo)ﬂn+2
2((2n + 3)(10 + b())

(39) Tn+2 =

An+2

Apenas nos resta substituir nas equagoes (3.8) e (3.9) as expressoes de A,, e B,, que
sao dados por (3.4) e por (3.5),respectivamente chegando deste modo ao resultado

pretendido. [ |

Consideremos as expressoes candnicas de ¢ e de 1, dadas pela tabela 1 do capitulo
1, e consideremos os correspondentes valores de 3y e de v, para o caso classico que
sao dados pela tabela 2

Se substituirmos estes valores nas expressoes de (3.1) e (3.2) obtemos os valores
para [3, e v,+1 apresentados na tabela 1 que irao coincidir com os coeficientes da
relacao de recorréncia a trés termos das sucessoes de polinémios ortogonais ménicos
classicos, ou seja, os resultados obtidos a partir do Teorema 3.1 sao consistentes com

os resultados conhecidos para as sucessoes de polinémios ortogonais classicos. Na
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ﬁn Tn+1
n+1
Hn 0 En
Le n+a+1 (n+1)(n+a+1)
pas p*—a? 4(n+1)(nta+1)(n+B+1) (n+a+5+1)
n (2n+a+B)(2nta+B+2)  (2ntatB+1)(2n+a+B+2)2(2n+a+5+3)
B . —2a —4(n+1)(nta+1)
n (2n+a)(2n+a+2) (2n+a+1)(2n+a+2)2(2n+a+3)
TABELA 1
(5n+1 Vn+1
Hn 260 % =+ 71
LY [ 2n—a—14 206 n(n—a+206) +m
pa,B (B+a+2)(a—p+2(14+a+8)Bo) 4n(24-a+B4+n)(1++n—(1+a+6)B80) 1+a+n+((14+a+8)5o)) 4+
n (2n+a+B)(2n+a+pB+2) (2n+a+B+1) (2n+a+B+3) (a+B+2+2n)2)
(a+B+1)(a+B+3)71
(2n4a+p+1)(2n+a+53+3)
—4n(nta+2)(1+(a+1)6o)? +
Be 2(2+0)(1+(14a)fBo) (2n+o—+1)(2n+a+2)2(2n+a+3)
n (2n+a)(2n+a+2) (3+a)(a+1)v1
(2n+a+1)(2n+a+3)

TABELA 2

tabela 2 estao apresentados os resultados obtidos quando substituimos as expressoes

canénicas de ¢ e de ¢ em (3.1)e em (3.2).
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4. Estudo das solugoes do problema inicial

Como vimos anteriormente as sucessoes de polinémios ortogonais classicos sao
solugao de uma equacao de Sturm-Liouville. Existe nova uma sucessao de polinémios

{P.} que satisfazem a equacao
d(PW ) + (20 — )P — (A — ¢ + )P, = 2(ag — bo)(P).

Como sabemos os polinémios ortogonais cléssicos verificam uma relacao de re-
corréncia a trés termos com coeficientes (3, we 7, e com parametros o e 3. Os
novos polinémios também satisfazem uma relacao de recorréncia mas com coeficien-
tes 9, e Uy:

[L’Pn = PnJrl + 5n73n + Vnpnfl

mas com parametros o/ e 3.

Consideremos a tabela 2 onde apresentamos os coeficientes 3, e 7, da relagao de
recorréncia correspondente aos polinémios ortogonais classicos e na tabela 3 temos
os coeficientes 9, e v, relativos aos novos polinémios P,. Por analogia ao caso
cléssico designamo-las por H,,, £21, Po1Pt ¢ B,

Podemos obter uma relacao entre estas duas familias de polindmios da seguinte

forma:
P, = P (ax + b;d)

onde «, 3, )y e v s@o parametros livres.

4.1. Caso H,. Vamos encontrar a relacao existente entre os polinémios de Her-
mite e os novos polindmios {H,}. Através da transformacdo afim na varidvel da
relacao de recorréncia a trés termos dos polindmios de Hermite, comparando as
expressoes de (3, e de 7, dos polinémios H, com as expressoes de v, e de ¢, dos
polinémios H,, obtemos a, b, c e d em termos de &y, /; como mostraremos a seguir.

Igualando as expressoes de (3, e d,,.1 dadas pelas tabelas 2 e 3, respectivamente,

temos:

- —b
(4.1) Giy = 2 T2 o 950 = —
a a
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Yn+1+c

e fazendo o mesmo para as expressées de Yn+1 € Vn+1 temos: Vpi1 = a2 , ou seja,
n4+c+1
n nrcrl
(42) — + vy = 22
2 a

obtemos

n (1 1 +c—|—1
v =—|—— .
792\ 2a?

Como 1 1 | tem de ser 0 resulta que a = £1. Substituindo este valor em (4.1)
obtemosclb) = £20y.

Voltando a equagao (4.2) e substituindo o valor de a obtido anteriormente temos
c em funcao de vy: ¢ = 211 — 1. Falta-nos apenas o valor do parametro d e que se

obtém da seguinte forma:
250—d:50 = d:(SO

Deste modo obtemos uma relagao entre esta nova sucessao de polinémios {H,,} e os

polinémios de Hermite:
H, = H (£(x — 25); 00)

onde H®(z;d) é a sucessdo de polindmios ortogonais moénicos co-recursiva de Her-

mite.

4.2. Caso L{'. Para os polinémios de Laguerre o processo serd idéntico ao
utilizado nos polinémios de Hermite.

Encontraremos a relagao
£y = (L) (az + b d)

de modo a determinar a, b, ¢, d, « em funcao de dy e v; que sao parametros livres e
a1 que € um valor inicial.
Comparando as expressoes de d,,.1 com a expressao de (3, relativa a L{, obtemos

a seguinte igualdade

o ﬁn+c - b

2 1-5b
5n+1_ <:)2n—(041—|—1)+250: <n+C)+Oé+
a

a

resultando directamente a =1 e b = 0.
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Desta expressao resulta que
(4.3) a=20—2c—a1—2 & —o1+20h+a=2(c+a+l)

Comparando as expressoes de 7,1, com a expressao de v, 1 temos

m+c+l)n+c+a+1)
o2

Upy1 = %L;HC < n(n— a4+ 20) +1y =

comoa=1vem nn—a;+20)+rn=MnN+c+1l)(n+c+a+1)

por (4.3)) obtemos a expressao de ¢

21/1

4.4 = -1
( ) ¢ - + 2(50 + «

Substituindo esta expressao em (4.3) obtemos dois valores para «

o = :l:\/(Oél — 250)2 — 41/1.

Quando substituimos estes valores em (4.4) obtemos os expressoes para ¢ em termos
de 041,60 e de V.

21/1

c=—1+ .
:t\/(Oél — 25@)2 — 4V1 — 1 + 260

Falta apenas determinar o valor de d: temos
50:50—(1+041>—d ~ d:(50—<1+041)
obtendo deste modo os polinémios co-recursivos dos polinémios de Laguerre.

4.3. Caso PP, De modo andlogo ao que fizemos para os polinémios de Her-
mite e Laguerre vamos encontrar as expressoes de a, b, c,d,a; e 1 em termos de
a, 3,00 € 1.

Comecando por considerar as expressoes dos 3, e dos 7,41 das tabelas 2 e as
expressoes de v, 1 e 0,1 dadas pela tabela 3 e fazendo a mudanca afim na variavel
da expressao de 3, temos a seguinte relacao:

52— a2
2+a+61)(ar =B +2(1 4+ 4+ B1)do) 2n+2c+a+B)(2+2c+2n+a+ )

(2n+ o1+ 51)(2+ a1 + B + 2n) a
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e de imediato temos que a =1 e b = 0. A expressao fica da seguinte forma
(2+ a1+ B1) (a1 — B +2(1 + a1 + B1)do) 3 — o
2n+a1 +B)24+a+ 6 +2n) (n+2c+a+P)2+2c+2n+a+ )
Reduzindo ao mesmo denominador obtemos
2+ a1+ B1)(r — B+ 2(1 + ag + B1)do) (4n* 4+ n(8c + da + 46 + 4))+
+4¢ 4 4cf + 4c + dea + o® + 208 + 200+ 2 + 28 =
= (6% = ®)(4n® + n(4 + 46, + dar) + (af + 20181 + 200 + B +2/1))

e comparando os coeficientes dos termos em n obteremos o valor de c.

Comegaremos por comparar o coeficiente do termo em [n?]:
(4.5) 24+ a1 — B +2(1+ a1 + B1)d) = 32 — o’
Relativamente ao coeficiente do termo em [n]:
(24 a; — B +2(1 4+ ay + £1)8)(8c + 4o+ 43 + 4) = (5% — a®)(4 + 4ay + 43;)

e utilizando (4.5) temos

o —a— B+ 6
2

Comparando os termos independentes obtemos a expressao (4.3). Substituindo esta

2e+a+ =+ 0 & c=

expressao em (4.5) obtemos
52 - a2
24 2c+a+p

Do mesmo modo vamos comparar os coeficientes dos termos em [n] da rela¢ao exis-

(46) ﬁl—alz —2(50(1+Oé+/6+2(3)

tente entre as expressoes de y,41 e de v,41, considerando a = 1:
2+ a+6+n)1+01+n—(1+a1+61)d)(1+ a1 +n+ (14 a + 51)d)
I+ +061+2n)2+a1+ 51 +2n)2(3+ a1 + 1 + 2n)
I+ +61)B3+a1+6i)m B
(I4+ar+61+2n)(3+ a1+ B +2n)
414+n+c)l+n+c+B) (A +n+c+a)l+n+c+a+p)
2n+2c+1+a+5)2B+2n+2c+a+[5)

reduzindo ao mesmo denominador e por (4.3) resulta

dnn+2c+24+a+0)1+6i+n—1+a+8+20)0) 1+ +n+(1+o+
B1)do) ++(1+a+B+20)3+a++2c)(2n+2c+2+a+ B)* =
=4dn+14+c)(l+n+c+a)l4+n+c+B) 1 +n+c+ 6+ a)
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Comparando os coeficientes dos termos em [n?], temos

14+ 2c+a+B8+afi+ 2+2c+a+ )%+ 63 —ar)(l+2c+a+ 3)
—282(14+2c+a+ B +vi(14+2c+a+B)3+2c+a+8) = 2+c+ P +a(l+c)
(2+2c+a)(1+2c+a+208)+(1+2c+ P +alc+1)+ B2+ 2c+a+3))

e em relagdo aos coeficientes dos termos em [n]

(242¢+a+3) (142c+a+F4a1 b1 +0o (14 2c+a+0) (B —an) =05 (1+2c+a+5)?)))
+u(1+2c+a+B)B+2c+a+8)2+2+a+ ) =
(2+2c+a) (1+2c+E+a(14+c+8)+B(2+2c+3))+(c(1+c+a) +a+2) (24+-2c+a+20)).

Utilizdmos as igualdades (4.3) e (4.6) para concluir que estes dois coeficientes sao

iguais. Quanto ao termo independente a sua expressao € a seguinte:

n(14+2c+a+0)(3+2c+a+0)(4+c(det+4a+48+8) + a(a+26+4)+ B(8+4))

424 clc+a+1)+a)(c(c+a+28+2)+B2+a+F)+a+1)

e obtemos 1\ = ;.

A expressao relativa a d é dada por:

2 _ 2
d == ﬁ a - (50.
(a+B)(a+8+2)
Temos assim os polinémios de Jacobi co-recursivos

52—042

ai,f1 o, B (C) . _
Pat =B ( RS ‘5")‘

4.4. Caso B.. Considerando as expressoes dos 3, e dos 7,41 das tabelas 2 e
as expressoes de 0,11 e 1,11 da tabela 3 e os coeficientes da transformacao afim na
variavel, vamos comparar estes coeficientes de modo a obtermos as expressoes de
a,b,c,d e de a em termos de aq,dg e .

Considerando as expressoes

—2a
Bnitie — b o 2(a1 +2)(L + a1)do + 1) @ntocrar2)@ntzerita) b

a (2n+ a1 +2)(2n + a; +4) a

6n+1 -
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reduzindo ao mesmo denominador resulta que a = 1 e b = 0. Logo, a equacao

anterior toma a forma
(a1 +2)((1+)do+1)(2n+2c+a+2)(2n+2c+a+4) = —a(2n+oq +4)(2n+a; +2)

Comparando os coeficientes das poténcias em n temos que o coeficiente do termo

em [n?] é o seguinte:
(4.7) alon +2) (14 a1)dp+ 1) = —a.
O coeficiente do termo em [n] é dado por
alar +2)(1+a1)d +1)22c+4+a+2c+ 2+ o) = —a2(2a1 + 6)

substituindo nesta equagao a expressao (4.7) e determinamos a expressao de ¢ em

funcao de a e de oy
] —

2

C =

Para determinar a expressao relativa a d fazemos o seguinte:
S0 =00 —d< 6y = 2 ] ed-— 5
0= Do 0= 19 =95a %

Deste modo encontramos os polinémios co-recursivos dos polinémios de Bessel que

_50)_

De seguida vamos ver o que se passa com as medidas de ortogonalidade dos po-

sao dados pela seguinte relagao:

ai a\(c —2
Byt = (1) (w15

lindmios de Hermite, Laguerre e Jacobi e como poderemos a partir destas determinar
as medidas de ortogonalidades destas novas familias de polinémios ortogonais.

E de salientar esta nova familia de polinémios co-recursivos dos classicos também
sao polinémios do tipo Pollaczek.

Os resultados de Pollaczek em [26] permitem explicitar a medida de ortogonali-
dade dos sistemas de polinémios ortogonais cldssicos como foi foi feito por Bustoz e

Ismail em [9] ou por Askey e Wimp em [3] ou por Wimp em [33].
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Para a sucessao de polinémios de Hermite, {H,} onde os pesos sdo dados por
w@1=Y(z), a medida de ortogonalidade tem a seguinte expressao:

(T(c + 1))22-¢c—
fooo |c€(—t2—2izt)tc—1 |2dt

onde ¢ = 2v; e I' é a funcao Gamma.

2

W (z) =

A medida de ortogonalidade para os polindmios de Laguerre é a seguinte:

r%e "

© _
“ |W(c, 1 — a;xe™)|?

onde ¥ ¢ a funcio de Tricomi e para os polinémios de Jacobi, P%?, que vao ser
ortogonais em [0, 1] a medida de ortogonalidade é dada por
5 (1—z)%2"

|F(6,2—~v—=06,1—0;2)+ K(0)(—2?)F(B+6,8+2—~v—0,1+ 3;2)
F(=p)LB+)r@+~v—-1)
LBI(6 +v—1-p8)L(0)

w(

onde K () = ed=a+ 0+ 1

O resultado seguinte permite-nos determinar a medida associada a uma sucessao
de polinémios ortogonais ménicos co-recursiva quando é conhecida a medida inicial,

sendo esta medida definida como anteriormente.

TEOREMA 4.1 ((Dehesa, Marcellan e Ronveaux em [21]). Seja {P,} uma su-
cessao de polinomios ortogonais monicos associados com medida de Borel positiva

w. Entdo, a transformada de Stieltjes, S(z,w?), da medida correspondente a P,(z;d)

¢ dada por
S(z,w)
4.8 S 2 C :
(4.8) (2,097 Sty r1 °€ \ supp w
Demonstracao: Por defini¢ao de transformada de Stieltjes da medida co-recursiva
temos
1
S(z;w?) =
z—(Bo—d) — Lﬁ
Z— 001 — —

Calculando o inverso desta expressao obtemos

! =z—(fo—d)— L

S(z,w?) z2— [0 —
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ou seja,
S(z,w)
d S(z,w)+1
que é a medida pretendida. [ |

S(z,w?) =

Aplicando o Teorema 4.1 encontramos a medida de ortogonalidade associada a estas

novas familias de polinémios ortogonais ménicos. )
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