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Introducao

Motivagao

Este trabalho versa, essencialmente, sobre Problemas de Momentos e Sucessoes de
Polinémios Ortogonais.
Vejamos o que é, actualmente, um problema de momentos. Trata-se de dar resposta a

duas questoes. Dada uma sucessao de nameros c¢,,,
(Q1) Determinar uma medida g, tal que ¢, = [2"dp(z) n =0,1,2,...
(Q2) No caso de existir, averiguar se p é tnica.

No caso de a resposta a segunda questao ser afirmativa, chamar-se-a Problema de Mo-
mentos Determinado, e no caso contrario o Problema de Momentos é dito Indeterminado.

Surgido num contexto de fracgdes continuas [45], a sua importancia reside nao s6 no
facto de estar na base de novos resultados na Analise Real e Complexa, tais como o denom-
inado Integral de Stieltjes, como também pela ligacao a diversas areas, principalmente com
a Teoria de Operadores e a Andlise Complexa. Efectivamente, e de acordo com Simon,
em [44], “Aproximantes de Padé, polinémios ortogonais, extensoes de funcionais lineares
..., valores de fronteira de fungoes analiticas ..., todos tém a sua origem no estudo do

Problema de Momentos.”

Enquadramento dos temas tratados

As origens dos Problemas de Momentos remontam aos trabalhos de Chebyschev (1874)
em Teoria das Probabilidades [10], onde sao estudadas aproximagoes de integrais, onde f

¢ uma fungao desconhecida, f: f(z)dz, através do conhecimento de

/abf(x)dx, /abxf(:v)dx,...,/abxmf(x)d% m € N.
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Jéa Chebyschev tinha associado o problema com a expansao do integral

b
f@)
0 2—F
numa fracgdo continua do tipo
1
1
az+ [+
1
O T A

e estudado as propriedades dos denominadores dos aproximantes das fraccGes continuas.
Em 1894/95, Stieltjes edita o trabalho, “Recherches sur les fractions continues”, onde
estabelece e resolve o chamado Problema de Momentos de Stieltjes.
Neste trabalho sao estabelecidos resultados de convergéncia de fracgoes continuas do
tipo
N L +1—|+..., a; >0, zeC (0.0.1)

laiz  Jag  lasz T lagp—1z  |agy

E definido o Integral de Stieltjes, e, entre outros, é estabelecido o resultado de convergéncia
de sucessoes de fungoes de variavel complexa, conhecido na literatura como o Teorema de
Stieltjes-Vitali.

Pela primeira vez é enunciado o problema de momentos (pg. 449 de [45]):

“Nous appellerons probléme de moments le probléme suivant: trouver une distribution
de masse positive sur une droite ]0,+oo[ les moments d’orde k, k = 0,1,2,... étant
donnés”

No trabalho de Stieltjes, a existéncia e unicidade dependem da natureza da fraccao
continua. O problema de momentos associado a uma sucessao (¢,) tem solugdo se e

somente se os ap, da fraccao continua (0.0.1) correspondente a série

+o0

Z<_1)nz§j—1

n=0

forem positivos. E determinado se e somente se > ay, divergir.

De entre as tentativas de extensao do problema de momentos de Stieltjes ao eixo real,
salientam-se as de Van Vleck [49] e de Grommer [17].

Mas foi Hamburguer [18] quem, em 1919, resolveu e enunciou o problema de momentos
que ficou conhecido por Problema de Momentos de Hamburguer.

A nocéao de problema de momentos determinado ou indeterminado é, a partir do tra-

balho de Hamburguer, independente da fraccao continua.

iv



O terceiro problema de momentos que estudaremos foi estabelecido por Hausdorff.

Em 1920, Hausdorff [20] resolveu o problema de momentos no intervalo [0,1]. Ini-
cialmente, resolve o problema de momentos utilizando a teoria de fracgoes continuas de
Stieltjes, e é s6 mais tarde, em 1923, que o problema de momentos é resolvido sem qualquer
ligagdo com fracgoes continuas.

Com os trabalhos de Nevanlinna [34] o problema de momentos é tratado num contexto
de Teoria de Fungoes de Varidvel Complexa. Nos trabalhos de Hellinger, Riesz, Nevanlinna
e Weil (cf. [2]) é utilizada a Anédlise complexa para estudar as solugdes do problema de

momentos de Hausdorff, em termos de funcoes

/+°° dp(z)
oo 2T

onde p é uma fungao nao-decrescente. Uma exposigao acerca destes temas pode ser con-

sultada no capitulo 3 de [2].

Destacamos também os trabalhos de Carleman [8], onde se estabelecem condigoes
suficientes de unicidade do problema de momentos de Hamburguer e de Stieltjes que
resultam de critérios de quasi-analiticidade.

Riesz foi o primeiro a resolver o problema de momentos utilizando a Andlise Funcional.
Em 1923 mostrou que o problema de momentos correspondente & sucessao (¢, ) tem solugao
se e somente se a funcional linear £ : {f : R — R} — R tal que £(z") = ¢, for definida-
-positiva.

Das extensoes e generalizagoes dos problemas de momentos salientam-se o problema

de momentos trignométrico (cf. [2]), e os trabalhos de Boas [3] e Duran [15],[16].

Objectivos do trabalho

De seguida indicamos pormenorizadamente o percurso tomado neste trabalho. In-
dicamos nao s6 os temas a tratar em cada um dos capitulos, como também os principais

resultados focados.

No primeiro capitulo comecaremos por definir a classe de fungoes quasi-analiticas.
Estas fungoes tém a propriedade de serem definidas de modo unico pelos valores que
assumem, assim como as suas derivadas, num subconjunto do dominio. De entre os prin-
cipais resultados, salientamos a condicao suficiente para a quasi-analiticidade de classes
de funcoes diferencidveis de varidvel real, dada por Denjoy [13], e as condic¢oes necessarias
e suficientes devidas a Mandelbrojt [30] e Carleman [8].

Além destes resultados de quasi-analiticidade, e com vista a posterior aplicacdo ao

problema tratado na seccao 1.6 e a problemas de momentos, apresentaremos um breve



estudo de véarias classes de funcgoes, das quais se referem os Produtos de Blaschke e as
Fungoes de Circulo Fundamental.

A quasi-analiticidade de uma familia de funcoes diferencidveis de varidvel real é equi-
valente ao Problema de Watson, (cf. [8] e [30]) o qual consiste na seguinte questao:
determinar as condigOes necessérias e suficientes que devem verificar as constantes B,
de modo que uma fungao analitica no conjunto A = {z € C : |z| < 1} que verifica as
desigualdades

lf(2)| < Buplz—11", z€ A, n=0,1,2, ...

seja identicamente nula A.
G. Lépez sugeriu-nos a seguinte generalizacao do Problema de Watson:

seja {fn(z)} uma sucessao de fungoes definidas em A e que verificam as desigualdades

k
|fn(2)] < Mn,kH |z —wpi|, k<n, neN, com lim w,,=1,k=0,1,...,n.

] n—00
=1

Que condicoes devem verificar as constantes M, ;, de modo que f, = 0, z € A?

No estudo deste problema, consideraremos varias hipdteses sobre a sucessao (wn, k),
(a) limy, o0 wp = 1 por rectas contidas no circulo unidade.
(b) limy oo wpr =1e (wy) C{z€C: arg(z) € (m—e,m+€)A|2] <1, e <7}

Apresentamos o resultado de G. Lépez, em 1.6, que resolve o problema no caso (a).

No segundo capitulo exporemos um estudo do trabalho de Stieltjes, “Recherches sur
les fractions continues”.

Para efectuar tal estudo, comegaremos por indicar algumas propriedades de fraccoes
continuas. Discutiremos o resultado de existéncia e unicidade devido a Stieltjes: dada

uma sucessao de numeros reais (¢, ), esta sucessao admite a representacao

+oo
Cn = / z"dp(x), n=0,1,2,.. (0.0.2)
0

onde p é uma funcao nao-descrescente e cujo conjunto de pontos de crescimento é infinito,

se e somente se a fraccao continua

1 1 1 1 1
L S | R B Ly sec (0.0.3)
larz ~ |ag = |asz lagp—12  |agy

Cn

- n
correspondente da série E (—1) o)
menos de uma constante se e somente se » _ a,, divergir.

- c
Observe-se que a série formal E (-1 —,
n+l

+too 1
0 z+x

for tal que (a,) € RT. A fungao p ¢é tnica a

correpondente a fungao de Stieltjes que

denotaremos por ji, e definida por du(z) (cf. 2.5.), pode ser divergente e nao
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representar a funcao. Mas, através da fraccao continua correspondente da série podemos
definir uma melhor aproximacao de i (cf. 2.4).

Obteremos, entao, solugoes do problema de momentos de Stiletjes. De facto, con-
siderando {P,,/Qy} a sucessao dos aproximantes da fracgao continua (0.0.3) onde os ele-
mentos a, verificam a, > 0, Vn € N, definimos uma sucessao de func¢oes nao decrescentes
ln, cujo espectro é constituido pelos zeros dos polinémios @),,, para cada n € N. Mediante
certas condigoes existe convergéncia uniforme dessa sucessao de fungoes para uma funcao
de espectro infinito que é solu¢do do problema de momentos (cf. 3.6).

Nao caracterizamos tal funcao limite.

Apés este estudo, varias questoes se colocam, nomeadamente,
(a) Sera que podemos caracterizar a funcao limite partindo apenas dos momentos?

(b) Qual a relagdo entre o suporte dos zeros @, e a solugdo do problema de momen-
tos? Veremos que no caso determinado, os zeros de (), sao densos . No caso de

indeterminagao, ainda nao se obteve resposta a esta questao.

(c) No que diz respeito a unicidade, existem (se sim, quais) condigoes que envolvem os

momentos e nos permitem conlcuir que o problema de momentos é determinado?

Respostas a primeira questao serao dadas nao s6 no capitulo seguinte, através da
férmula de inversao de Stieltjes-Perron [46], como também em 4.5, onde apresentamos
o trabalho de Pollaczek [37], de A. Krall [24], A. Krall e D. Morton [25] e Duran [16].
A questao (b) também estd enquadrada em questdes que serao discutidas em 4.4 e 5.3.

Finalmente, a questao (c) é estudada em 3.3.

No capitulo 3 indicaremos o surgimento de outros problemas de momentos, nomeada-
mente o problema de momentos de Hamburguer (1919), e o problema de momentos de
Hausdorff (1921).

Segundo Hamburguer, para que o problema de momentos associado a uma sucessao
de nimeros reais (¢y,) tenha solucao cujo espectro estd em R é necessdrio e suficiente que
A, >0, n=0,1,2,.... Uma condigdo necessaria e suficiente para que o problema de
momentos de Hausdorff seja soltvel é dada na secgao 3.2. De referir que o problema de
momentos de Hausdorff, se soluvel, é determinado (cf. 3.2).

Indicamos algumas extensoes do problema de momentos de Stieltjes. Boas [3] estabe-
lece que se em (0.0.2) nao se impuser a condigao sobre a monotonia da soluc¢ao u, supondo
apenas que p ¢ uma fungdo de variacao limitada, o problema de momentos tem sempre
solugdo e é indeterminado. Duran [15] extendeu o problema de momentos de Stieltjes

a sucessoes (¢,) C C e ao espago de fungoes ST NS, sendo S o espaco das fungoes C>
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definidas em R e de contradominio em C, onde juntamente com as suas derivadas, sao

fungoes rapidamente decrescentes e
StT={feS:ft)=0,t<0, e || f|kn< oo, Vk,n € N}

onde || f [[k.n= supsejo oo t*1F ™ (2)].

Discutiremos ainda questoes de unicidade. Da aplicacao a teoria das fungoes quasi-
-analiticas resultam, entre outras, a condicao suficiente de unicidade conhecida por Crité-
rio de Carleman [8]. Outras condigoes suficientes, tais como as condigoes dadas em [44]

resultam da ligacdo existente entre problemas de momentos e Transformadas de Fourier
(ver 4.5.2).

A relacao de recorréncia a trés termos
P, (z) = (x — Bn)Pr—1(x) = ApPr—2(x), n=1,2, ...

P_1 = 0, P()(a}) = 1.

verificada por uma sucessao de polinémios é uma condi¢ao necessaria e suficiente para que

{P,} seja uma sucessao de polinémios ortogonais relativamente a uma funcional linear £

[47], funcional esta definida no espago dos polinémios por L(z") = ¢,, n =0,1, ...
Enunciamos ja o teorema de Boas, segundo o qual toda a sucesao ¢, de niimeros reais

é representavel na forma
Cn = / 2"dp(x), p fungao de variagao limitada

Facilmente se verifica que toda a funcional definida através de um Integral de Stieltjes
associado a uma funcdo peso u nao-decrescente é positiva-definida desde que o espectro
de p seja um conjunto infinito.

Reciprocamente, o teorema de Hamburguer mostra-nos que A, > 0 se e somente se
a funcional de momentos L tal que L£(z") = ¢, n € N for representavel através de um
Integral de Stieltjes associado a uma fungdo peso p nao-decrescente.

Se, adicionalmente, ASP > 0, recordamos (Teorema de Stieltjes) que o espectro de p

estd em [0, 4+00), ou seja, £ é da forma :

“+oo
L(z") = /0 z"du(x).

As funcionais de momentos positivas-definidas sdo entao caracterizadas como integrais
de Stieltjes associados a fungoes peso nao-decrescentes com espectro infinito.
Além desta caracterizacao, outros resultados permitem estabelecer relactes entre uma

funcional de momentos e a respectiva sucessao de polindmios ortogonais.
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Utilizando a férmula de Quadratura de Gauss (cf. [11], pg. 32), o autor mostra que

ﬁ@*)zi/a*d¢n@0::§:1$nx%, k=0,1,2,...2n—1
=1

onde z,1 < Tp2 < ... < Ty, sao os zeros do polinémio p, de grau n ortogonal em

relacao a L e ¢, é fungdo em escada nao-decrescente com saltos em z,;, de amplitude

Ani = L (et )-

(z—zni) P} (Tni))
Daqui se observa a importancia dos zeros das sucessoes de polinémios ortogonais na

caracterizacao da funcional de momentos, nomeadamente no que se refere ao espectro
da medida de ortogonalidade. Em 4.3 indicaremos algumas propriedades dos zeros de
sucessoes de polindmios ortogonais.

Ainda em relagao a representacao da funcional linear £, vemos que no caso de o fecho
do conjunto constituido pelos zeros de p,, n = 0, 1,2... ser um intervalo limitado [a, b] C R,

verifica-se [11] que lim,_~ ¥, = 9, onde 1 é uma fungdo nao decrescente e tal que

b

b
i [ f(o)dbn(e) = [ Fa)du, s € Clab

n—oo

Mas, no caso de tal intervalo nao ser limitado, se £ for definida-positiva e 1, sucessao
de fungoes definidas como anteriormente, existe uma subsucessdo que converge para uma
funcao 1 nao-decrescente, com espectro infinito em | — 0o, +00[ e cujos momentos sao

finitos, para todo o n € N, e tal que

/;OO 2" dy(x) = cp.

Este resultado é conhecido por Teorema de Helly (cf. [11]).

Do que foi referido, concluimos que procurar uma medida de ortogonalidade, ou seja,
uma fun¢ao peso que define a funcional de momentos em relacao a qual a sucessao {p,} é
sucessao de polinémios ortogonais, é equivalente a resolver um problema de momentos.

De entre os problemas de momentos determinados, salientaremos no capitulo 4, 4.2, os
problemas de momentos associados aos Polinémios Ortogonais Classicos. Esta classe de
polinémios caracteriza-se pelo facto de cada p,, verificar uma equacao diferencial, designa-
da equacgao de Pearson [21]. Podemos ver outros resultdos respeitantes a caracterizagao dos
Polinémios Ortogonais Classicos, bem como generalizacoes destas familias de polinémios,
em [5].

Terminaremos o capitulo 4 com os trabalhos de Pollaczek [37], onde se estabelece a
relagdo entre medidas de ortogonalidade complexas e sucessao de polinémios ortogonais,
e os resultados de A. Krall [24], A. Krall e D. Morton [25] onde se aplica um método para

obter a funcao peso de vérios sistemas de Polinémios Ortogonais através da representacao
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de funcionais em séries-0. Veremos também alguns resultados de convergéncia fraca de

medidadas no caso de os coeficientes da relacdo de recorréncia a trés termos
TPp = GpPn+1 + bnpn +an-1pp-1, n=1,2,...

p-1(z) =0, po(z) =1

de sucessoes ortonormais reais verificarem lim, ..o a, = §, lim, . by = b. As medidas de
ortogonalidade que satisfazem estas condigoes foram estudadas por Blumenthal Nevai, em
1898. Serao apresentados dois teoremas (cf. [48]) que estabelecem a representacao para os
limites das sucessoes {pn—1/pn} em (compactos de) C\supp(u), e em supp(u)\[b—a, b+al,
sendo p a medida de ortogonalidade de {p,.}

Nao terminaremos este trabalho sem estudar o problema de momentos de Hamburguer
num contexto da teoria de operadores, uma vez que dada uma sucessao de momentos de
Hamburguer, poderemos encontrar (a,) C R e (b,) C R tal que o problema de momentos
de Hamburguer ¢é associado a extensoes auto-adjuntas de um operador de Jacobi, definido

por matrizes tridiagonais simétricas

bo ap O
ap b1 az 0 O
J = 0 a; by as O , ap >0, b, € R.
0
0 0 O

Reciprocamente, dado um operador de Jacobi no espaco de £2(C), podemos encontrar
uma sucessao de momentos (c,,) tais que ¢, = (eg, j"eo) (cf. [12]).

Do teorema 5.3.1. [44], vemos que existe uma equivaléncia entre a unicidade do Prob-
lema de Momentos de Stieltjes e de Hamburguer e a existéncia de extensoes auto-adjuntas
do operador J. O nosso estudo incidiu apenas sobre o problema de momentos de Ham-
burguer. Uma vez que, segundo o terorema 5.3.1, o problema de momentos de Stieltjes
¢é determinado se e somente se o operador .J tiver uma tUnica extensao nao-negativa, se-
ria necessario proceder a um estudo de operadores nao-negativos. Estes resultados sao
tratados em [44].

Estudamos a relacao entre medidas de ortogonalidade da sucessao de polinémios or-
togonais reais e as medidas espectrais dos respectivos operadores de Jacobi. De referir que
estes operadores de Jacobi tém defeito (0,0) ou (1,1). No caso de operadores de Jacobi
com defeito (n,n), com n > 2, surgirdo ligagoes com sucessao de polinémios ortogonais

matriciais. Alguns destes resultados podem ser consultados em [26].



Devemos ainda referir que os problemas de momentos estudados sao apenas os conhe-
cidos na literatura como Problemas de Momentos Classicos, os problemas de momentos
de Stieltjes, Hamburguer e de Hausdorff. Nao serd estudado o problema de momentos
trignométrico,

27
Cn _/ e du(6), n = £0,+1,42, ...,
0

onde ¢, = c_,, nem a sua relagdo com os polinémios ortogonais sobre a circunferéncia
{z € C: |z| = 1}. Podemos ver um estudo destas questdes em [6].

Também nao trataremos de questoes tais como extensoes de problemas de momentos
a espacos de dimensao superior a um. Para tal, indicamos as referéncias: capitulo 3 de
[43], e [2].

Notacoes e expressoes utilizadas
Indicamos a notacao para espagos de fungoes referido ao longo do texto.

1. H(Q), Q C C, espaco das fungoes analiticas no dominio (2.
2. C(Ja, b]), espago das funcoes continuas no intervalo real |a, b|.

3. C*, espaco das fungoes com derivada de todas as ordens finita.

Damos significado a algumas expressoes que ocorrem ao longo do texto.

1. f =0 se vericar f(x) = 0 para todo o = no seu dominio. Nestas condigoes, também

diremos que f é uma funcao identicamente nula.
2. Dominio designa um conjunto aberto e conexo.
3. fn = f, a sucessdo f, converge uniformemente pra f.
4. p(z) é uma fungao de variagao limitada em [0, +00) se verificar f0+°° |dp| < oo

5. Designaremos por sucessoes de momentos de Stieltjes, Hamburguer ou Hausdorff

sucessoes de momentos associadas a solugoes do respectivo problema de momentos.

6. A funcao logaritmo e exponencial por, serdao designadas respectivamente, por log e

exp.

7. cosh, designa o coseno hiperbdlico.

Vejamos ainda outras notagoes:

X1



. Vi, Vizinhanga de z.

. B(zg, 1), bola aberta de centro x( e raio r.

. D, fecho do conjunto D.

. supp W, Suporte de uma medida pu.

. fn =202z € D, f converge uniformemente para a funcao nula em D.
- p(zg ) = limy—g A<

. M(«TJ) = lim)_—z x>z

. —A={-a:a€ A}

. o(T), espectro do operador T.
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Capitulo 1

Quasi-Analiticidade

Comegaremos por definir uma classe de fungoes de variavel real que sdo univocamente
definidas pelos valores que assumem, juntamente com as suas derivadas, numa por¢ao do
seu dominio de definicdo. As fungles com esta propriedade sdo designadas fungoes quasi-
-analiticas (cf. [8]). Trata-se de uma classe que contém a classe das fungdes analiticas de
variavel real.

Apdbs uma breve resenha histdrica da teoria das fungoes quasi-analiticas, de onde salien-
tamos os trabalhos de Borel [4], enunciamos os principais resultados que permitem carac-
terizar a quasi-analiticidade de uma familia de fungoes diferencidveis de variavel real.
Enunciaremos uma condigao suficiente, o teorema de Denjoy [13], e condi¢oes necessarias
e suficientes, o Teorema de Carleman [8] e de Mandelbrojt [30].

Apresentaremos a generalizacdo de um problema conhecido na literatura como proble-
ma de Watson (ver 2.6),

Sez=1eD = {z € C: |z| <1}, quais as condigdes necessdrias e suficientes que

devem verificar as constantes B,, de modo que as desigualdades
|f(Z)’ < Bn|Z - 1|n7 n = 07 1>2’

impliquem f(z) =0, z € D.

Veremos também que existe equivaléncia entre a quasi-analiticidade e o Problema de
Watson.

Faremos ainda uma breve incursao pelas classes de Func¢oes Racionais de Circulo Fun-
damental, também definidas como fungoes cujos zeros e pélos se dispéem alternadamente
sobre o eixo real. Estas fungoes tém propriedades de convergéncia (cf. [33], [32]) que

utilizaremos (3.5) para estabelecer a existéncia do problema de momentos de Stieltjes.



1.1 Analiticidade versus Quasi-Analiticidade

O conceito de classe de fungdes quasi-analiticas é uma generalizacdo do conceito de
funcoes analiticas, tendo as fungoes quasi-analiticas em comum com estas o facto de serem
univocamente determinadas no seu dominio de defini¢ao pelos valores que assumem, assim
como as suas derivadas, numa porcao de dominio, por mais pequena que seja.

Recordemos que uma funcao é analitica no intervalo |a,b[C R se, para todo o xy do

intervalo ]a, b] se verificarem:
I rn)
(a) A série de Taylor de f em xo, Z M

n=0
um intervalo centrado em x( e contido em |a, b],

n

(z — xo)", converge uniformemente sobre

n!
(b) A soma da série nesta vizinhanca é igual a f(x),

ou ainda (cf.[9]),

Teorema 1.1.1 (Teorema da Equivaléncia) Uma fun¢ao de varidvel real z, diferencidvel,
definida num intervalo aberto D C R € analitica, se e somente se para cada xg € D existe

Vo, vizinhanca de g, tal que
|F™(z)] < ME"n! Vz € Vy,
onde M e k sdo constantes que apenas dependem de f.

Antes de vermos como surgiu e evoluiu a teoria das funcgoes quasi-analiticas, damos
a defini¢do de classe de fungdes quasi-analiticas reais (as tnicas por nés consideradas ao

longo deste trabalho).

Definigao 1.1.1 Seja C),, a classe de fungoes diferenciaveis num intervalo I = [a,b] C R

e tais que para cada f existe k, tal que
|f™(2)] < k"my,, 2 €I, neN,

onde k é uma constante que depende apenas de f.

A classe C,,, ¢ dita Quasi-Analitica se cada fungao que verifica
f(”)(f) =0, para um certo £ € I, n=0,1,2...
for identicamente nula em 1.

Pode ver-se que a classe das funcoes analiticas é a classe das funcoes C,,1. Basta ter em
atengao o Teorema de Equivaléncia e o seguinte resultado, conhecido na literatura como

o Primeiro Teorema de Unicidade [1].



Teorema 1.1.2 Seja f funcdo analitica num dominio D, e tal que para algum xoy € D se
verifica
F™(20) =0, Vn e N

Entao, f =0 em D.

Logo, vemos que a classe de fungoes analiticas é uma subclasse da classe das fungoes

quasi-analiticas. Veremos que se trata de um subconjunto préprio.

1.2 Nota Historica

Vejamos como surgiu o conceito de quasi-analiticidade e os principais resultados sub-
jacentes.

No inicio do século XX, Borel introduziu novas classes de fungoes definidas no campo
complexo, denominadas fun¢des monogéneas [4]. Trata-se de uma classe de fungoes de
varidvel complexa definidas sobre certos dominios, nao necessariamente abertos e conexos,
e que o autor designa como dominios de Cauchy do tipo C.

Sobre tais dominios C, as fungdes monogéneas de Borel gozam de propriedades analogas
as propriedades classicas das fungoes analiticas, tais como a unicidade do prolongamento
analitico, desenvolvimento em série sobre curvas interiores a C, e verificam propriedades
tais como a existéncia da primeira derivada implicar a existéncia de todas as outras,
representagoes através de integrais duplos andlogos aos de Cauchy, entre outras.

Toda a fungao monogénea de Borel, f(z), ao ser definida sobre curvas
z = @(t)v te [aab] CR

pode ser considerada como fungao de varidvel real, f(t) = f(¢(t)) e daqui a relagao entre a
monogeneidade do campo complexo para a quasi-analiticidade de funcoes reais de variavel
real.

No seu trabalho (cf. pg. 62-63), Borel definiu sucessoes de polinémios
Py(u) =cpo+cpiu+ ... + cppu”

e, relativamente a cada uma destas sucessoes, deu exemplos de familias de fungoes (con-
tendo nao s6 fungoes analiticas, mas também nao analiticas) diferencidveis num intervalo
I = [a,b] de modo que, para todo o elemento z( desse intervalo, se tivesse:

(a) A série Y P,(z — xo; f), com

Po(x — 03 f) = cnof(@0) + cnaf (o) (z — x0) + ... + Cn,nTx(SE —x0)",



converge uniformemente, assim como todas as suas derivadas, sobre todo o segmento de
1.

(b) Vz € I, a soma da série é f(z).

Obviamente que toda a classe de fungoes a qual juntamos uma sucessao de polinémios
que verifica (a) e (b) é uma classe de fungoes quasi-analiticas, uma vez que o conhecimento
de f®)(¢),p > 0, num ponto qualquer ¢ de I, determina P, (z — a; f) e, consequentemente,
f sobre I.

Exemplos de fungdes monogéneas e de fungoes de variavel real p(t) nao necessariamente
analiticas que admitem desenvolvimentos do tipo > P,(¢; ) podem ser encontradas em
[4], pg. 55-66.

Estas questoes estao também relacionadas com Problemas de Cauchy.

Consideremos o sistema diferencial

Ugz = F(uyzvuz7uy7u7x7y>
u(0,y) = ¥(y)
uz(0,y) = ¢(y),

A regularidade de F' nas suas varidveis e a analiticidade de ¢ e de ¥ permitem concluir
a existéncia de u(z,y), solugdo do problema. Mas, no caso de estas condigbes nao serem
impostas, e, por exemplo, no caso da equagao do calor u,2 — u, = 0, de acordo com [§], é
indicada a condig¢ao necessaria e suficiente para a resolugao do Problema de Cauchy: 1 e

@ verificam

Y(y) = -1 /Oy Mdoé +9(y),

s Yy —

onde g é uma funcao C* tal que

n (2n+1)!
9" (y)] < S

para certo p > 0. Trata-se de uma classe maior que a classe das fungoes analiticas.

1.3 Principais Resultados

Todos estes resultados de prolongamento analitico de fungoes estdao enquadrados em

questoes relacionadas com séries assimptoticas.

Definigao 1.3.1 [8] Diz-se que uma fungdo f & representada pela série assimptdética

oo
Z en(z — 20)"
n=0



no dominio D se verificar

lim f(z)=c¢p, x €D

T—T0
. f(z) — ZZ:O cr(z — fCO)k
rlggflo [ (x — xo)t! =it 2ED.

Vejamos um resultado que nos permite concluir a existéncia de uma infinidade de
funcoes analiticas com a mesma série assimptotica.

+oo
Teorema 1.3.1 (Borel) Dada a série Z en(z — 20)", existe uma funcdo analitica num

n=0
dominio D, representada por esta série assimptotica, desde que

D C{zeC: —aggarg(l‘—xo)gag}, a > 0.

Mais: existe uma infinidade de funcoes analiticas com esta série assimptotica, desde que

a < 1.

Observagao: De facto, se a cada funcao f somarmos kexp (— logQ(xfxO)) , com k
uma constante qualquer, obtemos outra funcdo com igual representacdo que a primeira,
desde que

DC{zeC: —aggarg(:v—xg)gag}, 0<a<l.

Mediante certas condigoes sobre os coeficientes de Taylor, a funcao é univocamente
definida [50].

Teorema 1.3.2 (Teorema de Watson) Seja

n—1
my = sup |(f(z) — chzk)/z” , D={z€C: |z <pA —g <arg(z) < g},
zeD k=0

para certo p > 0. Entdo, existe uma unica funcdo f tal que
my, < k" (1—¢€)n! e>0

Todas estas questoes conduziram ao enunciar da seguinte questdo, conhecida como
Problema de Watson:
Dado um dominio D e um ponto zy da sua fronteira, que condigoes necessdrias e

suficientes devem verificar as constantes (By) de modo que as desigualdades

F(2) = S0d enlz — z0)"

(2 — 20)"

<B,,zeD



impliquem o conhecimento de f em D.

Sem perda de generalidade, suponhamos que zg = 1 e que D é o circulo unitario
centrado na origem. Entao, o Problema de Watson toma a forma:

Sez=1eD = {z¢€ C: |z| <1}, quais as condigoes necessdrias e suficientes que

devem verificar as constantes By, de modo que as desigualdades
|f(2)| < Buplz—11",2z€ D, n=0,1,2, ...

impliquem f(z) =0, z € D.

Veremos que o problema de Watson é equivalente a quasi-analiticidade de uma classe
de funcoes de variavel real.

Em 1912, Denjoy enuncia uma condigao suficiente para a quasi-analiticidade de uma

classe de funcoes reais de variavel real diferenciaveis, Cy,,,, definidas num intervalo |[a, b].

Teorema 1.3.3 (Denjoy) Cada funcao [ da classe Cy,, definida em I = [a,b] é uni-

vocamente determinada em I pelo conhecimento de f(")(fo), n = 0,1,2,..., para certo
& € [a,b] se
+00 1
mp"™ = 00
n=0

Carleman [8] obteve uma condigao necesséria e suficiente.

Teorema 1.3.4 (Carleman) A classe Cy,, de fungoes diferencidveis definidas em [a,b]

€ quasi-analitica se e somente se
+00 too on
r dr
log — | = (1.3.1)
divergir.

Definicao 1.3.2 Seja (5,) a sucessao definida por B, = /my,, n € N. O Minorante de

Faber da sucessdo (3, é definido por:

* = min n € N.
/Bn 50 /8n+k7

Teorema 1.3.5 [8] A divergéncia do integral (1.5.1) é equivalente a divergéncia da série

sendo () o Minorante de Faber da sucessao (By, = Y/my,).

Em 1935, Mandelbrojt [30] apresenta a seguinte condicao para a resolucao do problema

de Watson,



Teorema 1.3.6 Seja ¢ € H(D = {z € C: |z| < 1}) que verifica as desigualdades
lp(2)] <mplz—1|", z€ D, n e N. (1.3.2)

Entao, ¢ = 0 em {z € C: |z| < 1} se e somente se f1+oo log(T(r));l—g divergir, onde

T'(r) = limsup,,>, 7%, r € [0, 4+00].

Concluindo, temos trés critérios para averiguar a quasi-analiticidade de uma classe
de fungoes diferencidveis de varidvel real, num intervalo [a,b]: a divergéncia de uma (e

consequentemente de todas) das trés expressoes,
° > 1/8;
_l’_ n
o 108 ({S(0)7)) %, peN

o [[FClog(T(r)%

r

Observagao: Ostrowski mostrou que > 1/ e 1+°O(10g(T(r))f—§ tém a mesma na-
tureza [36]. Mostrou também que a convergéncia de » 1/ é equivalente a convergéncia
+ n
de [[{C(& )% p>2, peN.

Enunciados os principais resultados que nos permitem averiguar a quasi-analiticidade
de uma familia de funcées, outras questées se colocam, nomeadamente sobre a relagao

entre varias classes quasi-analiticas,

e Que condigoes necessdrias e suficientes devem ser impostas as sucessoes (my,) e (1my,)
de modo que as classes Cp,, e Cp, , sejam idénticas, ou seja, que toda a fungao

pertencente a uma classe pertenca também & outra;

e Em particular, quais as condigoes necessarias e suficientes para que f, pertencente a

Cin,,, seja analitica em [a,b] C R;

e No caso de uma fungao ser representdavel por uma série de Fourier, quais as condigoes
que os coeficientes da série devem verificar para que a funcdo seja univocamente

definida pelos valores de f e das suas derivadas num ponto.

Uma vez que pretendemos apenas relacionar as questoes da quasi-analiticidade com
os teoremas de unicidade e posterior aplicacao aos Problemas de Momentos, remetemos o
leitor interessado para as referéncias [8], [31] e [4], onde podem ser encontradas respostas

(algumas sao parciais) a estas questoes.



1.4 Teoremas de Unicidade e Produtos de Blaschke

Sem perda de generalidade, considere-se dominio o circulo aberto unitario centrado na
origem (basta atender ao Teorema de Riemmann, cf. [1], pg. 229-235 ).
Os produtos de Blasche, que definiremos de seguida, sao um exemplo das trans-

formacoes de Mobius, ou seja, transformacoes do tipo

b
w(z) = %, a, b, ¢, d constantes.
cz

Tém a propriedade de preservar rectas e circulos no plano complexo extendido, CU{oc}. De

facto, sao composigoes de translacoes, rotagoes e inversoes, que gozam desta propriedade.

Definicao 1.4.1 Designaremos por Produto de Blaschke uma funcao, B(z), do tipo

Pk
_p . O — 2 1.4.3
o= T (i 143

onde

(a) p17p2>pn7"'7p€N0

(b) 0 < || <1

¢) O produto [ |y [Pk é convergente.
(c) b k=1 g

O termo produto de Blaschke sera também utilizado quando se tiver apenas um ntmero
finito de termos, nao existindo, neste caso, questoes de convergéncia.

Note-se que, em (1.4.3), cada um dos factores é um automorfismo do disco unidade
que transforma a fronteira na fronteira. Tal produto infinito converge sempre, e temos
convergéncia uniforme sobre subconjuntos compactos do disco unitario se e somente se

425 |an [P convergir, ou seja, se e somente se Y (1 — |a,|) < 00, caso em que o produto
define uma fungao analitica em {z € C: |z| < 1}, pelo teorema de Weierstrass. Neste
caso, B(z) serd uma fungio que verifica |B(z)| < 1 e |B(e”)| = 1 quase certamente em
{z € C: |z| =1}. O produto de Blaschke é univocamente determinado pelos seus (tinicos)
zeros (o).

Enunciamos ainda o teorema conhecido como Segundo Teorema de Unicidade.
Teorema 1.4.1 Seja f funcao analitica num dominio D, que verifica
3(z,) C D tal que f(z,) =0, lim z, =2z9 € D.
n—oo

Entao, f =0 em D.



Dos dois teoremas de unicidade enunciados concluimos que uma funcao analitica nao
identicamente nula num dominio D C C ou tem um numero finito de zeros ou, no caso
de ter uma infinidade numeravel de zeros, estes acumular-se-ao na fronteira de D. Temos
ainda o Terceiro Teorema de Unicidade, o qual nos permite concluir que, ainda que tal
aconteca, a funcao é identicamente nula desde que a convergéncia nao seja “muito rapida”
[41].

Teorema 1.4.2 Seja f € H(D) que verifica
I (zn,) C D tal que f(z,) =0

sup | f(2)] = M < oo
zeD

“+oo

S (1~ fan]) = o

n=0

Entao f =0 em D.

Observagao: Este teorema também é valido para funcées de Nevanlinna, ou seja,

fungdes do tipo g/h, com |g| <1, |h| <1leg#0,Vz e {z€ C:|z]| < 1}.

1.5 Funcgoes Racionais de Termos Enterlagcados

Nesta sec¢ao apresentaremos um breve estudo da classe de Fungoes de Circulo Funda-
mental, também conhecidas como Funcoes de Termos Entrelagados. Designemos por semi-
-planos complexos superior e inferior, respectivamente, os conjuntos {z € C: Im(z) > 0}

e {z € C:Sm(z) < 0}, denotados, respectivamente, por C* e C™.

Definigao 1.5.1 Uma funcao racional diz-se de Clirculo Fundamental se conservar o eixo

real e conservar ou trocar os dois semi-planos complexos superior e inferior.

Trata-se de uma generalizagao das transformagoes de Mobius, o exemplo mais sim-
ples de funcgoes com esta propriedade: conservam os semi-planos complexos no caso de
serem funcoes crescente para z € R e trocam os semi-planos no caso de serem funcoes

decrescentes. O eixo real é conservado.

Um outro modo de definir as Fungoes de Circulo Fundamental é defini-las como fungoes
de termos enterlagados, ou seja, fungoes cujos zeros e pélos se dispéem alternadamente no

eixo real. Vejamos que estas duas definigoes sao equivalentes (cf. [33]).



Teorema 1.5.1 Se R(z) € uma fungdo racional que conserva ou troca os semi-planos
superior e inferior e conserva o eiro real, 0os seus zeros e pdlos serdo necessariamente

reais, e dispoem-se alternadamente sobre o eixo real.

Demonstracao: Provemos o resultado apenas para o caso de R conservar os semi-planos.
Mostremos que os zeros de R sao reais.

Se existisse um zero de R, (3, no semi-plano superior, poder-se-ia tragar uma circun-
feréncia centrada em (3, totalmente contida em CV, e tal que a imagem da bola aberta
B(B,0) por R é B(o,e€), para certos €,0 > 0. Mas esta ultima regido contém a origem
e outros pontos de C* e de C™, o que contradiz a hipétese de R preservar ou trocar os
semi-planos.

Vejamos agora que os zeros de R sao simples.

Seja # um zero de R. Consideremos uma curva em torno de 3, no dominio. Se 3 fosse
um zero de ordem p > 1, a esta curva no dominio corresponderia no contradominio uma
outra curva que contorna a origem p vezes. Mas percorrendo uma vez a primeira curva e
partindo de um ponto real, estarfamos (no contradominio) no semi-plano superior, depois
no semi-plano inferior, e assim sucessivamente p vezes, enquanto que a primeira curva seria
percorrida uma sé vez. Tal constitui uma contradigdo em relacao aos semi-planos serem
conservados.

Analogamente se prova que os zeros de R'(z) sdo reais.

Uma vez que a fracgao 1/R(z) é também de circulo fundamental, resulta do que foi
dito anteriormente que os pdlos de R sao reais e simples.

Resta verificar que os zeros e polos de R se dispoem alternadamente sobre o eixo real.

Verifica-se que os pdlos de R’ sao duplos. Donde, R’ mantém o sinal constante sobre
o eixo real e, consequentemente, R varia sempre do mesmo modo, para z real. E entao

evidente que os zeros e os pdlos estao dispostos alternadamente sobre R. [l

Teorema 1.5.2 Uma fracgao racional de termos enterlacados €, a menos de uma cons-

tante complexa, uma frac¢ao de circulo fundamental.

Demonstragao: Uma vez que os zeros e os polos sao reais, podemos supor que os coefi-
cientes de R sao reais, e que o numerador e o denominador sao, cada um deles, o produto

de um polinémio com coeficientes reais por uma constante complexa, ou seja,
R(z) = Ry (2)

em que R; é a fracgdo de termos enterlacados e de coeficientes reais.
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A decomposicao em elementos simples da fraccao toma a forma:

+00
Ak
=A A A R
R(z) +,€EOZO‘k7 , Ak, ai € R,

onde A =lim,_,o R(2) e Ay = lim (z — o) R(2) s@o reais.
€K
Além disso, todos os Aj tém o mesmo sinal, ja que quando z é real, o valor de R nas
vizinhancas de a4, varia de +00 a —o0 se A < 0, ou de —oco a +oo se A < 0.

Se z =x + iy, R(z) = X + 1Y, obtemos

Y= —yS Ok
y;) (:c—ak)Q-l—yQ

Se A < 0, Vk € N, os semi-planos sdo conservados, e se Ax > 0, Vk € N, os semi-
planos sao trocados. Daqui concluimos que uma fraccao de termos entrelacados, €, a

menos de uma constante, uma funcao de circulo fundamental. (I

. ~ . . _d
Vejamos alguns exemplos. As transformagdes de Mobius do tipo w(z) = e 4y c
constantes, sao transformacoes que permutam os dois semi-planos complexos superior e
inferior se d > 0, e os conservam se d < 0. De facto, se z = x + 1y,
—yd
Cx —
S(w(z)) = 5 5
(z+e)+y
Logo, no caso d > 0, w(z) pertence ao semi-plano inferior/superior sempre que z esteja no
semi-plano superior/inferior, respectivamente. Se d < 0, os semi-planos sao conservados.
Finalmente, apresentamos um teorema [33] que nos fornece uma condigao suficiente e

necessaria para que uma funcao racional seja de termos enterlagados:

Teorema 1.5.3 R ¢ funcao racional de termos enterlagcados se e somente se todas as

raizes da equagdo R(z) — h = 0 forem distintas e reais, Vh € R.
Vejamos agora alguns resultados de convergéncia respeitantes a esta classe de fungoes.

Definicao 1.5.2 [32] Uma familia F de funges holomorfas definidas num dominio
 C C édita Normal naregiao € se cada sucessao de fungoes {f,} € F contiver uma
subsucessao que converge uniformemente em todo o compacto de €2, e é dita Quasi-
-normal se de toda a subsucessao de fungoes de F se poder extrair uma subsucessao
de fungoes que converge no interior de €2, excepto, quando muito, num nimero finito de

pontos de ().

Observagao: Os limites de sucessoes {f,} de uma Familia Normal F nao sao neces-

sariamente elementos de F.
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Teorema 1.5.4 (Montel) Uma familia de fungées analiticas num dominio Q@ C C, onde

cada fung¢do omite pelo menos dois valores, € Normal neste dominio.

Teorema 1.5.5 (Montel) Uma familia de fungoes analiticas num dominio Q@ C C onde
cada funcao nao admite o valor um mais que p vezes e o valor zero mais que q vezes, €

uma Familia Quasi-Normal em €, e de ordem quando muito igual ao minimo entre p e q.

1.6 Generalizacao do Problema de Watson

O problema que apresentaremos estd enquadrado em questoes de unicidade de fungoes.
Para o seu estudo utilizaremos, entre outros, os Teoremas de Unicidade enunciados e os
Produtos de Blaschke. Nesta seccao, denotaremos por A o circulo aberto de raio um

centrado na origem e por dA a sua fronteira, {z € C: |z| = 1}.

Enuncidmos ja o Problema de Watson: Dada f € H(A) e tal que
|f(2)] < Malz = 1", z € A,

que condicoes deverao verificar as contantes M,, de modo que f seja identicamente nula
em A.

Tal como indicamos, este problema foi resolvido, entre outros, por Carleman, que deu

ZM;I/" = 00

O nosso objectivo serd, numa primeira etapa, a generalizacao deste resultado. Tal

a condicao suficiente:

generalizacao consiste na seguinte questao:

Seja {fn(2)} uma sucessdo de fungdes definidas em A e que verificam

k
|fn(2)] < MnkH |z —wni|, k<n, neN, com lim w,,=1,k=0,1,...,n.

/ n—0o00
=1

Que condicoes devem verificar as constantes M, ;, de modo que f, = 0, z € A?

Consideraremos véarias hipéteses sobre a sucessao (wy, ):
(a) limy oo wp i = 1 por rectas contidas no circulo unidade.
(b) limy—oowpr=1e(wyp) C{zeC: m—e<arg(z) <m+e 2|1, e< 7}

Observe-se que para o caso (a) ndo se perde generalidade em considerar que a sucessao

Wy, € real, uma vez que se (wpy) estiver contida na recta {z € C: arg(z) = 6,60 # 0},

12



k k
fn(eioz)) < My, g H €2 — wy | = My H €92 — wy, e,
=1 =1

ficando este caso reduzido ao caso de w, e~ € [0, 1] x {0}.

Veremos que o facto de wy,  nao serem reais torna o problema consideravelmente mais
complexo.

A resposta ao Problema Generalizado de Watson no caso particular de w,; € [0, 1] x{0}

foi dada por G. Lépez, em [29].

Lema 1.6.1 (G. Lépez) Seja {fn,} uma sucessio de fungoes holomorfas e uniforme-

mente limitadas em A e tal que

k

()] < My [] 12 = wnil, k< n,n €N, (wne) € [0,1] x {0}.
=1
Se limy 00 Yy W = 00, a sucessao de funcoes {fn(2)} converge uniformemente
n,k

para o fungdo nula em A.

Antes de apresentarmos a demonstragao deste resultado, vejamos o seguinte lema (cf.
pg. 221 de [29]).

Lema 1.6.2 Se a sucessio de fungioes { fn}, holomorfas em Q@ = {z € C : Re(z) > 1}, for

uniformemente limitada em € e verificar as sequintes desigualdades, para m,n € N

d i —
|fa(2)] < c ( n’m> , 2 € 8, ¢ constante, m < n,

£
(dnm) C R tal que dyymy < dpmz < ... < dnp
entao existe I C N, tal que {f,} =0, z€ Q, n € I.

Apresentamos agora a demonstragao do lema 2.6.1.

Demonstracao: Se w,, € [0,7] x {0}, Vn,k € N, para certo r < 1, pelo Segundo
Teorema de Unicidade trivialmente se concluiria que f = 0, uma vez que o conjunto dos
zeros de {f,} teria um ponto de acumulagao no interior de A.

O caso interessante ¢ quando lim, .. w, = 1, k = 0,1,...,n sem que se verifique a
condicao anterior.

Uma vez que wy, i sao zeros de f,, k < n, as funcoes

_ RGe) iy,
Ty =y &P

13



Temos a limitacao
fn(2)
[T (= = wa)

Por outro lado, das propriedades dos Produtos de Blaschke podemos escrever

< Mn,k-

: fn(zz | < M.
IT=:(z — wny) Hl:k+1(m)
Logo,
k n 2 —w
— Wny
1) < Mo [T =l TT 7=

=1 l=k+1
Agora ha que considerar os dois casos:

Caso 1: se [[|L,, 1 (7=2) =0, 2 € A entdo fr, =0, z € A.

1—wy, 2

caso2: se existir I C N tal que

n
Z — Wpl
B, = e B 0 el 1.6.4
= T (F50) = 56 20, (16.4
I=k+1 ’
entao: .
Z — Wnp Z — Wnp
log| Bur(2)| =log [[ (;— )= > logl——=
I=k+1 il I—kt1 n,l
n
z+1
= Z log (1 —(1 wn’l)l—w mE
I=kt1 ol

e, da convergéncia de (1.6.4) concluimos que

n

Z (1 —wpy) <My, nel, z€A. (1.6.5)
I=k+1
_\n+2
Consideremos agora a sucesao de fungoes g, (z) = H?l(l(fizujrlz)’ as quais verificam
=1 ,

lgn(2)| > C1(r) >0 |z| <rr<1l,nel

Daqui concluimos que a sucessao de funcdes fp,(2) = gn(2)fn(2), z € A, n € I, é uni-
formemente limitada em A e que f,,(2) = 0 se e somente se f,,(z) = 0.

Mostremos que fn =0:

[fa(2)] = l9n(2) fa(2)] < My

k n

2 —w 1 1—2 n+2
[ v ] (Foet) ot

1-— wnJZ Hl:k-‘rl(l - w’mlz)

=1 I=k+1

n
< Mn,k H

I=k+1

1—2z

1— 2|k,
1 —wp 2 | d
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Mas o méaximo de ’ 1_11;2_2’ é atingido em z = —1 e é igual a =2
n,i

1+wn,i

obtemos a desigualdade
\fn(z)\ < My |1 — ZFeM 2 e A

Conseguimos, deste modo, reduzir o caso inicial (multipontual)

k

< 2~ wy,;. De (1.6.5)

(1.6.6)

|fn(z)| < Mn,kH |Z - wn,i|7 Wn, k& - [Oa 1] X {O}

=1

ao caso de um s6 ponto, wy,; = 1, Vn,k € N:

1Fu(2)] < My gl — 2[FeMt ) & < n.

1/k . . .
Defina-se d,, ), = Mn/k e, para cada n fixo, consideremos os indices k; para os quais

dpor. = min d,ri1=12....n
n,k; ki<k<n n,k ; )

Tais nimeros dependem de n, mas referiremos apenas k; em vez
Temos as desigualdades:

k1<k2<...<kl:n,
dnJﬂ < dn7k2 < ... < dmkl = dn’n,
dnk > dn,ki se ki1 <k<kiy1=12..n.

Em particular, segue-se que:

Da hipdtese segue-se que

l
- 1
li ki — ki— = 00.
2 ) g =
=1 o
Consideremos a transformagao
w—1 1
=" W= )
w 1-=2

a qual transforma o circulo unitario no semi-plano fe(w) > % Seja
O ={we C: Re(w) > 1}.
Definam-se

yi =edpr,, 1=1,2,...,n

yn+]_ = .

15
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Seja 00 = UZ:l Aka com Ak; = {UJ =1+ kyv Yk < |y| < Yk+1, k= 1,2,71}

Obtemos deste modo a estimativa para f, :

. 1 dy i\ "
ful SCMpp——=C (22) | k<n.
" w|F w]

Resta agora aplicar o lema 2 para concluirmos o requerido. (Il

Observe-se que no caso de (wy;) C{z € C: m—e <arg(z) <m+e |z|] <1, e <7},

se efectuarmos os mesmo céalculos obtemos a desigualdade:

T 12
|fn| SMn,k H 1—-w |1*Z|k.
i=k+1 1= Wni2]
T 1]
O nosso problema ¢é a limitagao, em A, de H — |1 — z|k. De facto, no caso de
gt |1 P2l
1—
W,k ser real, |1’—wZ;|€z| atinge o maximo em z = —1. Tal méximo é 2/1 + wy, x, 0 que
n,

nos permite obter a desigualdade (1.6.5), e consequentemente, a desigualdade (1.6.6).
Se wy, i nao for necessariamente real, o cdlculo do maximo desta funcao complica-se
consideravelmente. Mas sabemos que lim,, .o, wy, r = 1 é equivalente a

lim Re(w, i) =1e lim Sm(w,) = 0.

Sera de esperar que o maximo desta funcao seja atingido num ponto préximo de —1.
1 -2

|1 — Wy 2]
de simplificacao de escrita, wy, = a + ib) é atingido em

Efectivamente, o maximo da funcao (e se considerarmos, por uma questao

—1+44a — 6a% + 4a3 — a* + 202 + 4ab? — 2a%b% — b*
1 —4a + 6a? — 4a3 + a* + 6b2 — 4ab? + 2a2b2 + b*

xTr =

- 4b(1 — 2a + a® + b?)
1 —4a+ 6a? — 4a3 + a* + 6b% — 4ab? + 24202 + b4

Y

Ainda nao obtivémos uma relacdo entre z e y que nos permita resolver o problema

geral de Watson no caso (b). Serd um estudo a continuar num préximo trabalho.
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Capitulo 2

Problema de Momentos de

Stieltjes

Apresentaremos a relacao entre fracgoes continuas e o Problema de Momentos de Stielt-
jes (1894/1895).

Para tal, definiremos e caracterizaremos o Integral de Stieltjes, e apresentaremos pro-
priedades de fraccoes continuas, necessarias a compreensao dos resultados apresentados.

Consideremos a transformada de Stieltjes-Markov de uma fungao nao-decrescente p

com espectro infinito, que denotaremos por ji. Discutiremos a relagao entre a série as-

_1)"
simptdética desta funcao, g %, e fraccOes continuas da forma
z
1 1 1 1 1
Ay e
la1z ~ |ag  |asz lagp—12  |agy

Apresentaremos um estudo das condigoes de existéncia e unicidade devidas a Stieltjes

[45], para uma sucessao de momentos (¢,) C R,

e Existéncia O problema de momentos de Stieltjes tem solucao se e somente se os a,

da fraccao continua correspondente da série forem positivos.

e Unicidade O problema de momentos ¢ determinado se e somente se ) a,, divergir.

17



2.1 Integral de Stieltjes

Seja u uma funcao nao decrescente de variacao limitada e, eventualmente, com descon-

tinuidades de primeira espécie. O integral

b
[ t@duto) .1)

é o limite da soma S(P,) = >0 f(&p)[u(xp) —pu(wp-1)], &p € (2p, Tp11) para as sucessdes
de particoes P, : a =9 < x1 < ... < x, = b do intervalo [a, b] que satisfazem
lim max |xip1 — x| = 0.

Definigao 2.1.1 Designa-se por Integral de Stieltjes da fungao f, associado a funcao

peso 4, o integral (2.1.1).

A esta nocao de funcdo nao-decrescente podemos associar uma comparagao em
termos de distribuicdo de massa. Num ponto de descontinuidade zy diremos que ha uma
concentragio de massa finita, de valor p(zd) —u(zy ), e u(b) —pu(a) serd a massa distribuida

pelo intervalo |a, b].

Definigcao 2.1.2 Ao conjunto dos pontos de crescimento de uma fungao nao-decrescente

 chamaremos suporte ou espectro, e escrevemos supp g para indicar tal conjunto.

Da definicao conclui-se que o integral de f é invariante segundo fungoes peso do tipo
p(x) e p(x) + ¢, onde ¢ é uma constante.

Além disso, facilmente se vé que o valor do integral ndo se altera se a fungao peso diferir
de uma constante nos pontos de descontinuidade que se encontram no interior do intervalo
[a, b], mas o mesmo nao acontece se procedermos a uma alteragao no valor de u(a) ou p(b).
De facto, ao efectuar uma alteracao num ponto de descontinuidade de p respeitando as
desigualdades p(zy) < p(zo) < p(zd), ndo estamos a alterar a distribuigio de massa, mas
sim a massa concentrada nesse ponto. Deste modo, podemos sempre substituir u(zg) por
((zg) + p(zg))/2 desde que zg esteja no interior do intervalo [a, b).

Obviamente que se u(x) = x ou p(xr) = = + ¢ para certa constante c, o integral de
Stieltjes é o ja conhecido integral de Riemann. No caso de p ser uma fungao continua,

teremos /abf(a:)du(a:) = /ab f@)p(z)dz.

Se p for uma fungao em escada cujos saltos nos pontos de descontinuidade

a=x1<x2<...<xTp="=

18



forem respectivamente mq, ..., m,, temos

[ it kaka

Neste caso, determinar uma solu¢ao do problema de momentos (¢, ) equivale a determinar
um sistema de pares ordenados (my,, x,), n =0,1,... tal que ¢, = Zn 1 mpzk k=0,1, ...

Tal como no integral de Riemann,

/Omf( )pu(a =bgr+noo/f Yy

O exemplo seguinte é um exemplo que ilustra a nao unicidade do problema de momen-

tos de Stieltjes em relacao aos momentos ﬁe("+1)2/ 4,
+o00
Uma vez que / exp(—u?) sin(27u)du = 0, mediante a substituicio u = log(z) — ntl
obtemos -
+oo
/ 2" exp(—log?(z))dx = /T exp((n +1)?/4)
0
e
+oo
/ z" sin(27 log(z)) exp(— log?(z))dz = 0,
0
donde

+oo
/ 2"[1 + csin(27 log(z))] exp(— log?(z))dz = /T exp (n + 1) /4.
0
Assim, para toda a constante ¢ que verifique |¢| < 1, as fungoes
x
te(x) = / [1 + csin(27log(t))] exp (— log?(t))dt
0
~ - (n+1)?
sao solugoes do problema de momentos ¢, = /e 4

Adiante veremos também exemplos de problema de momentos de Stieltjes determina-

dos, que surgem no contexto de estudo de fragoes continuas.

2.2 Alguns topicos acerca de fracgoes continuas. Definicoes

e propriedades

Antes de mais, introduzimos as frac¢oes continuas e apresentaremos as suas principais

propriedades analiticas e geométricas, assim como alguns resultados de convergéncia.
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Definigao 2.2.1 Dadas as sucessoes (ay,), (b,), chamamos frac¢ao continua a uma ex-

pressao do tipo

ai
bo + )
a2

b +
as
by +
a4

by + ...

a qual, segundo a notacao de Pringsheim, indicaremos por

bs +

ai|  asl an|
bo+ 4
O e b by

e Reduzida de ordem n de uma fraccao continua a

ai|  asl an|
R,=byg+ — 4+ — +..+ .
T 0 T by b

De seguida indicamos algumas propriedades das fracgoes continuas que utilizaremos

ao longo deste trabalho.

2.2.1 Relagao de recorréncia

Uma das particularidades da fraccao continua é a relagao de recorréncia a trés termos

entre as reduzidas de ordem p, p > 1:

Ap = prp—l + apAp_g (222)
Bp = prp,1 + apo,g (223)
Ag=by, By=1

Mostremos que tal relacao de recorréncia é valida para todo o p, utilizando inducgao

em p € N.

Verifica-se que

Ao

-~ =}

By 0

A bob

A g _hta

Bl bl b1

é = by+ ai o bOble + ale + (L2b0
Ba " by + 32 bibz + a2 '

Assim, se
Ag = bo, A1 = boby + a1, Bo=1, By = by,

20



obtemos para a reduzida de ordem 2,

AQ bQAl + CLQAO

By  byB; +asBy

Admitamos que esta relagao é valida para p. Entao, para p + 1 vem

Api1 (bp + Z:E )JAp-1+apAp2 _
Bpi1 (bp + Z:E )Bp—1+ apBp_o

bp+1(bpAp—1 + apAp—2) + apr14p1 _
bp+1(bpBp—1 + apBp—2) + apr1Bp-1

que, pela hipotese, é igual a
bpt14p + apy1Ap 1

bp+1Bp + apr1Bp-1

Logo, podemos considerar, para p > 1,

Ap =bpAp1 +apAp—2
By = bpBy—1 + apBp—2
Ag =bo, Bp=1

e daqui se concluem as igualdades requeridas.

2.2.2 Relagao entre duas reduzidas consecutivas
Das relagoes de recorréncia (2.2.2) e (2.2.3) resulta a igualdade
Apy1Bp — ApBpy1 = —ap1(ApByp—1 — Ap-1By).
Se considerarmos 0, = A,B;,_1 — Ap_1Bp, obtemos dp41 = —ap410,. Logo,
dp+1 = (—DParas...apq1.
Dividindo por Bj,Bj41, obtemos

Apt1 B ﬁ _ (_1)pa1a2...ap+17 p=012, ..

Bp—i—l Bp Bpo—H

Esta igualdade sera til para o estudo da convergéncia.

2.2.3 Fraccgoes continuas equivalentes

Definicao 2.2.2 Duas fracgdes continuas dizem-se equivalentes se tiverem a mesma su-

cessao de reduzidas, Vn € N.
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Assim, se considerarmos a fraccao continua
b+ ——+—+..+—+.. (2.2.4)

e C1,C9, ..., Cn, ... NUMeros nao nulos, obtemos uma fraccdo continua equivalente a dada

definindo:

01a1| 6102612! Cncn—lan|

bo + + .. (2.2.5)

‘Clbl |Cgb2 ’Cnbn
De facto, se A, /B, designar a reduzida de ordem n da primeira frac¢ao continua e se

Al /Bl areduzida desta tltima, obtemos
Al = cicy...cnAy e Bl = cica...cu By, n €N

Logo, as fracgoes continuas (2.2.4) e (2.2.5) sdo equivalentes.

2.2.4 Fraccao continua Associada e Correspondente

Considermos a fracgao continua

arz|  axz|  asz| - anz|

I I I T +.,a,#0,neN (2.2.6)

Uma vez que Ap,Bp_1 — BpA,—1 = (—1)p_1a1a2...apzp, B, = 1+ ..., a sucessao de
reduzidas verifica Ry(2) — Rp—1(2) = (=1)P"lajas...apz? + ..., ou seja, coincidem até a

ordem p. Consideremos os desenvolvimentos de R, em série de Taylor, p € N,

Ri(z) = az
Ro(2) = crz+cz? +c323+.., ¢y #c3
2 4
R3(z) = crz+c?+ e+t +.., d#c
2 1
Ry(z) = caz+cz +0323+...+cpzp+c;+lzp+ + s Cpr1 F oy

Definigao 2.2.3 A série
c1z+ 2t 44+ (2.2.7)

designa-se por FElemento Correspondente da fracgao continua (2.2.6), e a fracgao continua

(2.2.6) é designada por Fracgao Continua Correspondente da série (2.2.7).

Temos uma correspondéncia bijectiva entre (2.2.6) e (2.2.7) (cf [33], pg. 186). De
facto, dada

Ru(2) = crz+ oz + 323 + o4 cp2™ + c;le"H + ..,
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: N
os a, verificam agay...ag, = (—1)P =2

A, com
D
Cc1 C2 Cp C2 C1 Cp+1
CQ Cp_l,_l (1) C3 Cp+2
A, = s Ay =
Cp Cop—1 Cp+1  -ow - C2p
Logo,
(1)
g — 7Ap,1 Ay
P A @ -
p qu
1 A
Por outro lado, ajas...agp—1 = (—1)P 1A(1’3 , donde
p—1
1)
agp—1 = — By Sy
P A @ -
p—1 Ap_l

Observemos que uma vez que a, # 0, entao A, # 0 e A,(,l) #0, Vp e N.

Reciprocamente, se A, # 0 e Afol) # 0, podemos obter os ¢, através dos a,. Temos

€1 = ay, ¢ = —C1a2 = —a1a2, ... €, supondo que calculdmos cy, 2, ..., c2p—2, & equacao

—1 1
a1a3...a2p—1 = (_1)17 = a1a3...a2p,1A( )

Al p—1 — (—1)p_1 (cop-18p—1+-..)

p—1

permite obter cz,—1 de modo unico. Analogamente,

(1)
a2a4...a2p = (—1)pAL

1
Ap <~ a2a4...a2pAp = (_1)p (CgpA;_)l + )

permite obter co;, de modo tnico.

Considermos agora a fraccdo continua do tipo

dlz] d222| dpzz‘

ey d 0,p=1,2,... 2.2.8
[14+e1z  |1+e2z ]1+epz+ &y #0,p=1,2, (228)

Uma vez que

R, — Ry 1 = (1P ldydy...dpz*P~ 1 +

ceey

O desenvolvimento em série de Taylor das reduzidas R, e R,_; coincidem até a poténcia
de ordem 2p — 2.

Logo, teremos para cada R,(z),
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Ri(z2) = crz+e?+c22+.., co=dy

2 4
Ro(z) = c1z+4caz + 323 4 eyz +cgz5+..., cs # ¢

/ /
Ry(z) = ciz+caz?+c32® + . +cpef + cszp“ + o Cpt1 F Cpi

Definigao 2.2.4 A série
1z 422+ o+ ep . (2.2.9)

é designada por Série Associada a (2.2.8), e a fraccao continua (2.2.8) é designada por

Fracg¢ao Continua Associada da série (2.2.9).

Também aqui a correspondéncia entre (2.2.8) e (2.2.9) é bijectiva (cf. [33], pg. 206).

Mostremos que se A, # 0 se verificam, para p > 2, as igualdades:

_ APAP—2
dp = B, (2.2.10)
/ A/
p—1 P
ep = — _E (2.2.11)
P Ay A,

com A[):l,Alzcl,dlzcl (§

i €2 ... Cp-1 Cp+1
A/ . co2 ... . Cp+2
Cp .. .. C2p—2 C2p

De facto, a fracgao continua associada da série (2.2.9), ou seja, a frac¢do continua que

verifica R = Sk, k=0,1,2,... e que é da forma,

d do2? d,2>
1 22| Bl (2.2.12)
1 +ez  |1+e2z 11+ epz

se existir, serd unica. Determinemos os coeficientes d), e e, a partir dos c,,.

Por um lado, sabemos que R, = g—: para certos polinémios D, e E,. Se (2.2.12) é
associado a (2.2.9), temos de ter
R = 2 2p / 2p+1 _ DP 2.2.13
p = C12 + Caz” + ..+ copz? + g2 —i—...—E— (2.2.13)
P

/
com Cop i # Cop+1-
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Das relacoes de recorréncia para D, e I, temos

Dy = (z2+ep)Dp1+dpDps
E, = (z+ep)Ep_1 +dpEp_2
E, = 14ez Di=d;

Multiplicando ambos os membros de (2.2.13) por E,, Ey(2) = €12+ ... + €,2P, obtemos

o sistema,
C1€p + C26p—1 + ... T Cpe1 +Cpy1 = 0
Cop + C36p—1 + ... T Cpr1€1 + Cpyr2 = 0
= 0 (2.2.14)
CpEp + Cpt1Ep—1 + ... T Cop-161 +Cp = 0
Se resolvermos em ordem a €1 obtemos
A/
g1 = _7p‘
Ap
- . A
Da relagao de recorréncia temos €1 = ey +e2 + ... + ¢, = —A—i, donde
_ A, Ap-1
ep— (€1+€2+...+€p+€p+1) —(€1+€2+...+€p) = —K+T
D p—1

Calculemos agora os d,. Se na igualdade
Rpi1 — Ry = (—1)Pdydy...dp1 2°PT 4 ..
identificarmos os termos em 22?1, obtemos
Copt1 — c'2p+1 = (=1)Pdidy...dpdpy1 =U
Da identificagao dos termos em R,E, = D,, vem
Cp+1€p + Cpy2Ep—1 + ...C2pE1 + C/2p+1 =0,

ou seja,
Cp+1€p + Cpr2Ep—1 + ... + CopEL + Copt1 — U=0

Temos o sistema de p + 1 equagoes e p + 1 incognitas:

crep +C2gp1+ ...+ g1 +cpp1 +0 = 0

CpEp + Cp+1Ep—1 + ... + Cop—161 + C2p + 0

Cp+1€p + Cpr2Ep—1 + ... + Cop€1 + C2p + U =0
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Logo, U = % = (=1)Pdydy...dydys 1, donde

ApA, o
dp:—%VpZQ, A():leAl:Cl.
( p—l)
Reciprocamente, c¢; = di, ca = —die;. Suponhamos que obtivemos ¢y, ca, ..., cop—1. A
A/ /
<A AL . .
equagao x> = xt— — ¢p, linear em c,, tem uma solucao unica, cop,. Por outro lado, a
equagao
Ap-l-lAp—l — —d,. 4
T A 2 T YD
(Ap)

linear em cgp41, tem uma unica solugao, cap41.

Observagao: Pelo que foi referido, concluimos que existe uma fracgao continua cor-
1 . ~ ,
respondente se e somente se A, # 0 e A,(J ) # 0. Para que exista uma fracgdo continua

associada, é necessério e suficiente que A, # 0.

2.2.5 Convergéncia de fracgoes continuas

Consideremos a fracgao continua escrita na notagao de Pringsheim,
b b b
b plol ol (2.2.15)
a1  as |an

A fraccao continua (2.2.15) é dita convergente e tem por valor R se

lim R, = R,
n—oo
com
b b b
an—1|+i|+...+i|.
lar a2 |an

Caso contrério, serd dita divergente.

Teorema 2.2.1 Uma condicdo necessdria e suficiente para a convergéncia da fraccao con-

tinua (2.2.15), no caso de os termos serem positivos e b, = 1,¥n € N, € a divergéncia de
Jr
Zkiol Q.

Consideremos agora a frac¢ao continua
1 1 1 1] 1|
Ly Ly N I (2.2.16)
lar  laz a3 lagp—1 ~ |agp

com ay € C\ {0}. Em [33], temos o resultado:

Teorema 2.2.2 (Van Vleck) Se os afizos dos denominadores a, da fracgdo continua

(2.2.16) estiverem no interior da regiao angular
| arg(z)] <%—0, 0<6< g,

e se I" designar a série » , an, entdo: a frac¢ao continua converge se e somente se I' diverge.
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Antes de demonstrarmos este teorema, apresentaremos a demonstracao do lema se-

guinte:

Lema 2.2.1 Nas condi¢oes do teorema enunciado, existem os limites das reduzidas da

fracgdo continua (2.2.16) de ordem par e das reduzidas de ordem impar.

Demonstracao: As reduzidas de ordem p da fraccdo continua (2.2.16), R, = A,/B,,

verificam
Ap+1
Ryy1— Ry 1 = (-1)P—F——,
? P Bp1Bp-1
Se Bpi1 designar o conjugado de By, teremos
|ap+1]|Bp|2

|Rpi1 — Ry 1| = (2.2.17)

‘Bpofl | |Bpo+1 |
Por outro lado, da relagao de recorréncia para By, Bpt1 = ap+1Bp + Bp—1, obtemos, apds

a multiplicacdo desta igualdade por B,
Bp+1By = ap+1|Bzo|2 + By-1By (2.2.18)

Consideremos af, = Re(a,) e Re(B,_1B),) = B,. Apés igualar as partes reais de (2.2.18),
resultam as desigualdades 8,41 — 3, = (JL;,JF1|Bp|2 > 0e 1 > 0. Logo,

Bp > Bp—1 > ...> 1 = Re(ar) >0 (2.2.19)
ay, ™ .
Mas ol = cos(arg(ap)) > 008(5 — 0) =sin(#), donde
ap
|ap+1] 1
1< : (2.2.20)
anyp sin(0)
De (2.2.17) e (2.2.20) temos a desigualdade
1 Bpu—B 1 (1 1
R 1—R71<, P = — —_— - .
ot =Bt S @) Gy @) Gy
U "Z(i—L>'1i—l'i’ ¢ i
ma vez que a série 5 ~ 77 ) igual a 3 lim 5, é convergente, conclui-se que
existem os limites de Rg, e de Ropy1, p € N. O

Apresentamos agora a demonstragao do Teorema de Van Vleck.

Demonstragao: Mostremos que a condigao Y a, = oo é necessaria.
Suponhamos que ) a,, converge. Logo, também converge a série sinf > |a,]|.

Mas

1
R,— R, || =—=——
‘ /4 P 1‘ ’Bpo—l‘
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Byl < T] (1 + Jal).

k=1

Uma vez que Y |ay,| converge, também converge o produto, e teremos para certo P,
[ (1+]ax|) < P. Logo,

By~ Bya| > 5.
Consequentemente, R, nao converge.

Mostremos que a condicao € suficiente.

Suponhamos que Y a,, diverge. Mostremos que a sucessao ((3,,) nao é limitada. De
facto, se tal acontecer, teremos |R, — R,—1| = m < ﬁip, e concluiremos que existe
lim,, o Ry.

Mas se a sucessao () for limitada, ou seja, 81 < B, < 3, p € N, a série Y (Bp+1—On)

¢ convergente. Por outro lado, da relacao de recorréncia B, = a,Bp—1 + Bp_2, temos

Bp B?’L—l |Bp*1|2
Bp72 anfZ po72Bp71
donde » 2
B, ap a'p|Bp_1 1 1
< = <1+ - —(Op — Op—1)-
B, ay, |Bp—1Bp—2| sin(6) 31 (Bp = Bp-1)
1
Se k= m obtemos as desigualdades
P
1Byl < |Bol [T (1 +k(8; = 8;-1)), p par
j=2

p
Byl < [Bi|[[ (1 +k(B; — B;-1)), p fmpar
j=3

Mas, uma vez que a série » (8,41 — [Bp) é convergente, os produtos também convergem,

donde |Bp| < M para certa constante M. Por outro lado, da definicao de (3,, temos
’EP—IBM > fp = P

Donde, |Bp_1| > $1/M = h. Mas de (2.2.19) temos (3, — B3p—1 > h*sin(6)|ap11].
Mas, assim, concluir-se-ia que Y (/3,+1—0p) diverge, contradigao em relacao ao suposto.
O
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2.3 Ligacao do Problema de Momentos de Stieltjes com as

fracgoes continuas

No artigo de Stieltjes, “Recherches sur les fractions continues”, o primeiro trabalho onde
o problema de momentos de Stieltjes foi enunciado tal como o conhecemos actualmente,
verificamos que o ponto de partida para o estabelecer do problema de momentos foram as
fracgoes continuas. Neste artigo sao estudadas fracgoes continuas do tipo
11 1| 1

+—+..0a;,>0,z€C,
larz ~ |aa  |agz lagp—12  |agyp

e al se estabelecem nao s as principais propriedades analiticas de P,(z) e Q,(z), nume-
rador e denominador das reduzidas de ordem n, como também resultados de convergéncia
da fraccdo continua.

Para tal, sao estudadas as sucessdes Ps,(z)/Q2n(2) € Pont1(2)/Qan+1(2),n € N.
Mostra-se que se »_ a, divergir, as reduzidas terdao um mesmo limite, Vz € C\ R™, e
se Y ay convergir, tais limites serao distintos.

Mas, em ambos os casos, o limite é uma funcao analitica que se pode representar na
forma de um Integral de Stieltjes

lim £2n(?) :/m de(z) 2eC\R™
0

24+

lim
n—00 Q2n+1(z)
para certas fungoes nao-decrescentes ¢ e ¢1.

Pony1(z) _ /+O° doi(z) L€ C\R-
0

Z+x

Pelo que foi dito, obviamente que tais funcgoes representam iguais distribuicoes de
massa se »  a, divergir e serao distintas se > a, < 00.
De facto, Stieltjes obtém as decomposicoes em fracgoes simples:
Ponzy Mo, n Moy, 2 T Monm
QZn(z) Z+ Ton1 Z+ Ton, Z+ Topnp

Temos também que
lim zop = A e lim Mo, = E=1,2,..
n—oo n—oo

O momento de ordem i é definido por

+00
C; = E ,uk/\i.
k=1
Enquanto que para a sucessao dos fmpares,

Poni1(z) — No | Noptin + DNontin
Q2n+1(2) Z  Z4 Toapt1 Z 4+ Topyin
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lim N2n+1,k = Vi, nhj{olomk = 9k k= 0, 1,2,

n—oo
Cp . _ —+oo oo, i
O momento de ordem i é entao definido como co = > 2o vk € ¢ = Y ;2] Vb,
Reciprocamente, suponhamos que o integral de onde partimos é

+oo T
i) = [

z4a’

e que a partir da sua série assimptoética

+o0

Z(—l)”zzil (2.3.21)

n=0

se define a fraccao continua do tipo

oo 1 1 1
el . +—4..a;>0,z€C (2.3.22)
larz ~ |ag  |agz lasp—12  |agy

cujos aproximantes de ordem par e fmpar verficam

. Py(z) [T dé(z)
o Qan(2) /o 24z F(z)
(§]
. Pypa(2) [T dei(x)
HIEEO Qont1(z) /o e Flz)

Veremos depois em que condigoes a fraccdo continua assim obtida converge para o
integral que lhe deu origem, ou seja, qual a relagao entre Fy, F e [i, equivalentemente,
qual a relacao entre as funcoes ¢, phii e u.

Os principais resultados que podemos deduzir deste trabalho sao:

Existéncia O problema de momentos de Stieltjes tem solug@o se e somente se os a, da

fracgao continua (2.3.22) correspondente da série (2.3.21) forem positivos.
Unicidade O problema de momentos é determinado se e somente se Y a,, divergir.

Stieltjes enuncia também uma condi¢ao que envolve os momentos, condi¢ao necessaria

e suficiente para a existéncia de solucao do problema de momentos.

Teorema 2.3.1 (Stieltjes) O problema de momentos correspondente a sucessao de ni-

meros reais (cy) tem solug¢do cujo espectro € um subconjunto de [0,+oo[ se e somente

se
ch €1 ... Cn C1 c1 ... Cn+1
Cl  eee ... C2
A, = >0eAl) = >0,n=0,1,..
Cpn e ... Co2p Cn4+1 oo oo Cop41

30



2.4 A Fraccao Continua Correspondente

Consideremos a sucessao ¢, e seja I’ a funcao geradora desta sucessao, ou seja, que

admite a representacao formal em série

F(z) = Z(*l)"%’ 2| > R, (2.4.23)

com R > 0.

Se p for uma solugao do problema de momentos de Stieltjes, teremos

—+oco
cn= [ aduta),
0

e F serd a funcao de Stieltjes-Markov,

De facto,

+ +
S e - 15
Zn—f—l 2 o
n=0 n=0
—+00 _ 2\
_ EZ fsuppu( w) d,l,l,(a?)
z FAL

n=0
= X [t
= / . Jlr —du(z),

ainda que nao se tenha unicidade de pu.

Suponhamos entao que o integral de onde partimos é

400 T
ﬂ(Z):/o dp(x)

z+z’

fungao analitica em C \ {—suppu}.
A questdo que se coloca é em relagao ao cdlculo deste integral, ou seja, em relagdo a
aproximacao desta funcao.

A série assimptética de [i(z) pode ser divergente e nao representar a funcao. De facto,

Cn+1
Cn

duas situagoes podem ocorrer, ou lim, = )\ < o0, e a série converge em |z| > A,

onde representa uma funcao analitica (e neste caso o suporte da medida é [a, b] para certos

Cn41
Cn

a e b tais que max{|al, |b|} < \), ou im0 = 00, e a série serd divergente (situacado

que corresponde ao caso de o suporte de u ser nao limitado).
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Contudo, apesar da divergéncia, podemos utilizar a série para obter a fraccao continua
do tipo

oy, 1 1 1

+ +..., a;>0,z€C,

la1z ~ |ag  |asz lagp—12  |agy
que converge para /i(z) em alguma regiao do plano complexo, e obteremos deste modo o
prolongamento analitico dessa série.

Consideremos entao a série
+o0o

>

n=0
O teorema seguinte [33], garante a existéncia de uma frac¢do continua associada desta

série.

Teorema 2.4.1 Seja (¢,,) uma sucessio de momentos. Entdo, existe uma fracgdo conti-

nua associada da série
+oo

Z(_l)n ZSTJLA'

n=0

Se a solugdo do problemas de momentos verificar u(t) = 0 para t < 0, eziste uma

fraccao continua correspondente.

Demonstragao: Apés a identificacio (—1)" ¢, 1 = u,, consideremos a série

~+00 u
— (2.4.24)
ZTL
n=1
e a forma quadratica em g, x1, ..., Tp,
p—1
S = E Up4j TR T
4,k=0

Temos que

+oo P~1 )
5 = / S (=t a) () du(t)

T jk=0
o0 9
= / (2o — toy + 2o + oo+ (=1, ] dp(t).
— 0o
S ¢é positiva-definida, e tal é equivalente a afirmar que o discriminante de S, A, é
positivo. Veremos de seguida que esta condigao nos permite concluir que a série admite
uma fracgao continua associada.
A segunda parte do teorema é a consequéncia do seguinte: se p(t) =0, t < 0, a forma

quadrética
p—1

!
S'=> " —upyjzpz
J,k=0
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pode escrever-se na forma:

/ oo p . k
S / —t) ﬂxkx]} tdu(t)
7.k= 0

- / t [xo — toy + 220 + + + (—1)p71tp71xp_1]2 du(t)
0

Logo, também é uma forma definida-positiva, e o seu discriminante (—l)pA,(Jl) é posi-
tivo. Mas para a existéncia da fraccao continua correspondente basta que Az(,l) #0.

Logo, concluimos que existe uma fracgdo continua correspondente. [l

Lema 2.4.1 Seja (¢,) uma sucessio de nimeros reais. Se existir uma solu¢do p do
problema de momentos de Stieltjes, os elementos a, da frac¢do continua correspondente
da funcao de Stieltjes-Markov

0,1 1 1 i

a1z Jaz  Jasz 7 Jagpz gy

+ .. e C,
5a0 positivos.

~ . 4 Unp, _
Demonstragao: Consideremos a série E —- com u, = (—=1)" Yepo1, n>1
z
Se z = %, temos

W€ + U2l + o+ U+ . (2.4.25)

A fracgado continua associada da série é dada por

di§] d2€?| dp€’| 1
o4 ==, d,#0,
14+ e1& |1+ ek 11+ epé... ¢ z » 7
a qual é equivalente a
i ol g Bl (2.4.26)
lz+er  |z4e |z +ep
onde dy = uj > 0,
ApA, o
dy, = ——2P= p>2 2.4.27
P (Ap—1)2 b=z ( )
/ A/
p—1 14
e — (2.4.28)
P Ap1 Ay

com Ag =1e Ay, A} definidos anteriormente (cf. 3.2.4).

Passamos a fraccao continua correspondente,

big| | bag bpé| _ 1
TR TR TR Sl
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Ter-se-a

bp = di1 >0 (2.4.29)
A(l)
boby...bay = enﬂf7>o (2.4.30)
P
A
blbg...bgpfl = (*1)17_1 (1p >0 (2431)
AN

donde facilmente se conclui que b, > 0. Mas esta fracgao continua pode escrever-se ainda

na forma
b b b boy,— b
o bal | bsl o b eyl
lz 1 |z | 1

que por sua vez é equivalente a

o1, 1 1
S EOId I I ot
larz ~ |ag = |asz lagp—12  |agy
1 b1 by |
com a; = —, ag = —, A3 = ——, € em gera
1 bl y U2 b2 ; U3 blbg ) g
b2b4...b2p_2
asgp-1=——"-—""->0
P blbg...bgpfl
blbg...bzp_l
aoy = 0
P baby...bap

O

Consideremos R, (z) a reduzida de ordem n da fracgao continua (2.4.26), funcao de
varidvel complexa z € C. Vejamos algumas propriedades geométricas dos aproximantes da

fraccao continua associada a funcao de Stieltjes.
Lema 2.4.2 R, (z) e z estao separados pelo eixo real, n € N.

Demonstracao: Utilizemos indugao em n € N para mostrar que R, sao fungoes racionais
de circulo fundamental.

Temos d,, <0, n>2ed; >0.
d
Sen =1, Ri(z) = +1 ¢ uma transformacao homografica que permuta os dois
z €1
semi-planos complexos superior e inferior (cf. 2.2.5).

Admitamos que também é assim para

Ro(z) = dy | dy| dn|
" lz+er  [z+es T |zten

Mostremos que também se verifica para

d d d d
_ 1] 2| . nl + ] 7
lz4+e1  |z+e2 z+en |24 zZnt

RnJrl(Z)
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dnJrl

Z+ept1 '
Efectivamente, se d,, < 0, z,41 conserva os semi-planos, de acordo com o que foi dito

onde zp 41 =

no capitulo 2.
Logo, se R,, permuta os dois semi-planos e z,1 0s conserva, resulta que R, 1 permuta
os dois semi-planos. Concluimos, deste modo, que R,(z) e z estao separados pelo eixo

real, n € N. O

Lema 2.4.3 Se todos os a,, da frac¢do continua

., 1 1 1
—_— +—+.., z€C,
la1z ~ |aa  |asz lagp—12  |agy

forem positivos, o problema de momentos de Stieltjes subjacente tem solucao.

Demonstragao: Consideremos a frac¢ao continua

dy | dy| dn|
lz4+e1  Jzd+es Tlz+e,

equivalente a fraccao continua dada.

O desenvolvimento assimptético das reduzidas de ordem n é dado por:

Cn— «

Uma vez que d,, < 0 se p > 2 e d; > 0, pelo lema anterior concluimos que z e Ry(2)
estao separados pelo eixo real. Logo, R, (z) sado fungoes racionais de circulo fundamental.
Sabemos ja que tal é equivalente a afirmar que sao fracgoes de termos entrelacados, ou

seja, funcoes cujos zeros e poélos se dispoem alternadamente sobre o eixo real.

P
Uma vez que R, (z) = Qn((Z)) com P,(z) = d12" 1 + ... e Qu(2) = 2" + ..., obtemos a
n(z
decomposicao para R, (z) :
M, M M,
Ro(z) =24+ L 4 n
z zZ+x zZ+ xp

em que M; >0, z; € RT Vi=1,2,...,n e My eventualmente 0.
Se considerarmos a fungao p, nao decrescente e em escada cujos saltos em x; sao
respectivamente M;, obtemos a representacao em Integral de Stieltjes:

+00 T
z%n(z):/O donl)

Z+x

com

Mo+ My + ...+ M, :/ dpn(x) = uy
0
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Mas as fracgoes racionais de termos entrelagados formam uma familia normal em todo
o dominio que esteja contido no semi-plano superior ou no semi-plano inferior (ja que
omitem pelo menos dois valores). Nos pontos do eixo real, a familia é quasi-normal de
ordem um, uma vez que cada funcao nao assume cada um dos valores reais mais que uma
vez.

Dos teoremas de convergéncia para familias de fungoes normais e quasi-normais enunci-
ados podemos entao concluir que de toda a sucessao R, (z) se pode extrair uma subsucessao
R, tal que R, (2) = F'(z), para certa funcao F, sobre cada compacto de C\R™. Obtemos

deste modo uma solucao do Problema de Momentos. [l

Note-se que nao poderemos concluir que R,, converge uniformemente para F' em C\R™.
De facto, veremos que tal convergéncia depende da unicidade de solucao do problema de
momentos, e que R, converge uniformemente para F se e somente se o problema de

momentos for determinado.

2.5 Analise da convergéncia da fraccao continua

Consideremos a fraccao continua

1, 1 1|
— 4+ — 4+ —+ ..+ —+..,b,cC\ {0}
b1 b2 b3 by g \ 10}

As conclusoes em relacao a natureza desta fracgao continua podem ser deduzidas do teo-
rema de Van Vleck.
De acordo com esse teorema, temos convergéncia, quando muito, na regiao

{z eC: |arg(z)| < g}

Mas este teorema pode extender-se ao caso de os afixos de bg, 41 estarem na regiao
angular de abertura m — 26y para algum 6y suficientemente pequeno, e bs, na regiao
simétrica em relagdo ao eixo Oz, ou vice-versa.

Suponhamos que ocorre a primeira situagao, ou seja, que os afixos de ba, 11 estdo na
regiao angular 'Oy’ de amplitude 7 — 26y, para algum 6y > 0 .

Ora, as fracgoes continuas

1|+1’+1|++1|+1|+
by b b3 T |byp1 fbop
e .
e | 1] 1| 1| 1|

e T e T e T e e T

sao equivalentes, ¢ € R.
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Assim, se 0y designar o angulo que Oz’ faz com o eixo Oz, podemos considerar

7
90—5—‘9—90

e apds a rotacao de ¢, o angulo entre Oz’ e Ox é igual a § — 6 e o angulo entre Oy’ e Ox

¢ de — (5 — 0). Os afixos de b, verificarao

77 T
larg(by)| < = —0, 0<6<—,
2 2
O resultado ¢ agora imediatamente transposto para a fraccao continua

1 1 1] 1]
Bl Tl + 4. a;>0,z€C.
la1z ~ |aa  |asz lagp—12  |agy

Uma vez que arg(anz) = arg(z), conlcuimos que a fracgao continua converge em

larg(z)| <m—20, 0<6<

o

Além do mais, R,(z) é uniformemente convergente para uma funcdo analitica no
dominio

{zeC: |arg(z)| <m—20}, 0< 6 <m7/2.

A convergéncia uniforme resulta da limitagao de R,, em C\ R™.

Conclui-se que o problema de momentos é determinado se e somente a fraccao continua

1 1 1 1 1
7‘ 7| | | +—|+...ai>O,ZE(C.
|CL1,Z |a2 ’agz |a2p,12 |a2p

se a série Y  a, for for tal que a série a,, diverge.
Em relagao a representagao da fungao limite, verifica-se que a funcao limite é precisa-

mente a fungdo de Stieltjes,

Pa(z) /du(w) .
= fu(z).

lim =
Z+x

Do estudo efectuado, concluimos que o suporte de p é um subconjunto dos limites dos

zeros de (J,,. Consideremos entao as raizes de ) ordenadas por ordem crescente,
Tl < Tgo < ... < Tkk, k>1.

Duas situagoes podem ocorrer:

() limy—oo Tk = A < 00

(b) limy— o0 Tpr = 0
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Estas situagoes correspondem, respectivamente, aos casos de suporte de p = [a, b] ou
suporte de p = [0,400). Na primeira situagdo, a convergéncia para i é uniforme em

C\ [-b, —a]. Se o suporte de p for [0,400), a convergéncia serd uniforme em C\ R™.

Devemos também salientar que o facto de a fracgdo continua convergir nao implica que
a série convirja, e pode mesmo acontecer que o desenvolvimento em série seja divergente
e o problema de momentos determinado.

A série gerada pelos momentos de Laguerre ilustra esta situacao. De facto,

| | | —1)!
o2 3l (_1)n_1(n ot

¢é uma série divergente em todo o plano complexo, mas a fracgao continua correspondente

1 1 1, 20 2
Flz)=—4+— 442424
(2) TRttt R

converge, pois verifica agr1 = 1 e agg = 1/k, e, logo, > a,, é divergente.
O problema de momentos associado aos momentos ¢, = (—1)""!(n—1)! é determinado,

xT

e a solucao é p(z) =1 — e~ %, ou seja,

Foo +oo
cn = (=1)"! /0 2" Hdp(x) = (=11 /0 e " dx = (=1)"'I'(n)

A forma integral para F' é dada em termos do integral de Laguerre,

400 e~ ®
F(z) :/ dx.
0 zZ+x

Observagao: No caso de ) a, < oo, a fraccdo continua diverge e nao teremos

d
qualquer ligacao entre o valor do integral / M_ﬁx) = [1(2), que originou a fracgao continua,
z+4x

e os limites dados pelas reduzidas da fraccao continua,

Fe) =l a0 /

zZ+x
v Pona(2)  [doa(2)
Fiz) =lim Q2n+1(2) / z+ax

Mas, ainda assim, temos (cf. pg. 500 de [45]) as desigualdades para z = x real positivo:

_ o Pon(2) o0 dp(t) iy Penri(2)
F(x) = lim_ Don(2) < /0 ot = hi@) = nlggom

e verifica-se que se existir um xg para o qual uma das desigualdades seja igualdade, se tem

a respectiva igualdade para todo o z da regido de analiticidade de F'(z) e Fi(z), ou seja,

= @ ou u = @1, respectivamente.



Capitulo 3

Outros Problemas de Momentos

Indicamos o surgimento de outros problemas de momentos, nomeadamente o problema
de momentos de Hamburguer (1919), no qual o espectro de p esta contido em R e o prob-
lema de momentos de Hausdorff (1921), correspondente a um intervalo finito [a,b] C R.
Discutimos resultados relacionados com a existéncia e unicidade de solugoes de problemas
de momentos.

Veremos que o problema de momentos de Hausdorff, se solivel, é sempre determinado
(ver 4.2).

Analisaremos condi¢Ges que permitem concluir a unicidade do problema de momentos
através de critérios sobre o crescimento dos momentos. De entre os trabalhos referidos,
salientam-se os de Carleman [8] e de Simon [44]. Estas condigoes resultam das relagoes
existentes entre problemas de momentos, quasi-analiticidade e e Transformadas de Fourier

(ver 3.3).
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3.1 Problema de Momentos de Hamburguer

Em 1919, o matematico alemao Hamburguer extendeu o problema de momentos ao eixo
real, e formulou o chamado Problema de Momentos de Hamburguer:

dada a sucessao (¢,), procurar p(x) nao decrescente em R, tal que

Cn = /x”du(:r) (3.1.1)

Foram necessarios novos métodos e extensoes a uma classe maior de fracgdes continuas
para a extensao do Problema de Momentos de Stieltjes ao eixo real.

Hamburguer estudou a convergéncia de frac¢oes continuas nao s6 do tipo

1 1 1 1 1
SIS | e
a1z~ |ag  |asz lagp—12  |agy

mas também do tipo

al | o
br—2 [Ba—2z |B2—2

correspondentes a séries de poténcias

> C
-> zn—il (3.1.2)
n=0

Para que exista solugao de (3.1.1) é necessério e suficiente que no desenvolvimento de

(3.1.2) em fracgao continua do tipo

Oéo’ 041| 062‘

6i—2 [fo—2z |Bo—2

todos os oy, sejam positivos [35].

Em 1920, Hamburguer [18] estabelece o critério seguinte:

Proposicao 3.1.1 (Hamburguer) O problema de momentos de Hamburguer tem solu-

cao se e somente se

chp C1 ... Cp,
Cl ... ..

A, = >0, VneN
Cp . .. Cop

Mostrou também que (cf. [43]) se

£(z) = /m L o) (3.1.3)
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converge uniformemente em todo o compacto de C \ R e se a fungao f tiver a expansao

assimptotica
“+oo

fz) = Z(—w% 2=y, y— 00 (3.1.4)

n=0
entao todos os momentos fR x"dp(x) existem e sdo iguais a ¢,. Reciprocamente, se todos
os momentos existirem, a funcdo (3.1.3) é analitica em compactos de C \ R e tem o

desenvolvimento assimptético (3.1.4) para |z| — oo, em regides angulares

{zeC: §<arg(z) <m—0,—7m1+0 < arg(z) < —0d}, 6 >0.

Vejamos um exemplo.
Consideremos a medida
du(z) = Co e 1% da,

onde Uy~ ¢ uma constante positiva. Os momentos de dp podem ser calculados utilizando

a funcao Gamma,
+oo
/ ¢ e der = b°T'(¢), ¢ > 0, Re(b) > 0.
0

Consideremos a mudanca de variavel x = y%, ¢ = %T‘H Obtemos

2n +1
«

+oo
g / ane—b‘yP‘dy — b—2n+l/ar( )

2
Considerando a parte real de ambos os membros da igualdade,

“+o00
% / y?re RO cog(—Sm(b)|y|®)dy = |b] 21/ cos (— arg(b)

ING )

2n +1 2n+1
«

Mas o lado direito da igualdade é nulo quando arg(b) = 4. Uma vez que fe(b) > 0,
resulta que o problema de momentos de Hamburguer é indeterminado se 0 < a < 1 (pois se
a uma solucao do problema de momentos adicionarmos uma destas funcoes peso, obtemos
uma funcdo com os mesmos momentos). Veremos em 5.3. que no caso de o > 1 este

problema de momentos é indeterminado.

3.2 Problema de Momentos de Hausdorff

Em 1921, Hausdorff resolveu o problema de momentos num intervalo fechado e limitado.
Este problema de momentos é chamado Problema de Momentos de Hausdorff.
Tratou-se do primeiro trabalho no qual o problema de momentos foi tratado sem

qualquer ligacao com fracgoes continuas.
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Sem perda de generalidade, consideremos de agora em diante tal intervalo [0, 1], o qual
é equivalente a qualquer outro intervalo limitado e fechado através de uma transformacao
linear.

Hausdorff caracterizou sucessoes de momentos de fungoes crescentes em [0, 1] servindo-

se de resultados de Teoria de Operadores. A cada polinémio
f(x)=ag+ a1z + asx® + ... + apx”
associou a funcional linear
L(f)(x) = apco + aicr + ... + aney

e procurou encontrar uma funcdo nao-decrescente p tal que para todo o polinémio f,

definido em |0, 1], se verificasse

1
£(f) = /0 f(@)dp(z).

O problema de momentos de Hausdorff consiste, entao, em definir uma funcional no espago
dos Polinémios e averiguar se tal funcional linear pode ser representada como um Integral

de Stieltjes.

Defini¢ao 3.2.1 Uma funcional diz-se Positiva-Definida se verificar L[p(x)] > 0 sempre

que p(x), polinémio de varidvel real, for ndo-negativo e nao identicamente nulo.

Em (1923), Riesz [40] enunciou o resultado:

Teorema 3.2.1 (Riesz) O problema de momentos correspondente a sucessio (c,) tem
solugao se e somente se a funcional linear L : {f : R — R} — R, L(z") = ¢y, for

definida-positiva.
Antes de enunciarmos o critério de Hausdorff, definimos os polinémios de Bernstein.

Definigcao 3.2.2 O Polinémio de Bernstein de grau n associado a uma funcao f, defi-
nida em [0, 1], é dado por

n!

Bu(t; f) = kzoﬂk/n)c,?t’“(l — 0" onde O = -

Verifica-se que (cf. [2]) todo o polinémio de grau m, nao-negativo no intervalo [0, 1],
se pode representar como

m—1

Py (1)
Pm(t) = Bn(t; Pm) - T:k )
k=1

onde p,,, ¢ um polinémio de grau menor ou igual que m, independente de n e m < n.

O resultado seguinte é devido a Hausdorff, [20].
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Teorema 3.2.2 (Hausdorff) O problema de momentos de Hausdorff tem solugdo se e

somente se Acp, > 0,k =0,1,2..., onde
A% = ¢4,

1
A'cp = cp — Cpq1
n!

Ay = ¢ — Y1 + Cycpia + oo + (1) "ppp, Cf = m

Demonstracao: Para que exista uma solugao, é necessario e suficiente que, para qualquer
polinémio p,, se verifique a condigao
Se pp(x) > 0,entao Lp(x)] >0 (3.2.5)

onde £ é a funcional definida por L(z") = cp.
Note-se, antes de mais, que a condicdo A™cy, > 0 é precisamente L[tF(1 —¢)"~*] > 0.

Mostremos agora que a condicao (3.2.5) é equivalente a
Lt* 1 —-t)" % >0, k=0,1,....,n n=0,1,2..., t €[0,1].

Se a funcional for positiva-definida, teremos L[t¥(1 —)"7%] > 0.
Reciprocamente, se A"c¢;, > 0, mostremos que L € definida-positiva. Seja Py, polinémio

nao negativo em [0, 1], de grau m. Temos

Pmy,
nk’

m—1
Bu(t, Pn) = Pu(t) + Y
k=1

onde By, (t, Py,) é o polinémio de Bernstein associado a Py, e p;,, tem grau menor ou igual
que m, m < n.

Aplicando £ a ambos os membros da equacao, temos
m—1
L(Bn) = L(Pn) + Y Llpm, (H)In".
k=1

Mas B,, é combinacao linear com coeficientes positivos de t¥(1 — ¢)"~*. Consequentemen-
te, L(B,) > 0. Por outro lado, fazendo n — oo, obtemos lim,_, E(pmk)n_k =0, e

concluimos o requerido. O

Mostremos agora que o problema de momentos de Hausdorff, quando solivel, é sempre
determinado.

Seja (c,) uma sucessao de momentos e p uma solugdo do problema de momentos de
Hausdorff. A transformada de Stieltjes é uma fungao geradora para os momentos da
medida, ou seja,

—+00

]. Ck k
du@) = =3 e a= [ atduo)
/suppu r—= k=0~ ! supp p
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No caso de supp p = [0, 1], entéao ¢ < 1, e a série converge absoluta e uniformemente
para |z| > 1. Logo, a transformada de Stieltjes é uma funcao analitica nesta regiao e,
consequentemente, completamente determinada pelos momentos. O teorema da inversao

de Stieltjes-Perron [46] permite obter a medida.

+oo 1

Teorema 3.2.3 (Stieltjes-Perron) Seja f(z) = / du(z), Im(z) > 0, sendo

w uma medida finita positiva em R. FEntdo: -~
1 b
lim — [ S(f(z + ie))dx = p(Ja, b) + 1/2 (u(a) + (b))

e=0T J,

Reciprocamente, se a série convergir em |z| > A, o suporte de p é compacto e da férmula

de inversao de Stieltjes-Perron concluimos que o problema de momentos é determinado.

E de salientar que, mediante certas condigoes sobre os momentos, um problema de
momentos de Stieltjes pode ser um problema de momentos de Hausdorff. De facto, temos

o resultado (cf. exercicio de [11]):

Lema 3.2.1 Seja (¢,,) sucessao de momentos de Stieltjes limitada. Entdo, (c,) € sucessao

de momentos de Hausdorff.

Demonstragao: Seja (c¢,) uma sucessdo de momentos cuja solugdo é p. Em primeiro

lugar mostremos que ¢, verifica a desigualdade
2 _
¢, < cpyiCn—1, n=0,1,2 ... (3.2.6)
Consideremos o espaco de Hilbert L?(y) munido com o habitual produto interno

(fg) = / F(@)g(x)du(z).

2 = (/Om x"d,u(x)>2 _ (/Omx"? nzldu(az)>2.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

Logo,

+0o0 +o0
ch < / x”"‘ld'u(x)/ l‘n—ldu(x) = Cpn+1Cn—1,
0 0

conforme requerido.

c
Vejamos se a a fungao geradora de (¢;,), Z(—l)"zn%, tem raio de convergéncia finito.
De (3.2.6) resulta
c c
nol < |2l , VneN
Cn—1 Cn
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¢é crescente.

donde se conclui que a sucessao C’éﬂ

Por outro lado, uma vez que 0 < a < |¢,| < b, para certas constantes a e b, tal sucessao

é limitada,

Cn+1 é
Cn a
Consequentemente,
. Cn+1
lim |2 =\, 0 <\ < o0
n—oo | Cp

Logo, a série é convergente para todo o |z| > A, e o suporte da medida é compacto, ou

seja, o problema de momentos é de Hausdorff. Il

Vejamos ainda algumas extensoes do problemas de momentos de Stieltjes.

Em 1939, [3], o autor generaliza o resultado de Stieltjes, e mostra que:

Teorema 3.2.4 (Boas) Toda a sucessao (c,,) de nimeros reais pode ser representada na

+o00
Cp = / x"dp(x),
0

onde o(x) € uma funcao de variagdo limitada em [0, +00).

forma

Em 1989, Duran [15] extendeu o problema de momentos de Stieltjes ao espaco ST NS,
sendo S o espaco das fungoes C* definidas em R e de contradominio em C, onde juntamente

com as suas derivadas, sao funcoes rapidamente decrescentes e
St={fes:ft)=0,t<0, ¢ | flkn< o0, Vk,n € N}
onde || f [[k,n= supejo oo t* /M (1)]-

Teorema 3.2.5 Seja (¢,,) uma sucessao de nimeros complexos. Entao, existe uma fun¢ao

f tal que
(a) feSNS*

(b) ¢, = f0+o° 2" f(x)dz, n € N.

Além disso, o autor mostra que este problema de momentos é indeterminado.

3.3 Problemas de Momentos e Quasi-Analiticidade

Nesta secgao procuraremos responder a certas questoes de existéncia e unicidade uti-

lizando directamente a sucessao dos momentos.

45



A primeira questao que se coloca é a de saber se podemos, a priori averiguar se o
problema de momentos é determinado ou nao, dependendo do crescimento dos momentos.
De facto, ja verificAmos que toda a sucessao de momentos de Stieltjes limitada tem
solugao tunica. Por outro lado, o resultado seguinte [3] permite concluir que o problema
de momentos de Stieltjes é indeterminado sempre que os momentos verifiquem uma de-

terminada condigdo de crescimento.
Teorema 3.3.1 Se (c,) C R verificar
co>1ecy, > (nep—1)", (3.3.7)
entdo existe uma solugao do problema de momentos de Stieltjes, ou seja,
—+o00
Cn = / x"de(x), n=0,1,2...

0

Além disso, este problema de momentos € indeterminado.

Demonstragao: (existéncia) Fagamos a prova por indugao em n € N. Consideremos

cp €1 ... Cnp C1 c1 ... Cn+1
Cl . e C9

A, = e A =
Cp e .. Cop Cn+1l oo oo Cop41

Pelo teorema de Stieltjes, é suficiente mostrar que que A, e A,(ql) sao positivos, n € N.

Mostremos que se verifica a condicdo A, >1 e Ag) > 1.

Temos as igualdades

2n—1
Ap=conBp 1+ > +eD, n=1,2,.. (3.3.8)
k=n
€
2n
AV =y A+ S £aDy, (3.3.9)

k=n+1
onde cada D é o minorante da linha n que nao contém co, € D;C minorante da linha n
que nao contém cop41.
Admitamos que
Ao > 1 e que ASC) >1

sao validas para k < n — 1, e mostremos que também é verdade para k = n.

Uma vez que c, > 1, n=1,2,...,

I nt2
cn > (nep—1)" > 2 (ﬁ) ezl on=2.3, ..



obtemos as desigualdades

Con > 1407 Gt (3.3.10)
o1 > 140" ! (3.3.11)

Agora, (3.3.7) implica que os elementos do determinante Dy s@o inferiores a cop,—1, €

os elementos de D;f sao inferiores a cogy,.

Da desigualdade A,, < ¢j...cp, n € N (cf. [38]) obtemos

|Dk" < an_ln%, k= n, ,27’L —1

|Dy| < ABn2 k=n+1,..,2n

As desigualdades (3.3.7) a (3.3.10) permitem concluir que

142 ntl
Ay > con —n'tzeptl > 1

NI nttechtt > 1.

Pelo teorema de Stieltjes, conclui-se o requerido.

(unicidade) Seja ¢, tal que
co>1, ¢p>(nep—1)", n>1

Suponhamos, sem perda de generalidade, que co é o primeiro elemento para o qual se
verifica a desigualdade estrita, ca > (2¢1)?, e que

2
ca > (2¢1 + €)? = (2 (01 + %)) , para um certo € > 0.

A sucessao vy, definida por

€
1/1201—1—5, Up==¢Cp, nF#1

verifica a condigao (3.3.7).
+oo
Logo, existe 3 tal que vy, = / z?dp(x), n=0,1,2....

. .. 70
Apés uma mudanca de variavel, temos

= [ asm = [ i)

enquanto que

+o0
Von = H2n = / z"do(x),
0
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com ¢ e -y nao decrescentes.
Mas § # -, uma vez que
“+00 —+oc0
v = Vady(z) :cl—i-e:e—i—/ Vzd(x).
o

0

Logo, o problema de momentos para a sucessao (c2,)n é indeterminado. Il

Concluimos que o problema de momentos de Stieltjes é indeterminado sempre que os
momentos verificarem a condi¢ao de crescimento(3.3.7).

Mas devemos salientar que nao existe uma equivaléncia entre o crescimento dos mo-
mentos e a unicidade da respectiva solugao.

Dada uma sucessao de momentos (¢, ), defina-se a partir desta a sucessao
n
— noJ )
cn(a) = E Clalen—j.
J=0
No caso de existir solugao,

ol = [ (o) nta).

Para o problema de momentos de Hamburguer, as solugoes de ¢, e de ¢, (a) estdo em cor-
respondéncia biunivoca. De facto, se p(z) é solugdo do problema de momentos associado
a ¢p, entao p(xr — a) é solugado de (¢y), e vice-versa. No caso do problema de momentos
de Stieltjes, a situacao é diferente, uma vez que a translacgdo nao preserva o suporte.

Em [44] é estabelecido o resultado seguinte:

Proposicao 3.3.1 Seja (¢,,) um problema de momentos de Stieltjes indeterminado.

Entao, existe ag tal que :
(i) Para todo o a > ayp, o problema de momentos de Stieltjes cp(a) € indeterminado,

(ii) Para todo o oo < «, o problema de momentos cn(a) ndo tem solugdo cujo suporte

esteja em [0, +00),

(iii) cp(g) € um problema de momentos de Stieltjes determinado, mas problema de mo-

mentos de Hamburguer indeterminado.

Antes de enunciarmos um resultado que estabelece algumas relacoes entre Transfor-
madas de Fourier e problemas de momentos [44], vejamos um exemplo.
Seja f uma fungao cujo suporte é [0,1] C R. Consideremos a sua transformada de

Fourier, F(f)(z) = g(x). Por um lado, temos

FMA) = GAF ()N
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Se existir a inversa de F, obtém-se

donde
+o0
VIR (=) £ (0) = / 2" g(x)da
Consequentemente,
+o0
/ z"g(x)dx =0

Nestas condicOes, se considerarmos p1 e uo definidas por

dui (z) = (Re(g) + )dz, dps(x) = (Re(g) — z)d,

/ " () = / " o dus(a).

—0o0 —0o0

teremos

Logo, o problema de momentos é indeterminado, pois p1 e pg sao solugoes distintas.
Proposicao 3.3.2 Seja (c,) uma sucessao de momentos de Stieltjes. Defina-se
F2n = Cn, F2n+1 = 07 n = 07 1727

Se o problema de momentos de Hamburguer (I'y,) for determinado, entdo (c,) € problema

de momentos de Stieltjes determinado.

Demonstracao: Seja p solugao do problema de momentos de Stieltjes,

+oo
/ x"du(x) =cp, n=20,1,2, ...
0

Defina-se

dp() 1/2dpu(z?), se x >0
p(z) =
—1/2du(z?), sex <0

cujos momentos sao (I'y,)p.

Da unicidade de p segue-se a unicidade de p em [0, +00[. O

Proposigao 3.3.3 [44]

(a) Seja (¢n) uma sucessao de momentos de Hamburguer tal que

len] < CR"nl, n=0,1,... (3.3.12)
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onde C, R sdo constantes positivas. Entao, o problema de momentos de Hamburquer ¢
determinado.

(b) Se (cy) for uma sucessao de momentos de Stieltjes que verifica
len] < CR™(2n!), n=0,1,... (3.3.13)
para certas constantes positivas C, R o problema de momentos de Stieltjes € determinado.

Demonstragao: (a) Seja p uma solu¢ao do problema de momentos de Hamburguer.

Entdo, 22" € LY(R, du). Por outro lado, verifica-se

—+o0 +00 N 1
_ : 2n
/_Oo cosh(z/2R)du(x) = NETOO . nzzo(x/ﬂ%) (Qn)!d,u(x)
i}
<C lim )< L,

(
N—+o00 —0 2

onde L é uma constante. Concluimos que e®* € L'(R, i), |a| < 1/2R.

Segue-se que F,(z) = [€"**du(z) tem prolongamento analitico na regiao
D={zeC:|Sm(z)| <1/2R}.

Seja agora p outra solucao do problema de momentos de Hamburguer. Pelas mesmas

razoes, I, ¢ também analitica em D e verifica

bndF;LO— 'ndFl?O— =0,1,2
(72) dZn( )_(71) dZn( )_Cnvn_ g Ly &y eee

Pelo Primeiro Teorema de Unicidade de funcoes analiticas, concluimos que F, = F),
em D. Pela formula de inversao de Stieltjes-Perron, concluimos que u = p.

O segundo resultado, (b), é consequéncia da proposigao anterior. O

Observacao: As condigoes (3.3.12) e (3.3.13) nao s@o necessarias para o estabelecer

da unicidade, sao apenas suficientes.

Em [43] temos o Critério de Carleman, uma condi¢ao que pode permitir concluir a

unicidade utilizando apenas os momentos.

Proposicao 3.3.4 (Critério de Carleman) Se

—-1/2n
Con = 00,
n=1

o problema de momentos de Hamburguer (cy,) € determinado.
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Se
o0

—1/2n __
E c, =00

n=1
onde () € uma sucessao de momentos de Stieltjes, o problema de momentos de Stieltjes

€ determinado.

Demonstragao: Consideremos a funcao de Stieltjes-Markov

F@):/+mdM@,z¢R (3.3.14)

oo X

onde i é uma funcdo nao-decrescente, de espectro infinito, e tal que os seus momentos
existem, Vn € N.
F' é fungao analitica em Sm(z) > 0.

Uma vez que

+ N—-1 2N—1
: fzn > oY an+x2N 1
s — 1 - o+l - on+l 2 - - on+1 Z2N+1 1*2?/27
n=0 n=0 n=0

a sua expansao assimptética quando |z| — oo em todo o sector do tipo

{z€C: e<arg(z) <m—e¢, €€]0,7/2[}

N 1 too 2N .
F('Z) - Z o+l + 22N+1 L 1- x/zdﬂ(x)a Cn = z dru'(x)
n=0 -

Suponhamos agora que 11 € 19 sao duas solucoes do problema de momentos. Definam-

PM@Z/WW@XkZLz

Z—x

-se

No sector angular em questao, é valida a desigualdade
|z — x| > |z] sin(e).

Logo, se z = re? | temos
b M

Fi(z) - Faa)] <

/szdw(x)

com dip = diy + dipo. Uma vez que [ |22V |dy = [ 2V dy,

SuP‘l—x/z

2 1 oON oON . 262]\[
|F1(2) — Fy(2)| < 22N [5in(d)] (/ || d¢1($)+/|a:| d@bz(:z;)) = ESm(s)

Se (z) > 1 verifica-se a desigualdade

262]\[

1) = (e <

o1



e basta aplicar o teorema da sec¢ao inicial (cf. 1.6) para concluir que F; = F. Mas tal é
equivalente a afirmar que i1 — ¥ diferem por uma constante.
A segunda parte do do teorema resulta da identificacdo feita anteriormente, entre as

sucessoes I'}, e ¢,,. O

E de salientar que para que se verifique a primeira condi¢do do teorema é suficiente

supor que
~+00 1

>l

n=0 T2n
onde vyo, = inkan(c2k)l/2k'

Demonstragao: Consideremos para € N,

1/k
By = mf [/\x]kdz/q /!x\ dipe(x ] .

/$|2nd’¢1 /|x\2”d1/)2 ) = Cop,N € N

Uma vez que

teremos (3, < 272y,

Logo, se Y 1/, divergir, o mesmo acontece com Y 3.

Pelo resultado de 1.3., um critério de unicidade para fungbes quasi-analiticas, a di-
vergéncia desta série implica que as fungoes definidas em (3.3.14) verificam F} — F» = 0

em {z € C:(z) > 1}. Daqui se conclui o requerido. O

Como consequéncia do Critério de Carleman temos [19]:

Corolério 3.3.1.1 Se o problema de momentos de Hamburguer tem uma solugao ¥ (x)

definida por (x f o(z)dx, onde p(x) >0 e

+oo
/ (p(2))2eldz < oo (3.3.15)

—00
para algum q > 1 e § > 0, entdo o problema de momentos é determinado.

Analogamente, o problema de Stieltjes € determinado se fOJrOO(ga(:n))qe‘s\/E < 00.

Demonstragao: Facamos a prova para o problema de momentos de Hamburguer. Para
o caso Stieltjes procede-se de modo analogo.

Se a condigao (3.3.15) se verificar para ¢ > 1, pela desigualdade de Holder teremos

+oo
/ o(2)e??ldr < co.

—00
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Logo, basta fazer a prova para

Con

Mas o maximo da funcao e

q = 1. Temos

-/ T (a)

—0o0

+oo
= / ¥ p(z)dx

)
+o0
_ / x2n65\x|675\x|(p(x)dx
)

—0lzlg2n atingido em x = :t%", é igual a

e2n <25”>2n — (5¢)~2"(2n)2".

Logo,

Con < ( —6|z| Qn) oo oz
on < max (e *¥lx (p(x))e’™dz.

—00

Da hipétese resulta a desigualdade

onde ¢ designa uma constante.
Consequentemente, a série

requerido.

con < (2n)2”c,

—1/2n . s . ,
> ch/ diverge. Pelo critério de Carleman, concluimos o
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Capitulo 4

Teoria Geral de Polindmios

Ortogonais

Neste capitulo apresentamos a relacao existente entre a teoria dos Polinémios Orto-
gonais e problemas de momentos. Para tal, comegaremos por definir uma Funcional de
Momentos, associada a uma sucessao de momentos (c;,).

Tentaremos, essencialmente, responder a duas questoes:

Q1) Que condigoes se devem impor a sucessao de momentos de modo a garantir a exis-
téncia de uma sucessao de polinémios ortogonais? Se existir, quais as condi¢les que

garantem a unicidade?

@2) Qual a representacao para £, em funcao de (¢,)?

Obter a representacao para a funcional de momentos é equivalente a determinar uma
funcao peso para os sistemas de polinémios ortogonais em relagao a essa funcional (ver

4.1). No sentido de dar algumas respostas a segunda questao, apresentamos:

e O trabalho de Pollazek [37], onde se estabelece a relacao entre medidas de ortogo-

nalidade complexas e sucessao de polinémios ortogonais,

e Os trabalhos [16] e [25], onde se estabelece um método para obter a fungao peso de
varios sistemas de Polindmios Ortogonais através da representagao de funcionais em
séries-6. Veremos, entdo, a aplicagao das condigoes da proposicao 3 na determinagao

da medida de ortogonalidade.

e A classe de Blumenthal Nevai (cf. [48]), onde se obtém convergéncia fraca de medidas

de ortogonalidade.
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4.1 Funcionais de Momentos
Dada a sucessao (cy,), defina-se, no espago dos Polinémios PP, a funcional
L:P—C, L(z") = cp.

Utilizaremos também a notagao (w,z™) para L(z").
L serd chamada Funcional de momentos e ¢, sucessdo de momentos de L.

Damos a definigao:

Definicao 4.1.1 A sucessao de polinémios {p, } é dita Sucessao de Polinémios Ortogonais

em relacao a funcional de momentos L se
(i) grau(p,)=n, n=0,1,2...
(11) ‘C(pnpm) = Aném,ny An = ﬁ(p%) 7é 0, n = O, 1, 2...

A sucessao {p,} é univocamente definida quando fixado o coeficiente principal de cada py,
ou quando fixada a constante A,, apesar de diferentes concretizagoes destas constantes
darem origem a sucessoes distintas. A unicidade verifica-se ainda que o problemas de
momentos seja indeterminado.

Se cada p,, for ménico, ou seja, com coeficiente principal igual a 1, {p,} serd chamada
Sucessao de Polinémios Mdnicos, e adoptaremos a notacao {P,}. Se cada p,, verificar a

condicao || py, ||= 1, a sucessao serda denominada Sucessio de Polinémios Ortonormais.

Responda-se a questao de existéncia.
Note-se que nem todas as sucessoes de momentos dao origem a uma sucessao de
polinémios ortogonais, como é o caso de, por exemplo, uma sucessao onde cg = L(1) = 0,
. . 2 _ . . . o~
pois ter-se-1a E(po) = 0, o que constitui uma contradigao.
Um outro exemplo é o caso de £ com momentos £(z") = a”, a constante. Nao pode

existir uma sucessao de polinémios ortogonais para £ assim definida, pois se

pO(x> :b%()? pl(x) :Cl'—i-d, 67&07

ter-se-ia

0 = Lpo(z)p1(x)] = L]b(cx + d)] = bea + db.

Logo, ca = —d, e L[p}] = c?a®+d?+2dca = 0, o que constitui uma contradicio em relacio

ao facto de p, ser uma sucessao de polinémios ortogonais.
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Contudo, se

ch €C1 ... Cn
Cl ... ..

A, = £0, VneN, A_;=1,
Cp v oo Cop

podemos obter uma sucessao de polindmios ortogonais em relacao a £ no sentido da

defini¢ao dada, bastando para tal definir

po(z) =1,
Co C1 Cp,
1 c i . C
Pu(z) = ! "l n=1,2,3... (4.1.1)
An-1 Cn—1 Con—1
1 z 2Z"

A sucessao de polinémios {p,, } definidos em (4.1.1) é designada por Polinémios do tipo
Chebyschev.

Antes de verificarmos que p,, é polinémio de grau n e que

A
Lpn(z)pm(z)] = rr:l Omom,s
vejamos o seguinte resultado:

Lema 4.1.1 (Chihara) Seja L funcional de momentos e {p,} sucessio de polindmios.

Sao equivalentes:
1. {pn} € sucessao de polindmios ortogonais relativamente a L;
2. L(x™pp) = Andpm, An #0, 0<m <n—1;

3. Para todo o polinomio 7(x) nao identicamente nulo, verifica-se que L(m(x)pn(x)) =0

se grau(m) < n, e L(m(x)pn(z)) # 0 se grau(m) = n.

Lema 4.1.2 A sucessdo definida por (4.1.1) é uma sucessao de polinémios onde cada py,

€ polindmio médnico de grau n.

Demonstragao: Sejam {p,} definidos por (4.1.1). Ao desenvolvermos o determinante

segundo a ultima linha obtemos

Co c1 ... Cp,
1 C1 N &N | 1 n
pn(z) = = (Ap—12" +1r(x)) (4.1.2)
An—l Cn—1 oo oo Cop—1 An—l
1 z .. 2"
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onde r(z) é um polinémio de grau menor ou igual que n — 1.

Além disso,

Co C1 Cn,

1 C1 oo Cp41

m
L[z"P,(2)] = A L

n—1 Cn—1 o Cop—1
»m Zm—i—l Lntm
Co c1 Cn

- 1 c1 ce Cpgl

An—l Cn—1 o Cop—1

Cm Cm+1 -+ Cn4m

Este determinante é nulo para m = 0,1,2,...,n — 1 ji que teremos uma matriz com

duas linhas iguais. Pela condicao 2 da proposi¢ao anterior concluimos o requerido. O
Mas a condicao A, # 0, n € N, ndo é sé suficiente, sendo também necesséria.

Lema 4.1.3 (Chihara) Seja L funcional de momentos com sucessao de momentos cy,.
Eziste uma dnica sucessao de polindmios ortogonais em relagdo a funcional de momentos
L se e somente se A, 20 n=0,1,2.... Tal sucessdo de polindmios ortogonais, a menos

de uma constante, é dada por (4.1.1).

Antes de referirmos as relagoes de recorréncia, vejamos as definicoes:

Definigao 4.1.2 A funcional de momentos £ ¢ dita quasi-definida se a sucessdo de
momentos ¢, o for, ou seja, se verificar A,, #0, n =0,1,... e positiva-definida se ¢, o

for, ou seja, se A, >0, n=0,1,...

Observagao: No caso de L ser positiva-definida, mostra-se que os momentos sao reais.

Obtemos, neste caso, uma sucessao de polinémios ortogonais reais.

Seja L funcional quasi-definida e p,, sucessao de polinémios ortogonais relativamente
a L. Sem perda de generalidade, consideremos que cada {p,} é ménico. Mostremos que

existem constantes (3, e A\, tais que
P.(z) = (z — Bn)Pr-1(x) = MyPr—2(x), n=1,2, ...

Pi(z) =0, Py(z) = 1.
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De facto, uma vez que P, (z) é um polinémio de grau n + 1,

n+1

zPy(z) = Z an kPe(x), onde apj = Lz Py (x) Py ()]
k=0

LI ()]

Mas x P, é polinémio de grau k£ + 1, donde a,, , = 0 se k <n — 1.

Uma vez que xP, é ménico, a,,+1 = 1. Logo,
zPy(x) = Ppy1(x) + anpnPn(x) + ann—1Pp—1(x), n>1.

Se considerarmos a,—1,n—1 = Bp € Gn—1,n—2 = Apn, Obtemos a relacao de recorréncia a trés

termos para polinémios modnicos,
P.(z) = (z — Bn)Ppo—1(x) — My Pp—2(x) (4.1.3)

P_1(z)=0, Po(z)=1 n=1,2,3...,

A1 qualquer. Consideraremos \; = £(1) = ¢p.

As sucessoes 3, € A, sao também definidas através dos momentos (cf. [11]),

L(x"P,)  Ap 24y,

A1 = L 1Py 1) = A%_1
8, = E(mPﬁ_l)
" L(P?_;)

L(P?) = Mo st

desde que A1 = ¢g = Ag.

Efectivamente, trata-se de uma equivaléncia [47],

Teorema 4.1.1 (Favard) Sejam (5,), (\n) sucessoes de numeros complezos e {Pp,}

sucessao de polinomios definidos pela relacdo de recorréncia
Pn(iﬂ) = (SL’ — ﬁn)Pnfl(l‘) — )\nPn,Q, n = 1, 2,
P,1 = 0, Po(.l‘) =1.
Entao, existe uma unica funcional de momentos L tal que

L) =1, L(PnPy) = MA2eAni16mn.

Além disso, L € quasi-definida se e { P, } € a sucessao de polinémios mdnicos ortogonais
relativamente a L se e somente se A\, # 0, n € N, enquanto que L € positiva-definida se
e somente se (8,) CR e (\,) CRT, neN.
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Demonstragao: Demonstraremos apenas a primeira parte. Defina-se £ do seguinte
modo:
L1]=co=M\
LIP)=0,n=12,.., (4.1.4)
A relacao de recorréncia pode escrever-se na forma
2Py, = P14+ Bna1Pn 4+ As1 P, n>1 (4.1.5)

Mas, de (4.1.4) obtemos
LlzP,(x)] =0, n > 2.

Multiplicando ambos os membros de (4.1.5) por = e aplicando novamente £ a ambos os
membros da equacgao,
L[z*P,(z)] =0, n > 3.
Deste modo, obteremos
L [z*P,(z)] =0, 0<k<n
{ L[z"Py(z)] = M1 L [2" 1Py (z)], n>1
Do lema 4.1.1 concluimos que {P,} é uma sucessao de polinémios ortogonais relativa-

mente a L. O

Observagao: No caso de serem polindmios ortonormais reais, a relacao de recorréncia
a trés termos é
TPn = Apt1Pn+1 + OnPn + Anpn—1
po(z) =1, p-i(z) =0.
com
P = Y™ + Sz 4 .

_ 1) 1)
an:’)/n 1>0’ bn:i— n+1

Tn Tn In+l .

Definicao 4.1.3 seja {P,} a sucessdo de polinémios ortogonais ménicos associados a

funcional de momentos £. A sucessao de polinémios definidos por

Pr(zl)(w) _ ﬁt <Pn+1(33) - Pn-i-l(t)) 7

T —1
onde L; representa a accdo de L sobre a varidvel ¢, designa-se por Sucessdo de

Polinémios Ortogonais associada a {P,} de primeira espécie.

Observagao: Esta sucessao de polinémios satisfaz a mesma relagao de recorréncia a
trés termos que {P,}, e verifica as condigdes iniciais P_1(z) = 1, P,(x) = 0. Trata-se de

uma sucessao de polinémios ortogonais, onde grau(FP,) =n—1, n=1,2,...
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4.2 Polinémios Ortogonais Classicos

As solugoes dos problemas de momentos associados as sucessoes ¢, = 2™n!, ¢, =nle

cn, = (—1)" sao fungodes que verificam uma equacgao diferencial do tipo Pearson,

w' (z) _ d+tex
w(z) a4 br+ cx?’

a,b,c,d, e constantes (4.2.6)

Estas fungoes sao fungoes peso para as sistemas de Polinémios Ortogonais conheci-
dos na literatura como Polindmios Ortogonais Cldssicos. A ¢, = 2"n! correspondem os
Polinémios de Jacobi, a ¢, = n! os Polinémios de Laguerre, e a ¢, = (—1)" os Polindmios
de Hermite (cf. [21]).

De facto, as solugoes da equagao de Pearson que, adicionalmente, satisfazem a condicao
/aﬁkdw(x) <oo, k=0,1,2,...
sao essencialmente de trés tipos, dependendo da natureza do denominador [21].

1. Se ¢ # 0 e cx® + bx + a tem duas raizes reais a e b, b < a, que, sem perda de

generalidade, sao a = 1, b = —1, a solugao geral é

w(z)=(1-2)*1+2)° ze[-1,1], a, 3> —1.

2. Sec=0,b#0, ﬁl((;)) = —2 — 1 tem solugdo

w(x) =z%"", a>—1, x € [0, +o0].

N

3. Seb=c=0, 4

w(x)

—x tem solucao

w(x) = e €] — o0, +00l.

Estas solugoes correspondem, respectivamente, as sucessoes de polinémios de Jacobi,
Laguerre e Hermite.
As sucessoes de polinémios ortogonais Classicas caracterizam-se por satisfazerem a

Foérmula de Rodrigues e uma equacao diferencial do tipo

o(@)y" () + B(2)y (z) + Mmy(z) =0, (4.2.7)

Cada p,, verifica a equagao diferencial (4.2.7) onde o(z) é precisamente a + bz + cz?,
polinémio de grau inferior ou igual a 2, #(x) é um polinémio de primeiro grau independente

de n, e v, apenas depende de n.
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Para que tal equacédo tenha como solucao um polinémio de grau n obtemos, apds a

comparacao do coeficiente lider,

o'(z)

5 nB (z).

Yo = —n(n—1)

Além disso, as solugoes serdo polinémios ortogonais.

Cada p,, verifica a Férmula de Rodrigues

R = — = () W@ @)

cow(z) \ do

onde ¢, é uma constante (dependendo apenas de n), w(x) é ndo negativo num certo

intervalo real, o(x) é um polinémio de grau inferior ou igual a 2, independente de n,

/ o
v W ¢ uma funcao racional, e #(x) polinémio de grau no maximo um.
w o(x

4.3 Propriedades dos zeros de

Sucessoes de Polinémios Ortogonais

De seguida listamos algumas propriedades dos zeros de uma sucessao de polinémios
ortogonais.
No que se segue, e salvo indicagao contraria, consideramos £ definida-positiva e {P,}

sucessao de polinémios ortogonais reais monicos, que verificam a relacao de recorréncia
Poi1(z) = (z — Bn)Po(x) — MpPr—i(x),n=1,2,3...,
P,l(l') = Oa PO(:E) =1
onde as sucessoes 3, e \, sao tais que 3, € R, A\, € RT™, n € N.

Teorema 4.3.1 Os zeros de P, sdo reais, simples, e precisamente n.

Demonstracao: Consideremos a sucessao de polinémios ortonormais, resultantes da nor-
malizacao de cada P, ou seja, resultantes da divisao de cada P, pela sua norma. Esta

sucessao verifica a relacao de recorréncia
ITPn = an-‘rlpn(x) + bnpn(x) + ap—1Pn—1, an > 0, b, € R,

p1(x) = 0, po(a) = 1

O facto de os zeros serem reais resulta das propriedades de matrizes de Jacobi. Da

relagdo de recorréncia a trés termos para sucessao de polinémios ortonormais obtemos a
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igualdade

bp ag 0 .. po(x) po(x)
ag by a0 0 p1(x) p1(x) 0
0 a by a2z O = — apPnt1()
0
0 0 ap_1 by pn(x) Pn () 1

Logo, se pp(xo) = 0, z¢ é valor préprio da matriz

bo ag O

ag b1 aq 0 0
Jn = 0 a1 by a9 0

0

0 0 0 ap-1 by

Uma vez que a matriz é simétrica, os seus valores préprios sao reais e sao precisamente n.
A simplicidade resulta da férmula de Chrstoffel-Darboux [47],

/ /

" RE) _ Pat(@)Pale) = Pa(@) Paca ()
25

1.../\k+1 )\1'~-)\n+1

Se existisse um zero duplo de algum P,, ter-se-ia que P,(z¢) = P, (x¢) = 0. Mas,
n
da igualdade de Chrstoffel-Darboux, viria Z P2(xg) = 0. Deste modo concluir-se-ia que

k=0
Py(zp) = 0, o que constitui uma contradic@o, pois Py(x) é constante e ndao nulo.

Logo, os zeros terao de ser simples. [l

O verifcar da formula de Chrstoffel-Darboux é também uma condigao suficiente para

que a sucessao de polinémios seja ortogonal (cf. [7]).

Teorema 4.3.2 Se {P,} verificam a identidade de Chrstoffel-Darbouz, entao {P,} é uma

sucessao de polindmios ortogonais.

Demonstragao: Se {P,} verificam

n k+1
T
1 () Pr(2) — Py (2) Py (2) = 7P;?(w), el | BY
k=0 F Jj=1
temos
n—1 r
Pv/z+1Pn*Pv/an+1 = Pr%+>‘nz Z;lplg
k=0

P'r% + An(Pa/anfl - Pa/m—lpn)
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ou seja,

(P7lz+1+>\nP7/z—1)Pn_Prlz(Pn+1+)‘npnfl) = P’r%
P 7 i
<:>< n+1+)\npn 1) - 1
P,

Logo,
P + /\ P _
n+1 ntn—1 ( ﬁn),

e os polinémios P, satisfazem uma relacao de recorréncia a trés termos:

Pn+1 + )\nPn—l = (IE - ﬂn)Pn
Pelo teorema de Favard, sao ortogonais. O

Apresentamos o caso geral, relativo a sucessoes de polinémios ortogonais ndo neces-

sariamente reais [42].

Teorema 4.3.3 (Saff) Se P, € sucessao de polinémios ortogonais associados a medida
de Borel positiva p com suporte em C, as raizes de P, estio em C,(suppp), sendo Cy o

mvdlucro convexo de .

Outra propriedade caracteristica dos zeros de sucessoes de polinémios ortogonais tem
a ver com o seu interlagamento.

Denotemos por (z,,), j =1,...,n os zeros de P, ordenados por ordem crescente.

Teorema 4.3.4 Os zeros de quaisquer dois polinémios consecutivos Py, e Pny1 sdGo en-

terlagcados, ou seja,

Tn4+1, < Tpj < Tn41,j+1 17=12...n

Esta é outra propriedade que caracteriza completamente as sucessao de polinémios

ortogonais (cf. [51]).

Teorema 4.3.5 (Wendroff) Dados a < x1 < 29 < ... < xp < b, ey;,i=1,2,...n—1
tats que

T <Y <xip1 1=1,2,..n—1,

existe {P,}, sucessio de polinomios ortogonaisem [a,b] cujos zeros de cada P, sdo pre-
cisamente x; € Y; :
Py(x) = (z —x1)(x — x2)...(x — xp)

Pri(z) = (z —y1)(z — y2)...(x — yn)

63



Teorema 4.3.6 Seja L funcional de momentos e tal que L(z™) = fsupp u
o espectro de . contém pelo menos um ponto em cada intervalo |xy ;, Tnit1], © = 1,2, ..., n,
n=23,...

Equivalentemente, o intervalo onde u for constante contém quando muito um zero de

x"du(x). Entao,

qualquer Py

Demonstragao: Seja ]a,b[ um intervalo onde p é constante. Suponhamos que existem
dois zeros de P, z1 e x2 em |a, b].
Entao, P, (z) = (x — z1)(x — 22)Qn—2(z), onde Q2 é polinémio de grau n — 2.

Da ortogonalidade de {P,} resulta, por um lado,

I, = / Py (&) n—2(2)dps(z) = 0,

e por outro,
b= @ me - e)@a@inE = [ e e o
pois a funcio integranda (z — z1)(x — 22)Q2?(x) é estritamente positiva em R\]a, b|.

Logo, nao poderao existir dois zeros em |a, b|. O

Teorema 4.3.7 [11] Seja {p,} sucessao de polindmios densos em Li(), ortogonais rela-
tivamente & funcional £, com L(z") = [a"du(x). Seja s um elemento do espectro de fu.

Entao, toda a vizinhanca de s contém um zero de P,, para n suficientemente grande.

Demonstracao: Suponhamos que tal ndo se verifica, ou seja, que existe uma vizinhancga
la, b] tal que u (Ja,b]) > 0, na qual ndo existe um zero de P,,Vn € N.
Seja ¢, um polinémio de grau m e tal que ¢, (z) <0, = € R\]a, b|.

Defina-se a funcao

0 se x €] — 00, al U [b, +00[
flz) =
(x —a)(z—b) sex€la,b
entdo, f é positiva em L'(u) e é continua em ]a, b[.
Da densidade resulta que dado € > 0 arbitrario, existe g, (x), polinémio negativo em
R\]a, b[, para o qual
H f —Qdm HS €.

Assim, para n suficientemente grande, temos:

/ f(@)dp(z) < / 1£(2) = am(@)dp(z) + / g (@)dps(z) < .

Mas se tal é valido para qualquer e positivo, temos uma contradicao em relacao a
positividade de f. O
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4.4 Representacao de medidas de ortogonalidade

Apds a apresentacao de resultados que permitem estabelecer a relacdo entre sucessoes
de polinémios ortogonais, sucessoes de momentos e funcionais lineares, nomeadamente no
que diz respeito ao espectro da funcional linear, coloca-se a questao de obter explicitamente
a medida de ortogonalidade dos sistemas de polinémios ortogonais.

Apresentaremos, em primeiro lugar, um resultado de Pollazek. Este resultado é similar
aos obtidos no capitulo 3. Ai nao tratamos os numeradores e denominadores das reduzidas
de ordem n das fracgaos continuas como polinémios ortogonais, o que resulta da relagao

de recorréncia a trés termos.

4.4.1 Método de Pollaczek

Vejamos a relacao entre medidas de ortogonalidade complexas e fracgoes continuas.
Consideremos a sucessao de polindémios ortogonais monica definida pela relacao de

recorréncia a trés termos
P.(z) = (2 = Bn)Pa—1(2) = MpPr—2(2), n=1,2,..

P,I(Z) =0, PO(Z) =1

onde 3,, A\, s@o constantes reais ou complexas.

O teorema de Favard assegura a existéncia de uma funcional linear £ tal que
LPa(2)Pr(2)] = AnBpims An # 0 (4.4.8)

com An = )\1---)\71—&-1-

Observamos ja que se L(2") = ¢, e

lim {/|c,| =7r < oo (4.4.9)

n—oo
too
a funcao de Stieltjes-Markov / du(z) é representada pela série
o T—Z
o0 c
n

xX(2)==>

n=0

na regiao {z € C: |z| > r}.

Teorema 4.4.1 (Pollaczek) Seja {P,} sucessio de polinémios ortogonais médnicos cuja
sucessao de momentos (¢p,) verifica a condi¢ao (4.4.9). Entao, a fung¢ao x(z) € uma medida

de ortogonalidade complexa para a sucessio {Py}.
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Demonstragao: Mostremos que se tem a igualdade

% RACEACNOUEFR TS
onde C' é um circulo de raio maior que r.
De facto, se C' for um circulo centrado na origem de raio R > r, aplicando o teorema
de Cauchy para integrais temos
1

— | 2(2)dz =, n=0,1,2, ...
57 Cz x(z)dz =¢cp, n

Logo, para um polinémio P, obtemos

1
i ), P(z)x(z)dz = L[P(2)], n=0,1,2, ...
De (4.4.8) segue-se a igualdade requerida. O

Consideremos agora os polinémios associados a P,
P (2) = (2= B) PO () = MPM (2), n=1,2, ... (4.4.10)

onde grau (P(l)) =n—1,VneN
Da relacao de recorréncia de {P,} e de (4.4.10) concluimos que pit ( )/ Pn(z) é

reduzida de ordem n da fraccao continua (cf. 2.2.1)

| e | .
X(Z)_\Z—ﬁl lz =02 |z—[3

No caso de tal fracgdo continua convergir uniformemente em |z| > r, teremos

1) 400
(2) )\1)\2 Akt 1
X
Sh e P TET e
Logo,
1
— | Po(2)Pn(2)X(2)dz = Apdmn.
21 C
De facto,

Pél)(z) = Y172 Ve+1 d
Po(2) &= Pr(2)Peya(2)

C
Mas (1)
Po(2)Pn(2)Pu "(2) ;- _ AP (2) =
/C P,(z) a ch( () =0
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Se m = n, temos

1 P,(z)
— dz = M.\t
27Ti/c Pria (2)dz ! H

Agora, se a fracgao continua convergir,verifica-se a igualdade

PV (2)

, |z >

Observe-se que este resultado parte da hipdtese de ser finito o limite da sucessao
(%/]en]). Logo, os zeros de P, estio em {|z| < r}.

Mas como obter uma representacao para a medida de ortogonalidade real da sucessao
de polinémios ortogonais {P,} a partir de x(z)? Apresentaremos uma resposta a esta

questao na préxima secgao.

4.4.2 Fungao Geradora dos Momentos

Motivados pela questdo de obter a funcao peso utilizando directamente os momentos
da medida, vérios matematicos, entre outros Krall [24], Krall e Morton [25] e Duran [16],
utilizaram representacoes de funcionais em séries-0 e, através de transformadas de Fourier
e da representacao de funcionais de Cauchy, obtiveram a funcao peso para varios sistemas
de polinémios ortogonais.

Vejamos alguns destes resultados.

Por construcgao, (cf. 4.1) os polinémios do tipo Chebyschev sao ortogonais em relagao

a qualquer funcional que satisfaca

(w,z2") =cp, n=0,1,2, ...

, - » = emo) ,
Suponhamos que w actua também sobre fungoes analiticas, ¥ (z) = Z o x", ou
n=0 ’
seja,
+oo
v,
(w, () = )= (w,x
n=0

Donde, no sentido das distribuigoes,

09 (1 \ng(n) (5
wz) =Y (Dn&!()cn (4.4.11)
n=0

com § a funcio de Dirac, (6, ) = (=1)"4™(0), n € N.

Em [24], o autor considera a representacao formal de Cauchy de funcionais,

() = = (w(z), —

T 2mi

).

)
r—z
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Se w(z) tiver a representagao (4.4.11), obteremos

+o00
1 Cn

) = "o 2 e

Conhecidos os momentos, esta expansao permite, mediante certas restrigdes no cresci-
mento de (¢y), obter uma funcdo peso complexa para varios sistemas de polinémios or-
togonais.

Assuma-se que |c,| < cM™, n=0,1,2..., onde c e M s@o constantes. Nestas condigoes,

w(z) é uma fungao holomorfa em {z € C: |z| > M }.

Definicao 4.4.1 Defina-se w como (w, ¢) = — fc #(2)w(z)dz, onde C é um caminho no
exterior de {z € C: |z]| = M}.

Teorema 4.4.2 (Krall) Sejow tal que (w,z™) = ¢, n=0,1,2,.... Entdo, os polindmios

do tipo Chebyschev sdo ortogonais em relagdo a w, ou seja,

wwwmz/m@mwmwwz—MA%m

com ANg=cypeA_1=1

Krall obtém a funcao peso complexa para os sistemas de polinémios de Legendre,
Jacobi e de Bessel.
Mas este método nao é aplicavel, por exemplo, aos polinémios de Laguerre, uma vez

que para ¢, = n!l, P(z) = e*xz, »™(0) = (=0 E2n)t 1) (Qn) , a série

= "(2n)!
<w,¢>:zw,

|
n.
n=0

diverge.
Em [25] considera-se a restrigao de crescimento mais fraca, |¢,| < cM™n! onde C' e M
sao constantes.
Seja F' a transformada de Fourier. Considerem-se os espagos Z e D definidos por
= {F(¢) : ¢ é funcdo C*> com suporte compacto}, D o espago das fungdes C* com

suporte compacto, e os subespacos

1 1
— Z: F_l -
{y € suporte de () C | M-|—e’M+6]}
1
= D : —
me=1{¢ € suporte de ¢ C | M—i—e’M—i—E]}’

para algum € > 0. Note-se que 2" ¢ Zj.

Temos o resultado [25]:
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Teorema 4.4.3 Se |c,| < cM™n!, n = 0,1,..., entdo a funcional w(x) definida por

S (=1)"c, 6™ (x) € continua em Zye.

Utilizando inversas de transformadas de Fourier, é depois possivel extender a funcional
w para actuar em PP, espaco dos polinémios. Uma vez que F(Dpr) = Zpze, teremos
F~Y(Zye) = Dyse.

Teorema 4.4.4 ([25]) Se |c,| < M™n!, a fun¢io F~'w definida por

1 (—it)™
—1 o
F~w(t) = By E Cn=
representa uma fungdao analitica em |Mt| < 1.

Sao obtidas extensoes ao espaco P.

z

Teorema 4.4.5 Seja f a continuagdo analitica de F~ w, onde w = 3 (—1)"c, 0™ (z) ¢

uma distribuicdo em Zyre. Assuma-se que para f = s+ it, [ verifica:
1. f € analitica em {z € C: |Sm(z)| < so} para algum sy > 0,

2. Se |t| < so, |f(2)| < ho(t) e |f'(2)| < hi(t), onde hg e hy sao fungdes que verificam
limyy 0 ho(t) =0, fj;o hi(t)dt é convergente.

Entao, a transformada de Fourier da funcao f € funcional linear continua em P, e ¢ uma

extensao de w.

Observacgao: No caso dos polinémios de Bessel, cujos momentos sao

(-2

T )l

e verificam a condicao de limitacao |c,| < M™n!, ndo foi possivel aos autores a obtengao
de uma funcao peso utilizando a inversa da Transformada de Fourier.
Em 1989, Duran [16] deu uma resposta ao problema, definiu uma fungao geradora dos
momentos de Bessel. Mostrou que o problema de momentos de Bessel é indeterminado.
Littlejohn [28] obteve também uma solugao para o problema de momentos de Bessel,

mas utilizando resultados de equagoes diferenciais.

4.4.3 A classe de Blumenthal-Nevai

Consideremos a sucessao de polinémios ortonormais reais definidos por

TPp = QpPp+1 + bnpn + an—1Ppn—1
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p-1(z) =0, po(z) =1
onde a, >0, b, € R

Se as sucessoes (ap) e (by,) verificarem
. a ..
lima, = > 11£an =0,

para cada valor de a e b é definida uma classe de medidas. Tal classe foi estudada em 1898
por Blumental Nevai e é importante na Teoria dos Polinémios Ortogonais, pois permite
Pn—1 (Z )

. o - palz) L
como a convergeéncia fraca de medidas discretas cujo suporte sao os zeros dos polinémios

estudar comportamentos assimptéticos das sucessoes , € tal pode ser interpretado

ortogonais.

Antes de apresentar alguns resultados de convergéncia, vejamos a definicao:

Definicao 4.4.2 Diz-se que a medida de probabilidade i associada a uma sucessao de

polinémios ortogonais reais pertence a classe M(a,b), a > 0,b € R se
. a .
lima,, = > lim,b, = b,

Vejamos, antes de mais, um resultado optimizado em relagao aos apresentados em 4.3,

que relaciona a medida de ortogonalidade com os zeros de py,(x) (cf. [48]),

Teorema 4.4.6 Suponhamos que u € M(a,b). Entdo, para todo o € > 0, o suporte de
tem, quando muito, 2m(e) pontos fora de [b —a — €,b+ a + €|, onde 2m(e), € um nimero

independente de n.

Consideremos a fracc¢ao

pn—1(z)
pn(z)
que tem a decomposicao
Pr—1(7) _ . Qn,j
pn(z) P Tn,j’
onde a, ; é o residuo de M em T, ;.
pn(T)

Do teorema seguinte tiramos conclusoes acerca do comportamento de p,—1(z)/pn(x)
em C\ supp(y) [48].

Teorema 4.4.7 Seja p uma medida pertencente a classe M(a,b), a > 0 e K compacto

em C\ supp(p). Entao,
n— 1

oo pu(®) b4z bF

uniformemente em K. Além disso, supp(u) = [b — a,b+ a] U E*, onde E* é um conjunto

numerdvel com possivel ponto de acumulacdo em b+ a.
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Em supp(p)\[b — a,b + a], temos o comportamento assimptético

Teorema 4.4.8 Se € M(a,b), coma >0, ex € supp(p) \ [b — a,b+ a], entdo

(x) :x—b—l-\/(:v—b)?—aQ
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Capitulo 5

Polinémios Ortogonais e Teoria de

Operadores

Neste capitulo veremos alguns tépicos acerca da relacao entre Polinémios Ortogonais
e Teoria de Operadores. Tal ligacao resulta de podermos associar um operador de Jacobi

definido no espaco de Hilbert £?(C) a uma sucessio de polinémios ortogonais reais,
TPn = anPnt1 + bnPp + an—1Pn-1,

p-1(z) =0, pi(z) =1

onde a, > 0, b, € R, através de uma matriz tridiagonal e simétrica

bo ag O

a b1 a1 O 0
J = 0 ai by a9 O

0 0

0 0 O

As sucessoes (ay,), (by) sado limitadas se e somente se J é um operador limitado (ver
5.1).

Faremos uma breve incursao pela Teoria de Operadores de Jacobi. Comecaremos por
referir propriedades de operadores auto-adjuntos, tais como a representagao através de
um Integral de Stieltjes (cf. teorema 5.2.1), limitacao e caracterizacao do espectro. Sao
resultados que podem ser consultados em [27].

O teorema principal é o teorema 5.3.1, que estabelece a equivaléncia entre a unicidade
de problema de momentos de Stieltjes e de Hamburguer e unicidade de extensoes auto-

-adjuntas de J.

Terminaremos com o estudo dos resultados devidos a Weil e Nevanlinna (ver 5.4.), [2].

72



5.1 Operadores de Jacobi

O teorema de Favard permite estabelecer uma relacao biunivoca entre medidas com
suporte compacto em R e operadores de Jacobi (ou seja, operadores representados por
matrizes tridiagonais simétricas) limitados (cf. [12]). De facto, dada uma medida p com
suporte compacto em R, existe uma sucessao de polinémios reais, ortogonais em relagao

a i e, a partir dos coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos

TPn = anPnt+1 + bnpn + Gn_1Pn—1 (5.1.1)
po(x) =1, p_1(x) =0, ap, >0, b, €R

definimos a matriz

bo ap O
apg b1 a1 0 O
J = 0 a; by ax O , (5.1.2)
0
0 0

onde (ay,) e (by,) s@o sucessoes limitadas.

Reciprocamente, se o operador representado pela matriz J for limitado, a sucessao
de polinémios definida por (5.1.1) é ortogonal em relagdo a uma medida com suporte
compacto.

Antes de vermos como esta relacdo permite associar o problema de momentos a ope-
radores de Jacobi em ¢2, estabelecemos algumas notacoes assim como alguns resultados
introdutérios.

Utilizaremos a notacao (7', D(T")) para indicar o operador T, definido no seu dominio
D(T). Esta notagao serd omitida quando nao existir ambiguidade em relacao ao dominio

considerado, caso em que indicaremos apenas 7.

Definicao 5.1.1 Seja (T, D(T")) um operador nao-limitado definido num conjunto denso
de um espago de Hilbert H. O adjunto de T', que indicaremos por T*, é o operador
definido por

D(T*)={veH:ur— (Tu,v) € continua emD(T)}

(Tu,v) = (u, T*v), Yu € D(T), Yv € D(T™).
Definicao 5.1.2 Um operador T designa-se auto-adjunto se T =T*.

Utilizaremos ainda o conceito de extensao.
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Definigao 5.1.3 Diz-se que um operador (T, D(T)) ¢é uma extensao de (S5,D(S5)), e

indicaremos S C T, se

D(S) c D(T), e Sv=Tv, Yv € S.

No espago de Hilbert ¢*(C) = {v = (vy)n>0: vn € C, o lunl? < 00}, munido com

o produto interno usual,

“+o00 “+oo “+o00
(u,v) = E ULV, U= E URCL, U = E V€L,
k=0 k=0 k=0

o operador J é formalmente definido em relacao a base (ex) por

+b + ag—1€p— k>1
Jek:{ 0k€L+1 T Okl + Gf—1€k—1 S€ K =2 (5.1.3)

age1 + boeo se k=0
Consideremos J definido no espago das combinagoes lineares finitas de e, ao qual
chamaremos D.
De (5.1.3) segue-se que (Jv,w) = (v, Jw), Yv,w € D, donde se conclui que J é um
operador simétrico.

Existe uma relacao entre os coeficientes (ay,), (by,) e a limitagao de J (cf. [23]).

Lema 5.1.1 Se J for operador limitado, as sucessoes (an) e (by) sao limitadas. Recipro-

camente, se (ay) e (by) forem limitadas e tal que
supan] + sup ba] < M,
neN neN
entao J extende-se a um operador auto-adjunto tal que || J ||< 2M.

Demonstracao: Seja

+oo
v= kaek €D, com |v]|=1.
k=0

Se as sucessoes (ay) e (by) verificarem sup,,cy |an| = A, sup, ey |bn] = B, com A+ B < M,
entao

+oo
| Jv [IP= Z |akv—1 + brvk + ap— 1V |?
k=0

= a3 vp—1 + bpvk + ap—1Vp41 |

= ap|vi—1)* + bi|vk? + ap_1|vkt1)? + 2axbR(vk—17k) + 2apar—1Re(vi—1Tk41)
+2bparRe(vp410k) < A (Jop—1|* + [vrs1]?) + B?|vgl* + 24% | Re(ve—1Tp11)|
+2AB|Re(vp—10k)| + 2AB|Re(vi410k)|
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Das desigualdades
[ Re(vk—1Tk+1)| < |vk—1Tk41] <|| (v, S20) ||,
com S operador definido por S(e) = ej1, resulta que
| Jv ||>< 24% + B2 +2A4? || (§%v,v) || +4AB || (Sv,v) || .
Mas || S ||= 1, donde
| Ju ||?°< 4A% + B? + 4AB = (A + B)? + 2AB + 3A% < 6 M*.

Reciprocamente, se J for limitado, temos (Jeg, e;) <|| J || . Fazendo l = k+1, el =k,

obtemos, respectivamente, |ax| <|| J ||, |bx] <|| J || O

5.2 Teorema Espectral

Definigao 5.2.1 Designa-se por Familia Espectral uma familia de projecgoes (FE))xer

definidas num espago de Hilbert H que verificam:
(i) Ex<E,= E\Epu=E,EX=FE\ X<y

(ii) limy_ o Exx =0, Vz € H;

(iii) limy 400 Frx =z, Vo € H;

(iv) lim,_\+ Eyr = E\o,Vz € H.

Ao longo deste capitulo, denotaremos por (J, D) o operador definido em D por (5.1.3),
representado pela matriz de Jacobi (5.1.2) no espago de Hilbert £2.

No caso de J ser operador limitado, J extende-se a um operador auto-adjunto limitado,
por continuidade [27] (cf. pg. 100). Veremos que lhe estd associada uma medida de

probabilidade com suporte compacto e tal que

J = / tdE(t).
[a.)

Estamos também interessados nas extensoes dos operadores nao limitados.
No caso de J nao ser limitado, situacdo que ocorre quando pelo menos uma das
sucessoes (an) ou (b,) ndo é limitada, o operador (J,D) extende-se a ¢?> formalmente

da seguinte forma:

+00
J*v = (a0v1 + bovo) + Z(akvk+1 + b, + ak,lvk,l)ek, (5.2.4)
k=1
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onde v = :i% Upen.

Note-se que tal vector ndo é, em geral, um elemento de 2. Mas as extensdes auto-

-adjuntas de J existem sempre, pois Jv = Jv (cf. [39]), onde ¥ designa o conjugado de v.
Proposicao 5.2.1 [44] O adjunto de (J,D) € (J*,D*), onde J* € dado por (5.2.4) e
D* = {v € *(C): J'v € £*(C)}.

No caso de existir apenas uma extensao auto-adjunta, verifica-se que (J*,D*) é auto-
-adjunto e (J*, D*) é o fecho de J.

Em ambos os caso, o operador J (aqui nao distinguindo entre J e a extensao, que
indicaremos por J, ) é representavel através de uma familia espectral, por um integral de
Stieltjes (cf. [27], pg. 505).

Teorema 5.2.1 Seja T : H — H um operador auto-adjunto definido no espaco de Hilbert

H. Entao, existe uma tnica familia espectral (Ey)ier em relag¢ao a qual T' tem a repre-

T= /R tdE(t),

(Tu,v) = / tdEy,(t), we D, v e H, E,,(t) = (Eu,v).
R

sentacao
onde

Além disso, E € suportado no espectro de T, o qual verifica o(T) C[— || T ||,|| T ||] se T

for limitado e o(T) C R no caso nao limitado.

Observagao: Para toda a funcao limitada de J, é véalida a representagao
s = [ 0aBw), e D), ven
supp

onde D(f(T)) ={u € H: [x|f(t)[PdEyu.(t) < oo}

Concluimos, deste modo, que existe sempre uma extensao auto-adjunta do operador
de Jacobi J, e associada a cada extensdao, uma medida espectral du.
A férmula de inversao de Stieltjes-Perron permite obter a medida espectral através do

operador resolvente.

Teorema 5.2.2 Seja T um operador definido no espago de Hilbert H. Se ]a,b|C R,

verifica-se a igualdade:
1 b—o
E,. . (Ja,b]) = lim lim / (R(x +ie)u,v > — < R(x —ie)u,v)dx, Yu € D(T), v € H,
’ 5\0 E\O 27T7/ a+6

onde R ¢é o operador resolvente.
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No caso de J ser um operador limitado, podemos considerar a medida p definida sobre

subconjuntos de Borel de R,
n(A) = Eeg.eo (A) = (E(A)eo, eo).

p ¢ uma medida de probabilidade, que verifica supp(u) C [— || J ||, || J ||]-
De facto, uma vez que E) é uma familia espectral, e cada elemento E desta familia é
uma projeccao, temos p(A) = (E(A)%eg, e0) = (E(A)eg, E(A)eg). Mas

(E(A)eo, E(A)eo) = 0,

para todo o subconjunto A.
Por outro lado, F(R) = 1, donde u(R) = 1. Das propriedades de E) resulta que p é
nao-decrescente.

O lema seguinte permite concluir que a medida espectral é completamente determinada

por u [12].
Lema 5.2.1 O conjunto {p(J)eg : p polindmio} é denso em £*(C).

Demonstracao: Utilizaremos inducéo no grau de p, sendo p o monémio z*.

Ora,

J@O = €
Je() = ape1 + b(]e()
Jley = J(ape1 + bpey) = apajes + uy, up €< {eg,e1} >

onde < {eg, e1} > é o subespago gerado pelos vectores eg € €.

Suponhamos que a propriedade é vélida para k. Observemos que
Jke[) = apai...ax—1€k + Uk,

com ug in < {eg,...,ex_1} >

Para k + 1 obtemos J*tleg = apay...ar_oJep + Jup_1, up—1 €< {eg, ...,ex} > . Logo,

k1
J** ey = apar..ap—o(arers1 + brers1 + ap—1ep-1) + Jug_1

= Q0...0kCk+1 T Uk,

onde u, €< {eg,...,ep} > .

Consequentemente, {p(J)eg : p polinémio} é denso em £2(C). O

7



Podemos agora verificar que a medida espectral é completamente determinada por p.
De facto, (E(A)eg,e;) = (E(A)pr(J)eo, pi(J)e,) onde py e p; sdo polinémios. Uma vez

que J é operador auto-adjunto,
(E(AYpk(])eo, 1 ()eo) = (pr()i () E(A)eo, e0) = /A Pi(2)()dpu(z).

Da densidade do conjunto {p(J)ep : p polinédmio} resulta o requerido.

Em particular, para um elemento z do conjunto resolvente, temos a igualdade

1 du(t)
(eo, eo) = / ;2 & suppp
J—z Suppy

t—z
Consequentemente, apds considerarmos os respectivos desenvolvimentos em série (cf. pg.

548 de [27] para o lado esquerdo da igualdade) e compararmos os respectivos coeficientes

obtemos
(eg, JFeg) = /tkd,u(t), k=0,1,2..

5.3 Extensoes de operadores de Jacobi

Definigao 5.3.1 Um operador simétrico densamente definido designa-se essencialmente

auto-adjunto se tiver uma Unica extensao auto-adjunta.

Observagao: Para que esta condicao se verifique, basta garantir que o fecho desse
operador seja auto-adjunto (proposi¢ao 5.2.1.).

O teorema seguinte estabelece uma relagao entre extensoes de operadores de Jacobi e

Problemas de Momentos de Hamburguer e de Stieltjes.

Teorema 5.3.1 [44]

(i) O problema de momentos de Hamburguer é determinado se e somente se J for essen-

cialmente auto-adjunto.

(ii) O problema de momentos de Stieltjes € determinado se e somente se J tiver uma

unica extensao auto-adjunta nao negativa.

Vejamos um exemplo, uma aplicacao do teorema anterior.

Consideremos a medida definida por
du(x) = Cowe*wx'a, 7, Ca,y constantes positivas,

ja referida em 3.1.

A relacao entre esta medida e o e operador de Jacobi J é dada pelo teorema seguinte.
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Teorema 5.3.2 [12] Seja du a medida definida por

du(z) = Cy 76_7‘“5'&, a>1,7>0, com C,, constante.

)

O operador de Jacobi J associado a esta medida é essencialmente auto-adjunto em 2, e

du(x) é a medida espectral da extensio auto-adjunta de J, J.

Demonstracao: Daremos apenas uma ideia da demonstragao. Os detalhes podem ser
consultados em [12], pg. 34..

Seja J uma extensdo auto-adjunta de J, sendo .J o operador definido em (5.1.3) no
espaco D = {combinagdes lineares finitas de ey }.

Para demonstrar este resultado é suficiente provar que para todo o real x se verifica a

igualdade
(co, €7y = / €75y (s) (5.3.5)

Observamos ja que o adjunto (proposicao 5.2.1) é definido por (5.2.4), e
D(J*) = {v € £3(C) : J*v € *(C)}.

Logo, se J é uma extensao auto-adjunta de J, teremos J = j*, e J* é uma extensao
de J*. Consequentemente, J é uma restricao de J* a algum dominio D(J) C D(J*).
Mas ep € D(J) € D(J), donde

d s A s
—eTey = ie"T Jeg = i Jeg
dx
Uma vez que ey € D(J) C D(J), apds derivarmos sucessivamente a expressao anterior,
m -
concluir-se-a que existe d—me"]’” eo, Ym € N.
x

Se derivarmos ambos os membros de (5.3.5) obtemos a igualdade

(JEeq, e Jleg) = /emssk+ldu(s), k,l €N (5.3.6)

J

Uma vez que o conjunto {J¥ep} é total em £2 (cf. lema 5.2.1), o operador e*/* ¢ univoca-

mente determinado por (5.3.6). Logo, o operador Jé lnico, e teremos J=J. [l

Procuremos agora condi¢Oes necessarias e suficientes para a unicidade das extensoes
auto-adjuntas do operador J.

A existéncia de tais extensoes pode ser averiguada através do estudo do subespago

N, ={veD(J"): Jv=zv}

79



Uma vez que dim N, é constante para Sm(z) > 0 (cf. [14]) e para Sm(z) < 0, defina-se
ny =dim Ny, n_ =dim N_;
Ao par (n_,n4) chamamos defeito associado ao operador J.

Do teorema seguinte [14], concluimos que um operador 7' tem extensoes auto-adjuntas

se e somente se n_ = ny.

Proposicao 5.3.1 Seja (T,D(T)) operador simétrico densamente definido. Entao:
(i) D(T*) = D(T*)+ N;+ N_;, como uma soma directa ortogonal em relagio a norma do
grdfico para T, (u,v)p= = (u,v)+{(T*u, Txv) e D(T*) = D(T**)+N,+ Nz, z € C\R
(ii) Seja (S,D(S)) uma extensio auto-adjunta de (T,D(T)), e tal que T** C S C T*.
Entao, existe uma bijeccao isométrica U : N; — N_; tal que
D(S)={u+v+Uv:ueDT),veN;}, Sw=T"w,
e toda a extensao auto-adjunta de T’ se define deste modo.
No caso de ny =n_ =0, vemos que J é essencialmente auto-adjunto.

Os espacos N, sao ou zero-dimensionais ou uni-dimensionais, uma vez que as solucoes

da equagao J*v = zv, equivalentemente, solugoes da relacao de recorréncia
ZUp = ApUn+1 + bnvn + ap—1Un-1,

com v = (Vg, U1, ..., Un, ...), U—1 = 0, sdo proporcionais & sucessao de polinémios ortogonais
{pn}, associados a J, que verificam as condicoes iniciais po(z) = 1, p_i(z) = 0.

Se existisse uma solugdo com vy = 0, tal solucao seria nula, pois

Vi1 = ay; [(=bp + 2)v — ap_10p 1], n > 1

ag [(—bo + 2)vo] se n = 0.

Por inducao, ter-se-ia que v = 0.

Além disso, observe-se que se

7(20) = (po(20), P1(20), s Pn(20), ...) € £2,

2o é, formalmente, valor préprio do operador J. Mas m ¢ D(J) uma vez que m nunca é
uma sucessao finita (o que decorre do interlacamento das raizes de p,). Se m € D(J*),
esta relagao formal corresponde a um valor préprio de J*.

No caso de ny = n_ = 1, existe uma familia de extensoes auto-adjuntas de J.

Uma vez que o dnico elemento possivel em N, é {pi(z)}, obtemos o corolério da

proposicao anterior.
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Corolério 5.3.2.1 O operador (J,D) € essencialmente auto-adjunto se e somente se
S pe(2)|? = 00 Vz € C\ R.

Na seccao seguinte veremos que para que se verifique a segunda condigao é suficiente

que exista zp € C\ R tal que Y325 [pr(20)|? = <.

Vejamos ainda o resultados seguinte, o qual nos permite obter conclusoes acerca da

unicidade das extensoes auto-adjuntas do operador de Jacobi.

Proposicao 5.3.2 (i) Se ) 1/ar = oo, o operador J € essencialmente auto-adjunto.

(ii) Seap+bx+axr_1 <M <ooVkeN, ouse ar — b +ar_1 <M <oV k €N, entio
J € essencialmente auto-adjunto.

5.4 Aplicagao a Teoria dos Polindmios Ortogonais

Consideremos a sucessao { P, }, de polinémios ortogonais em relacao a uma medida p,

e seja {Qn} a sucessdo de polindmios de segunda espécie,

Qn(z) = / Mdﬂ(@.

z—
d
Consideremos a transformada de Stieltjes-Markov de p definida por i = / CEH(:C) As
—z
funcoes
+o0 P
R, (z) = / xn_(:ij du(z), z€ C\R (5.4.7)
analiticas em C\ R e designadas de segunda espécie, verificam
R, (2) = Py(2)i(2) + Qn(2) (5.4.8)
De facto,
P,(x) P (2) + Pu(2)
R, = —d d
@ = [ 2 = [RAOZBE ()
P, z) P, (x) .
= ) + Pa(2)2)
= Qn(2) + Pa(2)i(2).

Em [35] encontramos vdrios lemas em relacao a estas fungdes, dos quais referimos

Lema 5.4.1 Seja z € C\ R. Entdo, as séries Y. |Qn(2)]? e 3. |Pu(2)|? tém a mesma

natureza.
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Demonstracgao: De (5.4.8) conclui-se que as sucessoes { P, } e {@, } sao combinacao linear
de {R,}.
Mostremos que

> |IRp(2)] <00, z€C\R.

Consideremos o espaco Li. Uma vez que a sucessdao {P,} é sucessao de polinémios
ortogonais neste espago (ainda que nao necessariamente total), de (5.4.7) resulta que R,
é o coeficiente de Fourier da funcao 1/z — z, x € R. Da desigualdade de Bessel conclui-se

que

SR < [ <o (5.4.9)

Uma vez que (R,), estd no espaco £2(C), segue-se o resultado requerido. O

Lema 5.4.2 Se a série Y. |P,(2)* convergir para algum z € C \ R, entdo converge para

todo o z € C.
1 = -
Definigao 5.4.1 A quantidade 7(z) = —F+— | P (2)]? é chamada raio de
()] \ 2
Weil (no ponto z).

Note-se que r(z) =0 our(z) <0, Vz € C\R.

Uma vez que

Z’Rn(z)|2 < dlu(x)

ou seja,

|z — 22 Qm(z)

}

ST iPu(2) + Qu(z)p < [ D) Sml),

concluimos que para cada z, fi(z) estd no conjunto

gl

w —

“+o0o
{w 3 WPu() 1 Qu) <
k=0

]

oy —
Mas, para cada z fixo, a equagao

w—w

n—1
> wPi(z) + Qu(2)
k=0

I

z —

descreve uma circunferéncia, que designaremos por K.

Uma vez que K, (z) C K,,—1(2), Vn € N, concluimos que a sucessao de circunferéncias
(K,,) ou tem um ponto limite quando n — oo, ou existe uma circunferéncia limite, de raio
r(2), a qual designaremos por K,

“+oo

Koo(2) = Y [wPn(2) + Qn(2)[*.

k=0
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Definicao 5.4.2 Uma matriz de Jacobi designa-se matriz do tipo C' se estiver no caso de

uma circunferéncia como limite, e designa-se matriz do tipo D se o limite for um ponto.

Vejamos agora o resultado que relaciona estes conceitos e a unicidade do problema de

momentos de Hamburguer.

Teorema 5.4.1 (Akhieser) A matriz de Jacobi J é do tipo D se e somente se o problema

de momentos de Hamburguer for determinado.

Observe-se que no caso de J nao ser limitado, nem toda a solucdo do problema de
momentos é solugao resultante de uma extensao auto-adjunta de J. Dos teoremas 5.3.1 e
5.4.1 conlcui-se que uma solucao do problema de momentos é medida espectral de alguma
extensao auto-adjunta associada ao operador J se e somente se [i estiver na circunferéncia
K para algum, e consequentemente para todo, z € C\ R. Observe-se que no caso de J
nao ser limitado, nem toda a solugao do problema de momentos é solucao resultante de
uma extensao auto-adjunta de J ( cf. [2]), como veremos a partir do préximo exemplo.

Podemos agora indicar as condigbes necessarias e suficientes para a (nao) unicidade
do problema de momentos de Hamburguer, relacionadas com a sucessao de polinémios

ortogonais reais { P, },
Teorema 5.4.2 [44] Sao equivalentes:

(a) O problema de momentos de Hamburguer € indeterminado;
(b) Pu(20) € *(C) para algum zy € C \ R;

(c) Qn(z0) € *(C) para algum zp € C\ R;

(d) VzeC, P,(2) €f?eQu(z) € l?C);

P,
(€) Para algum xo € R, ambos P,(xo) e CZ—(azo) € 2(C);
x
dQn 2
(f) Para algum zp € R, ambos Qn(xo) e %(mo) e t“(C);
(g) A matriz de Jacobi associada € do tipo C.

Observagao: Resta demonstrar a equivaléncia entre (a), (f) e (e). Esta equivaléncia

foi enunciada e demonstrada em [44].

Relembremos que a igualdade em (5.4.9), designada por Igualdade de Parseval, ocorre
se e somente se o conjunto {P,(z)} for um conjunto total em L?(u) (cf. [27]), ou seja, se
o subespaco gerado por {P,(z)} for denso em L?(u). Logo, {P,(2)} é um conjunto total
em L?(u) se e somente se ji(z) pertencer & circunferéncia K.

Consequentemente, obtemos o resultado seguinte,
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Proposicao 5.4.1 Se o problema de momentos for determinado e tiver solucao p, entdo

o conjunto dos polindmios € total em L*(p).

Observagao: Utilizando o resultado enunciado, podemos justificar que o problema de
momentos de Hambruguer associado & sucessdo ¢, = /7 exp((n+1)?/4) é indeterminado.

Basta ter em atencao a igualdade ja referida em 2.1. De facto,
+oo
/ 2* exp(—In? |z|) sin(27 In |z|)dz = 0, k=0,1,2, ...
—0o0
Logo, qualquer funcdo que possa ser aproximada por polinémios em L2(u) é ortogonal &
funcdo sin(27 In|z|). Uma vez que sin(27In |z|) € L?(i), e é ortogonal a todo o elemento

do subespago gerado por {P,}, a sucessao de polinémios ortogonais associada a fungao

peso du(x) = exp(—In? |z|)dz nio é um conjunto total em L2(y).
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