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Resumo

O trabalho apresentado nesta Tese centra-se no dominio da optimizagao multi-
-objectivo, mais concretamente dos problemas de fluxos em redes com dois ou mais
objectivos, desenvolvendo-se um conjunto de algoritmos originais, para a determi-
nacao de solugoes eficientes e nao-dominadas em problemas de fluxos em redes.
Comecamos por fazer uma revisao da bibliografia na drea dos problemas de flu-
xos em redes, onde descrevemos os algoritmos exactos e os algoritmos aproximados,
para problemas de fluxos em redes multi-objectivo com varidveis continuas e com
variaveis inteiras. Nesta revisao apercebemo-nos de que a maioria dos trabalhos
existentes para este tipo de problemas se debruca apenas sobre o caso de proble-
mas com dois objectivos. Além disso, percebemos também que existem nestes casos
varias dificuldades. Partimos em busca de uma melhor compreensao deste tipo de
problemas. Descobrimos também que um dos principais métodos utilizados na bi-
bliografia, para calcular as solucoes nao-dominadas suportadas, afinal nao calculava
todas as solucoes suportadas. Apresentamos exemplos que provam este facto. Pro-
pusemos um conjunto de novos algoritmos: um algoritmo do tipo primal-dual para
o céalculo das solu¢oes nao-dominadas extremas no caso do problema de fluxos em
redes bi-objectivo; um algoritmo baseado nos ciclos de custo zero, para o calculo de
todas as solugoes eficientes ou nao-dominadas suportadas do problema de fluxos em
redes com varidveis inteiras multi-objectivo (este algoritmo resultou da demonstra-
¢ao que fizemos da conexidade deste conjunto de solugoes, apresentada nesta Tese);
uma versao melhorada do algoritmo de restricao-¢ que calcula todas as solugoes
eficientes ou nao-dominadas do problema de fluxos em redes com varidveis inteiras
multi-objectivo; e um algoritmo dos trapézios, para o calculo de representacoes do
conjunto de todas as solucoes nao-dominadas, no problema de fluxos em redes inteiro
bi-objectivo. Todos os algoritmos apresentados foram implementados em linguagem
de programacao C e os resultados foram apresentados e analisados.
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Abstract

The work presented in this Thesis is devoted to the field of multi-objective network
flows problems. It begins with a survey of all known exact and approximate algo-
rithms for continuous network flow problems as well as integer network flow pro-
blems. We began by doing a survey of all the algorithms known for solving the
multiple objective flow problems, for both the continuous and integer case exact
and approximation algorithms. We observed that the large majority of the algo-
rithms were designed for taking into account only two objectives and there were
several algorithms incorrect. We presented some examples showing that the most
used method to find all the supported non-dominated solutions for the integer bi-
-objective network flow problem was wrong. A set of original algorithms were pro-
posed: a primal-dual algorithm that finds all the extreme non-dominated solutions
for the bi-objective network flow problem, a primal-dual algorithm for the minimum
flow problem, a cost zero cycle algorithm that finds all the supported efficient /non-
dominated solutions for the integer multi-objective network flow problem (this al-
gorithm is based on the proof of the connectedness of the supported non-dominated
solutions that was presented also in this Thesis), an improved e-constraint algorithm
that finds all efficient /non-dominated solutions for the integer bi-objective network
flow problem and a trapezium algorithm that finds representations of the set of all
non-dominated solutions for the integer bi-objective network flow problem. All the
algorithms have been implemented by using the C programming language and the
results and analysis were reported in this document too.
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Lista de siglas e notacao

Siglas

EAG Estrutura de arvore geradora.

EF(X) Conjunto de solucoes eficientes, para o problema com
regiao admissivel X.

EFE(X) Conjunto de solugoes eficientes extremas, para o pro-
blema com regiao admissivel X.

ES Eficiente Suportada.

FCM Fluxo de custo minimo.

FICM Fluxo inteiro de custo minimo.

FRBO Fluxos em redes bi-objectivo.

FRIBO Fluxos em redes inteiro bi-objectivo.

FRIMO Fluxos em redes inteiro multi-objectivo.

FRMO Fluxos em redes multi-objectivo.

FRITO Fluxos em redes inteiro tri-objectivo.

ND Nao-dominada.

NDS Nao-dominada suportada.

ND(Y) Conjunto de solucoes nao-dominadas extremas, para o
problema com regiao admissivel Y, no espaco dos objec-
tivos.

PL Programa Linear.

PSAP Procedimento de separagao e avaliacao progressivas.
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Notacao

Notagao Explicacao.

a<b o numero real a é menor ou igual que nimero real b.

a>b o numero real é a maior ou igual que nimero real b.

u<w as componentes do vector u sao menores ou iguais as componentes
do vector v, respectivas, com pelo menos um par de componentes
diferente.

uZlw as componentes do vector u sao menores ou iguais as componentes
do vector v, respectivas.

U= as componentes do vector u sao maiores ou iguais as componentes

do vector v, respectivas.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas de fluxos em redes tém tido um interesse crescente nas tltimas décadas,
tanto do ponto de vista tedrico como prético Ahuja et al. (1993), Lim & Lee (2008).
Imaginar um mundo sem problemas de fluxos em redes nao é facil. A sociedade estéd
organizada em redes imprescindiveis em diferentes areas, por exemplo, na deslocagao
das pessoas (redes de estradas, de caminhos de ferro, de ligagoes aéreas, de vias
maritimas); para permitir a comunicacao entre elas (redes de transporte de correio,
redes de telecomunicagoes, redes de computadores, redes de dados); na construgao
de um ambiente saudédvel (redes de recolha de lixo, de distribuicao de 4gua, de
organizacao da floresta); no divertimento e lazer (redes de hotéis, cafés, espagos de
divers@o); na preservacao da satude e tratamento de doencas (redes de hospitais, de
meios de socorro, de centros de satde, de centros de desporto); na formagao (redes de
escolas, de centros de formacao, de espacos de teatro e cinema); e na satisfacao das
necessidades béasicas (redes de produgao e distribuicao de alimentos, de distribuicao
de energia).

Em todas estas redes queremos deslocar ou transportar alguma coisa (pessoas,
produtos de consumo, informagao, energia, objectos, etc.) de determinados pontos
para outros de uma forma eficiente, o que origina problemas que sao, quase sem-
pre, dificeis de resolver sem a ajuda de ferramentas adequadas, nomeadamente de
optimizacao.

Entre as intumeras situacoes, onde a aplicagao deste tipo de problemas tem sido
feita, destacamos o transporte de pessoas, objectos ou informacao; a concessao de
habitagao em fungao da alteracao das necessidades das pessoas; o corte de placas ou
vigas a disponibilizar para futura utilizagao, de forma a satisfazer as necessidades
com o menor desperdicio possivel; o planeamento de torneios desportivos envolvendo
varias equipas; a construcao de redes eléctricas; a determinagao da melhor politica
de energia; a procura da melhor distribuicao de alunos por escolas minimizando a



2 INTRODUCAO

distancia a percorrer pelos alunos e, ao mesmo tempo, permitindo um equilibrio
racial; a determinacao do contorno 6ptimo dos pogos a abrir em minas; a localiza-
¢ao de terminais de uma companhia de transporte a instalar entre um conjunto de
escolhas possiveis de forma a satisfazer a procura; a destruicao de alvos militares; a
distribuicao de material de reparacgao de equipamento por diversos locais por forma a
que, quando uma reparacao for necessaria, as pecas existam nos locais apropriados;
a comparacao de sequéncias de ADN; a determinagao da menor duragao possivel
para um projecto como, por exemplo, a construcao de um edificio; a construcao de
planos de evacuacao em grandes edificios; a organizacao de espagos em armazéns;
o planeamento da producao numa empresa; a determinacao da matriz de intensi-
dades de radiagao a enviar para o tecido cancerigeno de um corpo, minimizando
a area de tecido saudavel apanhada pela radiacao, evitando a perda deste e que o
funcionamento de érgaos vitais possa ser afectado.

Estes problemas sao todos mono-objectivo, isto é, apenas é considerada a optimi-
zacao de um objectivo. No entanto, a realidade é por natureza multidimensional e os
problemas surgem naturalmente com varios objectivos, que nao podem ser conver-
tidos ou amalgamados num tnico, por diversas razoes, entre as quais as diferentes
unidades de medida dos objectivos. Nao tem sentido o amalgamento de dimen-
soes heterogéneas (distancia, barulho, humidade, etc.) numa tnica unidade, cujo
significado é dificil ou impossivel de se definir.

Podemos enumerar alguns problemas de fluxos em redes multi-objectivo: (1)
num problema de transportes, uma fabrica pretende entregar os seus produtos, em
armazéns ou locais de consumo, minimizando o custo de transporte, o tempo de
entrega, o consumo de combustivel e maximizando a utilizagao de um determinado
processo de fabrico (ver Steuer, 1986); (2) os gerentes de uma empresa querem
distribuir os seus trabalhadores pelas diversas tarefas por forma a minimizar o seu
tempo de execucao, maximizar a satisfacao dos seus empregados quanto a tarefa
que vao desempenhar e quanto ao horario de trabalho e ao grupo de colegas com
que irdo trabalhar; (3) os gestores de uma padaria pretendem fazer entregas de pao
ao domicilio, minimizando o custo de transporte, a diferenga entre o momento de
entrega e o momento em que o cliente necessita do seu pao e o consumo de energia
para a preparacao do pao.

Quando procuramos resolver um problema multi-objectivo surgem algumas di-
ficuldades. A solucao de um problema de optimizacao multi-objectivo muito rara-
mente ¢é Unica, isto é, nao existe uma solucao que optimize em simultaneo o conjunto
de todos os objectivos. Pelo contrario, existe um conjunto de alternativas, cada uma
delas melhor (com valor inferior ou superior se pretendermos o minimo ou maximo
do objectivo, respectivamente), relativamente a alguns objectivos, mas pior (com
valor superior ou inferior se pretendermos o minimo ou maximo do objectivo, res-



pectivamente), relativamente a pelo menos um deles. Uma forma de abordar este
tipo de problemas consiste em determinar todas as solugoes que respeitam estas
condicoes, designadas por solucoes 6ptimas de Pareto ou solugoes eficientes. Esta
abordagem ¢ interessante apenas do ponto de vista tedrico, uma vez que o niimero
destas solucoes €, em geral, muito elevado e a simples enumeracao do conjunto de
todas estas solugoes é uma tarefa muito dificil.

Pensou-se que, ao trabalhar no espaco dos objectivos em vez do espaco das
variaveis de decisao, calculando as imagens das solugoes eficientes, que designaremos
por solugoes nao-dominadas, tornaria esta tarefa mais simples, isto porque, em geral,
o espago dos objectivos é de muito menor dimensao e muitas solugoes eficientes tém
a mesma imagem no espaco dos objectivos. Mas também o conjunto das solugoes
nao-dominadas pode ter um niimero muito elevado de elementos e provou-se que isso
pode acontecer mesmo para problemas com apenas dois objectivos (Ruhe, 1988a).

A escolha de uma alternativa ao célculo de todas as solugoes eficientes/nao-
-dominadas aponta, tradicionalmente, para a utilizacao de uma funcao utilidade,
construida com base nas preferéncias do utilizador. Obtida esta fungao, o problema
a resolver consistiria na escolha de entre as alternativas encontradas daquela que ma-
ximizasse a funcao utilidade. Parece facil, deste modo, chegar a melhor alternativa
como solucao do problema. A dificuldade surge aquando da construcao da fungao
utilidade. Essa dificuldade nao esta s6 em esperarmos obter uma funcao linear, mas
também na impossibilidade da representacao matematica dessa fun¢ao em muitos
casos (Steuer, 1986).

Outra ideia, para ultrapassar o problema do numero elevado de solugoes efici-
entes/nao-dominadas, consiste na obtenc¢ao de uma representagao deste conjunto de
solugoes. Na pratica, parece ser esta uma das melhores formas de trabalhar com
este tipo de problemas. No entanto, nao deixa de ser importante a construgao de
algoritmos capazes de gerar todas aquelas solucoes, pois a determinagao de uma
“boa” representacao s sera possivel se pudermos fazer um estudo teérico do con-
junto de todas estas solucoes. Isso permitira, por exemplo, medir a qualidade da
representacao.

O trabalho que serd descrito nesta Tese foi iniciado com a leitura e exploracao da
literatura existente. Neste estudo inicial verificAmos a existéncia de muitas falhas.
Por exemplo: (1) apenas encontramos propostos na literatura algoritmos para o
problema de fluxos em redes com dois objectivos (ver Hamacher et al., 2007b); (2) os
modelos com variaveis continuas eram escassos e muitos nao resolviam os problemas
que diziam resolver (ver Hamacher et al. 2007b, Lee & Pulat 1991, Malhotra & Puri
1984 e Pulat et al. 1992); (3) também para os modelos inteiros eram conhecidos
alguns algoritmos, mas poucos determinavam os conjuntos que diziam determinar
(ver Hamacher et al. 2007b, Huarng et al. 1992, Lee & Pulat 1993, Przybylski et al.
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2006 e Sedenio Noda & Gonzédlez-Martin 2001), sendo o algoritmo Figueira (2000)
o unico capaz de determinar todas as solugoes nao-dominadas para o problema
de fluxos inteiros em redes com dois objectivos ; (4) finalmente, relativamente aos
métodos aproximativos, isto é, aos métodos que determinam apenas um subconjunto
do conjunto das solugoes eficientes/nao-dominadas ou um conjunto para representar
aquele, existiam também muito poucos trabalhos nesta area (ver Hamacher et al.
2007a,b, Mustafa & Goh 1998 e Nikolova 1998, 2001, 2003). Note-se que nao estamos
a ter em conta os métodos heuristicos e as meta-heuristicas para as aproximacoes.

Pareceu-nos, por isso, ser de grande interesse a investigacao neste dominio. Os
objectivos gerais definidos para esta Tese foram os seguintes: (1) fazer um estudo
da bibliografia existente na drea do problema de fluxos em redes; (2) explorar as-
pectos que ainda nao tivessem sido completamente cobertos pela investigacao até
aquela data ou que se revelassem mal cobertos, com zonas ambiguas; (3) fazer uma
caracterizacao matemética das solugoes eficientes/nao-dominadas suportadas para
o problema de fluxos em redes inteiros com vérios objectivos; (4) propor a resolugao
de algumas das questoes por resolver.

Como objectivos de natureza experimental propusemos: (1) melhorar e imple-
mentar o algoritmo de Figueira (2000); (2) implementar os novos algoritmos propos-
tos; (3) testar, através do uso de problemas gerados aleatoriamente, os algoritmos
propostos.

Os resultados principais deste trabalho de investigacao foram publicados em trés
artigos em revistas e mais alguns working papers:

e Eusébio, A., Figueira, J.R. e Ehrgott, M. 2008, A primal-dual simplex al-
gorithm for bi-objective network flow problems, apresenta um novo algoritmo
primal-dual para o célculo das solugoes nao-dominadas extremas de um pro-
blema de fluxos em redes bi-objectivo;

e Eusébio, A. e Figueira, J.R. 2009, Finding non-dominated solutions in bi-
-objective integer network flow problems, descreve o algoritmo de restricao-e,
para o calculo de todas as solugdes eficientes/nao-dominadas do problema de
fluxos em redes inteiro bi-objectivo;

e Eusébio, A. e Figueira, J.R. 2009, On the computation of all supported efficient
solutions in multi-objective integer network flow problems, além de provar a
conexidade do conjunto das solucoes suportadas num problema de fluxos em
redes inteiro multi-objectivo, apresenta um novo algoritmo para as determinar;

e Eusébio, A. e Figueira, J.R. 2006, Bi-criteria network flow problems: a cha-
racterization of non-dominated solutions, onde se faz uma primeira caracteri-



zacao das solucoes nao-dominadas para o problema de fluxos em redes inteiro
bi-objectivo e onde se apresentam varios exemplos sobre este assunto;

e Eusébio, A. e Figueira, J.R. 2007, A note on the computation of nondominated
supported vectors in bicriteria network flow problems, onde se apresenta uma
primeira versao do algoritmo do circuito de custo zero para o problema de
fluxos em redes inteiro bi-objectivo;

e Eusébio, A. e Figueira, J.R. 2008, A negative-cycle algorithm for computing
all the supported efficient solutions in multi-objective integer network flow pro-
blems, onde se descreve o algoritmo do circuito de custo zero para um problema
de fluxos em redes inteiro multi-objectivo, e se apresenta um exemplo e resul-
tados computacionais da aplicagao deste algoritmo.

O texto desta Tese foi dividido em trés partes e oito capitulos, incluindo esta
Introducao. Da Parte I fazem parte os capitulos 2 e 3, da Parte II os capitulos 4 e
5 e da Parte III os capitulos 6, 7 e 8.

Na Parte I, faremos uma revisao sobre os conceitos matematicos de base e sobre
o estado-da-arte para problemas de fluxos em redes multi-objectivo. Assim, no Ca-
pitulo 2, recordaremos a definicao de conceitos sobre teoria de grafos, formularemos
os diversos problemas a utilizar ao longo desta Tese, apresentaremos também de
forma resumida o algoritmos simplex para redes e o algoritmo por eliminagao dos
circuitos de custo negativo para o problema de fluxo de custo minimo numa rede. No
Capitulo 3, faremos uma revisao sobre o estado-da-arte para problemas de fluxos em
redes multi-objectivo, abordando os algoritmos que dizem determinar o conjunto de
todas as solugoes eficientes ou nao-dominadas em problemas com variaveis continuas
e com variaveis inteiras e também os algoritmos aproximados.

Na Parte II, apresentaremos o trabalho realizado na area dos problemas lineares
de fluxos em redes multi-objectivo com varidveis continuas, nomeadamente, dois no-
vos algoritmos do tipo primal-dual. No Capitulo 4, descreveremos um novo algoritmo
primal-dual para o problema do fluxo de custo minimo numa rede e, no Capitulo
5, apresentaremos um novo algoritmo primal-dual para o problema de fluxos em re-
des bi-objectivo em duas versoes, a primeira versao como primal-dual simples e em
segundo lugar uma versao melhorada daquele, aproveitando assim o conhecimento
obtido ao longo da utilizacao do algoritmo.

Na Parte III, apresentaremos problemas lineares de fluxos em redes inteiros
multi-objectivo onde descreveremos dois novos algoritmos e o melhoramento de um
terceiro, assim como a sua implementacao e resultados obtidos. No Capitulo 6,
descreveremos um novo algoritmo para o calculo de todas as solugoes eficientes/nao-
-dominadas suportadas de um problema multi-objectivo com variaveis inteiras, recor-
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rendo ao uso de redes residuais e circuitos de custo zero. O algoritmo foi implemen-
tado e os resultados serao comentados. Apresentaremos também a demonstracao da
conexidade do conjunto destas solugoes, com base no conceito de ciclo de custo zero.
No Capitulo 7, apresentaremos uma versao melhorada do algoritmo de restricao-¢
(ver Figueira, 2000) para o calculo do conjunto de todas as solugoes nao-dominadas.
Descreveremos os melhoramentos e como foi feita a implementagao deste algoritmo.
Faremos, também, uma analise estatistica dos resultados obtidos. Finalmente, no
Capitulo 8 descreveremos um novo algoritmo para o cédlculo de representagoes do
conjunto de todas as solu¢oes nao-dominadas do problema de fluxos em redes inteiro
bi-objectivo.



Parte |

Generalidades






Na primeira parte, abordamos os principios gerais que servem de base para a ela-
boracao desta Tese. Os conceitos matematicos considerados ao longo do trabalho
sdo aqui revistos de uma forma resumida e a notacao de base é introduzida. No
Capitulo 2, apresentamos o problema de fluxo de custo minimo nas suas versoes
continuo e inteiro e fazemos igualmente a revisao da sua formulagao matematica.
Recordamos também os diferentes tipos de condigoes de optimalidade para o pro-
blema de fluxo de custo minimo, mais precisamente as condigoes de optimalidade
dos custos reduzidos, dos desvios complementares e da inexisténcia de circuitos
de custo negativo na rede residual. Fazem parte, também, deste primeiro capi-
tulo os algoritmos simplex para redes e o algoritmo por eliminagao dos circuitos
de custo negativo. No final do primeiro capitulo sdo definidos os problemas de
fluxos em redes multi-objectivo, ambas as versdes com varidveis continuas e va-
ridveis inteiras, e ainda os conceitos de eficiéncia e dominancia. No Capitulo
3, apresentamos o estado-da-arte sobre os problemas de fluxos em redes multi-
objectivo. Este estudo foi dividido de acordo com o tipo de algoritmos em: a)
algoritmos exactos, quando elaborados para calcular o conjunto de todas as so-
lugbes eficientes/nao-dominadas; b) algoritmos aproximados, que sao algoritmos
com o objectivo de determinar apenas uma parte representativa daquele con-
junto. Em cada uma destas seccoes sao consideradas subseccoes para problemas
com varidveis continuas e para variaveis inteiras. Finalmente, na ultima seccao
deste capitulo, fazemos uma andlise critica sobre os diversos métodos propostos
para a determinacado das solugoes eficientes ou nao-dominadas dos problemas de
fluxos em redes com varios objectivos.







Capitulo 2

Conceitos, definicoes e notacao de base

Este capitulo apresenta os conceitos, as respectivas definigcoes e a notagao de
base que de alguma forma serdo necessarios nos préximos capitulos. Nao é nosso
objectivo tratar o conteido de uma forma pormenorizada, mas apenas relem-
brar certos conceitos e a notacao utilizada. Para uma revisao mais detalhada
dos assuntos abordados neste capitulo, podem ser consultadas, por exemplo, as
seguintes obras: Ahuja et al. (1993), Bazaraa et al. (2005), Ehrgott (2005), Pa-
padimitriou (1982) e Steuer (1986). Na primeira parte do capitulo, apresentamos
conceitos da teoria de grafos e da optimizacao de fluxos em redes. Descrevemos
e formulamos o problema do fluxo de custo minimo, o seu dual e revemos alguns
aspectos referentes & sua geometria em programacgao linear. Apresentamos os
diferentes tipos de condicoes de optimalidade, as dos custos reduzidos, as dos
desvios complementares e as da inexisténcia de circuitos de custo negativo. Faze-
mos, ainda, uma breve revisao dos métodos simplex e por eliminagao dos circuitos
de custo negativo para o problema de fluxos em redes com um tnico objectivo.
Finalmente, os problemas de fluxos em redes multi-objectivo sao descritos e sao
definidos os conceitos de dominancia e eficiéncia.

11
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2.1 Teoria de grafos e optimizacao de fluxos em redes

Nesta seccao fazemos uma revisao sobre teoria de grafos e optimizagao de fluxos em
redes e a geometria da programacao linear. Revemos ainda o problema de fluxo de
custo minimo (para uma revisao detalhada sobre este assunto consultar a obra de
Ahuja et al., 1993).

2.1.1 Alguns conceitos de base da teoria de grafos

Consideremos um conjunto V, nao vazio, de elementos designados por vértices, nodos
ou nos e um conjunto de pares de nodos, A, nao necessariamente ordenados. O par
ordenado de conjuntos (V,A) é designado por grafo, § = (V,A). Um elemento
de A designa-se por aresta, representada por {i,j}, se a ordem dos nodos nao é
considerada, ou por arco, representado por (i,7) ou (j,4), se queremos dizer que o
nodo ¢ precede o nodo j ou que o nodo j precede 7, respectivamente. Deste modo,
(1,7) e (j,1) representam arcos diferentes, enquanto {i,j} e {j,i} representam a
mesma aresta. Numa aresta {7, j} ou num arco (i, j) ou (j,?) dizemos que os nodos
1 e j sao adjacentes em G e que esta aresta ou arco liga os nodos i e j. Estes dizem-
-se extremidades da aresta ou do arco respectivo. No arco (i, j) dizemos que i é o
predecessor imediato de j e que j é o sucessor imediato de i; 1 é também designado
de extremidade inicial ou origem e j de extremidade final ou destino. Dizemos que
dois nodos tém arcos maultiplos a ligd-los se sao extremidades de dois ou mais arcos,
em simultaneo. Assumimos, sem perda de generalidade, que os grafos considerados
aqui nao tém arcos multiplos. Um grafo G diz-se orientado se todos os elementos
de A sao arcos. Um nodo diz-se isolado se nao é extremidade de qualquer arco ou
aresta. Um lacete é um arco em que as extremidades inicial e final coincidem. A
todo o grafo pode associar-se um diagrama que, em geral, consiste em representar
os nodos por circulos ou pontos e as arestas ou arcos por linhas, ligando os circulos
ou pontos associados aos respectivos nodos. Na representacao de um arco utiliza-se,
habitualmente, uma seta para indicar a orientacao do arco, da extremidade inicial
para a final.

Consideremos os grafos § = (V,A) e § = (V,A'). § diz-se um subgrafo de
GseVCVeA C A Dizse que § = (V,A") é um subgrafo de G gerado por
V' se A’ contém todos os arcos de A com ambas as extremidades em V. Um grafo
g = (V',A") é um subgrafo abrangente ou geradorde G = (V,A)se V' =Ve A C A.

Um caminho, num grafo orientado G, é uma sequéncia, finita ou infinita, de arcos
em que a extremidade final de um arco ¢ a extremidade inicial do arco seguinte. Um
caminho pode ser indicado pela sua sucessao de arcos, (i1, 12)-(i2,43)- -+, ou pelos
nodos que os ligam, i;-ig-i3-+ - - . Num caminho finito, (i1, i2)-(ig,i3)- -+ -(ir_1,), i1 €



TEORIA DE GRAFOS E OPTIMIZACAO DE FLUXOS EM REDES 13

i, dizem-se extremidade inicial e extremidade final, respectivamente, desse caminho.
Um caminho finito em que as extremidades inicial e final correspondem ao mesmo
nodo designa-se por circuito. Um circuito elementar é um circuito em que todos
os seus nodos sao distintos, com excepcao do final que coincide com o inicial. O
nimero de arcos de um caminho ou circuito designa-se por comprimento deste. Um
caminho diz-se caminho elementar se todos os seus nodos sao distintos. Um caminho
diz-se caminho simples se todos os seus arcos sao distintos; caso contrario, diz-se um
caminho composto.

Uma cadeia, num grafo orientado, é uma sequéncia de nodos e arcos do grafo,
lg-a1-11-Qo-ig-a3-i3-+ - em que ou ay = (ix_1,%k) ou ax = (ig,ip_1), k = 1,2,3,---.
Numa cadeia finita, ig-a1-11-ag-io-- - - ~ip_1-Q,-1,, 11 € i, dizem-se extremidade inicial
e extremidade final da cadeia, respectivamente. Uma cadeia elementar nao contém
nodos repetidos. Uma cadeta simples nao contém arcos repetidos. Um ciclo € uma
cadeia finita (r > 2) em que as extremidades inicial e final correspondem ao mesmo
nodo. Um ciclo elementar é um ciclo em que todos os seus nodos sao distintos, com
excepcao da extremidade inicial que coincide com a final. Por vezes é necessario
fixar o sentido de um ciclo como o sentido de um dos seus arcos a, e dizemos que
este é de i,_1 para i, ou de i, para i, 1, consoante a, = (iz—1,%,) OU ag = (ig,g—1)
No primeiro caso, dizemos que um arco do ciclo ay = (ix_1,ix) estd orientado no
sentido do ciclo. No segundo caso, dizemos que um arco do ciclo a; = (ig, 1)
estd orientado no sentido do ciclo. Caso contrario, dizemos que o sentido do arco é
contrario ao do ciclo. Um circuito é por vezes designado por ciclo orientado, uma
vez que todos os arcos, no ciclo, tém o mesmo sentido. Nota: Nos capitulos seguintes
utilizamos apenas circuitos e ciclos elementares que sao designados por circuitos e
ciclos, respectivamente.

Um grafo diz-se conezxo se existir pelo menos uma cadeia elementar entre qualquer
par de nodos. Um grafo diz-se fortemente conexo se todo o par de nodos estiver
ligado por, pelo menos, um caminho elementar, em cada sentido. Um grafo conexo
sem ciclos designa-se por drvore. Uma arvore T = (V' A’) é uma drvore geradora de
um grafo § = (V,A) se T é um subgrafo de G tal que V' =V e A’ C A.

Se a cada aresta e/ou nodo de um grafo associarmos um ou mais nimeros reais
estamos em presenca de uma rede nao orientada. Se o grafo é orientado diz-se que
estamos em presenca de uma rede orientada.

2.1.2 O problema do fluxo de custo minimo

O problema do fluxo de custo minimo (FCM) consiste na determinacao de um fluxo
como, por exemplo, a quantidade de um determinado produto, um certo niimero de
objectos, dados, informacao, etc., a transportar de determinados pontos de oferta
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ou armazéns, de forma a satisfazer a procura situada noutros pontos (nodos) da

rede, ao menor custo total possivel. O fluxo em cada arco (i, j) € A é designado por

zi;. A rede subjacente ao problema FCM é definida da seguinte forma:
Consideremos um grafo orientado § = (V, A), onde V = {1,2,--- ,m} é o con-

junto de nodos e A = {(il,jl), (i2,J2)s -+, (in,jn)} ¢ o conjunto de arcos de G.

Cada arco tem associados um custo unitdrio c¢;;, um limite inferior de fluxo [;; e um
limite superior de fluxo w;;, onde w;; > l;; (ao limite superior também costumamos
chamar capacidade do arco). O nimero de nodos e o nimero de arcos na rede sao
designados por m e n, respectivamente. Cada nodo k£ € V pode ter uma oferta ou
procura, by, associada. Se by > 0, o nodo designa-se por nodo de oferta; se by < 0, 0
nodo designa-se por nodo de procura. Um nodo em que b, = 0 designa-se por nodo
de transbordo ou ponto de passagem de fluxo.

Uma rede é representada por N = (G, ¢, [, u, b), onde § = (V ,A) é um grafo

: _ n z « »
orientado, ¢ = (Ciyjy, Cigjas = *» Cingn) € Z" € 0 vector de “custos”, (Livirs Lingayr =+
o L - N
linj.) € Z"™ é 0 vector dos limites inferiores do fluxo, u = (s, Uiyjps =+ Winj,) € Z
é o vector dos limites superiores do fluxo e b = (by, by, -+, b,,) € Z™ é 0 vector das

ofertas/procuras. A Figura 2.1 apresenta a rede N, exemplo retirado de Pulat et al.
(1992), onde

[3,10]

Figura 2.1: Representacdo grdfica de uma rede.

o V=1{1,2,3,4,5,6};

e A=1{(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5), (4,6), (5,6) }
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e ¢ =(10,10,20, 70,50, 25, 20, 10, 50, 20)

e 1=1(0,2,0,2,0,0,3,0,0,4)

u=(9,12,8,10,6,10, 10,7, 10,9)

e b=(10,0,0,0,0,—10)

Numa rede N podemos definir o problema FCM que consiste em identificar a
quantidade de fluxo, a passar em cada arco (i,7), l; < x;; < u;, de forma a
satisfazer a procura a partir da oferta disponivel, minimizando o custo total desta
operacao de transporte do fluxo ao longo dos arcos de G.

2.1.3 Rede residual

Na construcao e implementagao de algoritmos para a resolugao do problema FCM
pode ser conveniente (mesmo que de forma indirecta) utilizar a capacidade do fluxo
que resta em cada arco. Assim, a rede inicial é modificada dando origem a denomi-
nada rede residual, que definimos a seguir.

Consideremos a rede N associada a um problema FCM e um fluxo z = (z;,;,,
Tiyjss =5 Tinj,) Desta rede. A rede residual, N(x), relativamente ao fluxo dado =,
é a rede que resulta de N substituindo cada arco (i, j) € A pelos dois arcos (i,j) e
(4,1): o arco (i, j) tem custo ¢;; e uma capacidade residual de ;; = u;j — x;; € 0 arco
(7,4) tem custo —c¢;; e capacidade residual 7; = z;; — [;;. A rede residual é formada
apenas pelos arcos com capacidade residual positiva. Pode mostrar-se que todo o
fluxo = na rede N corresponde a um fluxo 2’ numa rede residual associada (Ahuja
et al., 1993).

A soma ) 0;;c;; para todos os arcos (i,7j) num ciclo designa-se por custo do
ciclo, onde ¢;; é igual a 1 se o arco (i, ) tiver o sentido do ciclo e d;; é igual a —1
se o arco (7,j) tem sentido contrério ao do ciclo. Um ciclo (ndo necessariamente
orientado) em N é designado por ciclo incremental relativamente ao fluxo z, se ao
adicionarmos uma quantidade positiva de fluxo ao ciclo (adicionando ou subtraindo
essa quantidade ao fluxo dos arcos do ciclo consoante o seu sentido é ou nao o do
ciclo), o fluxo permanece admissivel (ver definigao de fluxo admissivel na Subseccao
2.2.1). Deste modo, um ciclo incremental nao pode conter arcos (i,7) de sentido
contrario ao do ciclo tais que z;; = l;; ou arcos com o sentido do ciclo tais que
z;; = w;;. Cada ciclo incremental relativamente a x corresponde a um circuito na
rede residual N(z) e vice-versa (ver Ahuja et al., 1993 e Bazaraa et al., 2005).

Como exemplo de uma rede residual, consideremos a rede da Figura 2.1 e o fluxo
nesta rede x = (Ilg, 13,23, T24,T25,T34, T35, L45, T46, ZE56) = (2, 8, O, 2, 07 0, 8, ]_, 1, 9)
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A rede residual N(z) estéd representada na Figura 2.2. Por exemplo, ao arco (1,2),
na rede inicial, com fluxo 2 estdo associados, na rede residual, o arco (1,2), com
capacidade residual r9 = w13 — 12 = 7 e custo ¢12 = 10 e o arco (2,1), com
T91 = T12 = 2 e custo —cy3 = —10. Mas relativamente ao arco (2, 3), na rede inicial,
estd associado apenas o arco (2,3), na rede residual, com 793 = 8 e custo co3 = 20.

Figura 2.2: Rede residual associada a rede da Figura 2.1 e a solugdo v = (2, 8, 0, 2, 0,
0,8,1,1,9).

2.2 0O problema do fluxo de custo minimo enquanto problema
de programacao linear

O problema FCM pode ser formulado como um problema de programacao linear.
Apresentamos a seguir a formulacao primal e dual, para este problema. Admitimos,
sem perda de generalidade, que o limite inferior para o fluxo no arco (i, j) é zero,
isto ¢, l;; = 0, V(i,j) € A. Caso [;; seja diferente de zero, podemos converter o
problema num outro com /;; = 0, bastando para isso fazer a mudanga de varidvel z;;
por zj; = x4 — l;;. Os limites da nova varidvel serao lj; = 0 e u;; = u;; — l;;. O novo
problema tem o mesmo nimero de solucoes e as solucoes de um podem ser obtidas
a partir das do outro, através de uma simples transformacao linear.
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2.2.1 O problema primal

Consideremos a rede N = (G, ¢, [, u, b). Designamos por fluro admissivel na rede
uma funcdo que a cada arco (i,7) em A associa o nimero real z;; satisfazendo as
seguintes restricoes:

e as restricoes da conservagao do fluxo ou equagoes de Kirchhoff, que dizem que
a quantidade de fluxo que entra num nodo menos a quantidade de fluxo que
sai é igual a procura/oferta de fluxo no nodo:

Zxkj— Zmzk:bka VEeV e

(kj)eA (i,k)eA

e as restricoes de capacidade, que dizem que o fluxo num arco nao pode estar
fora dos limites de capacidade desse arco:

0< Tij < UU,V<Z,]) c A.

Representamos este fluxo por © = (2,1, Tigjn, =+ > Zinj,). O custo do fluxo x é
a soma Z(i’j)e 4 CijTij. Um fluxo de custo minimo ¢ um fluxo com o menor custo,
entre todos os fluxos existentes na rede N.

O problema FCM associado a rede N, pode ser formulado, matematicamente, da
seguinte forma:

minimizar Z Cij%ij, (2.1)
(3,5)€A
sujeito a: Z Th; — Z Tip = b, VE €WV, (2.1.a)
(kj)eA (i,k)€A
0 < Tij < UU,V(Z,]) € .A, (21b)
ou de forma mais compacta:
. . . T
minimizar ¢z, (2.2)
sujeito a:  x € X,
onde
X = {x = (xiljn"' ’xi”njn) € R™: Z Trj — Z T = b, Vk € V,
(kj)EA (i,k)EA (2.3)

0 g LCZ‘J' < UU,V(Z,]) c .A}

é a regiao admissivel no espago das varidveis de decisao. Ao longo desta Tese,
a designacao regiao admissivel sera utilizada sem especificar o espago respectivo
quando nos referirmos ao espago das variaveis de decisao.
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2.2.2 0 problema dual

A formulagao (2.1) é conhecida como problema primal. A resolugao do problema
FCM faz-se geralmente com recurso ao problema associado, conhecido por problema
dual.

Para construirmos o problema dual de (2.1) comecemos por associar a cada uma
das restrigoes deste problema uma varidavel. Designemos por 7 a variavel dual
associada a restricao da conservacao do fluxo correspondente ao nodo k, isto é,
a varidvel dual associada & restrigdo de ordem k em (2.1.a), para todo o k em V.
Designemos por j;; a varidavel dual associada a restricao de capacidade do arco (i, j),
isto ¢, a restri¢do z;; < u;; & —x;; = —u;; em (2.1.b), para todo o arco (Z,7) em A.
O problema dual pode ser entao formulado da seguinte forma:

maximizar Y bpmp — Y. Uijflij,
keV (3,5)EA
sujeito a: T — T — Wy < Cy o, V(i ]) € A, (2:4)
i 2 0 ) V(Z,j) e A

Por hipédtese os limites superiores dos arcos (i,7), ¥(i,j) € A, sdo nao negativos,
isto é, u;; > 0,Y(i,7) € A.
O custo reduzido do arco (i,7),V(i,j) € A, é definido da seguinte forma:

Eij :Cij—ﬂ'i—Fﬂ'j. (25)

2.2.3 Estrutura de arvore geradora

No problema FCM a matriz dos coeficientes das varidveis nas restrigoes (2.1.a) é
designada por matriz de incidéncia nodo-arco. Esta matriz tem m linhas e n colunas.
Cada coluna esta associada a um arco (i,j) € A e tem todas as suas componentes
nulas, excepto as das linhas ¢ e j, que s@ao 1 e —1, respectivamente. Pode provar-se
que a caracteristica desta matriz é m—1 (ver Bazaraa et al., 2005). O problema pode
ser modificado adicionando uma variavel artificial xy; de tal forma que a matriz, A,
resultante tenha caracteristica m. Acrescentar esta variavel ao problema corresponde
a adicionarmos um arco artificial a rede. Este arco é designado por arco raiz. O
novo conjunto de restrigoes pode entao ser escrito, na forma matricial, como Az = b,
onde & = (o1, Tiyjys Tigjas " » Tinjn) ¢ 0 vector das varidveis e b = (by, ba, - -+, by,) €
o vector das ofertas/procuras. Designemos por B uma submatriz ndo singular de
A e suponhamos, sem perda de generalidade, que as colunas de B sao as primeiras
m colunas de A. A submatriz restante N é dividida em duas submatrizes Nj e
Ny. Suponhamos, sem perda de generalidade, que N = [N Ny|. Assim, a matriz



O PROBLEMA INTEIRO DO FLUXO DE CUSTO MINIMO 19

A pode ser dividida em trés submatrizes, A = [B Ny Ny| e o vector x em trés
subvectores, x = (zp,x, zy), de tal forma que

B
A.T:b@[BNLNU] Xy, =b.
Ty

Deste modo, podemos reescrever o novo sistema de restrigoes:
Az = b<:>$3 = B_lb—B_lNLIEL —B_lNUZL'U. (26)

Designemos por J, L e U o conjunto de arcos associados as colunas das matrizes
B, N e Ny, respectivamente. Eventualmente, L ou U podem ser conjuntos vazios.
Sendo V o conjunto de nodos da rede dada, o grafo (V,T) é uma arvore geradora
de G (Ahuja et al., 1993) designada por drvore geradora com raiz. Uma solugao
x tal que z;; = 0,V(i,j) € L e x;; = uj,¥(i,5) € U é designada por solugdo
basica e o terno (T,L,U) é designado por estrutura de drvore geradora (EAG).
Note que o conhecimento dos arcos que estao em L e dos arcos que estao em U
¢ suficiente para identificarmos a solucao basica associada e, por isso, utilizamos a
notacao p, = (L, U) para a representar, onde v designa um ntimero que identifica a
respectiva solucao. Note que conhecidos os conjuntos L e U conhecemos igualmente
xy e xy em (2.6) e consequentemente também zp. Designamos os arcos em T por
arcos bdsicos e aqueles que nao pertencerem a T por arcos nao-basicos. Uma
solucdo z satisfazendo (2.6), tal que 0 < z;; < w;;,V(4,5) € A, designa-se por
solu¢ao admissivel e (T,L,U) por EAG admissivel. Uma EAG diz-se degenerada
se existir um arco (7,7) em T tal que z;; = 0 ou z;; = w;;. Neste caso, diferentes
EAG’s degeneradas podem estar associadas a uma mesma solucao. De facto, pode
ser possivel obter uma nova EAG a partir da inicial, trocando um arco (i,5) em T,
tal que z;; = 0 ou x;; = wu;;, por um arco em L ou U, respectivamente. Se uma
solucao, v, tem r > 1 FAGs degeneradas associadas, representamos cada uma delas
por pk k=1,2,--- 1.

2.3 O problema inteiro do fluxo de custo minimo

Na Seccao 2.2 nao colocamos qualquer restricao ao tipo de “produto” a ser trans-
portado na rede, admitindo, deste modo, a possibilidade de dividir esse “produto”
em pequenas quantidades, se necessario. Acontece, no entanto, que em muitos dos
problemas FCM praticos o “produto” na rede corresponde a objectos indivisiveis
devendo, por isso, o fluxo na rede ser inteiro. Como exemplo, podemos referir a
distribuicao de automéveis de uma determinada marca dos locais de fabrico para os
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diversos concessionarios. Passamos entao a ter o problema do fluxo inteiro de custo
minimo (FICM) que, na sua formulagao, contém a restri¢ao adicional:

z,;; inteiro, ¥(i, j) € A

Assim o problema FICM pode ser formulado da seguinte forma:

minimizar ¢’z, (2.7)
sujeito a:  x € X!, '

onde

X' = {93 = @iji o Tign) ENG T 30w — >0 wwk=1by, VEEV
(k,j)EA (i,k)eA (2.8)

ZEZ']‘ < UU,V(Z,]) - .A}

2.4 Geometria da programacao linear

Nesta seccao fazemos uma revisao sobre a representagao geométrica da regiao ad-
missivel de um problema de programagao linear (ver Papadimitriou, 1982, Schrijver,
2000 e Steuer, 1986).

As restrigdes do problema de programacao linear (2.1) podem ser vistas como
restricoes do tipo ai1xy + asxs + - - - + a,x, = b, onde aq,as, - ,a, e b sao nimeros
reais. O conjunto dos pontos x = (x1, Za, - ,T,) € R" que satisfazem esta restrigdo
designa-se por hiperplano, isto é, um hiperplano H é o conjunto

H=A{z= (21,29, ,2,) €E R 1 a2y + agxo + - - - + ayz, = b, b € R,
@ eR,i=12-,n}

onde a; # 0 para pelo menos um dos i = 1,2,--- ., n. Um hiperplano define dois
semi-espagos (fechados):

SE™ ={z € R": a1z + agxs + - - - + apx, < b}

SE*:{xeR”:a1x1+a2x2—|—-"+an$n>b}-

A interseccao de um numero finito de semi-espacos, quando limitada e nao vazia,
designa-se por poliedro. Pode mostrar-se facilmente que a regiao admissivel de um
problema FCM (2.1), X nao vazio, é um poliedro. O conjunto X ¢é também um
congunto convezo, isto é, V' z” € X e VA € [0,1], \e/ + (1 — N)2” € X.
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Consideremos um hiperplano H e designemos por d a dimensao do poliedro X
e SE um dos semi-espacos definido por H. Se F' = X N SE é um subconjunto
de H entao F designa-se por face de X e H por hiperplano de suporte que define
F. Um vértice, uma aresta e uma faceta sao faces de dimensao zero, um e d —
1, respectivamente. Pode mostrar-se que as coordenadas de qualquer ponto num
poliedro X podem ser escritas como uma combinac¢ao convexa das coordenadas dos
seus vértices (d+ 1 vértices sao suficientes para escrever qualquer ponto). Uma face
F C X de dimensao r é uma face mdxrima se nao existir outra face £/ C X de
dimensao 7’ tal que F C F'er <7'.

Consideremos o conjunto das restri¢oes (2.1.a) e (2.1.b).

b,
0=z = u. (2.9)
De (2.6) temos, xp = B™'b — BNz — B~ Nyaxy. Assim (2.9) é equivalente a

0 § B~ — BilNL$L — BilNU$U é up,
O§$L §UL, (210)
0= 2y = uy,

onde uy, e uy sao os vectores formados pelas componentes de u correspondentes as
varidveis zp, 1 e xy, respectivamente. O conjunto de restrigdes (2.10) descreve a
intersecgao (limitada e nao vazia) de semi-espagos e, por isso, define um poliedro
P. Pode mostrar-se que P C R"™!=™ e que qualquer vértice de P corresponde a
uma FAG admissivel do problema (2.1) e vice-versa. Sabemos também que, num
poliedro, qualquer vértice é um ponto extremo e wvice-versa. Desta forma, podemos
dizer que a qualquer ponto extremo estd associada uma FAG admissivel do problema
e a cada FAG admissivel esta associado um ponto extremo do poliedro P.

2.5 Os diferentes tipos de condi¢coes de optimalidade

As condigoes de optimalidade aparecem como um método para averiguarmos se uma
determinada solugao é 6ptima ou nao. O seu conhecimento sugere a construgao de
algoritmos para a determinagao da solugao 6ptima (ou solugdes 6ptimas), para o
problema respectivo.

Sabemos que quando um problema de programacao linear tem uma regiao ad-
missivel limitada, como é o caso do problema FCM considerado e uma tinica solugao
6ptima, entao essa solugao é um ponto extremo da sua regiao admissivel. Sabemos
também que qualquer ponto da regiao admissivel é um ponto extremo se e s6 se
¢ uma solucao basica admissivel. Quando o problema tem mais que uma solugao
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optima, qualquer uma pode ser escrita como combinacao convexa dos seus pontos
extremos optimos e qualquer combinacao convexa destes é uma solucao éptima para
o problema. Desta forma, o objectivo principal na resolugao deste tipo de problemas
¢ o de encontrar os pontos extremos 6ptimos.

No problema FCM podem ser considerados, em geral, trés tipos de condigoes de
optimalidade: dos custos reduzidos, dos desvios complementares e da inexisténcia
de circuitos de custo negativo na rede residual.

2.5.1 Custos reduzidos

Uma forma bastante usual de verificarmos a optimalidade de uma determinada so-
lugao é através do sinal dos custos reduzidos (2.5). O algoritmo simplex para redes
é um dos algoritmos que utiliza esta condicao de optimalidade. Como vimos an-
tes, toda a solucao basica esta associada com uma estrutura FAG na rede. Pode
mostrar-se que o custo reduzido dos arcos basicos é sempre igual a zero e, como tal,
o seu valor nada nos diz sobre a optimalidade ou nao de uma solucao. E através do
sinal dos custos reduzidos dos arcos nao-basicos que a optimalidade sera averiguada,
de acordo com o teorema seguinte.

Teorema 2.5.1 Designemos por x* uma solucdao bdasica admissivel para o problema
FCM e por (T,L,U) a EAG associada.

a) Se¢;; > 0,V(i,j) € L e¢; <0,Y(i,j) € U, entao x* € dptima.
b) Se x* € dptima e ndo degenerada, entao ¢;; > 0,Y(i,5) € L e ¢;; < 0,V(i,5) € U.

Uma EAG nas condigoes da alinea a) do Teorema 2.5.1, isto ¢, tal que ¢;; >
0,V(i,j) € L e ¢; < 0,Y(i,j) € U designa-se por EAG dptima.

2.5.2 Desvios complementares

Dada uma solucao para o problema primal e uma solucao para o problema dual, po-
demos averiguar se estas solugoes sao simultaneamente 6ptimas, para os respectivos
problemas, utilizando as denominadas relagoes dos desvios complementares. Con-
sideremos o problema FCM (2.1) e o seu dual (2.4). Designemos por z* e (7%, u*)
duas solugoes admissiveis para o primeiro e segundo problemas, respectivamente.
Estas solugoes sao ambas 6ptimas para os problemas respectivos se e sé se tiverem
o mesmo valor objectivo, isto é, se

* * . *
§ Cij%j—i by, — § Uijfbi-

(i,j)eA keV (i,7)eA
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Teorema 2.5.2 (Teorema dos desvios complementares) Consideremos as so-
lugoes admissiveis x* e (*, u*) para os problemas primal (2.1) e dual (2.4), respec-
tivamente. Entao x* e (7*, u*) sdo dptimas se e so se

v (cy—m 47 +p) = 0,V(@j)€Ae
(i —ug) = 0, V(i) € A

Este teorema diz-nos que pelo menos um dos factores em cada um dos produtos
deve ser zero. Em particular
* * j—
>0 = al = wuy
:u7,] 1) Y
Podemos deduzir outras implicagoes deste teorema. Se o custo reduzido do arco
(4, ) nao é igual a zero entdo o valor do fluxo no arco ou é igual a 0 ou é igual a wu;;.
Mais precisamente,

T <cy = x;=0c¢ (2.11)
TS > G = T = U 2.12

De facto, para a primeira condi¢ao temos,

*_
e

* * *
M < ¢y = Ci]’—ﬂ'i‘i‘ﬁj >0
= Cij—WZ(+7T;+M:j>O

= ;=0
e para a segunda

7T;<—7T;~<>Cij = Cij—W;+7Tj<O
= p; >0

*

= Tij = Ugj.

Podemos ainda dizer que o custo reduzido de um arco é zero, sempre que o seu
fluxo nao é igual a um dos limites, isto €,

* * *
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2.5.3 Inexisténcia de circuito de custo negativo

Consideremos agora a rede residual associada ao problema FCM. A optimalidade de
uma solucao basica admissivel, x*, para o problema FCM pode ser avaliada através
do custo dos circuitos numa rede residual. Sabe-se que uma solucao admissivel x* é
éptima se a rede residual N(z*) nao contém qualquer circuito de custo negativo, de
acordo com o teorema seguinte (ver Ahuja et al., 1993).

Teorema 2.5.3 Designemos por x* uma solu¢do admissivel para o problema FCM.
A solugao x* € dptima para este problema se e s se a rede residual N(z*) nao
contém qualquer circuito de custo negativo.

As condigoes de optimalidade do custo reduzido sao aplicaveis também a rede
residual com as alteracoes ajustadas a nova rede. Estas condigoes sao enunciadas
pelo teorema seguinte.

Teorema 2.5.4 Designemos por x* uma solucao bdsica admissivel para o problema
FCM e seja (T,L,U) a EAG associada a esta solugao. A solu¢ao x* € dptima para
este problema se e so se os custos reduzidos sao nao negativos para todo o arco na
rede N(x*), isto €,

¢i; = 0, para todo o arco (i,j) em N(z*).

Designemos por W um circuito na rede residual. Sabemos que Z(i,j)ew Cij =
Z(i’ pew Cij- Esta igualdade permite estabelecer a equivaléncia entre as condigoes
de optimalidade da inexisténcia de circuito de custo negativo e as condigoes de
optimalidade dos custos reduzidos.

2.6 Resolucao do problema do fluxo de custo minimo

Nesta seccao apresentamos dois algoritmos frequentemente utilizados para a resolu-
¢ao do problema FCM. O primeiro é o algoritmo simplex para redes. Este algoritmo
difere do simplex para problemas de programacao linear pela estrutura de dados
utilizada, pois, em vez de utilizar matrizes o método simplex para redes, utiliza uma
representacao em estrutura de arvore geradora. Este facto conduz a uma poupanca
de recursos computacionais, traduzida numa menor necessidade de memoria e numa
reducao do numero de operagoes necessarias para a determinacao de uma solucao
6ptima de um problema FCM. O segundo algoritmo é um algoritmo por elimina-
¢ao dos circuitos negativos. Este algoritmo procura a solucao cuja rede residual
associada nao tem qualquer circuito de custo negativo.
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Na resolucao do problema vamos admitir que o grafo § associado a rede N
definida na Subsecgao 2.1.2 é conexo. Sé desta forma poderemos utilizar o método
simplex para redes. Quando o grafo nao é conexo nem sempre o problema é nao
admissivel, mas neste caso é possivel dividir o problema inicial em subproblemas,
associados com subgrafos conexos e resolve-los separadamente.

Podemos, na resolugao do problema do fluxo de custo minimo, admitir que o
total da oferta é igual ao total da procura, isto é, que >,y b = 0. De facto,
se a procura for superior a oferta, o problema ¢ nao admissivel, uma vez que nao
existe recurso suficiente para satisfazer a procura. Se a oferta for superior a procura
podemos modificar a rede inicial, acrescentando mais um ponto de procura capaz de
receber toda a oferta em excesso a um custo nulo, isto é, acrescentar um nodo m—+1,
com b1 = — D oy b € arcos (i,m + 1),¥i € V com custo ¢; mi1 = 0. A solugao
do problema na rede modificada da-nos a solu¢cao do problema inicial apagando o
nodo e arcos acrescentados.

2.6.1 Método simplex para redes

Recordemos sucintamente o método simplex para redes, para o problema FCM (Al-
goritmo 1). Esta revisao é feita com base em Figueira (2000). Consideremos o pro-
blema FCM definido num grafo orientado § com um arco raiz. A ideia de base do
método simplex para redes consiste na constru¢ao de uma FAG da forma (T, L, U).
Nesta estrutura, como visto na Seccao 2.2.3, m arcos pertencem a J e os restantes
pertencem a L e/ou U consoante o valor do fluxo no arco respectivo é 0 ou u;;,
respectivamente. O problema FCM, quando admissivel, tem sempre pelo menos
uma EAG éptima (ver Ahuja et al., 1993). E possivel encontrar uma EAG 6ptima
passando de uma EFAG admissivel para outra adjacente, sucessivamente. Em cada
iteragao, trocamos um par de arcos (um arco que entra em J e outro que sai de T,
que poderd, eventualmente ser o mesmo arco) através de uma operacao de pivotagao,
que consiste em:

(1) Identificar um arco elegivel (k,1) com (k,l) ¢ T, isto é, um arco que nao satisfaga
as condigoes de optimalidade, ou seja, um arco, (k,[), ndo pertencente a 7T tal
que:

i) o seu custo reduzido , ¢, é estritamente negativo e o seu fluxo estd no seu
limite inferior, isto é, ¢y < 0 e (k,l) € L, ou

i1) o seu custo reduzido é estritamente positivo e o seu fluxo estd no seu limite
superior, isto é, ¢ > 0 e (k1) € U.

(2) Adicionar o arco (k,l) a T e determinar um arco (p, q) que sai de 7.
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(3) Determinar a nova FAG e as respectivas solugbes primal, = e dual, 7.

Quando o arco (k, () é adicionado a T, os arcos neste conjunto deixam de formar uma
arvore uma vez que o arco (k,l) formard um ciclo com outros arcos de J. O passo
seguinte consiste em retirar um dos arcos de T, por forma a ficarmos novamente
com uma arvore geradora. Obtém-se uma nova FAG fazendo passar o maximo
fluxo possivel, A > 0, através do ciclo €, com o sentido de (k,l) ou com sentido
contrario, consoante o arco (k,l) pertenga a L ou U, respectivamente, por forma a
que a solucao seguinte se mantenha admissivel. O arco a retirar de T, (p, q), é um
dos que nao suporta um aumento do fluxo superior no ciclo.
Em resumo o algoritmo simplex para redes estd descrito no Algoritmo 1.

Algoritmo 1:  Algoritmo simplex para redes.
{ Determina um fluxo de custo minimo. }

input: Rede orientada N = (G, ¢, [, u, b).
output: Estrutura de drvore geradora éptima FAG®*).

(1) begin

(2) k< 0;

(3) Determinar uma EAG®*) admissivel inicial;

(4) while (EAG™®) nao for 6ptima) do

(5) begin

(6) Determinar a EAG adjacente, EAG®*+1):

(7) begin

(8) Considerar o terno (T,L,U), o fluxo z

9) e o vector das varidveis duais 7 associados com EAG®);
(10) Determinar um arco de entrada, (k,[l) e um arco de saida (p, q);
(11) Adicionar (k,l) a T e retirar (p,q) de T;

(12) Determinar a FAG e as solugbes x e m associadas;

(13) end

(14) k<« k+1, EAG® « EAGH+D;

(15)  end

(16) end

Duas FAGSs adjacentes sao obtidas uma a partir da outra, através da troca de
um arco em J por um arco que nao estd em 7T através de uma operacao de pivotacdo
(eventualmente, o mesmo arco pode entrar e sair de T, o que corresponde a mudar
um arco do conjunto L para o conjunto U ou deste para o primeiro). As solugdes
associadas com estas FAGs sao solugoes basicas adjacentes. Consideremos o ciclo
C que permite passar de uma EAG para a sua adjacente enviando uma quantidade
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A > 0 de fluxo e as solugoes associadas. Se enviarmos uma quantidade A;, tal
que 0 < A; < A, de fluxo através do mesmo ciclo obtemos uma solugao diferente
daquelas que ¢é designada por solucao intermédia.

Para obter uma solugao admissivel inicial, na linha (3) do Algoritmo 1, existem
varios métodos entre os quais a resolugao de um problema auxiliar através da deno-
minada Fase I do método simplex ou, alternativamente, através da resolucao de um
problema de fluxo maximo na rede. A determinacao de um fluxo admissivel pode ser
modelado como um problema de fluxo méaximo, construindo uma rede incremental
juntando um nodo origem s e um nodo destino ¢ a rede N. Para cada nodo k, com
by > 0, adicionamos um arco (s, k) ao conjunto V, com capacidade by; para cada
nodo k, com b, < 0 adicionamos um arco (k,t) a A, com capacidade —by. Depois
resolvemos o problema de fluxo maximo, na nova rede que designamos por N’, do
nodo s para o nodo t. Pode mostrar-se que o problema tem um fluxo admissivel
se e s6 se no fluxo maximo os arcos com origem em s estao saturados, isto é, se
Tsj = Usj, V(s,j) € A', onde A’ é o conjunto dos arcos da rede N'.

Em cada iteragao, o Algoritmo 1 gera sempre uma solugdo com componentes
inteiras, para o problema FCM, devido as caracteristicas da matriz das restri¢oes que
passa a ser uma matriz totalmente unimodular, isto é, uma matriz em que qualquer
submatriz quadrada regular tem determinante igual a +1 ou —1 (ver Bazaraa et al.,
2005). Neste caso, a resolugao do problema FICM pode ser feita relaxando a condigao
de que as variaveis sao inteiras, obtendo-se sempre uma solucao éptima inteira.

A utilizagao de duas EFAGs adjacentes para determinar uma solugao nao-inteira
é uma propriedade importante. Recordemos que, quando passamos de uma FAG
para uma adjacente, uma quantidade do fluxo A é enviada através de um ciclo €.
A quantidade A é inteira. Se enviarmos uma quantidade nao-inteira, através do
mesmo ciclo G, é obtida uma solugao nao inteira. Esta solucao tem exactamente
|C| varidveis nao inteiras e, como é evidente, nao define uma FAG. Esta ideia é
bastante importante, se pretendermos obter solucoes nao inteiras para o problema
de restricao-¢ relaxado, que abordaremos mais adiante. Neste caso, a resolucao do
problema FICM ¢ feita relaxando a restrigdo x;; inteiro,V(7, j) € A, porque existe
pelo menos uma solucao 6ptima com componentes inteiras, para o problema FCM
que sera optima também para o problema FICM. Determinadas as solugoes basicas
dptimas (com componentes inteiras), as restantes podem ser determinadas através
de combinagoes convexas destas (Bazaraa et al., 2005).
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Proposicao 2.6.1 Consideremos o problema FCM com todas as componentes in-
teiras dos vectores ¢, u e b e duas EAGSs adjacentes, EAG' e EAG" e o ciclo, C, que
permite passar de EAG' para EAG", quando uma quantidade do fluzo A € enviada
através deste ciclo. Entao, ao enviar uma quantidade nao inteira através do ciclo €,
¢ obtida uma solug¢do nao inteira que contém exactamente |C| varidveis com valor
nao inteiro.

Demonstragdo: O fluxo nos arcos (i,7) em FAG' é inteiro e na passagem de EAG’
para FAG"” apenas o fluxo nos arcos em € ¢é alterado. A quantidade nao inteira de
fluxo enviada através do ciclo € é adicionada ou subtraida ao fluxo de cada arco no
ciclo, consoante esse arco tem ou nao o sentido do ciclo. Assim, o novo fluxo dos
arcos no ciclo é nao inteiro, enquanto nos outros arcos continua inteiro.

O

2.6.2 Algoritmo por eliminacao dos circuitos de custo negativo

A optimalidade de uma solucao, x* para o problema FCM pode ser avaliada através
dos custos dos circuitos na rede residual. Pelo Teorema 2.5.3, uma solugao admissivel
x* para o problema FCM é éptima se e s6 se a rede residual N(z*) ndo contiver
circuitos de custo negativo. Esta condi¢ao de optimalidade da origem ao Algoritmo 2,
para a determinagao de um fluxo de custo minimo do problema FCM. Este algoritmo,
designado por eliminagao dos circuitos de custo negativo, é baseado nas condicoes de
optimalidade da inexisténcia de circuito negativo. Comeca com um fluxo admissivel
e aumenta sucessivamente o fluxo através dos circuitos de custo negativo, na rede
residual, até nao existir qualquer ciclo de custo negativo.

A existéncia de um circuito negativo, W, na rede residual, pode ser detectado
pela aplicacao sucessiva do algoritmo do caminho mais curto modificado, entre cada
par de nodos. Quando existe um circuito negativo, a distancia entre dois nodos
¢ infinitamente pequena e, deste modo, o algoritmo do caminho mais curto entra
em ciclo, nunca conseguindo obter esse caminho, uma vez que em cada iteragao o
comprimento do caminho continua infinitamente a decrescer. No entanto, sabe-se
que —mM é um limite inferior de qualquer distancia entre dois nodos, quando nao
existem na rede circuitos de custo negativo, onde M é um niimero real positivo maior
que o valor absoluto do custo de qualquer arco, isto é, M > max(; jyca{c;;}. Assim,
a obtencao de um comprimento inferior a este valor significa que existe um circuito
de custo negativo. Esta informagao usada em conjunto com o algoritmo do caminho
mais curto permite detectar a existéncia de circuitos de custo negativo. Existem

também outras formas de detectar um circuito de custo negativo (ver Ahuja et al.,
1993).
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Algoritmo 2: Eliminagao dos circuitos de custo negativo.
{Determina um fluzo de custo minimo. }

input: Rede orientada N = (9, ¢, [, u, b).
output: Solugdo de custo minimo: .

(1) begin

(2) Determinar um fluxo admissivel x na rede;

(3) while (N(x) contiver circuitos de custo negativo) do

(4) begin

(5) Identificar um circuito de custo negativo W

(6) § < min{r; : (1,7) € W}

(7) Adicionar ¢ unidades de fluxo ao ciclo W e restaurar N(z);
(8) end

(9) end

2.7 Problemas de fluxos em redes multi-objectivo

Nesta seccao definimos os modelos de programacao linear e programacao linear in-
teira com varios objectivos. Fazemos uma revisao dos conceitos de eficiéncia e do-
minancia, solugoes nao-dominadas e eficientes e sobre a conexidade do conjunto das
solugdes eficientes/nao-dominadas.

2.7.1 Definicao dos modelos de programacao linear e programacao linear
inteira

O problema de fluxos em redes multi-objectivo (FRMO) obtém-se de forma se-
melhante ao problema FCM considerando agora mais de um objectivo. A nova rede
associada difere da definida na Subseccao 2.1.2 para o problema FCM apenas nos
custos associados a cada arco que, em vez de um unico valor, sao agora vectores de
“custos”, um “custo” para cada objectivo. A nova rede pode entao ser escrita como
N=(G (c!, & -, ), u, b) onde G = (V,A), ue b estao definidos na Subsecgao
2.1.2; ¢t ¢, .-+, cP sao vectores tais que para cada arco (i,j) € A, c%j,c?j, G
sdo os “custos” unitdrios do fluxo ao longo do arco (i, j), relativos a cada um dos
objectivos 1,2,--- | p.

O problema FRMO, associado a rede N, pode ser formulado, matematicamente,
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da seguinte forma:

“minimizar” < > %%37 > ng%v Y xij),
(i,5)eA (3,7)eA ( 1,j)€EA
sujeito a: Yooxgi— Y, Ty =0by, VkeV, (2.13)
(k.j)eA (i,k)eA
0< Tj5 < U”,V(l,j> c A,

ou de forma mais compacta:

“minimizar” f(z) = T,

. . 2.14
sujeito a: re X, ( )
onde, C' é a matriz “custo” com colunas c',c?,--- ¢ e & = (¢} ; ¢}, . cb ),

parak=1,2,---  p.
A regiao admissivel no espago das varidveis de decisdo, X, estd definida em (2.3).
A regiao admissivel no espaco dos objectivos é um subconjunto de R? assim definido:

Y = f(X { y=(y1,92, 7yp)ERp3y1:Z(ij)eAC%j37ija
Y2 = Z(Z j)eA Cz]xljy oy Yp = Z( i,j)EA ijxlj7 (2]‘5)
Tr = (371131;1’@'2]'27"' xln]n) S X}

Se ao conjunto de restricoes do problema FRMO juntarmos a condicao de que o
fluxo deve ser inteiro, isto ¢, x;; inteiro, V(i, j) € A, obtemos o denominado problema
de fluxos em redes inteiro multi-objectivo (FRIMO). A regiao admissivel no espago
dos objectivos representa-se por X! e coincide com a mesma regido no problema
FICM (2.8). A regiao admissivel no espago dos objectivos é

YI:f(XI) :{y: (y17y27"' 7yp) € RP:

yk = Z ijlfij,k’: 1727”' » Py (216)
(i,j)eA s
xr = (-Ti1j17xi2j27 e 7$injn) €X }

Realcemos o caso em que a matriz “custo” tem todas as componentes inteiras o que
implica que os vectores do conjunto Y/ tenham também todas as suas componentes
inteiras, uma vez que por hipdtese o fluxo também tem todas as suas componentes
inteiras.

Como casos particulares dos problemas FRMO e FRIMO, designamos por FRBO,
FRIBO os problemas de fluxos em redes continuo e inteiro bi-objectivo, respectiva-
mente.
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2.7.2 Definicao dos diferentes tipos de solugoes eficientes/nao-dominadas

Consideremos um problema FRMO. Neste problema pretendemos minimizar em si-
multaneo um conjunto de p fungoes objectivo lineares. Em geral, nao existe qualquer
solucao que minimize em simultaneo todos os objectivos, dizemos, por isso, que os
objectivos estao em conflito. Deste modo, deveremos definir o que se entende por
resolugao de um problema multi-objectivo, isto é, qual o significado do termo “mini-
mizar” num problema de programacao linear com mais de um objectivo. A primeira
referéncia conhecida, de como tratar esta questao, é atribuida a Pareto (1896) e serd
a utilizada aqui também. Na resolugao do problema, utilizando o conceito de opti-
malidade de Pareto, sdo procuradas as solugoes eficientes. As defini¢oes seguintes
sdo baseadas em Steuer (1986).

Defini¢ao 2.7.1 (Dominéancia) Consideremos duas solugoes y' e y” em Y. Dize-
mos que y' domina y" sey <y" , isto ¢ y, <y, para todo q =1,...,p, com pelo
menos uma desiqualdade estrita.

Defini¢ao 2.7.2 (Solugao nao-dominada) Uma solu¢ao y' € Y diz-se nao-do-
minada (ND) se nao existir outra solugio y € Y tal que y < y'. Caso contrdrio, y'

diz-se uma solucao dominada. O conjunto de todas as solucoes nao-dominadas em
Y serd designado por ND(Y).

Definigao 2.7.3 (Solugao eficiente) Uma solugcio x' € X diz-se eficiente ou dp-
tima de Pareto se ndo existir outra solugao x € X tal que y = f(x) <y’ = f(a'). O
conjunto de todas as solugées eficientes serd designado por EF(X).

Podemos ainda dizer, de forma equivalente, que uma solucao =’ € X é eficiente
se nao existir outra solucao x € X com um melhor valor para um dado objectivo
sem deteriorar o valor de pelo menos um dos restantes objectivos, ou ainda, se nao
existe uma solugao y € Y que domine y' = f(z/).

As defini¢oes anteriores podem ser também utilizadas para o problema FRIMO.
Neste problema, tanto a regiao admissivel, X7, no espaco das varidveis de decisao,
como a regiao admissivel, Y7, no espago dos objectivos (admitindo todas as compo-
nentes da matriz C' inteiras), sao conjuntos cujos elementos sao vectores com com-
ponentes inteiras. Enquanto no problema FRMO, os conjuntos EF(X) e ND(Y)
sao subconjuntos da fronteira de X e Y, respectivamente, os conjuntos das solugoes
eficientes e nao-dominadas, no problema FRIMO, nao pertencem necessariamente
as fronteiras das envolventes convexas dos conjuntos X’ e Y1, conv(X') e conv(Y?),
respectivamente. Podemos desta forma ter solugoes eficientes na fronteira ou no inte-
rior de conv(X?) ou solugdes nao-dominadas na fronteira ou no interior de conv(Y?).
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Designemos por F' uma face de Y. F' diz-se nao-dominada se todos os pontos de F’
sao nao-dominados, isto é, se para cada um dos pontos a solucao, cujas componentes
sao as coordenadas desse ponto é nao-dominada. Uma face FF C Y de dimensao r
diz-se nao-dominada mdzima se nao existir qualquer face F C Y nao-dominada
com dimensao r’ tal que F C F' e r < r’. A imagem inversa, em X, de uma face
nao-dominada designa-se por face eficiente e de uma face nao-dominada maxima
por face eficiente mdzima.

Designemos por

V= = Conv(Y! +RE),

onde R%:{yéRﬂy%O}eY’—l—Rg:{yeRp:y:y’+y”,y’€YIey”€sz},
y=20sey,>0,¢g=1,2---,p.

Definigao 2.7.4 (Solugao suportada e nao-suportada) Designemos pory uma
solu¢ao nao-dominada para o problema FRIMO. Entao, se y pertence a fronteira do
conjunto YZ diz-se uma solucdo nao-dominada suportada. Caso contrdrio, y diz-se
uma solucao nao-dominada nao-suportada.

Definigao 2.7.5 (Solugao extrema ND ) Dizemos que uma solu¢ao ndao-domi-
nada y € uma solucao extrema se é um ponto extremo do poliedro representado por

Y.

Imagens inversas de solugoes nao-dominadas suportadas dizem-se solugoes efi-
cientes suportadas e imagens inversas de solugoes nao-dominadas nao-suportadas
dizem-se solucgoes eficientes nao-suportadas.

2.7.3 Conexidade do conjunto das solugoes nao-dominadas

A conexidade de um conjunto é uma propriedade importante na determinacao dos
elementos desse conjunto, uma vez que assegura que nao existem pontos isolados. O
conhecimento de como estes elementos estao ligados permite a elaboragao de algo-
ritmos para os determinar. No nosso caso estamos interessados em saber se os con-
juntos das solugoes eficientes/nao-dominadas para os problemas FRMO e FRIMO,
referidos acima, sao ou nao conexos. Durante os ultimos anos foram feitos estudos
a este respeito. Naccache (1978) mostrou que para qualquer problema linear multi-
-objectivo o conjunto das solug¢oes nao-dominadas, ND(Y'), é um conjunto conexo.
Em particular, o problema FRMO é um caso particular do problema de programa-
¢ao linear multi-objectivo e, como tal, é conexo. Podemos também concluir, a partir
do trabalho realizado por Warburton (1983), que o conjunto das solugoes eficientes
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para o problema FRMO é conexo. O trabalho de Isermann (1977) leva-nos a con-
cluir que o conjunto das EAGs eficientes é conexo, no sentido em que é conexo o
grafo cujo conjunto de nodos é formado pelas FAGs eficientes e em que existe uma
aresta entre dois nodos se e s6 se as K AGs correspondentes podem ser obtidas uma
a partir da outra através de uma operacgao de pivotacao.

No caso do problema FRIMO, cujo conjunto de solugdes nao-dominadas é for-
mado pelo conjunto das solugoes suportadas e nao-suportadas, apenas conseguimos
encontrar o trabalho de Ehrgott (1999), onde se afirma que o conjunto das solugoes
suportadas define um grafo conexo. A demonstracao deste teorema é feita assumindo
que os pontos inteiros de uma face nao-dominada estao num grafo conexo cujos no-
dos sao os pontos associados com as FAGSs dessa face e os pontos nos segmentos de
recta entre cada duas FAGs adjacentes, que permitem a ligagao dos nodos. Como
veremos, a conexidade das solugoes suportadas nao pode ser provada desta forma.
Mostraremos neste trabalho que o conjunto de todas as solugoes suportadas pode ser
identificado de forma diferente e a conexidade definida também de forma diferente.






Capitulo 3

Estado-da-arte sobre problemas de fluxos
em redes multi-objectivo

Neste capitulo fazemos uma revisao da literatura sobre o problema de fluxos em
redes multi-objectivo. O capitulo esta dividido em quatro secgoes. Na Secgao 3.1
é feita uma introdugao ao capitulo. Na Seccao 3.2 sdo revistos os principais artigos
dedicados a algoritmos exactos. Esta seccao estd ainda dividida em duas subsec-
¢oes de acordo com o tipo de varidveis consideradas, continuas, onde sao revistos
os artigos Lee & Pulat (1991), Malhotra & Puri (1984), Pulat et al. (1992), Se-
deno Noda & Gonzalez-Martin (2000) e Sedenio Noda & Gonzélez-Martin (2003)
e inteiras, onde sao revistos os artigos Figueira (2000, 2001), Gouveia (2002),
Lee & Pulat (1993), Sedefio Noda & Gonzélez-Martin (2001) e Raith & Ehrgott
(2009). Na Secgao 3.3 s@o revistos os artigos sobre métodos aproximados e, tal
como a anterior, é dividida em duas subsecgoes de acordo com o tipo de variaveis
consideradas, continuas e discretas. Os artigos revistos nesta seccao sao: Ha-
macher et al. (2007a), Mustafa & Goh (1998), Nikolova (1998, 2001) e Nikolova
(2003). Na Secgao 3.4 é feita uma andlise critica dos métodos exactos, revendo
os erros cometidos que impedem que os algoritmos propostos calculem todas as
solugoes eficientes/nao-dominadas, como referido nos respectivos artigos.

35
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3.1 Introducao

Os problemas de fluxos em redes sao casos particulares do problema de programacao
linear e, como tal, podem ser resolvidos utilizando os algoritmos para este. Sabemos,
no entanto, que, para problemas com um tnico objectivo, varios algoritmos foram
elaborados, utilizando as propriedades particulares dos problemas de fluxos em re-
des. Estes algoritmos sao computacionalmente mais eficientes, no sentido em que
utilizam menos recursos computacionais, para resolver o mesmo problema, como,
por exemplo, memoria e tempo. Sao exemplos o algoritmo Hungaro para problemas
de afectagao, o algoritmo de Dijkstra para problemas do caminho mais curto e o
algoritmo simplex para problemas do fluxo de custo minimo numa rede. Motivados
por estes resultados, também no caso de problemas com véarios objectivos se conce-
bem algoritmos mais eficientes que possam beneficiar das propriedade particulares
destes. Apesar de encontrarmos alguns trabalhos nesta area, podemos dizer que
ainda ha um grande caminho a percorrer. A maior parte dos artigos encontrados,
para este tipo de problemas, apenas tratam o problema bi-objectivo. A investigacao
no tema aqui abordado parece-nos plenamente justificada pela relevancia da solugao
deste tipo de problemas na tomada de decisao em problemas praticos e, também,
pela quantidade de questoes tedricas a ele associadas.

3.2 Algoritmos exactos

Consideramos como pertencendo a classe dos algoritmos exactos todos os algoritmos
que dizem determinar o conjunto de todas as solucoes eficientes ou nao-dominadas
para o problema considerado. Dividimos esta classe de algoritmos em duas: caso
continuo e caso inteiro, correspondendo assim aos algoritmos para os problemas
FRMO e FRIMO, respectivamente. Nos problemas FRMO, as solugoes eficientes
estao na fronteira da envolvente convexa da regiao admissivel, enquanto, no problema
FRIMO, podem existir solucoes eficientes no interior dessa regiao, o que torna o
calculo de todas estas solugoes mais dificil.

3.2.1 Caso continuo

Nesta subseccao fazemos uma revisao sobre os algoritmos existentes que pretendem
calcular o conjunto de todas as solugoes eficientes ou todas as solucoes nao-domi-
nadas para o problema FRMO. A maioria dos artigos, no caso continuo, exploram
a conexidade do conjunto das solugoes eficientes. Convém recordar, em primeiro
lugar, que o problema FRMO ¢é um caso particular do problema de programacao
linear multi-objectivo e, como tal, os métodos para o segundo problema sao também



ALGORITMOS EXACTOS 37

aplicdveis ao primeiro. Assim, por exemplo, o problema FRMO pode ser resolvido
utilizando o software ADBASE baseado no algoritmo para problemas de programa-
¢ao linear multi-objectivo em Steuer (1986) e revisto em Schechter & Steuer (2005).
Também o estudo feito por Isermann (1977) sobre a determinagao do conjunto de
todas as solugoes eficientes para o problema de programacao linear multi-objectivo
se pode aplicar ao problema FRMO. Neste estudo é mostrado que é conexo o grafo
G = (V,A), onde V representa o conjunto das solugoes bésicas eficientes e A o
conjunto de arestas {i, j} tais que as solugoes bésicas eficientes representadas pelos
nodos 7 e j podem ser obtidas uma a partir da outra por uma simples operacao
de pivotacao. Esta propriedade permite-nos comecar arbitrariamente numa solu-
¢ao basica eficiente e, a partir desta, obter o conjunto de todas as solugoes basicas
eficientes restantes, através da realizacao de operacoes de pivotacao. A grande di-
ficuldade da procura de solugoes eficientes desta forma surge quando as solugoes
encontradas sao degeneradas. Segundo Cunningham (1976) mais de 90% dos pivots
no método simplex para redes podem ser degenerados. No entanto, é conhecido o
bom comportamento do método simplex para redes (ver Bazaraa et al., 2005). No
problema FCM sao conhecidas as vantagens de utilizarmos FAGs em vez da notacao
matricial dos problemas de programacao linear (Bazaraa et al., 2005).

A revisao que faremos aqui refere-se a algoritmos especificos para o problema
FRMO, utilizando, por isso, propriedades especiais destes, com o objectivo de mi-
nimizar o tempo necessario para resolver o problema assim como a quantidade de
meméria envolvida. Os artigos revistos nesta subseccao sao os seguintes: Lee & Pulat
(1991), Malhotra & Puri (1984), Pulat et al. (1992) e Sedenio Noda & Gonzélez-
Martin (2000, 2003).

Malhotra & Puri (1984) Malhotra & Puri (1984) apresentaram um algoritmo que,
segundo eles, calcula todas as solugoes nao-dominadas do problema FRBO, quando
as capacidades dos arcos sao todas iguais, isto é, u;; = u,V(i, ) € A.

O algoritmo comeca por calcular o minimo lexicografico para o primeiro objectivo
(a solu¢do que minimiza o primeiro objectivo ou, se existir mais que uma, de entre
as varias solugoes que minimizam o primeiro objectivo aquela que tem o menor
valor para o segundo objectivo, ou uma delas se existir mais que uma), utilizando o
algoritmo dos arcos nao-conformes (out-of-kilter). A solugao obtida é éptima para o
primeiro objectivo e, por isso, todos os arcos estao em conformidade relativamente a
este objectivo. Admitindo que os minimos para os dois objectivos sao diferentes, exis-
te pelo menos um arco nao-conforme para o segundo objectivo. Estes arcos podem
ser de dois tipos, consoante o fluxo no arco e o custo reduzido, sao ambos positivos ou
o fluxo tem valor inferior a capacidade e o custo reduzido é negativo. Para cada um
destes arcos sao procurados os caminhos incrementais, a partir dos quais uma nova
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solugao é gerada, continuando assim o processo até o arco se tornar conforme (in-
-kilter), para o segundo objectivo. O conjunto das solugoes nao-dominadas extremas
¢ obtido a partir destas, por um processo de comparacao. Determinadas as solugoes
extremas, as restantes obtém-se por combinacao convexa de pares adjacentes.

Verificou-se que este algoritmo estava incorrecto. No exemplo apresentado no
seu artigo, Malhotra e Puri terminam com um exemplo cujo conjunto de solugoes
nao-dominadas extremas obtido é {(60,288), (96,120), (156,60)}. E facil verificar
que falta neste conjunto a solugao (72,204).

Lee & Pulat (1991) Lee & Pulat (1991) propuseram um novo algoritmo, para a deter-
minagao do conjunto das solugoes nao-dominadas do problema FRBO. Estes autores
recorrem a determinacgao das solugoes Optimas de um problema paramétrico. Como
pode ser visto no artigo de Geoffrion (1967), as solugdes 6ptimas do problema para-
métrico (3.1) para A € ]0, 1] sao solugoes eficientes para o problema FRBO e estas
sao solugoes Gptimas do problema (3.1) para algum A no intervalo |0, 1].

O algoritmo comega por determinar uma solugao eficiente inicial e a solugao nao-
-dominada correspondente. Esta solucao inicial é uma solugao éptima do problema
paramétrico

minimizar  (Ac¢! + (1 — \)c?)z,

sujeito a:  x € X, (3.1)

com A = 1. A resolucao deste problema é feita utilizando o algoritmo dos arcos
nao-conformes. No final, a solucao obtida, se nao for basica, é reajustada por forma
a que a primeira solucao considerada seja basica. Depois procura na fronteira da
regiao admissivel o conjunto das solugoes nao-dominadas: para a esquerda, consi-
derando os arcos nao-conformes relativamente ao primeiro objectivo; para a direita,
considerando os arcos nao-conformes relativamente ao segundo objectivo. Para mu-
dar de uma solucao para a adjacente, faz entrar na base um arco com o menor
quociente entre os custos reduzidos para os dois objectivos. O valor absoluto deste
quociente é igual ao declive da recta que contém o ponto inicial e o ponto associado
a solucao adjacente a calcular.

Na elaboracao deste algoritmo, os autores desprezaram os casos em que existem
solucoes degeneradas. Além disso, supoem, de forma errada, que qualquer solugao
eficiente extrema no espaco das variaveis de decisao tem como imagem uma solugao
nao-dominada extrema no espaco dos objectivos.

Pulat et al. (1992) Pulat et al. (1992) propuseram um novo algoritmo para calcular
o conjunto de todas as solugoes nao-dominadas do problema FRBO.
Tal como em Lee & Pulat (1991), também Pulat et al. (1992) recorrem a resolucao
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do problema paramétrico. O algoritmo proposto comecga por determinar o minimo
lexicografico, para o primeiro objectivo, da seguinte forma:

a) calcular o minimo para o primeiro objectivo na regiao admissivel do problema
FRBO, usando o método simplex para redes;

b) minimizar o valor do segundo objectivo, na mesma regiao admissivel, sem
deteriorar (aumentar) o valor do primeiro objectivo.

A solucao obtida é basica e a sua imagem € o ponto extremo mais a esquerda da
regiao admissivel, no espago dos objectivos. Esta solucao é uma solucao 6ptima do
problema paramétrico:

minimizar f(z) = (¢! + \c?)z,
sujeito a: x € X,

com A = 0. De seguida, o algoritmo procura as solucoes 6ptimas deste problema
com 0 < A < ¢, sendo ¢ um numero finito algebricamente grande, passando de uma
solucao para as nao-dominadas adjacentes. O ponto extremo actual e cada um dos
pontos extremos adjacentes formam um segmento de recta. Pertencem a fronteira
nao-dominada os pontos nos segmentos que fazem parte das rectas com maior declive.
O declive é determinado pelo quociente dos custos reduzidos associados aos arcos
nao-basicos da solugao actual. O processo é repetido para cada novo ponto extremo
encontrado até todos terem sido analisados.

Pulat et al. (1992) perceberam que a imagem de pontos extremos da regiao
admissivel no espago das variaveis de decisao nem sempre ¢ um ponto extremo da
regiao admissivel no espaco dos objectivos. Consideraram todas as solugoes 6ptimas
alternativas do problema paramétrico e, deste modo, tém a garantia que encontram
todos os pontos extremos, no espaco dos objectivos. No final, o conjunto de todas as
solucoes nao-dominadas pode ser obtido, determinando combinacoes convexas das
solucoes nao-dominadas extremas adjacentes.

Sedefo Noda & Gonzalez-Martin (2000) Sedeno Noda & Gonzélez-Martin (2000) pro-
puseram um novo algoritmo para calcular o conjunto de todas as solucoes extremas
da regiao admissivel, no espaco dos objectivos, que sao nao-dominadas do problema
FRBO.

O algoritmo proposto é baseado no algoritmo de Lee & Pulat (1991). A diferenca,
segundo eles, reside no facto deste algoritmo calcular solugoes nao-dominadas que
nao sao pontos extremos, enquanto o destes autores apenas calcula solugoes nao-
-dominadas extremas. Além disso, Sedefio Noda & Gonzalez-Martin (2000) usam
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agora o método simplex para redes, em vez do método dos arcos nao-conformes,
para a resolucao do problema paramétrico.

O algoritmo comeca com o ponto extremo f(z") no espaco dos objectivos, corres-
pondente a solugao nao-dominada que resulta da resolucao do problema paramétrico
(3.1) com A = 1. Depois, determina os restantes pontos extremos através de uma
sequéncia finita de operagoes de pivotagdo. f(z°) é o ponto extremo mais & esquerda,
no espago dos objectivos, o algoritmo procede da esquerda para a direita encontrando
os restantes pontos extremos até obter o correspondente ao minimo do segundo
objectivo. Para isso, é considerada a solugao associada ao ponto extremo actual,
inicialmente x°, que corresponde a uma FAG (7, L,U). Esta solugao é éptima para
(3.1) para pelo menos um valor de A no intervalo |0, 1[. De seguida, é determinado
o conjunto de arcos associados ao menor quociente entre os custos reduzidos do
segundo e primeiro objectivos, dos arcos em L e em U com custo reduzido para o
segundo objectivo negativo e positivo, respectivamente, isto é, entre os arcos que
nao preenchem as condicoes de optimalidade para o segundo objectivo. Segundo
eles, entre este conjunto de arcos esta o pivot que conduz ao ponto nao-dominado
extremo adjacente, no espago dos objectivos.

Apesar deste algoritmo calcular todos os pontos nao-dominados extremos no
espaco dos objectivos, nao calcula apenas estes pontos como € dito pelos autores,
isto é, no conjunto resultante da aplicagao do algoritmo podem existir outras solugoes
nao-dominadas para além das extremas (ver Raith & Ehrgott, 2009).

Sedefo Noda & Gonzalez-Martin (2003) Sedeno Noda & Gonzélez-Martin (2003) pro-
puseram um método para determinar todos os pontos nao-dominados extremos (no
espago dos objectivos), que é uma modificacdo do método proposto por Aneja &
Nair (1979) para o problema de transportes. Este método, contrariamente ao que
acontecia com os anteriores, nao utiliza a conexidade do conjunto das solucoes efici-
entes. Recorre ao uso da teoria Lagrangeana para criar um problema auxiliar, para
a determinacao das solucoes nao-dominadas. Segundo os autores, os métodos base-
ados na exploragao da adjacéncia devem calcular solucoes degeneradas de solugoes
basicas eficientes o que se traduz num custo computacional muito alto, uma vez
que, segundo Cunningham (1976), mais de 90% dos pivots, no método simplex para
redes, podem ser degenerados. De qualquer modo chegam a conclusao que o método
proposto é mais lento que o de Sedeno Noda & Gonzalez-Martin (2000), que usa o
conceito de adjacéncia. Argumentam, no entanto, que este método tem vantagens
no sentido em que pode ser um guia na procura de solugoes eficientes tendo em
conta as preferéncias do decisor e, além disso, usam o método quando estao ape-
nas interessados num subconjunto de pontos nao-dominados extremos, numa regiao
particular do espaco dos objectivos.
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O método comeca por determinar o minimo lexicografico, para cada uma das
funcoes. Para cada dois pontos identificados consecutivamente procura pontos ex-
tremos adicionais no triangulo entre estes pontos e um ponto ideal local. Procura o
ponto extremo mais proximo da linha recta que passa pelo ponto ideal e um ponto,
designado por nivel de aspiracao, com componentes superiores a do ponto ideal. Este
novo ponto encontrado define duas novas areas de pesquisa futura.

3.2.2 Caso inteiro

Com excepcao do artigo Ehrgott (1999), que propde um método para resolver o
problema FRIMO, todos os restantes encontrados tratam o caso de problemas com
dois objectivos e nao mais. O problema de encontrar todas as solucoes eficientes ou
nao-dominadas é quase sempre dividido em duas fases: na primeira fase procuram-se
todas as solugoes inteiras eficientes suportadas e, numa segunda fase, procuram-se as
solugoes inteiras eficientes nao-suportadas. Quase todos os artigos que propoem al-
goritmos, para a determinagao de todas as solu¢oes nao-dominadas para o problema
FRIBO, utilizam na Fase I o método proposto por Lee & Pulat (1993). Os artigos
revistos nesta subsecgao sao: Ehrgott (1999), Figueira (2000), Gouveia (2002), Lee
& Pulat (1993), Raith & Ehrgott (2009) e Sedeno Noda & Gonzalez-Martin (2001).

Lee & Pulat (1993) Lee & Pulat (1993) propoem um algoritmo para o calculo de
todas as solucoes nao-dominadas para o problema FRIBO dividido em duas fases.
Na primeira fase, o algoritmo procura o conjunto das solu¢ées nao-dominadas su-
portadas do problema e, na segunda fase, o conjunto das solugoes nao-dominadas
nao-suportadas.

Na Fase I, Lee & Pulat (1993) remetem para o artigo Lee & Pulat (1991) onde,
na Seccao 5, pagina 126, descrevem o calculo destas solucoes da seguinte forma:
Consideram dois pontos extremos z' e z'*!, correspondentes a solucoes eficientes
adjacentes (calculadas utilizando o algoritmo proposto) e designam por y* = (v, 45)
eyt = (yit, yith) as respectivas imagens, no espaco dos objectivos. Como todos
os pontos extremos do problema FRBO sao inteiros, sugerem a seguinte forma de
calcular todas as solugoes inteiras nas arestas nao-dominadas: no final dos Passos 2
e 3, no momento em que a divisao é feita, guardar a etiqueta final de ¢*, designada
por ¢ . Entdo todas as solucoes inteiras na aresta eficiente ligando v e 7' seriam
obtidas da seguinte forma:

[I:yl—i_&y 2% Y

quando o = 1,2,--- ,¢" — 1. Esta forma de proceder é recordada por Hamacher
et al. (2007b), pagina 1413.
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Desconhecendo o que se passa nos Passos 2 e 3, importa realcar aqui que o que ¢é
proposto é que as solugoes nao-dominadas inteiras no segmento que liga duas solugoes
nao-dominadas extremas, y° e y**!, sejam calculadas como uma combinacao linear
destas. Este procedimento nem sempre determina todas as solugoes suportadas
como veremos no Capitulo 6 e como pode ser visto também em Eusébio & Figueira
(2009b).

Na Fase II do algoritmo procuram-se as solugoes nao-dominadas nao-suportadas.
Considera-se um par de solucoes adjacentes, z! e z'™!, onde 2! foi obtida de
fazendo entrar o arco (u, v) na base. Para cada arco (i, j) # (u,v) ndo-bésico, destas
solugdes, cujo fluxo z;; é igual ao seu limite inferior /;; em ambas as solugoes x' e z'*1,
determina-se o conjunto das solugoes suportadas do problema FRBO modificado
através da alteragao do limite inferior de fluxo no arco (i,j) para l;; + 1, l;; + 2,

-, u;;. O mesmo raciocinio é utilizado para arcos nao-basicos, (i, j), diferentes de
(u,v) com fluxo igual a sua capacidade, z;; = u;;, agora com a capacidade do fluxo
maximo modificada para u;; — 1, u;; —2,-- -, l;;. As solugoes encontradas sao depois
analisadas para ver se podem ser solucoes nao-dominadas do problema inicial. Sao
deduzidas algumas propriedades e enunciadas algumas regras que evitam que sejam
calculadas todas as solugoes para todos os problemas auxiliares.

Neste algoritmo nao sao considerados problemas com solucoes degeneradas, o que
é bem frequente neste tipo de problema. A generalizacao deste algoritmo a casos
deste tipo é feito em Huarng et al. (1992).

Sedenio Noda & Gonzélez-Martin (2001) afirmam que este algoritmo nao deter-
mina o conjunto de todas as solugoes nao-dominadas do problema FRIBO, argu-
mentando que a razao se deve ao facto de apenas serem introduzidos dois arcos
nao-bésicos (i, 7) e (u,v) de cada vez, quando mais do que dois s@o necessérios, em
geral. Entao propuseram um novo algoritmo para este problema.

Ehrgott (1999) Ehrgott (1999) propoe um método para determinar o conjunto das
solugoes nao-dominadas do problema FRIMO em duas fases: na primeira fase é de-
terminado o conjunto de todas as faces nao-dominadas maximas para o problema
relaxado, isto é, sem exigir que o fluxo nos arcos seja inteiro; na segunda fase deter-
mina o conjunto das solugoes nao-dominadas. Sao enumerados como passos gerais
os seguintes:

1. Determinar uma solucao nao-dominada extrema .
2. Partindo de y' determinar todas as solucoes nao-dominadas extremas.

3. Determinar todas as faces maximas nao-dominadas que formam a fronteira
nao-dominada.
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4. Determinar as solugoes inteiras na fronteira nao-dominada.

5. Determinar todas as solugoes nao-dominadas no “interior” da regiao admissivel
no espacgo dos objectivos.

A determinacao de uma solucao extrema inicial é feita resolvendo o problema

p
minimizar Y > Aclmij,

q=1(i,j)€A
sujeito a:  x € X,

usando o algoritmo dos arcos conformes. Se a solucao Optima encontrada pelo
algoritmo para este problema nao for basica, procede-se a uma alteracao de fluxo
de forma a encontrar uma outra solugao bésica com o mesmo custo. O conjunto
de solugoes nao-dominadas extremas é determinado partindo da solucao anterior e
utilizando o conceito de adjacéncia, verificando para todos os pontos extremos ad-
jacentes dos ja determinados, se podem ser eficientes extremos. As faces maximas
nao-dominadas sao determinadas verificando todas as faces associadas com o grafo
em que os nodos representam o conjunto das solugoes basicas eficientes e em que
uma aresta entre dois nodos existe se e s6 se estes nodos correspondem a solugoes
basicas adjacentes, como em Isermann (1977). A determinagdo dos pontos inteiros
nas faces maximas nao-dominadas é feita da seguinte forma: a) durante a deter-
minacao das solugoes nao-dominadas extremas todos os que pertencem as arestas
nao-dominadas podem ser determinados imediatamente; b) considera-se uma face
méxima nao-dominada F” de dimensdo ¢, 2 <t < p — 1 e um ponto extremo, y* de
F’. Escolhe-se de seguida t solucoes nao-dominadas extremas adjacentes 32, - - -, 31
de tal forma que {y!,--- ,y"™'} sejam independentes. Isto identifica varidveis nao-
-bésicas r,,, em y'. Entao todas as combinacoes inteiras de mudanca no fluxo das
varigveis x,,, (e os ciclos respectivos) conduzindo de y* as solugoes extremas adja-
centes 32, - -+ ,y'*! definem o conjunto das solucoes inteiras nao-dominadas em F.
As mudancas unitarias de fluxo a serem consideradas estao entre 1 e a alteracao de
fluxo necessdria para atingir 3, respectivamente. O conjunto das restantes solucoes
nao-dominadas, isto é, das nao-suportadas é determinado pelo paralelismo de faces
em novos problemas criados do inicial modificando os limites dos arcos conformes
para todos os objectivos nao sendo uma solugao eficiente.

Como se percebe e é dito pelo autor (linha 9, pagina 234) o procedimento para
determinar o conjunto de solugoes nao-dominadas suportadas ¢ a generalizacao para
mais de dois objectivos do que foi feito por Lee & Pulat (1993) para dois objectivos.
Sendo assim, podemos afirmar que nem sempre o conjunto de todas as solugoes
nao-dominadas é determinado.
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Figueira (2000) Figueira (2000) propde um algoritmo para a determinagao do con-
junto de todas as solugoes nao-dominadas para o problema FRIBO. O algoritmo
proposto esta dividido em trés partes da seguinte forma:

1. Na primeira parte determina o conjunto de todas as solugoes nao-dominadas
suportadas que sao pontos extremos da regiao admissivel, no espago dos ob-
jectivos. Para isso, calcula o minimo lexicografico para o primeiro objectivo e,
partindo deste ponto, calcula os restantes pontos extremos por ordem decres-
cente do valor do segundo objectivo e por ordem crescente do valor do primeiro
objectivo. Considera a solugao actual e a FAG = (7T, L, U) associada e passa
para a solucao adjacente na fronteira suportada da regiao admissivel, do espaco
dos objectivos, com um valor superior ou igual para o primeiro objectivo. Para
isso, utiliza o valor dos custos reduzidos para identificar o arco que deve entrar
em T de tal modo que uma pivotacao leve a solucao pretendida. Este caminho
entre os pontos extremos existe como pode ser confirmado pelo trabalho de
Isermann (1977).

2. Na segunda parte procuram-se algumas solugoes suportadas intermédias, para
reduzir o espaco de pesquisa, recorrendo ao método proposto por Lee & Pulat

(1991).

3. Finalmente, é determinado o conjunto das solucoes nao-dominadas, restantes.
Verifica-se que cada solucao nao-dominada do problema FRIBO é uma solucao
optima do problema de restrigao-¢

minimizar clz,
sujeito a:  x € X, (3.2)
Ax < e,

para uma escolha adequada do valor €. A resolugao do problema (3.2) é feita
utilizando o procedimento de separacao e avaliagdo progressivas (PSAP), per-
mitindo trabalhar sempre com o problema de fluxos em redes em vez da reso-
lucao de um problema de programacao linear mais geral.

O algoritmo proposto aqui determina o conjunto de todas as solu¢oes nao-domi-
nadas, apesar de, no segundo passo, nao determinar todas as suportadas. O passo
2 pode mesmo ser abandonado (ver Eusébio & Figueira, 2009a). Este algoritmo
também pode trabalhar com o fenémeno da degenerescéncia, referido aqui como
uma maior dificuldade.
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Sedefo Noda & Gonzalez-Martin (2001) Sedeno Noda & Gonzélez-Martin (2001) pro-
poem um algoritmo para o calculo de todas as solugoes nao-dominadas do problema
FRIBO.

O algoritmo ¢é dividido em duas fases. Na Fase I sao calculadas as solugoes
nao-dominadas suportadas. A estratégia utilizada é semelhante a de Lee & Pulat
(1993). O algoritmo determina um ponto extremo no espago dos objectivos, em
seguida os pontos nao-dominados extremos (no espago dos objectivos) e também os
pontos inteiros nao-dominados entre ambos. Para gerar os pontos inteiros nao-do-
minados entre dois pontos extremos adjacentes f(z') e f(z7) eles consideram uma
variavel nao-basica x,, do conjunto S de todas as varidveis nao-basicas x,, tais que

2
—w :min{— 1 < 0,Y(i,j) € Loud,; >0,Y(i,j) € U}.

ij

~
<

Designemos por d,, a alteracao de fluxo da variavel z,,, quando esta entra na base
na iteracdo do método simplex que origina a solucao x’ a partir de x% e por € o
conjunto de arcos cujo fluxo foi alterado. Adicionando ou subtraindo, de acordo
com o sentido do arco em €, uma unidade de fluxo aos arcos de C obtemos mais
du — 1 solucoes que estdo no segmento de recta que une os pontos x' e 27 e as
suas imagens no segmento de recta que une os pontos f(z') e f(z7). Desta forma
dizem determinar todas as solugoes nao-dominadas suportadas. Este método para
determinar as solugoes suportadas nem sempre determina o conjunto de todas estas
solugoes, como ja referimos anteriormente.

Na Fase II calculam as solugoes nao-dominadas nao-suportadas. Para isso, co-
mecam por utilizar as solugoes calculadas na Fase I para reduzir a adrea de procura
destas solugoes a um conjunto de triangulos-rectangulos cujas hipotenusas sao os
pontos correspondentes a duas solugoes nao-dominadas suportadas consecutivas.
Dentro de cada triangulo as solucoes nao-dominadas sao calculadas adoptando a
mesma estratégia de Lee & Pulat (1993), mas agora, para além de considerar todas
os arcos nao-basicos, em cada solucao nao-dominada suportada consideram também
perturbacoes em mais do que um arco nao-basico ao mesmo tempo. A cada FAG,
(T*, L* U*), obtida na Fase I é associada uma lista, R, de arcos nao-bésicos para
os quais uma alteracao de fluxo no ciclo que leva a FAG adjacente pode conduzir a
uma solucao nao-dominada. O conjunto R é definido da seguinte forma:

R={(i,j)e Lre(i,j) €eU": ¢; >0, <0es;> suw},
onde ¢; = & se (i,§) € L¥ ou &; = —¢;; se (i,§) € U*, s = &;/¢}; e sy é 0
declive do segmento de recta entre o ponto representado pela FAG actual e o ponto
representado pela solucdo adjacente, obtida quando (u, v) entra na base. Consideram
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um ponto y = (y1,¥2) tal que y; = minge{ fi(2*) + &;}. Se existirem vérios pontos
nestas condigoes consideram o que tiver menor valor para o segundo objectivo. Se
este ponto nao for dominado por outro anteriormente calculado e for possivel enviar
uma unidade de fluxo ao longo do ciclo associado, consideram este novo ponto com
um conjunto de arcos, R, associado que tem todos os arcos do ponto que lhe deu
origem menos o arco (7,7). O processo é repetido até nao existirem pontos com
conjuntos R associados nao vazios.

Przybylski et al. (2006) mostram que o algoritmo de Sedenio Noda & Gonzalez-
Martin (2001) nem sempre calcula todas as solugoes nado-dominadas e apresentam
um exemplo em que isso nao acontece. Estes autores consideram um exemplo parti-
cular do problema FRIBO, em que qualquer solugao admissivel define um caminho
de um nodo s para um nodo ¢t com o fluxo em cada arco igual a 0 ou 1. Durante
a execucao do algoritmo, sao realizadas pivotacoes que alteram o fluxo no ciclo de
uma unidade. Consequentemente, cada nova solucao serda encontrada a partir de
outra realizando uma pivota¢ao. No exemplo dado, o algoritmo de Sedeno Noda &
Gonzélez-Martin (2001) ndo consegue encontrar o conjunto de todas as solu¢oes nao-
-dominadas, ficando por calcular uma das nao-suportadas. Przybylski et al. (2006)
concluem que nao é possivel determinar todas as solugoes nao-dominadas, para pro-
blemas de optimizacao combinatéria bi-objectivo através de métodos baseados na

piwotagao simplex. Afirmam, ainda, que este facto ja era conhecido pelo menos desde
1997.

Figueira (2001) e Gouveia (2002) Com base no documento Figueira (2001), Gouveia
(2002) implementa um algoritmo capaz de calcular a totalidade das solugoes de um
problema FRIBO e identificar as eficientes, para vérias variantes dos problemas de
fluxo de custo minimo: caminho mais curto, transportes, afectacao, - - -

O algoritmo recorre ao algoritmo dos k melhores fluxos em Hamacher (1995), para
explorar de uma forma explicita a regiao admissivel tanto no espago dos objectivos
como no espaco das variaveis de decisao, enumerando todos os fluxos admissiveis
um por um e depois usando um procedimento de filtragem para extrair apenas as
solugoes eficientes/nao-dominadas.

Raith & Ehrgott (2009) Raith & Ehrgott (2009) propuseram recentemente um algo-
ritmo que determina todas as solugoes nao-dominadas, para um problema FRIBO.
Tal como Figueira (2001) e Gouveia (2002), utilizam o algoritmo dos k& melhores
fluxos. O algoritmo ¢é dividido em duas fases. Na primeira fase calcula todas as so-
lugdes extremas, utilizando o algoritmo de Sedeno Noda & Gonzélez-Martin (2000)
modificado. Na segunda fase sao determinadas as restantes solugoes nao-dominadas.
Para isso, considera o conjunto das solucoes extremas, obtidas na primeira fase, or-
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denadas por ordem crescente do valor do primeiro objectivo. Cada par de solugoes
consecutivas, z° e 27!, definem a hipotenusa de um triangulo rectangulo cuja area
é a regiao de pesquisa de possiveis solugoes nao-dominadas. As solugoes nesta area
sao calculadas utilizando o algoritmo dos k& melhores fluxos (Hamacher, 1995) no
problema definido com um tnico objectivo que é a fungao linear A\ fi(x) + Ao fo(x),
onde \; = fi(x'™) — fi(z%) e Ay = fo(z™) — fa(x?), que representa, por isso, a
familia de rectas com o mesmo declive da recta que passa por esses pontos. Com o
conhecimento de mais solugoes nao-dominadas a area de procura de solugoes nao-
-dominadas vai sendo reduzida. Trata-se portanto de um melhoramento do algoritmo
Figueira-Gouveia.

3.3 Algoritmos aproximados

Apesar do contributo tedrico que pode trazer para o avanco da investigagao nesta
drea, na prética a determinagao de todas as solugoes eficientes/nao-dominadas nao
¢ adequado, nao sé porque o tempo para o célculo destas solugoes, assim como os
recursos computacionais, sao limitados, mas também porque a sua enorme quanti-
dade tornaria quase impossivel a sua interpretagao, como pode ser visto em Ruhe
(1988a). Atendendo a todas estas razoes, os algoritmos aproximados podem ser uma
ferramenta fundamental na resolugao de problemas praticos.

Os estudos sobre algoritmos aproximados estao divididos em dois grupos. No pri-
meiro grupo sao considerados os algoritmos que aproximam a fronteira do conjunto
das solucoes nao-dominadas por uma funcao ou conjunto de fungoes. Pertencem ao
segundo grupo os algoritmos que calculam um numero limitado de solugoes, com
vista a encontrarem a solucao final preferida num tempo de calculo computacional
razoavel. Designamos por caso continuo o primeiro grupo e, por caso discreto, o
segundo.

3.3.1 Caso continuo

Todos os artigos encontrados neste grupo sao para o problema com apenas dois
objectivos e utilizam como base o algoritmo da sanduiche proposto por Burkard
et al. (1991). O algoritmo da sanduiche considera o intervalo [a,b] e, nas iteragoes
seguintes, vai considerando particoes, deste intervalo, cada vez com menor amplitude
por forma a reduzir o erro da aproximagcao, terminando quando o erro for inferior
ou igual a um determinado valor € fixo inicialmente.
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Burkard et al. (1987) Burkard et al. (1987) propuseram o algoritmo da sanduiche
para fungoes convexas, h, definidas num intervalo limitado [a,b] C R, da forma
h : [a,b] — R. Assume-se que a fun¢ao h é continua nos extremos do intervalo
e que as derivadas a esquerda e a direita existem e podem ser calculados os seus
valores, para qualquer t €]a, b[, e ainda que os valores das derivadas a direita em a e
a esquerda em b sao finitos. No algoritmo da sanduiche pretende-se determinar, de
forma eficiente, duas fungoes [(t) e u(t) que aproximem h(t) a esquerda e a direita,
respectivamente, sem se afastarem muito, isto é, tal que:

1(t) < h(t) < ult) e u(t) — I(t) < e,V € [a, ],

para um valor positivo suficientemente pequeno de €. A construgao de [(t) e u(t) é
feita considerando uma divisao finita do intervalo [a, b] em subintervalos [t;,t;.1],1 =
0,1,--- ,7—1, onde os r pontos da divisao verificam a = to < t; <ty < --- <t, =D.
Para cada ponto ¢;,4 = 0,1,--- ,r — 1 designa-se por h; e h; as derivadas de h em ¢,
a direita e esquerda, respectivamente. Entao as duas fungoes u(t) e ((t) sdo definidas
da seguinte forma:

h(tis1) — h(t;)

u(?) (t:) + tit1 — L

(t—t:)

1(t) = max{h(t;) + h (t — t;), h(tiv1) + hipq (E — ti1) },
parat, <t<t;+1,:=0,1,--- r—1.

A

Figura 3.1: Esquema ilustrativo da ideia da sanduiche.

No inicio temos apenas uma divisao do intervalo [a,b] ou nenhuma, se a regra
do limite para o erro for verificada. Em cada iteragdo, um subintervalo [t;, ;]
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é escolhido e um novo ponto t* €|t;, t;41] é calculado, reconstruindo as fungoes
[(t) e u(t). Cada novo subintervalo [t;,t*] e [t*,t;+1] que nao verifique o limite
do erro ¢é adicionado a uma lista para futura divisao. Se t* é escolhido como sendo
o ponto médio do intervalo [t;,t;1;1] dizemos que utilizamos a regra da bissecgao.
O erro da aproximacao actual é medido em Burkard et al. (1991) como o valor
max{u(t) — l(t), t € [a,b]}. Burkard et al. (1991) propdem a regra da bissec¢ao do
intervalo onde o erro é maximo.

No problema FRBO o conjunto de todas as solugoes nao-dominadas pode ser
considerado como uma curva convexa com uma das fungoes, fi(z) ou fo(x), utilizada
como variavel independente, t.

Outros artigos sobre este tipo de aproximacao foram publicados. As diferencas
entre eles residem na forma de calcular o erro ou de calcular o novo ponto de divisao.

Ruhe (1988b) Ruhe (1988b) considera como medida do erro uma medida alternativa
justificando a sua necessidade pelo facto da medida considerada por Burkard et al.
(1987) variar com a rotagao das fungoes. Ruhe considera a distancia projectiva, para
medir o erro, definida como

pdist(L(t),u(t), [a,b]) = max{pdl, pd2},

onde pdl = supyerinfyes d(z,y) e pd2 = supyesinfrer d(z,y), d(z,y) é a distancia
euclidiana entre os pontos = e y, R = {(t,1(t)) : ¢t € [a,b]} e S = {(t,u(t)) : t €
[a,b]}. Além disso, é proposta uma outra regra para a divisdo dos intervalos onde
o limite para o erro nao é verificado. De acordo com esta regra a divisao é feita
no ponto da funcao h(t) onde a linha recta de suporte é paralela a linha recta que
passa pelos dois pontos extremos da curva no intervalo considerado. O algoritmo
proposto funciona da seguinte forma: em primeiro lugar sao determinadas solu¢oes
eficientes ' e 22 que sao minimos lexicograficos da primeira e segunda funcoes,
respectivamente. A divisao do intervalo [a, b] pelos pontosa =t; <ty < --- <t.=0b
corresponde a uma divisao 0 < Ay < --- < A\, < oo do intervalo do parametro \ que
resolve o problema

minimizar (c})Tx + A(c?)Tx,

sujeito a:  x € X,

para A €]0,00[. Estes valores de A permitem-nos obter os valores das derivadas
parciais nos pontos t;,7 = 1,2,--- ,r, que serao utilizadas na determinacao de novos
pontos de quebra. As primeiras fungoes () e u(t) no intervalo [a, b] sdo as seguintes:

h(b) — h(a)

u'(t) = h(a) + —_

(t_a)7
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11(#) = max{h(a) + h*(a)(t — a), h(b) + h~(b)(t — b)}.

O novo ponto, t*, para a divisao do intervalo [a, b] = [cTz!, ¢! 2?] é gerado aplicando

a denominada regra da corda, considerando t* € arg min{[f(a)— f(b)]t+(b—a)h(t) :
t € [a,b]}. Obtemos as novas aproximagoes melhoradas:

u?(t) = { h(a) + %(t —a), para t € [a,t"]

h(b) + W(t —b), para t € [t*,b]

) h(a) + h'(a)(t — a) , para t € [a,d]
P(t) =< h(d)+ —h(aiig(b) (t—a) ,paratel[d, V] ,
h(b) + h~(b)(t — b) , para t € [V, b]

onde a’ e I/ sao determinados pelos pontos de interseccao de I'(t) com h(t*) +

h(a)—h(b) (t — t*)
t—b :
O algoritmo continua até que o erro seja inferior a um determinado valor € fixo

no inicio.

Fruhwirth et al. (1989) Fruhwirth et al. (1989) introduziram duas novas regras, para
gerar os pontos de divisao dos intervalos, a regra da bisseccao do angulo e a regra
da bisseccao do declive. Na regra da bisseccao do angulo, o novo ponto t* é obtido
através do ponto de tangéncia a curva h(t), da recta com declive igual ao da bissectriz
do angulo externo das duas rectas de tangéncia nos pontos extremos do intervalo
considerado. Na regra da bisseccao do declive, o novo ponto t* é obtido através do
ponto de tangéncia a curva h(t) da recta com declive igual a média dos declives das
mesmas rectas de tangéncia anteriores.

De estudos comparativos feitos por estes autores, chegou-se a conclusao que
uma implementacao especial da regra da bisseccao do angulo era a regra que se
comportava melhor, quando comparada com as regras da corda e da bissec¢ao do
declive, em termos do menor consumo de tempo e memoria computacionais.

Yang & Goh (1997) Yang & Goh (1997) propuseram uma alteragdo no método da
bissecgao modificando a aproximagao inferior [(t) através de uma fungao por trogos
paralelos ao da aproximagao superior u(t). Os novos pontos de quebra sao calculados
pela regra da corda. O algoritmo foi aplicado a problemas de fluxos em redes bi-
-objectivo quadraticos.

Ruhe & Fruhwirth (1990) Ruhe & Fruhwirth (1990) propoem o célculo de uma aproxi-
macao 6ptima-¢, para o problema FRBO, utilizando o algoritmo da sanduiche com a
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regra de calculo dos pontos de divisao do intervalo modificada, resolvendo, em cada
iteragao, dois problemas de fluxos em redes em vez de apenas um.

3.3.2 Caso inteiro

Sabe-se que o nimero de solugoes eficientes/nao-dominadas de um problema FRIMO
é muito elevado. Como dissemos no inicio da Sec¢ao 3.3, o nimero de pontos nao-
-dominados extremos (no espago dos objectivos) cresce exponencialmente com o
nimero de nodos da rede. Dai que muitos investigadores tenham optado por criar
algoritmos que determinem apenas uma parte do conjunto de todas as solugoes
eficientes/nao-dominadas ou um conjunto de pontos que possam ser uma aproxima-
¢ao para esse conjunto.

Do conjunto de artigos a que tivemos acesso podemos distinguir dois grupos de
propostas de conjuntos aproximativos do conjunto total de solugoes eficientes/nao-
-dominadas: a) calculo de todas as solugoes eficientes/nao-dominadas suportadas;
b) determinacao de um conjunto limitado de solugoes de compromisso. No primeiro
grupo estao os trabalhos de Lee & Pulat (1991), ja analisado, e Nikolova (1998).

Nikolova (1998) Nikolova (1998) propos um algoritmo para determinar o conjunto de
todas as solucoes suportadas de um problema FRIBO, com um tnico nodo origem,
s, € um tunico nodo destino, t, quando uma quantidade de fluxo, v, é enviada de s
para t. Nikolova mostra que cada solucao suportada pode ser obtida como a soma
de uma solucao basica admissivel com fluxo de valor v e um fluxo de circulagao
eficiente de valor zero no grafo incremental G(z).

Mustafa & Goh (1998) Mustafa & Goh (1998) propdem a utiliza¢ao das solugoes obti-
das pelo software DINAS (Ogryczak et al., 1992) para obter solugdes suportadas para
o problema FRIBO e para o problema correspondente com trés objectivos (FRITO).
O software DINAS foi concebido para a determinacao de solucoes nao inteiras, de
compromisso, para problemas de transbordo. Mustafa & Goh (1998) propoem a
obtencao de solugoes inteiras a partir destas. No problema FRIBO partem do pres-
suposto que qualquer solugao nao-inteira pode ser obtida através de duas solugoes
eficientes extremas adjacentes enviando uma quantidade de fluxo nao-inteiro através
do ciclo que permite passar de uma para a outra. Descobrindo qual é o ciclo, em
vez de enviarmos essa quantidade nao-inteira, enviamos a quantidade inteira mais
proxima. O ciclo é identificado pelos arcos com fluxo nao-inteiro e o sentido do
ciclo é facilmente descoberto quando o desvio do fluxo no arco para o inteiro mais
préximo é inferior a 1/2. Se esse desvio é igual a 1/2 é preciso tracar o ciclo para
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descobrir qual o seu sentido. O resultado é depois generalizado para o caso do pro-
blema FRITO, utilizando a combinacao de dois ciclos correspondentes a passagem
de uma solucao eficiente extrema para as eficientes extremas adjacentes. Neste caso
sao apresentadas algumas propriedades da combinacao dos dois ciclos que permitem
compreender melhor como é feito o arredondamento para o inteiro mais proximo.

Hamacher et al. (2007a) Hamacher et al. (2007a) propdem dois algoritmos, designados
por algoritmos das cairas, para o calculo de uma representacao para o conjunto
das solucoes nao-dominadas do problema FRIBO. A sua cardinalidade N e a sua
exactidao A satisfazem a relagao O(%), onde A é a drea da caixa inicial definida pelos
pontos ideal e nadir. O algoritmo comeca por calcular os minimos lexicograficos.
Estes pontos sao os vértices superior esquerdo e inferior direito de um rectangulo
que é a caixa inicial. Este rectangulo inicial contém o conjunto de todos os pontos
nao-dominados. A seguir o algoritmo corta pecas da caixa de partida com base em
informagcao adicional obtida através da resolucao de um problema de restricao-¢,

;s fo()
lex minimo ( i) ) ,

sujeito a: reX,
fl(x) <&,

onde o valor de € é definido de duas formas diferentes dando origem a dois algoritmos.
Este procedimento da origem a um conjunto de rectangulos ou caixas que contém
o conjunto dos pontos nao-dominados, em cada fase do algoritmo. Além disso,
para cada caixa é conhecido um ponto nao-dominado que representa o conjunto
das solugoes nao-dominadas dentro desta caixa. O critério de paragem do algoritmo
baseia-se numa determinada exactidao, que é medida pela maior drea dos rectangulos
restantes.

Nikolova (2001) Nikolova (2001) prop6s um algoritmo para determinar solugoes efi-
cientes para o problema FRMO quando o decisor estabelece requisitos nos limi-
tes superiores dos valores dos objectivos. Nikolova (1998) mostra que uma so-
lugio eficiente do problema FRBO, com objectivos S 27-! N fi(z) e f,(x) tais que
AN =200 =12---.p—1e Zf;ll A; = 1, é também eficiente para um problema
FRIMO com p objectivos f;(x),i =1,2,---,p. Com base neste resultado, em cada
iteracao o algoritmo proposto resolve um problema FRBO, cujos objectivos sao a
soma ponderada dos objectivos ja considerados com um dos objectivos para o qual
a restricao do decisor nao foi preenchida. Quando um problema é nao admissivel é
sugerida ao decisor a alteracao dos limites impostos para os objectivos.
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Nikolova (2003) Nikolova (2003) propoe outro algoritmo para determinar solugoes
eficientes para o problema FRMO. O algoritmo aplica regras simplificadas de classifi-
cacao dos objectivos que serao utilizadas na definicao de um problema cuja resolugao
origina uma solucao eficiente para o problema FRMO inicial. O algoritmo comeca
por determinar uma solucao eficiente utilizando o problema paramétrico, com fun-
¢ao objectivo >} Ae(D i jyen i), Yopeq = 1, utilizando pesos Ay, iguais. Em
cada iteracao o utilizador deve classificar os objectivos escolhendo um que deseja
melhorar, os que nao se importa que sejam deteriorados, os que devem manter o
seu valor e os objectivos para os quais existe indiferenca. Esta classificacao permite
a construcao de um problema bi-objectivo cuja resolugao origina uma nova solucao
eficiente.

3.4 Analise e conclusoes

Nesta seccao fazemos a andlise da literatura sobre o problema de fluxos em redes e
apresentamos as nossas conclusoes que justificaram o desenvolvimento deste traba-
lho.

O problema de fluxos em redes com varios objectivos, tanto na sua versao con-
tinua, como na versao inteira, é um problema dificil, em primeiro lugar porque o
numero de solugoes nao-dominadas e, claro, o niimero de solucoes eficientes pode ser
um nimero muito elevado. Como ja dissemos, Ruhe (1988a) mostrou que, para uma
instancia particular do problema FRBO, o nimero de solugdes nao-dominadas ex-
tremas (no espago dos objectivos) cresce exponencialmente com o nimero de nodos
na rede. Com esta conclusao poderiamos ser levados a esquecer qualquer trabalho
na procura exacta do conjunto de todas as solugoes eficientes/nao-dominadas para
este problema procurando apenas algoritmos aproximados. No entanto, nao é pos-
sivel conhecer as caracteristicas destes problemas sem que se faga investigacao na
procura das solucoes exactas e, além disso, é sabido que os algoritmos aproximados
dependem, de alguma forma, da existéncia de algoritmos exactos, nem que seja no
calculo da estimativa do erro cometido. Assim, o trabalho no estudo de algoritmos
exactos para este problema terd, certamente, uma grande importancia e sera de
grande utilidade no futuro.

O estudo do problema de fluxos em redes com varios objectivos s6 muito recen-
temente foi iniciado. Nao admira, por isso, que exista uma grande necessidade de
investigacao nesta area. Dos artigos revistos e salvo melhor conhecimento, apenas o
artigo Ehrgott (1999) apresenta, sem sucesso, um algoritmo exacto para o problema
com mais de dois objectivos, todos os restantes tratam apenas o caso com dois ob-
jectivos. No caso continuo, para o problema FRBO, os algoritmos propostos por
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Pulat et al. (1992) e por Sedeno Noda & Gonzilez-Martin (2000) calculam todos
os pontos nao-dominados extremos, permitindo a seguir calcular as restantes solu-
¢oes nao-dominadas, como os pontos dos segmentos de recta que unem os pontos
extremos associados com aquelas solugoes.

No caso do problema FRIMO, é preciso considerar dois tipos de solucoes nao-
-dominadas (ver 2.7.2): suportadas e nao-suportadas. Relativamente ao célculo das
solugdes suportadas, Lee & Pulat (1991) na pégina 126 na Secgao 5 denominada
Eztensions propoem uma forma de célculo do conjunto das solugoes nao-dominadas
suportadas para o problema FRIBO, que é a metodologia adoptada no artigo Lee &
Pulat (1993) dedicado a este tipo de problemas. Este método acabou por ser utili-
zado como correcto em varios artigos que foram publicados a seguir. Por exemplo,
Ehrgott (1999) considera que esté correcto e faz a sua generalizagao para mais de
dois objectivos. Outros artigos que fazem uso deste método sao Sedeno Noda &
Gonzalez-Martin (2001) e Mustafa & Goh (1998). Eusébio & Figueira (2009b) apre-
sentam um exemplo que mostra que nem sempre este método consegue calcular todas
as solucoes nao-dominadas suportadas. No caso das solucoes nao-suportadas, nem
todos os algoritmos propostos conseguem determinar o conjunto de todas as solu-
¢oes eficientes/nao-dominadas nao-suportadas. Dos artigos revistos Figueira (2000),
Figueira (2001), Gouveia (2002) e mais recentemente Raith & Ehrgott (2009) sao os
tunicos capazes de determinar todo o conjunto das solugoes nao-dominadas/eficientes.

Dadas as criticas apontadas na revisao dos algoritmos, esta area carece de forte
investigagao e, por isso, pensamos em explora-la de forma a colmatar certas falhas.



Parte I

Problemas lineares de fluxos em redes
multi-objectivo






Na segunda parte desta Tese descrevemos o trabalho realizado sobre o problema
de fluxos em redes com varidveis continuas. Dois algoritmos primal-dual sao apre-
sentados. No Capitulo 4 descrevemos um algoritmo primal-dual para o problema
FCM. O algoritmo divide o conjunto de arcos da rede em dois subconjuntos, re-
correndo a informacao obtida a partir do teorema dos desvios complementares,
quando uma solucao do problema dual é dada. Um dos subconjuntos é formado
por arcos com valor do fluxo fixo igual ao limite inferior ou superior. O segundo
subconjunto de arcos juntamente com um conjunto de arcos auxiliares dao origem
a um problema de fluxos em redes, de que se conhece uma solugao admissivel ini-
cial. A solugao éptima do problema auxiliar com as variaveis associadas aos arcos
no primeiro subconjunto formam uma solucao que serd Optima para o problema
inicial, quando o valor éptimo do problema auxiliar for zero. Caso o valor da
solucao 6ptima deste problema nao seja igual a zero, é gerada uma nova solucao
admissivel para o problema dual e o procedimento é reiniciado. No Capitulo 5
descrevemos um novo algoritmo primal-dual para a determinacao de todas as
solucoes nao-dominadas extremas do problema FRBO. O algoritmo recorre a um
problema paramétrico obtido a partir do problema FRBO, com o parametro a
tomar valores no intervalo |0, 1[. Ao longo da aplicagao do algoritmo, este inter-
valo é dividido em subintervalos a que corresponde um problema de fluxos em
redes com um 1nico objectivo e cuja solucao 6ptima é uma solucao nao-dominada
extrema do problema FRBO. O algoritmo é proposto em duas versoes, de acordo
com a investigagao realizada. Na primeira versao, a divisao do intervalo ]0, 1] em
subintervalos de menor amplitude é originada na aplicacao do algoritmo primal-
-dual do Capitulo 4, aquando do calculo de uma nova solucao admissivel para
o problema dual. Verificou-se que, em geral, muitos dos subintervalos gerados
iam originar a mesma solugao nao-dominada. Foi por esta razao que propusemos
uma nova versao evitando repetigcoes, embora continuando a utilizar a mesma
estratégia de divisao do intervalo |0, 1], como na versao anterior. O algoritmo faz
a procura de solugoes ndo-dominadas numa arvore de divisdo do intervalo |0, 1],
explorando os subintervalos segundo um esquema de pesquisa em profundidade
da esquerda para a direita. Desta forma a obtencao da primeira solucao fornece
conhecimento suficiente para eliminarmos os subintervalos actuais e futuros que
originariam a mesma solucao, reduzindo desta forma os cédlculos necessérios, para
obtencao do conjunto pretendido. Fizemos a implementacao e testamos este al-
goritmo. Como conclusao podemos referir que o algoritmo proposto é altamente
vantajoso, em relagdo aos denominados paramétricos, para problemas FRBO al-
tamente degenerados.







Capitulo 4

Algoritmo primal-dual para o problema de
fluxo de custo minimo

Neste capitulo apresentamos um algoritmo primal-dual para o problema FCM.
Introduzimos o algoritmo e justificamos a razao de dedicarmos um capitulo a este
algoritmo. Descrevemos o algoritmo nas suas diversas partes. Depois apresen-
tamos um exemplo ilustrativo da aplicagao do algoritmo. Finalmente, listamos
dados e resultados da implementacao e comparagao deste algoritmo com o simplex
para redes.

29
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4.1 Introducao

Apesar de nao fazer parte do plano inicial deste trabalho, este algoritmo apareceu
como uma extensao natural do algoritmo Ehrgott et al. (2007) para problemas de
programacao linear bi-objectivo. Seguidamente, efectuamos estudos com vista a me-
lhoria desse primeiro algoritmo de que resultou o algoritmo descrito no Capitulo 5.
A escolha da sua descricao num capitulo isolado, em vez de uma seccao do Capitulo
5, justifica-se pelo facto do trabalho aqui descrito poder ser utilizado isoladamente
ou poder fazer parte de outros estudos. O problema FCM é um caso particular de
um problema de programagao linear e, como tal, poderia ser resolvido utilizando
o algoritmo primal-dual para este tipo de problemas. No entanto, é sabido que a
utilizacao de estruturas de representacao, como é o caso da FAG, diferentes das
matrizes podem poupar recursos computacionais como memoria e tempo de célculo
(ver Bazaraa et al., 2005). O algoritmo aqui proposto utiliza as condi¢oes de op-
timalidade dos desvios complementares (2.5.2) dividindo os arcos da rede em dois
conjuntos, de acordo com o valor de uma solucao dual admissivel dada inicialmente
ou obtida ao longo da aplicagao do algoritmo. O primeiro conjunto é o conjunto
de arcos da rede com fluxo, igual ao seu limite inferior ou superior, obtido atra-
vés da utilizacao das relagoes dos desvios complementares e de uma solucao para
o problema dual. O segundo conjunto é formado pelos restantes arcos. O segundo
conjunto de arcos permite construir um problema auxiliar, que ¢ um novo problema
de fluxos em redes e, como tal, resolivel utilizando, por exemplo, o simplex para
redes, ou qualquer outro algoritmo aplicado a redes.

4.2 Descricao do algoritmo

Consideremos o problema primal (2.1) e o seu dual (2.4). Designemos por z uma
solugdo admissivel para o primal e por (7, u) uma solugao admissivel para o dual.
A dltima solucao satisfaz as restrigoes do dual e, como tal, também a desigualdade
™ — T — Wi < ¢; para todo o arco (i,7) na rede A. Pelas relagoes dos desvios
complementares (Teorema 2.5.2) se = e (7, 1) s@o solugdes éptimas para os respec-
tivos problemas e m; — m; # ¢;;, entao ou z;; = 0 ou x;; = u,;;. Designemos por A~
o conjunto dos arcos (Z,J) tais que m; — m; = ¢;;, isto é, o conjunto dos arcos com
custo reduzido igual a zero. Para cada arco nao pertencente a A~ fagamos x;; = 0
se cjj — m +m; > 0 e x5 = uy; se ¢;; —m; + m; < 0. Designemos por L,q o conjunto
{(i,j) € A\ A= : x;; = 0} e por Uyg o conjunto {(i,5) € A\ A~ : x;; = w;}.
Verifica-se que A = A~ U Ly, U Up,.

Consideremos o problema primal auxiliar (4.1) que resulta do primal eliminando
todos os termos associados aos arcos que nao pertencem a A~, adicionando m va-
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riaveis artificiais yi, k € V e substituindo a fun¢ao objectivo pela soma das ltimas
m — 1 variaveis artificiais.

minimizar z= > i,
keV\{1}
sujeito a: Yooz — >, xa—yi+ oy (=) kY =0,
(1,j)eA= (i,1)eA= k=2
Tgj — Z Tik — (—1)tkyk = b?c ,Vl{? ev \ {1}, (41)
(k,g)eA= (i,k)eA=

T <o V(i 5) € AT,
'Ilj 2 0 ,\V/(Z,j) € ‘A:7
Yk =0 7Vk € v?

onde

/
>
tk:{ 1 seb, >0 ,para k € V.

0 seb, <0

As varidveis artificiais yy, k € V asseguram a admissibilidade do problema (4.1). De
facto, a solu¢@o com os valores z;; =0, (¢,7) € A=, ;n =0 ey = |b)|, k€ V\ {1}
¢ admissivel para este problema. Os valores da oferta e da procura b}, k € V sao
obtidos de b através da equacao:

p=bet Y = Y T

(i,k)€Upq (k,i)€Upq

O problema primal auxiliar ¢ um problema de fluxo de custo minimo numa rede
auxiliar. Esta rede auxiliar resulta da rede associada ao problema inicial adicionando
m — 1 arcos: (k,1) (se by, > 0) ou (1,k) (se b}, <0), k € V\ {1}. O custo associado
a estes arcos é 1. A esta rede junta-se, ainda, um nodo 0 e um arco (0,1) com
custo nulo (ver Grigoriadis, 1986, para uma descrigdo mais pormenorizada). Como
exemplo consideremos a rede da Figura 4.1 (a). Os arcos artificiais sdo os arcos
mais espessos na Figura 4.1 (b). Assim, por exemplo, como by = 1 acrescentamos o
arco (2,1), com custo e fluxo iguais a 1. Outro exemplo, como by = —7 < 0, entdo
adicionamos o arco (1,4) com custo 1 e fluxo 7. Um arco (i, j), inicialmente na rede,
pode ou nao pertencer a nova rede consoante o arco respectivo esta ou nao em A~.
No caso de pertencer a nova rede o seu custo é nulo.
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Figura 4.1: (b) é uma rede auxiliar do problema de fluxos em redes (a).

Designemos por (Z, ) uma solugao éptima para o problema (4.1) (pelo menos
uma existe, uma vez que o problema é admissivel). Se o valor 6ptimo 2 = > keV\{1} Uk
¢ nulo, a solugao z* tal que zj; = &;; para todo o arco (1,7) € A= e zj; = 0 ou
T}; = ug; para os restantes arcos em A (como definido anteriormente) ¢ uma solugao
admissivel para o problema inicial (2.1) uma vez que todas as varidveis artificiais
tém valor zero. Além disso (7, 1) é uma solugao admissivel para o dual e o par de
solugoes x* e (m, p) verifica as relagoes dos desvios complementares. Sendo assim z*
¢ uma solugao 6ptima para (2.1).

Por outro lado, se Z > 0 a solucao actual £ nao é admissivel para o problema
inicial (2.1). Neste caso procuramos uma nova solugao para o problema dual inicial,
melhor que a anterior, isto é, com um valor da func¢ao objectivo maior. Como (z, )
¢ uma solucao 6ptima do problema auxiliar associado ao conjunto de arcos A~
devemos modificar este conjunto, adicionando um arco de forma a obter um novo
problema auxiliar (4.1), com um valor objectivo inferior ou igual ao actual.

Consideremos o dual do problema (4.1)

maximizar Y by — D wijifli,
keV (i,J)€A=
sujeito a: - — iy < 0, V(i) € AT,
™ 2 07 (42)
(=D — (=1)*m, < 1, VE=2,...,m,
pij = 0, V(i,j) €A~

Designemos por (7, 1) uma solugao 6ptima para este problema. Pelas condigoes
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dos desvios complementares podemos escrever:
T — T =y <0,
ﬁi—ﬁj<0 = L%Z'jzo,
ﬁi—ﬁj >0 = :%,-j:uij,

para todo o arco (i,7) € A~. Consideremos agora a nova solugao (7', ) para o
problema dual inicial (2.4) definida da seguinte forma:

7 = 7+ 07,
po= p+ o,
onde # > 0. Temos, entao:
W;-?T;-—M;j—cij = 7Ti+9fri—7rj—Gﬁj—uij—ﬁ,&ij—cij

= T —7Tj —uij —Cij +¢9(7?, —ﬁj —[I,ij).

Esta nova solugao é dual admissivel em (2.4) para um valor de 6 suficientemente
pequeno. Vejamos o que acontece com esta solugao nos conjuntos A~ e no seu
complementar:

1°caso: (i,7) € A=
Neste caso, sabemos que m; — m; — ;5 — ¢;; < 0 e que m; — 7; — f1;; < 0 entao
T — T — ji;; < ¢ e, portanto, a solugao é dual admissivel para o problema
inicial.

2°caso: (i,7) ¢ A~
Para os arcos que nao fazem parte da rede auxiliar actual nao conhecemos o
sinal de 7; —7; — f1;;. Se o seu sinal for menor ou igual a zero, a nova solucao

é admissivel qualquer que seja o valor de 6. Se o seu sinal for positivo, entao
a admissibilidade depende do valor do 6, isto €, a solucao é admissivel se

Cij — T + Tj + Hij
6< ]A _ JA ‘7.
T — Tj — Hij

Observacao:

e O novo arco (7, j) a ser incluido em A~ deve alterar a solugao actual. Se o novo
arco (7, 7) a juntar a A~ pertencer a L, e verificar 7; — 7; < 0 ou pertencer a
Upa € 71 —m; = 0, a solucao actual continuard 6ptima. Assim, consideramos os
arcos em A \ A~ que satisfazem (i, 7) € L,q (isto é, tais que ¢;; — m; +m; > 0)
em, —a; >0ou (i,j) € Upg (isto é, ¢;; —m +m; <0) e, —7; <O0.
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Algoritmo 3: Algoritmo primal-dual.
{ Determina um fluzo de custo minimo. }

input: Rede orientada N = (9, ¢, [, u, b).
output: Solucao de custo minimo: x, ou resposta: problema nao

admissivel.

(1) begin

(2) Determinar uma solucao admissivel para o dual do problema inicial: m;
(3) Construir o problema auxiliar, como em (4.1);

(4) 6 «+ 0;

(5) while (o valor éptimo do problema auxiliar for positivo e existir ) do
(6) begin

(7) Determinar uma solucao éptima para o dual do problema auxiliar 7;
(8) if (Epq # 0) then

9) begin

(10) Calcular 6 como em (4.4);

(11) T 4— m + 07

(12) Construir o novo problema auxiliar, como em (4.1);

(13) end

(14) else (0 nao existe);

(15)  end

(16) if (0 existe) then determinar a solugao de custo minimo z;

(17)  else o problema ¢é nao admissivel;

(18) end

Consideremos o seguinte conjunto:
Epd = {(Z,j) cA: (Z,j) € Lpd e m; — 7ATj > (0 ou (Z,j) S Upd e — 7ATj < 0} (43)

Se E,q # () escolhamos 6 > 0 tal que:

f = min {m (i) € Epd} . (4.4)

’7T7;—7Tj

Deste modo, pelo menos um arco (i,7), nao pertencente ao conjunto actual A=,
passard a fazer parte de A~ na préxima iteracdo. A nao existéncia de um arco
nestas condicoes significa que o problema dual inicial € ilimitado ou que o problema
primal inicial é nao admissivel.

Na iteragao seguinte é considerado o novo conjunto A~ de todos os arcos (i, j) €
A tais que 7, — 7T;- = ¢;; de onde resulta um novo problema auxiliar a ser resolvido.
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Alguns arcos anteriormente em A~ podem nao estar mais em A~ nesta nova iteragao,
isto ¢, poderao passar a fazer parte de Lyg ou Upg.

O processo precedente continua até Z = 0, onde uma solugao éptima para (2.1)
é obtida ou até concluirmos que o problema inicial é nao admissivel.

O algoritmo 3 apresenta, em resumo, os passos do algoritmo primal-dual para o
problema FCM.

Na linha (2) do algoritmo, é preciso determinar uma solugao inicial para o pro-
blema dual. Como usualmente, todos os custos sao nao-negativos, essa solucao é em
geral simples de obter. Por exemplo, se todos os custos forem nao-negativos, = = 0
¢ uma solugao admissivel para este problema.

4.3 Exemplo de aplicacao

Consideremos a rede ilustrada na Figura 4.2.

[3,10]

Figura 4.2: Exemplo de uma rede.

O problema de fluxo de custo minimo associado a esta rede pode ser formulado
da seguinte forma:
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minimizar 101‘12 + 101‘13 + 20(1323 + 701’24 + 5056’25
+25£L’34 + 201’35 + 101’45 + 501)46 + 201‘56,

sujeito a:
T12 +13 = 10,
—T12 +T93 +Tog +Tos =0,
—T13 —T23 +x34 +T35 =0,
—Toy —T34 +T45 +T46 =0,
— 25 —I35 —Ty5 +r56 =0,

—I46 —x56 = —10,
0<212<9,2< w13 <12, 0 < 293 <8, 2 < w9y <10,
0< w5 <6,0< w34 <10, 3 <35 <10, 0< g5 <7,
O<I46<10,4<$56<9.

Este problema nao estd na forma geral considerada, uma vez que alguns dos
limites inferiores do fluxo nos arcos sao diferentes de zero e, por isso, fazemos a sua
transformacao no problema equivalente seguinte, onde todos os limites inferiores das
variaveis sao nulos, como discutido na Seccao 2.2 e onde desprezamos a constante
300 da funcao objectivo, por nao ser importante na determinacao da solucao. O
significado de equivaléncia aqui é o de que ambos os problemas tém o mesmo nimero
de solucoes e as de um podem ser obtidas a partir das do outro através de relagoes
lineares entre as suas variaveis.

minimizar 10x1y + 10215 + 20293 + 70294 + 50295
+25l’34 + 201’35 + 101’45 + 501’46 + 201’56,

sujeito a:
T12 +x13 =3,
—T12 +To3 +Toy +T2s = -2,
—T13 —T23 +T34 +T35 = —1,
—To4 —T34 +T45 +T46 =2,
—T95 —T35 —T45 +r56 = —1,
—r46 —Ts6 = —0,

T12 £ 9, 713 < 10, 793 < 6, T24 < 8, w95 < 6,
T3a <10, 235 < 7, 245 < 7, w46 < 10, 256 < 9,
xij 2 O,V(Z,j) € ‘A:

onde A = {(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5), (4,6), (5,6) }.
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It.

O dual deste problema ¢é o seguinte:

maximizar 8m; — 2wy — g + 2my — M5 — 67g
—9p12 — 10413 — Gpiaz — gy — Gpios
—10p34 — Tpzs — Tptas — 10p46 — Sptse,
sujeito a:  m — Mo — 12 < 10,
m — 73 — pi3 < 10,
o — M3 — 23 < 20,
Ty — Tq — plog < 70,
Ty — T5 — fo5 < 90,
Ty — Ty — i34 < 29,
T3 — M5 — j3s < 20,
Ty — 75 — plas < 10,
Ty — T — pag < D0,
5 — T — pse < 20,
g = 0,Y(i,j) € A.

Para iniciar o algoritmo precisamos de uma solucao inicial para o dual. Como é
facil de ver a solucao 7 com todas as componentes nulas é admissivel para o dual.

1:

Associados a solugao dual temos os conjuntos A= =0, L,g = A ¢ Uyg = 0.
Assim, na primeira iteracao todas as varidveis z;; sao nulas e o problema
auxiliar ¢ o seguinte:

minimizar Yo + Y3 + Y4 + Y5 + Vs,

sujeito a:  —y1 +y2 +Ys —Ys +ys +ys =38,
Y2 = -2,
—Ys = -1

Ya = 2,
—Ys =—1,
—ys = —0,

y =0, k=2,3,4,5,6.

Este problema é representado pela rede da Figura 4.3(a). O valor 6ptimo
deste problema é diferente de zero e, por isso, a solucao deste problema nao
¢é optima para o problema inicial. O dual do problema auxiliar tem solugao
6ptima tal que 7 = (0, —1,—1,1,—1,—1). As diferencas 7; — 7; para cada
arco (i,j) € A sao apresentadas na Tabela 4.1a), assim como o valor do

. Cij—T,+T
quociente —=—=—*. Deste modo, temos
1T

6 = min {10,10,5,25} =5,
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7" =(0,0,0,0,0,0) + 5 x (0,1, —

Passamos a iteragao seguinte.

e a nova solucao admissivel para o dual inicial é

—1
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—1) = (0,-5, —5,5, =5, —5).

Tabela 4.1: Resultados obtidos nas diversas iteragoes.

T T
C,,j—Tl'i—‘rTl'j

4 7T
Cij—T; +7rj

arc T+ T | = 7 m | R i
(1,2) 10 1 10 5 1 5
(1,3) 10 1 10 5 1 5
(2,3) 20 0 20 0
(2,4) 70 —2 80 —2
(2,5) 50 0 50 —2
(3,4) 25 -2 35 —2
(3,5) 20 0 20 0
(4,5) 10 2 W—5 0 2
(4,6) 50 2 56 _ o5 40 2 o =20
(5,6) 20 0 20 0 2 =10

(a) It. 1 (b) It. 2
arc U A % Cij — T+ | #y— 7 %
(1,2) 0 0 0 0
(1,3) 0 0 0 0
(2,3) 20 0 20 0
(2,4) 90 -1 95 1 95
(2,5) 60 -1 65 1 65
(3,4) 45 -1 50 1 50
(3,5) 30 -1 35 1 35
(4,5) 0 0 0 0
(4,6) 30 2 0 =15 20 0
(5,6) 10 2 %70 =5 0 0

(c) It. 3 (d) It. 4

arc | T 7Cij7;7fﬁtﬂ; | -y %
(1,2) 0 0 0
(1,3) 0 0 0
(2,3) 20 0 20
(2,4) 60 0 60
(2,5) 30 0 30
(3,4) 15 0 15
(3,5) 0 0 0
(4,5) 0 0 0
(4,6) 20 1 20 0
(5,6) 0 —1 —20

(e) It. 5 (f) It. 6
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It.

2:

O arco (4,5) é adicionado a rede actual uma vez que é o tinico arco corres-
pondente ao valor minimo do quociente %

O novo problema auxiliar estd representado na Figura 4.3(b). Este pro-
blema tem solucao 6ptima com valor da funcao objectivo maior que zero
(ver Figura 4.3(c)). O problema dual deste tem solucdo 6ptima tal que 7 =
(0,—1,-1,1,1,—1). Calculamos o valor de 6, # = min {5,5,20,10} = 5,
que é obtido para os arcos (1,2) e (1,3) (ver Tabela 4.1). Assim, a nova
solugao dual é a seguinte:

ﬂ-/// — (07_57_5757—57—5)—’_5 X (0,_17_171717_1)
= (0,-10,-10, 10,0, —10)

e passamos a iteracao seguinte.

As iteragoes seguintes estao resumidas nas Tabelas 4.1 e 4.2 e nas Figuras

4.3 e 4.4. O algoritmo termina com 7* = (0,—10,—10,—20,—-30,—-70), A= =
{(1,2),(1,3),(3,5),(4,5), (4,6),(5,6)}, z* = (2,6,0,0,0,0,5,1,1,5) e f(z*) = 340.
O valor 6ptimo do problema inicial sera, por isso, 640 com solucao 6ptima associada
(2,8,0,2,0,0,8,1,1,9).

Tabela 4.2: Resultados do primal-dual.

It. Solugao dual A= Solugao do dual au- |
xiliar
1 7=(0,0,0,0,0,0) {} 7=(0,-1,-1,1,-1,-1) 5
2 7=(0,-5,-5,5,-5,-5) {(4,5)} #=(0,-1,-1,1,1,-1) 5
3 7=(0,-10,-10,10,0,-10) {(1,2), (1,3), (4,5)} #=(0,0,0,1,1,-1) 5
4 7=(0,-10,-10,15,5,-15) {(1,2), (1,3), (4,5), | #=(0,0,0, -1,-1,-1) 35
(5,6)}
5 7=(0,-10,-10,-20,-30,-50) {(1,2), (1,3), (3,5), | #=(0,0,0,0,0,-1) 20
(4,5), (5,6)}
6 7=(0,-10,-10,-20,-30,-70) {(1,2), (1,3), (3,5),
(4,5), (4,6), (5,6)}

O problema auxiliar pode ser resolvido com o algoritmo simplex para redes e é

importante salientar que, em cada iteracao, a resolucao do problema auxiliar é feita
pegando na rede 6ptima do problema auxiliar da iteracao anterior. Desta forma,
o numero de iteragoes para a resolugao do problema auxiliar ¢, em geral, muito
reduzido (ver Figuras 4.3 e 4.4).



70

ALGORITMO PRIMAL-DUAL

(e) It. 3

() It. 3

Figura 4.3: Redes associadas d resolu¢ao do problema da Figura 4.2 (continua).
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(e) It. 6

(f) It. 6
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Figura 4.4: Redes associadas a resolugdo do problema da Figura 4.2 (continuacdo).
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4.4 Experiéncias computacionais, resultados e comentarios

Implementamos ambos os algoritmos, o simplex para redes e o primal-dual descrito
neste capitulo, utilizando linguagem de programagcao C. Testdmos um conjunto de
7 problemas cada um com 30 instancias, gerados utilizando a ferramenta NET-
GEN (ver Klingman et al., 1974). Como condi¢ao particular admitimos para todas
as instancias que os custos associados aos arcos eram nao-negativos. Esta hipo-
tese permite-nos obter uma solucao admissivel inicial para utilizacao do algoritmo
primal-dual. Nestas condigoes, embora a diferenca nao fosse muito grande, o algo-
ritmo primal-dual resolveu as instancias geradas num tempo médio inferior ao tempo
médio gasto pelo algoritmo simplex para redes, para resolver o mesmo conjunto de
instancias. Parece-nos, por isso, que podemos afirmar que este algoritmo nao é pior
que o simplex para redes em termos de tempo gasto, na resolucao deste tipo de
problemas.

Tabela 4.3: Tempo CPU médio.

Numero de ntumero de tempo CPU tempo CPU

nodos arcos primal-dual simplex

50 1000 0 0

60 1400 0 0,01
70 1860 0 0,01
80 2450 0,01 0,01
90 2970 0,01 0,01
100 4000 0,01 0,02
200 13090 0,02 0,04




Capitulo 5

Um algoritmo primal-dual para os
problemas de fluxos em redes bi-objectivo

Neste capitulo apresentamos um algoritmo primal-dual para o problema FRBO.
Fazemos uma introducao ao capitulo, descrevendo a forma como surgiu e como foi
desenvolvido. Introduzimos a programacao paramétrica, para problemas multi-
-objectivo, desenvolvendo o caso bi-objectivo, em particular, com a descricao
de um algoritmo que serd comparado na ultima seccao deste capitulo com o
primal-dual. Apresentamos também um exemplo de aplicagao deste algoritmo.
Descrevemos igualmente um novo algoritmo primal-dual para o problema FRBO.
Comegamos por desenvolver um algoritmo primal-dual directo e depois uma mo-
dificagao deste, introduzindo melhorias na exploracao do espago de procura das
solucoes. Depois apresentamos um exemplo que descreve as diferencas entre as
duas versoes do algoritmo. Finalmente, relatamos as experiéncias computacionais
produzidas, utilizando este algoritmo, comparamos o algoritmo paramétrico com
este e apresentamos os resultados desta analise.

73
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5.1 Introducao

Este capitulo apresenta um novo algoritmo primal-dual para a determinacao de
todas as solugoes nao-dominadas extremas, para o problema de fluxos em redes
bi-objectivo. O algoritmo surgiu na sequéncia de estudos feitos para a resolugao
do problema FRBO utilizando o algoritmo, para problemas de programacao linear
multi-objectivo, apresentado em Ehrgott et al. (2007). Como caso particular da
programacao linear multi-objectivo, o problema FRBO pode ser resolvido com esse
algoritmo, mas, como ¢é sabido, a utilizacao de estruturas de redes em vez de matri-
zes melhora os recursos computacionais necessarios para a resolucao do problema.
Por isso, numa primeira parte recridmos o algoritmo de Ehrgott et al. (2007), atra-
vés dos conceitos da optimizacao em redes. O algoritmo trabalha com a analise de
possiveis solugoes eficientes em subintervalos do intervalo ]0, 1] que surgem ao longo
da aplicagao do algoritmo. Foi possivel verificar que muitos destes subintervalos
originavam a mesma solugao. Surgiu, por isso, a necessidade de procurar uma al-
ternativa que evitasse esta repeticao de trabalho, isto é, a procura de solugoes em
subintervalos que no final originavam solucoes ja conhecidas. Em consequéncia, ela-
boramos uma versao modificada do algoritmo. Esta nova versao percorre o conjunto
de subintervalos obtidos seguindo um esquema de pesquisa em profundidade da es-
querda para a direita. Obtida a primeira solu¢ao nao-dominada extrema utiliza-se
o conhecimento fornecido por ela, para apagar alguns dos subintervalos ja existen-
tes e guarda-se esta informagao para utilizacao durante a aplicacao do algoritmo,
levando possivelmente a que outros subintervalos sejam também apagados, com o
significado que a continuacao da sua andlise nao seria necessaria pois uma solucao
era ja conhecida. Na comparacao do algoritmo proposto com um paramétrico con-
cluimos que, em geral, o paramétrico apresenta melhores resultados computacionais,
excepto para casos particulares altamente degenerados em que o algoritmo proposto
é seguramente melhor.

5.2 Breve introducao a programacao paramétrica

Uma das abordagens que aparece repetidamente na literatura, para a resolugao
de um problema com varios objectivos, consiste em reduzir o vector de funcgoes
objectivo a uma familia de fungdes que resultam da soma ponderada daquelas (ver
DaCunha & Polak, 1967 e Geoffrion, 1968). A abordagem funciona muito bem
para o caso em que temos dois objectivos (ver Geoffrion, 1967). Na secgao seguinte
descrevemos como o conjunto das solugoes eficientes extremas do problema FRBO
pode ser obtido. O teorema seguinte apresenta uma equivaléncia entre o conjunto
das solucoes eficientes de um problema FRMO e o conjunto das solucoes 6ptimas
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de um problema paramétrico, com um tnico objectivo que ¢ a soma ponderada dos
objectivos do problema FRMO.

Teorema 5.2.1 (Eficiéncia) Uma solucao x € X € eficiente, para o problema
FRMO, se e so se existir

p
AEA:{A:(A17A27 ’)\p)eRp:Aq>O’q:1727... ,D € ZAq:].},
q=1

tal que x € solugao optima do problema de programacao linear

minimizar NCTx,

sujeito a:  x € X. (5-1)

Este tipo de parametrizacao é designada por convexa. Outros tipos de parametri-
zagao podem ser encontrados na literatura (ver Steuer, 1986).

Uma FAG 6ptima para o problema (5.1) designa-se por FAG eficiente para o
problema FRMO associado.

A seguir apresentamos uma forma de utilizacao do Teorema 5.2.1 para determinar
todas as solugoes eficientes do problema FRBO.

5.2.1 Caso bi-objectivo

A determinacao do conjunto de todas as solucoes bésicas eficientes ou, alternativa-
mente, de todas as EAGs eficientes, para o problema FRBO é equivalente a deter-
minar todas as solucoes dptimas de uma sequéncia de problemas de programacao
linear da forma:
minimizar A(c')Tz + (1 — M) (c?)Tx,
sujeito a: x € X,

(5.2)

para todo o A €]0, 1] (Teorema 5.2.1). Recordando, o problema FRBO pode ser
formulado como se segue:

“minimizar” ((c')"z, (¢*)Tz) ,
sujeito a: Ax =, (5.3)
02z 2u.

O custo reduzido associado a fungao objectivo paramétrica, do problema (5.2), é:
e(\) = A + (1 -\, (5.4)

onde &' e ¢ representam os custos reduzidos para o primeiro e segundo objectivos,
respectivamente. Consideremos uma solugao bésica 6ptima, x, de (5.2) para um
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determinado valor A e uma variavel nao-basica x;; desta solugao. Podemos considerar
dois casos, conforme o fluxo do arco (4, j) esta no seu limite inferior ou no seu limite
superior da seguinte forma:

A) (i,j) € L, isto é, z;; = 0.

Neste caso, atendendo a que a solugao x é éptima, o custo reduzido do arco (3, j)
¢ nado negativo, isto é, ¢;;(A\) = 0, pelas condi¢oes de optimalidade (Seccao 2.5).
Nao sabemos, no entanto, qual o sinal dos custos reduzidos deste arco quando
consideramos cada um dos objectivos individualmente. Consideremos os dois
casos possiveis relativamente ao primeiro objectivo: E}j > 0 ou E}j < 0 e vejamos
0 que acontece para cada um destes casos.
(a) Egj > 0.
De acordo com o sinal do custo reduzido, para o segundo objectivo, temos:

1. E?j > 0, o que implica ¢&;(A) > 0, ou seja a condi¢ao de optimalidade

para este arco é sempre verificada, qualquer que seja o valor de A no
intervalo |0, 1], ou

ii. ¢; <0.
Neste caso o custo reduzido do arco (i, 7) é nao negativo quando \ >

a2

——2~. De facto,
C;;—C3;

Eij(/\) >0 & /\E,L-lj + (]. — /\)é,?j >0

(b) &; <O0.
Neste caso Efj > 0, obrigatoriamente, pois se Efj < 0 a solucao considerada
nao seria 6ptima. Para este intervalo de valores temos,

ci(A) =20 & Ag;+(1=Ne,; >0
_E?j

B) (i,75) € U, isto é, x;; = wy;.

Neste caso, para o arco (i,j) e para este valor de A, ¢;(A) < 0. Analisemos
o que acontece para os diferentes sinais dos custos reduzidos considerando os
objectivos de forma isolada.
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(a) Suponhamos em primeiro lugar que E}j < 0, entao se

1. Efj < 0, temos ¢;(A) < 0, isto é, este arco nao interfere com a optima-
lidade da solugao, qualquer que seja o valor de A no intervalo 0, 1] e

se

ii. Efj > 0, o custo reduzido da fungao paramétrica para o arco (i, j) é nao
=2
o . —C%.
positivo quando A > T De facto,

ij iJ

&;(A) <0 & A+ (1-Ng, <0
~1 —2 )
& A(cl-j — ;) < —Cj;

ij — Cij
(b) Se E%j > 0, entao a solugao apenas podera ser éptima se é?j < 0. Assim
temos,

c;(A) <0 & Ag; 4+ (1=N)E,; <0
&2

C
S AS g

Consideremos os conjuntos seguintes

Ji = {(i,j)eL:¢;>0ec,; <0}
U {(i,j)eU:c;<0ec, >0} (5.5)
e
Jo = {(i,j)eL:¢;<0ec, >0}
. ) )
U {(,j)eU:¢; >0ec; <0} (5.6)
Designemos por A; a quantidade
2.
)\1 = Imax {ﬁ . (Z,j) € Jl} (57)
i — Cij
e por Ag,
N T
)\2 = min {ﬁ : (Z,j) € J2} . (58)
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A solugao actual do problema continua como solucao 6ptima para o problema para-
métrico quando o valor A pertence ao intervalo [\, A2]. Este facto sugere o seguinte

procedimento, para a determinacao do conjunto de pontos eficientes extremos, para
o problema FRBO:

1. Determinar a primeira FAG, (T, L,U), eficiente resolvendo o problema (5.2)
com \ inferior a 1, mas suficientemente proximo de 1, de tal modo que a solugao
seja também Optima para o problema com A € [Aj, 1] e A\; < 1. Esta solucao
é o minimo lexicogréfico do problema (5.3) para a primeira fungao objectivo.

2. Determinar o conjunto de arcos candidatos a entrar em 7T e o novo valor de A
de acordo com (5.7) e com eles determinar as FAGs eficientes adjacentes.

3. Repetir o passo anterior até que todos os arcos que nao pertencam a J sejam
tais que, para (i,j) € L,&,; > 0 e para (i,5) € U,&,; < 0, isto é, até que a
solucao seja 6ptima relativamente ao segundo objectivo.

Algoritmo 4: Algoritmo paramétrico para o problema FRBO.
{Determina o conjunto das solugodes eficientes extremas. }

input: Rede N = (9, ¢, [, u, b).
output: Conjunto de solugdes eficientes extremas: FFE(X).

1 begin
2 Determinar uma FAG admissivel/Concluir que o problema é
3 impossivel;

4 Determinar o conjunto, Ss, de todas as EAGs eficientes para o problema
5 (5.3) que s@o 6ptimas para o problema (5.2), com A = 1;
Sg @;
7 while (S; # 0) do
8 begin

Considerar uma FAG p; de So;
Sz + So\{pi};
S3 + S3 U {pi};
Determinar o conjunto S7 de EAGs eficientes adjacentes de p;;
Sy +— Sy U 51\53;

end

Determinar o conjunto EFE(X) de todas as solugoes extremas

associadas com as FAGs em Ss;
end

= = (@)
— O —

—_
[\
—_— — — — — — — —

[ -
N O O W

o e e N N N e e e N L R R e R R
— Nej
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O procedimento é descrito no Algoritmo 4. Note que o problema (5.2) com
A = 1 pode ter solugoes 6ptimas alternativas e nem todas serem eficientes para o
problema (5.3). Designemos por z uma solu¢ao 6ptima de (5.2) com A = 1 e por
y = (y1,y2) = (fi(x), f2(x)) a imagem de x no espago dos objectivos. Entao se x
nao é uma solucao eficiente isso significa que existe uma solucao eficiente =’ tal que
v = () = (h(@), f2(a")), y' <y com y’ # y. Mas como yy = min f,(z) entdo
yh < yo. Assim, 2’ é uma solugdo éptima para (5.2) com A = 1. Neste caso z’ é
eficiente se e sé se existir um A €]0, 1] tal que 2’ é uma solugao éptima do problema
(5.2). Deste modo, existe um 0 < 6 < 1 tal que 2’ é uma solugdo éptima de (5.2)
com A =1 — 0. O custo reduzido para (5.2) com A =1 — 6 é o seguinte:

e(\) = A& + (1 = N)& = (1 — )" + 6.

Se a solugao 2’ for éptima para (5.2) com A =1 e A = 1 — 0 entdo, relativamente a

a’, todos os arcos (i,7) em L com ¢; = 0 tém ¢;; > 0 e todos os arcos (i,j) em U
tal que E%j =0 tem 2 < 0.

1)

Exemplo 5.2.1.
Consideremos o problema FRBO associado a rede representada na Figura 5.1.

Figura 5.1: Problema FRBO.

O objectivo é encontrar todas as solugoes basicas admissiveis eficientes. O pri-
meiro passo consiste em resolver o problema FCM utilizando o primeiro objectivo.
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A solugao 6ptima é x = (5,5,4,1,3,6,4) na Figura 5.2 (FAG py), obtida utili-
zando o Algoritmo 1. Esta FAG nao é eficiente para o problema da Figura 5.1,
uma vez que o fluxo da varidvel zy3 é igual ao limite superior do arco (1,3) e os
custos reduzidos deste arco relativos ao primeiro e segundo objectivos sao ¢j; = 0
e c3; > 0, respectivamente. Entre as estratégias para determinar todas as EAGs
eficientes para o problema (5.3), que sao éptimas de (5.2) com A = 1, podem ser
aplicadas as seguintes:

1. Determinar o conjunto das EAGs éptimas para (5.2), S, e retirar deste con-
junto todas as FAGs nao eficientes.

2. Passar da FAG actual para uma adjacente até encontrar uma FAG eficiente.

Consideremos a primeira estratégia. Designemos por S; o conjunto actual de
EAGs 6ptimas para o problema (5.2), com A = 1, e Sy o conjunto das EAGs ainda
nao examinadas. Entao S; = {pa} € S2 = {p20}. Facamos Sy = {} e determinemos
as K AGSs adjacentes de py e 6ptimas para o mesmo problema. Os custos reduzidos
dos arcos nao-bésicos na EAG poy sdo ¢13 = 0 e ¢5; = 0 (ver Figura 5.2). Se o
arco (1,3) ou (3,5) for o arco de entrada numa operagao de pivotagao, a solu¢ao
correspondente continua 6ptima. Quando o arco (1,3) entra na arvore T, pr5 é
obtida e quando o arco (3,5) entra psy é obtida; por isso, prs e poy sao EAGs
adjacentes de py. Fagamos Sy = {pr5, paa}. O algoritmo continua a determinar
as EAGs adjacentes de pr5: S1 = {p20, pr5}, S2 = {pasa}. A solugdo prs tem trés
FEAGs adjacentes: pag, ps; € pa;. As EAGSs pd, e p3, sao degeneradas e representam
a mesma solugdo. Facamos Sy = {pi;,p%} e S1 = {pao, pr5, P24} € determinemos
as FAGs adjacentes de poy. Continuando desta forma até Sy = {} o algoritmo
determina todas as FAGs éptimas S1 = {pa0, pr5, P21, Po1, Pors Pos, Pas} (ver Figura
5.6 e Tabela 5.1), para o problema (5.2), com A = 1. Apenas as FAGSs p), e p3, sao
eficientes.

P L U

po  {} {(1,3),(2,3),(3,5)}
prs {(3:4)} [(2:3).(35))

P24 {} {(173)’( ) )7( )}
pSl)l {(1a3)7(334)} {(273)

por {(34)} {(1,2),(2,3)}

pos {(13)} {(2,3),(4, )}

pss {3} {(1,2),(2,3),(4,5)}

Tabela 5.1: Conjunto de solugées optimas para o problema paramétrico com A = 1.
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Na segunda estratégia passamos da FAG optima actual, para outra adjacente,
por forma a obtermos a primeira eficiente. Nao existe garantia de que este processo
seja mais rapido do que o método anterior, mas, em geral este facto é verdade. A
EAG py tem ¢l = 0 e ¢33 = 12 e o arco (1,3) pertence a U. Como foi visto, uma
EAG eficiente nao pode conter um arco em U, com custo reduzido igual a zero para
o primeiro objectivo e com custo reduzido positivo para o segundo objectivo. Entao,
o algoritmo determina uma EAG adjacente quando o arco (1,3) entra na base. A
FEAG obtida é pr5 que nao é eficiente, uma vez que o arco (3,5) pertence a U e tem
custo reduzido ¢i = 0 e ¢35 = 7 > 0. Inserindo o arco (3,5) na &rvore as FAGs pg,
e p3, sao obtidas através de uma operagao de pivotacdo, ambas sio eficientes.

Podemos agora passar ao segundo passo do algoritmo com Sy = {pg;, p3;}. Con-
sideremos a primeira FAG, pl,, representada na Figura 5.7(a). Fagamos Sy = {p2,}
e S3 = {p},}, e consequentemente J; = {(2,3)} o que conduz a

\ _99 11
— Im _— = —.
LZMEY 000 (T 12

A solugdo actual ¢ dptima para o problema (5.2) com A € [11,1]. Quando o arco
(2,3) entra na arvore, é obtido o ciclo na Figura 5.7(b). Depois o arco (2,4) sai
da 4rvore e uma nova FAG eficiente é obtida (ver Figura 5.7(c)), piy. Fagamos
Sy = {p2;, pao} € passemos & iteragao seguinte.

Consideremos a FAG p3,, fagamos Sy = {ply} e Ss = {pi;, p3,} e consequente-

mente J; = {(2,3)} o que conduz a:

—22 11
Al =max ——— > = —,
{—2—22} 12

significando que a solucao actual é 6ptima para o problema paramétrico com A\ €
[, 1] e que o arco (2, 3) entra na drvore. O arco (2,4) deixa a drvore e p, é obtida.
Fagamos Sy = {pig, p2¢} € passemos a iteracio seguinte.

Consideremos a EAG ply, facamos Sy = {p2,} e S = {po1, p1,peo}- 1 =
{(1,3)} e Ay = 2. Consequentemente, o arco (1,3) entra na drvore e uma nova
EAG é obtida, psy; (ver Figura 5.7(e)). Facamos Sy = {p2g, ps7} e passemos a
iteracao seguinte.

Consideremos a EAG pky, facamos Sy = {par} e Sz = {ps1, pa1: pags Poot- J1 =
{(1,2)} e Ay = 12. A solugao py7 obtida jé estd em Sy. Passemos & iteragio seguinte.

Consideremos a FAG pyy, fagamos Sy = {} e S3 = {pdy, pa1, pao, Pigs part- J1 =
{}. Como Sy = {} o ciclo while termina.
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O conjunto de solugoes eficientes extremas é o seguinte:
EFE(X) = {(10,0,4,6,0,4,6),

(10,0,3,7,0,3,7),
(7,3,0,7,0,3,7)}.
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(22'z-)(e1'T)

W% =—6
=
P20
ciclo associado & entrada do arco (1,3)  ciclo associado & entrada do arco (3,5)
n}=—12 T=-13
3 =-3 (28,1) i =-31
1
5
T3 =—9
Ps

ciclo associado & entrada do arco (3,4) ciclo associado & entrada do arco (1, 3)
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Figura 5.2: Solucgoes optimas do FCM do exemplo 1, considerando apenas o primeiro

objectivo.
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7r%=—12 772:—13
1 _ 1 _
Ty = -3 (28,1) Ty = -31
-

(22'2-)(2T'T)

7 =—6
3 =3
P24
ciclo associado & entrada do arco (1,3)  ciclo associado & entrada do arco (4,5)
7r§ =—-12 2 =-13
m =3 (28,1) =31
>
1
Po1

ciclo associado & entrada do arco (1,3)

ciclo associado & entrada do arco (3,4)

Figura 5.3: Solugdes optimas do FCM do exemplo 1 (continuagdo).
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—
=
[
7T S
=
N
N
N =—-34
& 2
~ s = —34

71'% =—6
9 7T§ =-9
Po1
ciclo associado & entrada do arco (3,4)  ciclo associado & entrada do arco (1, 2)
73 =-12 73 =-13
m =3 (28,1) = —31
™
s
73 =—6
1 7r§ =3
Po3

ciclo associado & entrada do arco (1,3)  ciclo associado & entrada do arco (4, 5)

Figura 5.4: Solugdes optimas do FCM do exemplo 1 (continuagdo).
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73 =-19 2 =-20
my=-3 (28,1) m}=-31
6]
o N Y
o 2
=
S|
N A
N
- = B = -34
3 ~ 2=-34
N "
70
Wé =-6
9 3 =-9
Po3
o0
[0,7] R
%4 \
> b 7
c 2
Y/ > S
\Q« \Qﬂ ‘1)(>
o
ciclo associado & entrada do arco (1,2) ciclo associado & entrada do arco (4, 5)

Figura 5.5: Solugdes dptimas do FCM do exemplo 1 (continuagdo).

Figura 5.6: Ligacao entre as FAGs optimas do exemplo 1, usando apenas o primeiro

objectivo.
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(C}j» C?j)(ézlja Egj)

[0, wig] i

(a) Po1 (b) ciclo associado & entrada do arco (2, 3)

1 _ —
™= (esy(2e22) Y

(C) P89 (d) ciclo associado & entrada do arco (1,3)

1_
S ¢ B DTCO o B

(s1'2-) (21°T)

(e) pPaT

Figura 5.7: EAGs eficientes.
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5.3 Algoritmo primal-dual

Nesta seccao introduzimos um novo algoritmo primal-dual bi-objectivo, para o cal-
culo de todos os pontos nao-dominados extremos, no espago dos objectivos. A ideia
baseia-se no trabalho de Ehrgott et al. (2007), onde é apresentado um algoritmo
primal-dual para o problema de programacao linear multi-objectivo. Construimos,
em primeiro lugar, um algoritmo primal-dual para determinar todos os pontos nao-
-dominados extremos, no espago dos objectivos. Ao testar este algoritmo, verificAmos
que a mesma solucao extrema poderia ser obtida em diferentes iteragoes do algo-
ritmo. Evitar este tipo de repeticao foi, por isso, um dos nossos objectivos. Para
isso, propomos uma modificacao do algoritmo primal-dual elaborado inicialmente,
tirando partido da informacao obtida em cada solucao calculada, evitando assim a
obtencao de solucoes repetidas.

5.3.1 Descri¢ao do algoritmo

O problema FRBO pode ser também formulado da seguinte forma:

minimizar fi(z) = (¢H)Tz = > Czljxij7
(3,5)eA
minimizar fo(z) = () e = > C?j%‘j,
(3,5)EA 5.9
sujeito a: YTy — Y, T = by, Vk eV, (5:9)
(k,j)eA (i,k)eA
Tij S Ugj, v(i,j) € A.

Designemos por X o conjunto de solugdes admissiveis para o problema (5.9) no
espago das varidveis de decisao R™ e por Y = {y = (y1,42) € R? : y1 = fi(x), yo =
fa(x),x € X} o conjunto das solugoes admissiveis no espago dos objectivos R?. Como
hipétese, consideramos que o problema tem pelo menos duas solucoes nao-dominadas
diferentes, isto é, que os minimos lexicograficos sao diferentes.

De acordo com o Teorema 5.2.1, a determinacao de todas as solugoes eficientes
de (5.9) é equivalente a determinagao de todas as solugoes 6ptimas do conjunto de
problemas de fluxos em redes da forma

minimizar ) ()\(cilj — c?j) + C?j) Zij,

(i,5)EA

sujeito a: Somg— >, ww=by, YkeV,
(k.j)EA (i,k)€A (5.10)
Lij S Wig» V<Z7j) € ‘A7

xij 2 0, V(Z,j) € .A,
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para todos os valores de A € ]0, 1.
Como X e Y sao poliedros e uma vez que o conjunto das solugoes nao-dominadas
de Y é um subconjunto da fronteirade Y + RE = RE{y+d:y € Y,d € R* d = 0},

Y tem um ntumero finito de pontos extremos {yl, ce ,yt}. Assumiremos que as
solucdes estdo indexadas de tal forma que 3¢ < y'*! (e, deste modo 3 > y4™') para
t=1,...,t—1. Todas as outras solucoes nao-dominadas sao combinacoes convexas
de y* e y*™! para algum i € {1,...,t — 1}. Para resolver o problema de fluxos em
redes bi-objectivo é por isso suficiente encontrar, para cada ¢ = 1, ..., ¢ uma solucao
admissivel z* de (5.9) tal que fi(z') =yt e fo(z') = yi.

Além disso, sabemos que existe uma divisao finita do intervalo 0, 1] em subin-
tervalos tal que uma solugdo eficiente extrema de (5.9) estd associada com um e
apenas um dos subintervalos dessa divisao (ver Benson & Sun, 2000). O algoritmo
de Ehrgott et al. (2007) resolve um programa linear multi-objectivo aplicando o
algoritmo primal-dual ao problema paramétrico, como no Teorema 5.2.1, de forma
a construir a divisao do intervalo ]0,1[ e calcula uma solucao eficiente para cada
subintervalo desta divisao. A mesma ideia é usada aqui para encontrar todas as
solugoes nao-dominadas extremas para o problema de fluxos em redes bi-objectivo
(5.9). Consideremos o problema (5.10). O seu dual é o seguinte:

maximizar Y bpmp — Y, Wiiflis,
kev (i,5)e A

sujeito a:  m — w5 — pyy < Mgy — ¢) + ¢, V(i j) € A, (5.11)
:uz'j 2 Ou \V/(l,j) € ‘Aa
€ R, Vk € V.

Como o segundo membro das restri¢oes deste problema depende de A, as solugoes
admissiveis também dependem de A. Designemos por (m(A), (M) uma solucdo
admissivel de (5.11) e por Ay, ¢ = 1,2,...,r uma divisdo de |0, 1], tal que, para cada
q, existe A" C A e tal que, para todo o A € Ay:

L mA\) —m(\) = )\(c}j — c?j) + cfj V(i,j) € A e
2. m(\) — 7Tj(>‘) - >‘(Ci1j - C?j) + C?j V(i,j) ¢ 'qua

e para todo o A € ]0,1[\A, temos m;(A) — m;(A) # Acj; — ¢;) + ¢, para algum
(4,7) € A

Consequentemente, para A € A, e (4,7) € A\ A devemos ter z;; = 0 ou
z;j = u;;. Designemos por L, o conjunto de arcos (¢,7) tal que z;; = 0 (assim
mi(A) = m(A) < Acj; — ¢;) + ¢ qualquer que seja (i,j) € Lg) e por U, o conjunto
de arcos (i, ) tal que x;; = uy (assim 7m;(X) — m;(A) > Mcj; — ;) + ¢; qualquer que
seja (1,7) € Uy).
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Para cada intervalo A, necessitamos resolver um problema primal auxiliar, como
em (4.1):

minimizar z= >, Y,
kEV\{1}
sujeito a: Sooomyy— > xa—yi+ oy (—1)ky, = b,
(1,j)eflq= (z‘,l)eAq: k=2
v — 2 Ta— (=D)%ye =0, Ve € V\ {1}, (AP(A7))
(kj)eAT (i,k)eAT

Ty < ugg, V(i,j) € A7,
Ty 2 07 \V/<Z,]) S ‘A(ja
yr =0, Vk €V.

Note que (AP(A~)) nao depende de A. Assim, se o valor éptimo do problema
(AP(A7)), 2, for zero a solucao 6ptima z* formada pelas componentes desta solugao
a que juntamos as restantes componentes em L, e U, é também 6ptima para (5.10),
para qualquer A € A,, tal como acontecia no algoritmo primal-dual com um unico
objectivo. Se Z > 0 podemos formular o dual (DAP(A~)) da seguinte forma:

maximizar Y Wme — D Uijfijs
kev (i) EAT

sujeito a:  m — 75 — puy; <0, V(i j) € Ag =
>0, (DAP(A7))

(—D)%m — (=D)*7m, < 1, VE=2,...,m,
pi =0, V(i j) € A

Designemos por (7, /1) uma solugao éptima do problema (DAP(AT)). Uma nova
solugao para o problema dual inicial (5.11) é entao determinada da seguinte forma:

T\ = 7\ + 0\,
wA) = nN)+0NL,
onde #(A) > 0 é definido por,

1.2 2 R
)‘(Cij fcij)+cij —Tmi+my

E——

mm:mm{ ((4,4) € Ly e #; — #; > 0) ou

o X (5.12)
(@ﬁe%em—@<m}

Note que §(A) é uma funcao de A uma vez que o quociente (A(cj; —ci;) +c;; —mi+
7;)/(7; — 7;) depende de A. Assim, o intervalo A, é dividido em ' > 0 intervalos
Ay d =1,2,...,r". Para cada um destes subintervalos, um novo conjunto de arcos
A=, é definido e o procedimento é repetido. O Algoritmo 5 esquematiza as operacoes

aq
do método que acabamos de descrever.
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Algoritmo 5: Algoritmo primal-dual bi-objectivo.
{Determina o conjunto das solugdoes nao-dominadas extremas. }

input: Rede orientada N = (G, (c!, c?),1,u,b).
output: Conjunto de solugoes nao-dominadas extremas: NDE(Y').

—_

begin
Ap +]0,1[, 7%« 0 e NDE(Y) + 0;
L+ {(Ao,flg = @,Lo = .A,Uo = @,71’0 = O)};
while (£ # () do
begin
I+ (Mg, Ay, Ly, Uy, 1) € L

=W N

S Ot
— O — —

7 9 < valor éptimo de AP(A;);
8 begin

9 if (y =0) then

1 begin

1 L+ L\ A{l};

AN AN AN AN AN N N AN N AN N N N N N N N N N N N S N S N
[
e~ W

)
)
12) y* + imagem da solucao do primal associada a gy = 0;
13) NDE(Y) <+ NDE(Y)U{y*};
) end
15) else
16) begin
17) 7t ¢ valor 6ptimo de DAP(A);
18) Determinar a divisao Ayy, ¢ =1,...,r" de A4 de acordo com
19) (5.12) e a nova solucao dual 797 (\) qualquer que seja ¢ =
20) 1,...,7";
21) L L\{13U{(Agqs Lag qu/ﬂrqq,()‘)a qul()\)) rg'=1,...,r"}
22) end
23) end
24)  end
25)  Retirar de NDE(Y') os pontos que nao sao extremos;
26) end

A linha (25) é necesséria se estivermos interessados apenas nos pontos extremos
de Y, pois algumas solugoes nao-dominadas nao-extremas podem ser calculadas.
Como Y ¢ um subconjunto de R?, a identificacio dos pontos extremos que sdo
solugdes nao-dominadas faz-se rapidamente a partir do conjunto NDE(Y') obtido,
depois de ordenado, por exemplo, por ordem crescente da primeira coordenada dos
seus elementos.
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5.3.2 Algoritmo primal-dual modificado

O algoritmo primal-dual, como foi apresentado na Subseccao 5.3.1, divide o intervalo
10,1[ de acordo com os pontos de divisao da fungdo linear por trogos #(\). No
entanto, nem todos estes subintervalos produzem uma solucao eficiente diferente
para (5.9) e pode acontecer que a mesma solu¢do seja encontrada repetidamente.
Nesta seccao mostramos que esta redundancia pode ser evitada. De facto, no caso
bi-objectivo, podemos ir mais além e, possivelmente, descobrir um subintervalo com
uma amplitude superior, onde a solucao actual continua éptima, mais precisamente,
dada uma solugao eficiente, é possivel determinar para que valores de A a proxima
solugao eficiente diferente sera encontrada obtendo-se, assim, um conjunto de sub-
intervalos Ay, ¢ = 1,2, ..., 7 que constituem uma divisao do intervalo ]0,1[.

O algoritmo primal-dual divide o intervalo ]0, 1[ sucessivamente de acordo com
a arvore da Figura 5.8.

[ 1

A1 A1.g T A11~~-r(‘7)

Figura 5.8: Esquema de divisao do intervalo A.

Seguindo um esquema de pesquisa em profundidade da esquerda para a direita, a
primeira solucdo eficiente z* obtida (associada a Ajy..1) é uma solugao éptima para
o problema (5.10) com A = &, sendo £ um nuimero positivo suficientemente pequeno.
Esta solugao minimiza o segundo objectivo e a sua imagem no espago dos objectivos
é um ponto extremo de Y.

Consideremos os conjuntos L e U dos arcos no limite inferior e superior, respec-
tivamente. Como vimos anteriormente ¢;; e m; sao funcoes afins de A. Assim, os
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custos reduzidos sao também fungoes afins de \ e temos:
cij(A) = (C%j - C?j))‘ + C?j —m(A) +m(A) =
Eij(/\) = (Cf}j - C?j))‘ + C?j —mi(A) +m(A) <

Designemos por ' € ]0, 1] o valor de \":

N = max{ A (_31]()\> 2 O7 V(Z,j) e L (5 13)
(§ EZ](A) < 0, \V/<Z,j) S U} '

A solugao z* permanece 6ptima para o problema (5.10) para todo o A € ]0, .
Deste modo, na segunda iteracao do algoritmo primal-dual, todos os subintervalos
A, €0, N] podem ser removidos de futuras andlises uma vez que a mesma solucao
x* ou uma com o mesmo valor objectivo seria obtida nesses intervalos.

De forma semelhante, sempre que o algoritmo encontra uma nova solucao efi-
ciente os custos reduzidos dos arcos dos conjuntos L e U associados e o valor de
N s@o calculados como em (5.13). Todos os subintervalos para os quais sabemos
que j& existe uma solucao (eficiente) sdo apagados de andlises futuras. Verificar-se-4
também se um subintervalo encontrado posteriormente no algoritmo verifica esta
condigao (ver Algoritmo 6).

No inicio da aplicac¢ao do algoritmo fazemos A* = 0. Na Linha (19) actualizamos
o seu valor, onde )\ é calculado de acordo com (5.13) e apagamos todos os [ de £
para os quais A, C [0, \*].
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Algoritmo 6: Algoritmo primal-dual bi-objectivo modificado.
{Determina o conjunto das solugdoes nao-dominadas extremas. }

input: Rede orientada N = (G, (c!,c?),1,u,b).
output: Conjunto de solugoes nao-dominadas extremas: NDE(Y').

(1) begin

(2) Ao +-]0,1[, 7% <~ 0, \* <~ 0 e NDE(Y) + 0;

(3) L+ {(Ao, AT =0,Lo =AUy = 0,7 =0,u’ = 0)};

(4) while (£ # () do

(5) begin

(6) l+ (Ag, Ay, Ly, Uy, %, p?) € £ com o menor valor de A\, (Mg e Ag
(7) sdo os extremos do intervalo A,);

(8) if (A\g < X*)do £ =L\ {i} eir para (4); else

9) begin

(10) ¢ « valor éptimo de AP(A);

(11) if (§=0) do

(12) begin

(13) L+ L\ {l}, x < solucdo primal associada;

(14) L + arcos com fluxo igual ao limite inferior;

(15) U < arcos com fluxo igual ao limite superior;

(16) N o« max{\ : Eij()\) >0V(i,j)€Le Cij (N <0V(i,j)eU}
(17) onde ¢;;(\) = (cgj —c?j) X A +c?j —mi(A) + () é o custo
(18) reduzido do arco (1, j);

(19) A max{\, Ao}

(20) y* < imagem da solugdo do primal associada a § = 0;

(21) NDE(Y)+ NDE(Y)U{y*};

(22) end

(23) else

(24) begin

(25) (7, 1) < solugdo éptima de DAP(AL);

(26) Calcular a divisdo Ay, ¢ =1,...,7" de Ay de acordo com
(27) (5.12) e a nova solucio dual 79 (\), x99 (\) para todo o ¢’ =
(28) 1.0

(29) £ = £\ {1 U{(Aggrs Lag Uggrs 77 (3), 7 (1)

(30) g =1,...,r"}%

(31) end

(32) end

(33) end

(34) Retirar de NDE(Y') os pontos que nao sao extremos;

(35) end
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5.3.3 Exemplo ilustrativo

Consideremos o problema de fluxos em redes bi-objectivo representado na Figura

5.9.

Figura 5.9: Problema de fluxos em redes bi-objectivo.

Matematicamente, este problema FRBO pode ser formulado da seguinte forma:

minimizar fl (:L‘) = 31’12 -+ 81‘13 + 5.%23 + 31’24 + 2.’1334 + 10%35 + Z45,

minimizar fo(r) = 5212 + 13 + 523 + Iwoy + T234 + 235 + 445,

sujeito a: X9 +x13 = 10,
—T12 +To3 +Toy = 0,
—XT13 —T23 +Z34 +T3s = 0, (514)
—Toy —T3 +r45 = 0,
—x35 —r45 = —10,

0,213 < 5,93 < 4,94 < 7,234 < 8,235 < 6,

<1
Tas < 8, T12,T13, T23, T4, T34, T35, a5 = 0.
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Consideremos um parametro A €]0, 1[. O problema paramétrico associado é:

minimizar (—2)\ -+ 5)%’12 -+ (7)\ + 1)3313 + 51’23 + (—6)\ + 9)1724+
+ (—5/\ + 7)I34 + (8)\ + 2)1’35 + (—3)\ + 4)£L'45,

sujeito a: 19 +x13 = 10,
—T12 +To3 +To4 = 0,
—T13 —T23 +x34 +T35 = 0, (516)
—To4 —T34 +r45 = 0,
—x35 —x45 = —10,

0,713 < 5,793 < 4,094 < 7,734 < 8,735 <6,

<1
Tas < 8, T12, T13, T23, Tod, T34, T35, Ta5 = 0.

Designemos por 1, ma, T3, T4, T5 as varidveis duais associadas as restrigoes (5.14)
e pOor fi19, [13, - - * , [l45 aS varidveis duais associadas as restrigdes (5.15). Deste modo
o dual do problema paramétrico pode ser definido como:

maximizar 10w, — 1075 — 1012 — Spz — 4pias — Tpiog — Bpuzs — 6puzs — 8puys,

sujeito a: T —To —p12 < —2\+5,
™1 —173 —H13 < A+ 1,
o  —T3 —lo3 <9,
o —Ty —pos < —O6A+9,
T3 —Ty —p3a < —DHAHT,
3 —T5 —M35 < 8A + 2,
T4 —T5  — 45 < -3\ + 4,

12, 413, [235 [24, 34, (435, fas = 0.

Apliquemos o Algoritmo 6 com o objectivo de encontrar todas as solugoes nao-do-
minadas extremas para o problema (5.14). Ao longo desta aplicacao evidenciaremos
as principais diferencas da aplicacao deste algoritmo relativamente ao Algoritmo 5.

Ag: O algoritmo comeca por considerar o problema paramétrico com um valor de
A no intervalo Ag =]0, 1[. Uma solugao admissivel para o dual deste problema
tem todas as componentes nulas, isto é, podemos considerar 7 = 0. O pro-
blema primal auxiliar (AP(A~)), com variaveis artificiais apenas, tem valor
6ptimo Z = 10, como se pode ver imediatamente na rede respectiva. No caso
geral, podemos obter esta solugao utilizando o Algoritmo 3. Como 2z # 0 a
solucao obtida nao é éptima para o problema paramétrico inicial. O problema
dual auxiliar tem valor 6ptimo 10 com 7 = (0,1,1,1,—1). Estes valores sao
rapidamente obtidos utilizando a rede do problema auxiliar. O célculo de
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O(A) (ver Tabela 5.2) conduz-nos a decomposigao de Ay em dois subintervalos:

Ay =)0, 2] e Ay = [£,1], da seguinte forma:

_ 2
Q(A):min{él)\—l—l, 73)\+2}:{42\+1’ A€o, 4]

) = 7 +oN7
2
= O+ LA+ LA+ =4 = 1) se A €]0, ],
() = 7 +0(N)F
-3 -3 3

-3 2
= (0,7)\+2,7)\+2,7)\+2,§)\—2> Se)\€|:ﬁ,1|:.

Tabela 5.2: Cdlculos auziliares para 8 em Ag.

arc | ¢ — )+ Ty | T — 7 #
(1,2) | —2X+5 —1

(1,3) TA+1 -1

(2,3) 5 0

(2,4)| —6A+9 0

(3,4)| —BA+T 0

(3,5) 8\ +2 2 B2 — )41
(4,5)| —3x+4 2 | = =) 42

Consideremos o primeiro subintervalo da divisao e passemos a segunda itera-
Gao.

A;: Com A €]0, %] e a solucao dual 7! determinemos os novos conjuntos A=, L; e
Uy. Temos c;; — 7} 47 > 0 para todo o arco (i,j) € A excepto para (3,5) que
verifica ¢35 — 73 + 3 = 0. Isto implica que no novo problema auxiliar z;; = 0,
para todo o (i,j) € A excepto z3; (ver Tabela 5.3), isto é, A= = {(3,5)},
Ly =A\{(3,5)} e Uy = 0. O problema auxiliar tem valor éptimo 10 # 0 e o
novo dual auxiliar tem solugao 6ptima = = (0,1, —1,1,—1). Temos

o —11 —11 2
—mind 1A 42,2, a1 = T l
6(N) nnn{ A+ 5 3 A+ } 5 A+ ,VAG}O,H{,
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isto é, A1 mantém-se sem qualquer decomposi¢ao. Actualizamos os valores da
solugao dual:

3 19 3 3
) = (0,=22+2 220 =22 42,22 —2).
() (0, 2)\—1- ,2)\, 2)\—1- ,2)\ )

Tabela 5.3: Cadlculos auziliares para 6 em A;.

arc | ¢ —m | T — 7 —%;i:ﬂjl
(1,2)|  2\+6 —1

(1,3) | 11A+2 1 11X + 2
(2,3) 5 2 g

(2,4)| —6A+9 0

(3,4)| —BA+7T —2

(3,5) 0 0

(4,5) ] —11A+2 2 | =2 cH)N4

O novo problema auxiliar tem x5 = T3 = x93 = T9y = 233 = 0 com va-
lor 6ptimo 10 # 0. A solugao 6ptima do problema dual associada é 1 =
(0,1,—1,—1,—1). Assim,

33 11M + 3 9 33 2
H(A):nlin{7A+1, * ,—3)\—1—5} = { 121/<\+;_ b ig][(lml][ )
2 ) 227 11

(ver Tabela 5.4) e Ay ¢ decomposto em Ayy =]0, 5] e App = [55, &
1
™ A) = (0,15A+3,—TA— 1, =18\ +1,—-15\ — 3), VA € }0, ﬁ} :

d 727 3 17 1 5 7 1 2
12 _ 2 ety =2 2f Z 22 ). v i
() (0’4/\ 2’ 4)\ 2’ 4)\ 2’ 4>\ 2)7 AS {22’ 11}'

Consideremos o intervalo Aj; e passemos a iteracao seguinte.
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Tabela 5.4: Cdlculos auxiliares para 8 em Ay (2° caso).

arc | ¢ —m + 7T]1~ T — T %
(L,2)| —Ix+7 —1

(1L,3)|  2x+1 1 PrA+1
(2,3)| 11A+3 2 R

(2,4)| —6A+9 2 | =B =3+
(3,4)| —16A+9 0

(3,5) 0 0

(4,5) 0 0

Aq11: O problema auxiliar tem 1o = Z93 = Xo4 = T34 = 0 e o seu valor 6ptimo é
5 # 0. O problema dual auxiliar tem solu¢ao éptima 7 = (0,1, —1,—1,—1) e

1
=11\ + =,

1 =39\ +7
2

f(\) = mi 11N+ =
) =min {114 5, =%

VA € Aqp e m'()) é actualizada para,

7 3 1 7
) = AN+ — AN — — =TA+ -, =4\ — - ].
P = (040+ J4A- 5Tk g -aa- )

Os custos reduzidos dos arcos respectivos implicam que x5 = x9y = 2354 = 0
e que 13 = w3 = H. O problema primal auxiliar tem valor 6ptimo 5 # 0 e
o problema dual correspondente tem solu¢ao 6ptima 7# = (0, —1,—1,—1, —1),
onde

1 1
6(A\) = min {2>\ + ?7} =2\ + ?7

1

A solugao dual admissivel é actualizada, para A € ]0, 55, da seguinte maneira:

7(A) = (0,2X — 5,2\ — 10, =9\ — 8, —6) — 12).

O problema primal auxiliar seguinte tem x13 = 5, 94 = 34 = 0 e valor éptimo
4 # 0. O problema dual associado tem solugao 6ptima © = (0,0,0,—1, —1).
Temos assim:

O(\) = min{—17\+ 6,16\ + 9} = —17\ + 6,
m™(A) = (0,2\ — 5,2\ — 10,8\ — 14, 11X — 18).
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O valor dos custos reduzidos implica que o préximo problema auxiliar tenha
r13 = 5, v34 = 0 e x35 = us; = 6. Este problema tem valor 6ptimo 0 e, por
isso, encontramos uma solugao que é éptima para o problema inicial (5.16) para
A €0, %] Essa solucao é x19 =5, 113 =5, 93 = 1, w9y = 4, 234 = 0, 235 = 6
e xys = 4 com fi(z) = 136 e fo(z) = 99. Na versao original do algoritmo
primal-dual, continuavamos a procura de uma nova solucao no intervalo A5 =
[%, %] No algoritmo modificado, propomos o uso da informacao contida na
solugao obtida de forma a reduzir trabalho posterior. Esta solucao tem arcos
(3,4) € Le (1,3),(3,5) € U e é uma solugao 6ptima do problema paramétrico
para A € |0, %] tendo em conta que ¢z = A+ 3 > 0 para todo o A € ]0,1],

¢13 = 9A — 9 < 0 para todo o A € ]0,1[ e ¢35 = 17TA — 6 < 0 para A € |0, Z].

Como [55, &] C A €0, ] o algoritmo continua com A € [, 1].
Ao =]0, 1]
Ay 7] 7127] AQ*[%?”
’ 1 =0, @}‘ ’ 12 = [%, 1—21]‘ /\21/— [%7 1—96} Ao l[96’1\[
A211 ) A?IZ A221 ) A?QZ
| — || =18 | = || =B
136,99
y=( ) Y \

x=(5,5,1,4,0,6,4) l
(%) @ y = (104,132)

z=(5,5,0,5,3,2,8)

y = (125,105) y = (96, 144)
z=(5,5,0,5,0,5,5) x=(7,3,0,7,1,2,8)

Figura 5.10: Esquema com subintervalos e solucoes.

As: O uso do algoritmo para A € Ay conduz a subarvore do subintervalo As na
Figura 5.10. O subintervalo Ayy; pode ser descartado uma vez que sabemos



EXPERIENCIAS COMPUTACIONAIS, RESULTADOS E COMENTARIOS 101

que a mesma solu¢cao nao-dominada seria obtida neste intervalo. Ao explo-
rar os subintervalos Agja, Aggy € Aggg, as solugdes nao-dominadas (125, 105),
(104,132) e (96, 144) e as solugoes eficientes correspondentes (5, 5,0,5,0,5,5),
(5,5,0, 5,3,2,8) e (7,3,0,7,1,2,8) sao obtidas.

O algoritmo termina; a forma como o subintervalo ]0, 1] foi subdividido e as
solugoes encontradas sdo apresentadas na Figura 5.10. O simbolo (x) indica
que o intervalo foi apagado devido aos calculos de A\* depois de encontrada
uma solucgao.

5.4 Experiéncias computacionais, resultados e comentarios

Foram implementados dois algoritmos, para o problema de fluxos em redes, usando
linguagem de programagao C:

(pd) O Algoritmo 6 e

(par) um algoritmo paramétrico como descrito na Subsecgao 5.2.1, usando o sim-
plex para redes para determinar a primeira solugao eficiente. O algoritmo
paramétrico implementado calcula todas as solucoes éptimas alternativas de
forma a assegurar que todos os pontos eficientes extremos sao encontrados (ver
pagina 122 em Steuer, 1986).

O computador usado para os testes estava equipado com um processador Intel
Pentium 2.13GHz e 1GB de meméria RAM e foi utilizado o sistema operativo OS
X.

Tabela 5.5: Pardmetros do problema (u;j designa a capacidade, m designa o nimero de
nodos e n o nimero de arcos).

Tipode m n  Origens Destinos Oferta % Arcos da estrutura

problema Total com com Usj
ci; max ¢;; max

1 10 40 5 4 100 20 20 0-20

2 20 100 7 5 200 30 30 0-30

3 30 300 8 12 300 25 25 0-30

4 40 600 12 14 400 20 30 0-40

5 50 1000 15 15 600 25 25 0-40

6 60 1400 20 20 800 20 20 0-40
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Tabela 5.6: Resultados numéricos para todas as instancias.

Tipo de Média de Tempo CPU
instancia | Algoritmo | NDE(Y) Max Média Mediana Min Moda
1 pd o 003 001 002 0 0
par 006 002 0 0 0
2 pd 2963 020 013 014 008 014
par 008 003 003 002 002
3 pd 8567 316 232 238 145 194
par 011 006 005 003 005
4 pd 12677 1438 1030 1029 547 547
par 027 019 019 014 019
5) pd 20833 | 7505 50.74 5028 3273 3273
par 098 068 066 048 059
6 pd 28103 | 26789 13818 13313 6813 6813
par 180 123 119 089 111

Um conjunto de 180 instancias do problema de fluxos em redes foi gerado, u-
sando o gerador de redes NETGEN adaptado a este problema particular. Foram
considerados seis tipos de problemas com 30 instancias para cada um deles. Os
coeficientes das fungoes objectivo foram gerados aleatoriamente (usando a distribui-
¢ao uniforme) do conjunto de inteiros {0, 1,2,---,100}. Todos os arcos tém uma
capacidade limitada. Os restantes parametros dos problemas gerados estao listados
na Tabela 5.5 seguindo as convengoes do NETGEN (ver Klingman et al., 1974).

Tabela 5.7: Resultados numéricos para as instancias altamente degeneradas.

NDE(Y) Bases eficientes Tempo CPU

Nodos Arcos pd par
10 42 7 37 000 022
10 42 8 35 000 125
20 100 23 2333 020 141
20 100 21 2692 023 266
20 100 16 2998 014 149
20 100 13 7431 011 855
20 100 18 2041 020 127
20 100 20 3259 017 264
20 100 13 2979 016 380
20 100 22 5782 030 483

continua na proxima pagina
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continuag¢ao da pagina anterior

NDE(Y) Bases eficientes Tempo CPU

Nodos Arcos pd par
20 100 18 2581 024 153
20 100 11 3219 008 156
20 100 17 2802 017 122
20 100 17 4372 019 238
30 300 55 6007 152 1070
30 300 73 1322 192 241
30 300 56 8096 150 1720
30 300 59 2134 191 158
30 300 54 9493 125 763
30 300 53 13528 148 1699
30 300 51 5541 144 553
30 300 49 8902 169 781
30 300 56 17433 163 2334
40 600 68 4500 519 756
40 600 49 17912 236 3833
40 600 7 8847 230 1172
40 600 96 9923 425 1464
40 600 69 11168 248 3711
40 600 71 26659 291 17820
40 600 71 16631 225 3764
40 600 78 16291 259 3739

O algoritmo paramétrico gasta um tempo menor que o primal-dual para a maio-
ria das instancias (ver Tabela 5.6). No entanto, para algumas instancias o al-
goritmo primal-dual é mais rapido (ver Tabela 5.7 onde sao apresentados alguns
exemplos). Os custos de 31 instancias da Tabela 5.7 foram gerados de forma a
que as instancias resultantes fossem altamente degeneradas. Todas estas instancias
tém um grande nimero de bases eficientes, muito maior que o nimero de pontos
nao-dominados extremos, significando isto que existem muitas solugoes degenera-
das. Os nossos testes computacionais parecem apontar que o algoritmo primal-
-dual é mais adequado para resolver este tipo de instancias dificeis. A Figura 5.11
mostra que, quando o nimero de bases eficientes cresce quando comparado com
o numero de solugoes nao-dominadas, o tempo de CPU utilizado pelo algoritmo

primal-dual decresce quando comparado com este mesmo tempo gasto pelo algo-
numero de bases eficientes
numero de solucoes nao-dominadas extremas

ritmo paramétrico. Neste grafico u =

v — tempo CPU gasto por pd
~ tempo CPU gasto por par
cias da Tabela 5.5 mais 31 instancias adicionais geradas.

. 211 instancias foram consideradas, as 180 instan-
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Figura 5.11: (a) Nimero de bases eficientes por pontos ndao-dominados extremos (u)
versus taxa de tempo CPU gasto pelo algoritmo pd sobre o tempo CPU gasto pelo algoritmo
par (v); () 0 <u<3;(c)0<v<2.



Parte Il

Problemas lineares de fluxos em redes
inteiros multi-objectivo






Nesta parte apresentamos o trabalho realizado no ambito dos problemas dos flu-
x0s inteiros em redes com varios objectivos. No Capitulo 6, descrevemos um novo
algoritmo para identificar todas as solu¢Ges nao-dominadas ou eficientes suporta-
das para este problema. O algoritmo baseia-se nas condigoes de optimalidade de
uma solugao cuja rede residual associada nao contém qualquer circuito de custo
negativo e, no caso de haver solugoes 6ptimas alternativas, estas estao associadas
com circuitos de custo nulo. Assim, utilizando uma funcao objectivo adequada,
podemos determinar o conjunto das solugoes nao-dominadas ou eficientes supor-
tadas, procurando os circuitos de custo nulo, nas redes residuais associadas as
solucoes Optimas que vao sendo determinadas. Todo o algoritmo é construido
com base na demonstracao de um teorema que mostra a conexidade do conjunto
de todas as solugoes nao-dominadas suportadas com base no conceito de ciclo de
custo zero. O algoritmo proposto determina apenas as solu¢ées nao-dominadas
suportadas, embora se pense ser possivel generalizd-lo para determinar o conjunto
de todas as solugoes nao-dominadas. O algoritmo foi implementado e testado e os
resultados fazem parte deste capitulo também. No Capitulo 7, descrevemos um
algoritmo capaz de calcular todas as solugoes nao-dominadas e eficientes supor-
tadas e nao-suportadas para o problema bi-objectivo. Como é sabido as solugoes
eficientes/nao-dominadas deste problema podem ser obtidas recorrendo a resolu-
¢ao de problemas de restricao-¢, com uma escolha adequada do valor ¢. E essa a
estratégia utilizada: através da escolha adequada do valor de €, determinamos a
solucao 6ptima do problema de restricao-¢ associado, que nos dé uma das coorde-
nadas da solu¢ao nao-dominada correspondente. Queremos realgar aqui a forma
como ¢ feita a resolucao do problema de restrigao-c. E sabido que a introdugao
da restrigao-¢ no problema de fluxos em redes origina um novo problema que
nao é mais de fluxos em redes. No entanto, este problema pode ser resolvido
utilizando apenas problemas de fluxos em redes, através de um procedimento de
separacao e avaliacdo progressivas, permitindo dessa forma tirar vantagem das
propriedades deste tipo de problemas. O algoritmo proposto foi implementado e
os resultados fazem parte deste capitulo, assim como a sua andlise. Finalmente,
no Capitulo 8, um novo algoritmo para o cédlculo aproximado das solugoes nao-
-dominadas do problema de fluxos em redes é descrito. Este algoritmo utiliza a
capacidade que o algoritmo proposto no Capitulo 7 tem de ir buscar qualquer
solucao eficiente/nao-dominada. Deste modo, é possivel obter uma representagao
do conjunto de todas as solugoes eficientes/nao-dominadas com determinadas ca-
racteristicas definidas, por exemplo, pelo decisor. Esta caracteristica é de extrema
importancia considerando que nao existe uma “boa’” representacao, do conjunto de
todas as solugbes eficientes/nao-dominadas, mas existem alternativas diferentes,
como veremos também neste capitulo.







Capitulo 6

Determinacao de todas as solucoes inteiras
suportadas

Este capitulo é dedicado a determinacao das soluges suportadas, num problema
FRIMO. Comecamos por fazer uma breve introducao ao capitulo, explicando
como apareceu e a importancia do algoritmo proposto. Seguidamente, fazemos
uma caracterizacao das solugoes nao-dominadas como imagens das solugoes efici-
entes. Mostramos, através de exemplos, que nem todas as solugées no conjunto
das nao-dominadas suportadas sao imagens de solucoes eficientes extremas ou
intermédias. Depois, introduzimos conceitos tedricos, alguns dos quais sao novos
e descrevemos os diversos passos do algoritmo. Este algoritmo resulta da prova
de que o conjunto das solugoes suportadas é conexo. Apresentamos um exemplo
ilustrativo da aplicagdo do algoritmo. Finalmente, descrevemos como foi feita a
implementacao do algoritmo, listamos os resultados obtidos da resolugao de um
conjunto de problemas e analisamos esses resultados.
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6.1 Introducao

Este capitulo apresenta um novo algoritmo para determinar todas as solugoes efi-
cientes suportadas e todas as solucoes nao-dominadas suportadas, para o problema
de fluxos em redes inteiro multi-objectivo. O algoritmo utiliza a conexidade do
conjunto de solugoes eficientes associadas com os circuitos de custo zero numa rede
residual, demonstrada no Teorema 6.3.1. Convém referir que, tanto quanto é do
nosso conhecimento, nao havia até agora qualquer algoritmo dedicado ao célculo
das solucoes nao-dominadas suportadas, que conseguisse calcular todo o conjunto
destas solucoes. Um dos métodos mais utilizados, que foi usado por diversos investi-
gadores como determinando todas estas solugoes, verificou-se estar incorrecto, como
mostramos na Seccao 6.2.

6.2 Caracterizacao das solucoes nao-dominadas

Consideremos um problema FRIMO com regioes admissiveis X! e Y, no espaco das
variaveis de decisao e no espaco dos objectivos, respectivamente, como definido na
Subseccao 2.7.1. Contrariamente ao que acontece no problema FRMO, em que todas
as solucoes nao-dominadas pertencem a fronteira da regiao admissivel, neste pro-
blema podemos ter solugoes nao-dominadas na fronteira ou no interior de conv(Y?'),
isto é, podemos ter solucoes nao-dominadas suportadas ou nao-suportadas, como
vimos na Subsecgao 2.7.2.

Figura 6.1: Problema FRIBO.
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fa(X)
600 -
A 24, 46, 65, 79, 88, 93
19, 41, 60, 74, 84, 90
580 - 14, 36, 55, 70, 81
9, 31,51, 67
23, 45, 64, 78, 87, 92

[ B 4, 27, 48
560 - 18, 40, 59, 73, 83, 89

: 13, 35, 54, 69, 80

[ 8, 30, 50, 66
540 - 22, 44,63, 77, 86, 91

L 3, 26, 47

17, 39, 58, 72, 82

[ 12, 34, 53, 68
520 -

L 7, 29, 49

21, 43, 62, 76, 85
2, 25

[ 16, 38,57, 71
500 -

L 11, 33, 52

6, 28

[ 20,42,61, 75
480 - c 1

L 15, 37, 56

| 10, 32
460 - D 5

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L | f1(X)
430 440 450 460 470

Figura 6.2: Regiao admissivel no espago dos objectivos.

Sabemos que todos os pontos extremos do poliedro conv(Y!) sdo imagens de pon-
tos extremos do poliedro conv(X7), isto é, dado um ponto extremo y € conv(Y?)
existe sempre um ponto extremo z € conv(X?) tal que y = f(z) (ver Steuer, 1986,
Zeleny, 1974). Além disso, como estamos a admitir que todas as componentes dos
vectores u, b e da matriz C' sao inteiras, as solugoes associadas aos pontos extre-
mos tém componentes inteiras (ver Bazaraa et al., 2005). Como ¢é facil de ver,
nem todas as imagens de pontos extremos em conv(X ! ) s@o pontos extremos em
conv(YT). Como exemplo consideremos o problema FRIBO representado pela Fi-
gura 6.1. O conjunto das solugoes admissiveis, no espaco das varidveis de decisao,
tem 93 elementos no total, como pode ser visto em Figueira (2000) e na Tabela
6.1. A representagao da regiao admissivel no espaco dos objectivos esta na Figura
6.2, com a numeracao das solugoes cujas imagens sao representadas pelos pontos
respectivos. O poliedro conv(X') tem 12 pontos extremos correspondentes a 12 so-
lugoes basicas admissiveis, numeradas 1,4, 5,20, 24,47,48,75,89, 90,91, 93. Destas,
as solugoes 89, 90, 91 e 93 sao degeneradas. Ao olhar para a Figura 6.2 podemos
constatar que todos os pontos extremos do poliedro conv(Y?) sdo imagens de pelo
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menos um ponto extremo de conv(X7T). Alguns sdo imagens de apenas um ponto
extremo, como ¢é o caso do ponto 5, mas outros sao imagens de mais que um ponto
extremo como, por exemplo, o ponto extremo mais a esquerda que é imagem dos
pontos extremos 24 e 93.

(6,20)

[0,5]

Figura 6.3: Problema FRIBO.

Tabela 6.1: Solugdes admissiveis do problema da Figura 6.1.

N° | x12 x13 @23 To4 T34 T35 Tas Y1 Y2
1 5 5 0 5 0 5 5 | 455 480
2 5 5 0 5 1 4 6 | 450 508
3 5 5 0 5 2 3 7| 445 536
4 5 5 0 5 3 2 8 | 440 564
5 5 5 1 4 0 6 4 | 459 460
6 5 5 1 4 1 5 5 | 454 488
7 5 5 1 4 2 4 6 | 449 516
8 5 5 1 4 3 3 7| 444 544
9 5 5 1 4 4 2 8 | 439 572

10 5 5 2 3 1 6 4 | 458 468

11 5 5 2 3 2 5 5| 453 496

12 5 5 2 3 3 4 6 | 448 524

13 5 5 2 3 4 3 7| 443 552

continua na préxima pagina
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continuagao da pagina anterior
N° | 13 @3 @o3 Xy T3za T3z Tys Y1 Y2
14 5 5 2 3 5 2 8 | 438 580
15 5 5 3 2 2 6 4| 457 476
16 5 ) 3 2 3 ) 51 452 504
17 ) ) 3 2 4 4 6 | 447 532
18 ) ) 3 2 5 3 71 442 560
19 5 5 3 2 6 2 8 | 437 588
20 5 5 4 1 3 6 4 | 456 484
21 5 5 4 1 4 5 5| 451 512
22 5 5 4 1 ) 4 6 | 446 540
23 5 ) 4 1 6 3 71 441 568
24 5 5 4 1 7 2 8 | 436 596
25 6 4 0 6 0 4 6 | 450 508
26 6 4 0 6 1 3 7| 445 536
27 6 4 0 6 2 2 8 | 440 564
28 6 4 1 5 0 5 5| 454 488
29 6 4 1 5 1 4 6 | 449 516
30 6 4 1 5 2 3 7| 444 544
31 6 4 1 5 3 2 8| 439 572
32 6 4 2 4 0 6 4| 458 468
33 6 4 2 4 1 ) 5| 453 496
34 6 4 2 4 2 4 6 | 448 524
35 6 4 2 4 3 3 7| 443 552
36 6 4 2 4 4 2 8 | 438 580
37 6 4 3 3 1 6 4| 457 476
38 6 4 3 3 2 ) 5| 452 504
39 6 4 3 3 3 4 6 | 447 532
40 6 4 3 3 4 3 71 442 560
41 6 4 3 3 5 2 8 | 437 588
42 6 4 4 2 2 6 4| 456 484
43 6 4 4 2 3 ) 5| 451 512
44 6 4 4 2 4 4 6 | 446 540
45 6 4 4 2 5 3 71 441 568
46 6 4 4 2 6 2 8 | 436 596
47 7 3 0 7 0 3 7 | 445 536
48 7 3 0 7 1 2 8 | 440 564
49 7 3 1 6 0 4 6 | 449 516
50 7 3 1 6 1 3 7| 444 544
51 7 3 1 6 2 2 8| 439 572
52 7 3 2 5 0 5 5| 453 496
53 7 3 2 5 1 4 6 | 448 524
54 7 3 2 5 2 3 7| 443 552
continua na préxima pagina
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continuagao da pagina anterior

N° | 212 ™13 T23 24 T34 T3z 45 Y1 Y2
55 7 3 2 5 3 2 8 | 438 580
56 7 3 3 4 0 6 4 | 457 476
57 7 3 3 4 1 5 5| 452 504
58 7 3 3 4 2 4 6 | 447 532
59 7 3 3 4 3 3 7| 442 560
60 7 3 3 4 4 2 8 | 437 588
61 7 3 4 3 1 6 4| 456 484
62 7 3 4 3 2 5 5| 451 512
63 7 3 4 3 3 4 6 | 446 540
64 7 3 4 3 4 3 7| 441 568
65 7 3 4 3 ) 2 8| 436 596
66 8 2 1 7 0 3 7| 444 544
67 8 2 1 7 1 2 8| 439 572
68 8 2 2 6 0 4 6 | 448 524
69 8 2 2 6 1 3 7| 443 552
70 8 2 2 6 2 2 8 | 438 580
71 8 2 3 5 0 5 5| 452 504
72 8 2 3 5 1 4 6 | 447 532
73 8 2 3 5 2 3 71 442 560
74 8 2 3 b) 3 2 8 | 437 588
75 8 2 4 4 0 6 4 | 456 484
76 8 2 4 4 1 5 5| 451 512
77 8 2 4 4 2 4 6 | 446 540
78 8 2 4 4 3 3 7| 441 568
79 8 2 4 4 4 2 8 | 436 596
80 9 1 2 7 0 3 7| 443 552
81 9 1 2 7 1 2 8 | 438 580
82 9 1 3 6 0 4 6 | 447 532
83 9 1 3 6 1 3 7| 442 560
84 9 1 3 6 2 2 8 | 437 588
85 9 1 4 5 0 5 5| 451 512
86 9 1 4 5 1 4 6 | 446 540
87 9 1 4 5 2 3 7| 441 568
88 9 1 4 5 3 2 8 | 436 596
89 10 0 3 7 0 3 7| 442 560
90 10 0 3 7 1 2 8 | 437 588
91 10 0 4 6 0 4 6 | 446 540
92 10 0 4 6 1 3 7| 441 568
93 10 0 4 6 2 2 8 | 436 596

Temos ainda pontos extremos como imagens de pontos nao extremos associados
a solugoes nao-basicas como, por exemplo, o ponto extremo mais a esquerda que é
imagem das solucoes nao-basicas 46, 65, 79 e 88.

Relativamente as restantes solugoes nao-dominadas, temos pontos nao-extremos
que sao imagens de pontos extremos. Por exemplo, as solugoes 47 e 90 sao solugoes
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basicas admissiveis extremas, representadas por pontos extremos em conv(X7') e as
suas imagens sao solugoes nao-dominadas suportadas, mas nao-extremas. Podemos,
por isso, dizer que nem toda a solugao eficiente extrema tem como imagem uma
solugao nao-dominada extrema. Podemos ainda ter solugoes eficientes extremas que
tém como imagens solugoes nao-dominadas nao-suportadas. No exemplo que temos
estado a considerar a solugao 89 é eficiente extrema, mas a sua imagem é uma solugao
nao-dominada nao-suportada.

Outra caracteristica, que se torna bastante importante, uma vez que nao foi con-
siderada por muitos investigadores, como referido no Capitulo 3, é que nem todas
as solugoes nao-dominadas suportadas sao imagens de solugoes eficientes extremas
ou intermédias. Mostramos este aspecto nos dois exemplos seguintes. Considere-
mos, em primeiro lugar, o problema FRIBO da Figura 6.3. Uma parte da regiao
admissivel, no espago dos objectivos, estd representada na Figura 6.4.

f2(x)
360 -

L (290,356) ® 256, 236, 189, 121, 61, 229, 177, 106, 48, 163, 92, 40, 79, 29, 22

340+ ..
(293,331) + 212, 150, 80, 31, 134, 67, 23, 56, 17, 12

320+ . .

L (296,306) s+ 105, 45; 13, 36, 8, 6
300+ .. °
2801 (299,281) 21, "4t 2
260 -

L (302,256) e 1 °°

L L L L L S L L L L L L L L L L L L L | f1(X)

200 300 400 500 600

Figura 6.4: Parte da regido admissivel no espaco dos objectivos.

Repare-se, por exemplo, no ponto (290, 356). Este ponto é imagem de 15 so-
lugoes, 3 das quais, as solugoes 256, 61 e 22, sao bésicas admissiveis, isto €, sao
representadas por pontos extremos no poliedro conv(X?!). Calculdmos todas as so-
lugoes intermédias daquelas 3 solucoes e verificAmos que algumas das solucoes que
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tém como imagem este ponto nao sao intermédias. Assim, quando passamos da
solugao 256 para a 61 através de uma operacao de pivota¢ao sao obtidas as solugoes
intermédias 236, 189 e 121; quando passamos da solucao 256 para a 22 sao obtidas as
solugoes intermédias 229, 163 e 79; e quando passamos da 61 para a 22 sao obtidas
as solucoes 48, 40 e 29. Desta forma as solugoes 236, 189, 121, 229, 163, 79, 48, 40
e 29 sao solugoes intermédias e as solucoes 177, 106 e 92 sao solugoes nao-basicas
nao-intermédias. Neste caso, todas as solucoes tém a mesma imagem e havia, por
isso, varias formas de a obter.

Figura 6.5: Problema FRIBO.

Vejamos agora um outro exemplo, onde a determinagao das imagens das solu-
¢oes extremas e intermédias deixa algumas das solugoes nao-dominadas suportadas
por identificar. Consideremos o problema FRIBO representado na Figura 6.5. O
conjunto das solugoes nao-dominadas suportadas esta representado na Figura 6.6.
As solugoes admissiveis sao as mesmas do primeiro exemplo, isto é, do problema
FRIBO da Figura 6.1. Neste caso cada solu¢ao nao-dominada é imagem apenas de
uma solucao do espaco das varidveis de decisao. As solugoes 1, 47, 5, 89, 75 e 91
sao bésicas admissiveis sendo as solugoes 89 e 91 degeneradas. A solucao 1 tem
como solugoes adjacentes as solugoes 47, 5 e 4, mas apenas as solugoes 47 e 5 sao
suportadas. Quando passamos da solucao 1 para a adjacente 47 é obtida a solucao
25 como intermédia e quando passamos da solugao 1 para a 5 nao existem solugoes
intermédias. A solugao 47 tem como solugoes adjacentes as solugoes 89, 1 e 48. A
solucao 48 nao ¢é eficiente. Quando passamos da solucao 47 para a 89 temos como
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solugoes intermédias 66 e 80. A solugao 5 tem como adjacentes as solugoes 1, 75 e
20. A solugao 20 nao pertence ao conjunto das eficientes. Entre as solugoes 5 e 75
existem as solucoes intermédias 32 e 56. Podemos em conclusao dizer que entre os
pontos representados 1 e 75 as solucoes nao-dominadas suportadas que sao imagens
de intermédias sao as designadas por 25, 66, 80, 32 e 56. Desta forma as solugoes
28 e 49 apesar de nao-dominadas e suportadas nao sao imagens de solucoes bésicas
admissiveis ou de solugoes intermédias. Para visualizarmos melhor o tipo de solugoes
neste exemplo consideremos a representacao das solucoes eficientes. Este problema
(Figura 6.5) pode ser formulado da seguinte forma:

“minimizar” (151312 + 261’13 + 25$23 + 235(734 + 12%35 + 25$45,
21’12 + ]_91’13 + ].05(]23 + ]_5.1?24 + 221’34 + 27[[’35 + 28[E45),

sujeito a: 19 +213 =10,
—Z12 +To3 +To4 =0,
—T13 —T23 +T34 +T35 =0,
—Toq —T34 +r45 =0,

T35 +ZE45 = 10,

0<7212<10,0<213<5,0< w93 <4, 0 2y <7,
O0< w3 <8, 0< 35 <6,0< 145 <8e
T12, T13, T23, Ta4, T34, T35, Ty45 INLEIroS.

fa(x)
460 ¢
455 [ .
Toos,
257
450 | .
5 .
28,5%
445 | 4%6

440 | 32526
435 |
430 | 89’

425 | 758%1.

390 400 410 420 430 440 450

Figura 6.6: Representacdo do conjunto das solugoes nao-dominadas suportadas.
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Consideremos a representacao em R3 da regido admissivel deste problema, de
acordo com a Subseccao 2.4. Para isso notemos que o problema dado é equivalente
ao seguinte problema de programacao linear inteira:

“minimizar” (151’12 + 261’13 + 251‘23 + 23%’34 + 1233’35 + 251‘45,
2:[1‘12 + 19:13'13 + 10513'23 + 1533’24 + 2233'34 + 273735 + 283745),

sujeito a: 12 413 = 10,
13 +x23 +Toy = 10,
Tog  +T3s +T35 = 10,

Tog  +T3y —1y5 =0,

0<212<10,0< 213 <5, 0< w3 <4, 0294 <7,
0< 234 <8 0<w35<6,0<wy5< 8¢
T12, T13, T23, T4, T34, T35, T45 INLEITOS.

Figura 6.7: Solido representando a envolvente convexa da regido admissivel do problema
na Figura 6.5.

Consideremos as variaveis o1s, Ta3, T35 € T45 como variaveis de folga na primeira,
segunda, terceira e quarta restrigoes, respectivamente. A regiao admissivel pode ser
representada em R? usando apenas as trés varidveis de decisao 13, Tos € T34. A
envolvente convexa da regiao admissivel é o poliedro representado na Figura 6.7. O
conjunto das solugoes eficientes suportadas esta representado na Figura 6.8 pelos
pontos numerados de acordo com a notagao utilizada anteriormente. Nesta figura
veem-se claramente os pontos extremos e os pontos intermédios, nos segmentos de
recta entre dois pontos extremos. Os pontos 28, 52, 49, 71, 68 e 82 sao pontos que
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nao estao associados com solugoes extremas nem com solugoes intermédias, mas, no

entanto, sao solucoes suportadas porque as suas imagens sao pontos da fronteira de
>
Y=,

X34 ‘

X13

Figura 6.8: Conjunto de solucdes eficientes.

6.3 Algoritmo de circuito de custo nulo

Nesta secgao introduzimos os conceitos tedricos que servem de suporte ao novo
algoritmo proposto. Consideremos o problema FICM associado a rede N = (G, ¢,
[, u, b). A optimalidade de uma solugao, *, para este problema pode ser avaliada
através do custo dos circuitos numa rede residual. Como foi visto na Secgao 2.5,
sabe-se que a rede residual N(z*), associada a solugao 6ptima z* do problema FICM,
nao contém qualquer circuito de custo negativo. Definimos custo reduzido (2.5) de
um arco (7,7) como a quantidade ¢; = ¢;; — m; + 7;. Esta definigdo é aplicavel
tanto a rede residual como a rede associada ao problema inicial. A solugao x* é uma

solucao éptima para o problema FICM se e s6 se ¢;; > 0, para todo o arco (7,7) em
N(z*).

Definigao 6.3.1 Designemos por z' e x” duas solucoes admissiveis do problema
FICM. A solucao x" diz-se uma solugcao de ciclo adjacente de x' se x” pode ser
obtida a partir de x' acrescentando § unidades de fluzo num ciclo em N, no sentido
do arco (p,q), associado a um circuito W em N(z'), onde § = r,, = min{r;; : (¢, ) €
W1, A solugdo obtida através do aumento de &, unidades de fluxo neste ciclo, onde
0 < &1 < & com 0y inteiro, designa-se por solu¢ao de ciclo intermédia de (2, z").
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Proposigao 6.3.1 Se x” € uma solucao de ciclo adjacente de x' entao ou x’' € uma
solugao de ciclo adjacente de " ou z' € uma solugdo de ciclo intermédia de (x", 2",
onde " € uma solugcao de ciclo adjacente de x”.

Demonstragdo: Se z” é uma solucao de ciclo adjacente de x’ entao existe um ciclo,
il—al—ig—ag N ~—is—as—i1 (ak = (ik,’ik+1) ou ap = (ik+1,ik), k= 1,2, cee ,S—l [§
as = (is,11) ou as = (i1,15)), na rede N, tal que o aumento de ¢ unidades de fluxo ao
longo deste ciclo leva a solucao z”. Consideremos a soluc¢ao z” e o ciclo anterior com
o sentido contrario, i1 — a5 —is- -+ — as — is — a1 — i1. A mesma quantidade de fluxo
enviada através deste ciclo origina a solugao z’. Sendo W o circuito correspondente
na rede residual N(z”) e 6 = min{r;; : (¢,5) € W} entdo 2’ é uma solugao de ciclo
adjacente de . Se ¢ < min{r;; : (¢,5) € W}, 2/ é uma solugao de ciclo intermédia
de (z”,2"), onde 2" é uma solucdo de ciclo adjacente de x”.

O

Proposigao 6.3.2 Consideremos dois pontos extremos adjacentes x' e x” do poli-
edro X. Se x” € uma solugcao de ciclo adjacente de x', entao x' é também uma
solugao de ciclo adjacente de x”.

Demonstracdo:  Sabemos que se 2’ e z” sdo solugoes extremas adjacentes, entao
existe pelo menos um ciclo incremental em N que permite obter uma solucao a
partir da outra através de um aumento de fluxo ao longo deste ciclo. Estes ciclos
estao associados a circuitos W e W’ em N(z') e N(x”), respectivamente, e definem
2" como uma solucao de ciclo adjacente de z’ e vice-versa.

O

Consideremos o problema paramétrico de fluxos em redes inteiro:

p
minimizar Y Apcfz,

(6.1)
sujeito a:  x € B®,

para algum A = (A, Ag,- -+, A\,) € A e B® C X1,

No que se segue, assumiremos que o problema FRIMO tem mais que uma so-
lugao nao-dominada suportada. Usamos a designagao sequéncia de ciclos como
uma sequéncia de solucdes ptimas 2™, 23 ... 2 para o problema (6.1), com
B® = X7 tal que para cada par, (2@, z(@+) 2@+ & uma solucdo de ciclo adja-
cente de 29, ¢ = 1,2,--- ,p — 1, para algum problema do tipo (6.1). Uma solucio
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r € X! diz-se estar numa sequéncia de ciclos ),z ... 2P se z é uma das so-
lucoes 21, 2@ ... 2P ou se 2 é uma solucdo de ciclo intermédia de (2@ z(@+D),
para algum ¢ =1,2,--- ,p— 1.

As solugdes nao-dominadas suportadas estdo na fronteira de Y2, Mostramos
a seguir que o conjunto de todas as solucoes nao-dominadas suportadas para o
problema FRIMO é conexo.

Teorema 6.3.1 Consideremos duas solucoes nao-dominadas suportadas e extremas
y = f(2') ey” = f(2") do problema FRIMO, na mesma face nao-dominada maxima,
Fy, na fronteira de YZ. Qualquer solucdo nio-dominada suportada em Fy € imagem

de uma solucdo eficiente numa sequéncia de ciclos «’,--- , x".

Demonstragdo: Para qualquer face eficiente méxima, Fy de X, f(Fy) é uma face
nao-dominada maxima de Y; e para cada face nao-dominada méaxima, Fy de Y,
f7YFy) N X é uma face eficiente maxima de X (ver Dauer & Gallagher, 1996).
Além disso, sabemos que os pontos de uma face eficiente maxima, F'x, sao solugoes
6ptimas do problema (6.1) para um valor fixo A” = (A}, A3, -, \)) € A (ver, por
exemplo, Gal, 1977). Estamos apenas interessados nos pontos em Fy e Fy com
componentes inteiras.

A seguir mostramos que dada uma solugao éptima do problema (6.1), com B (k) =
X!, podemos determinar todas as solucoes éptimas restantes em X! através dos
circuitos de custo zero das redes residuais associadas as solugoes ja encontradas.
Assumiremos, sem perda de generalidade, que entre dois nodos, 7 e j, na rede N,
nao existe mais do que um arco, o arco (i, 7) ou o arco (J,1).

Dadas duas solucdes 6ptimas 2™, 2 de (6.1), com A = A\’ e B® = XTI
ou M, --.  2® ¢ uma sequéncia de ciclos ou z(® estd numa sequéncia de ciclos
e ... 20 De facto, a rede residual, N(z(!)), tem pelo menos um circuito de

custo zero; caso contrério, considerando (") como o melhor fluxo (aquele que tem o
menor custo) para este problema, o segundo melhor fluxo (calculado, por exemplo,
usando o algoritmo da determinagao do segundo melhor fluxo de Hamacher, 1995)
teria um custo maior que o custo do fluxo (M, mas isto significaria que o problema
(6.1), com B® = X tinha apenas uma solucdo éptima, o que ndo é verdade, porque
assumimos que os objectivos estao todos em conflito. Consideremos a solucao de
ciclo adjacente, ("D, de (1) obtida através do circuito de custo zero W) em

N(zM). Se D = 22 ou ? é uma solucio de ciclo intermédia de (z(V), z(1Y)
entao a demonstragao termina. Caso contrario, consideremos o aumento de fluxo
com § = rp, = min{ry : (i,j) € WO} unidades que nos leva ao fluxo z:b.

Consideremos a particio de X! em dois conjuntos, BM) e B® de acordo com o
sentido do ciclo correspondente na rede N:
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(1) se o seu sentido é o mesmo do arco (p,q) na rede N, consideremos o conjunto

BY ={z: 1€ Xlel, < 7, < ay}, onde a,, é o fluxo do arco (p,q) na
solucao z(M:

Y . . 1 o . I
(2) caso contrério, consideremos o conjunto BV = {z: 2 € X! e a,, < 74 < ugp},

onde a,, é o fluxo do arco (g, p) na solugao zV;

e o conjunto B® = X1\ BW, Verifica-se que z(V) € BM, 2D ¢ B? e 12 estd
em B ou B®. Vejamos o que acontece em cada um destes dois casos:

a)

Se 23 € BMW | consideremos 2" como a melhor solucio do problema:

p

minimizar Y Apckz,
k=1

sujeito a:  x € BW),

e a rede N associada com este problema. Determinemos a solugao de ciclo
adjacente, 212 de z) através do circuito de custo zero W2 em N(zM)
(z(1?) existe, uma vez que £ tem o mesmo custo que x(Y)). Se esta solu-
cdo é 2® ou se #? é uma solucdo de ciclo intermédia de (z™M,z(1?)) entdo
a demonstracao termina. Caso contrario, consideremos o aumento de fluxo de
Tpy = min{ry; : (i,7) € W2} unidades que conduz ao fluxo ¥ . Considere-
mos a particdo de BM) nos subconjuntos BMY e B2 da mesma forma que a
particdo de X foi feita nos conjuntos B e B® em (1) e (2).

se 22 estd em B® consideremos z(MY) como a melhor solucio do problema:

p
minimizar Y A\cFr,
k=1
sujeito a:  x € B@,

e a nova rede N associada com este problema. Calculemos a solucao de ciclo
adjacente, 210 de x(bY através do circuito de custo zero WD em N(z(1D).
Se (1Y = 2(2) ou 2(2) ¢ uma solugdo de ciclo intermédia de (x| x(L1Y) entdo a
demonstracao termina. Caso contrario, consideremos o aumento de fluxo de r,, =
min{r; : (4,7) € WEEDY unidades que conduz ao fluxo 211, Consideremos a
particao de B® nos subconjuntos B> e B*2) da mesma forma que foi feita a
particdo de X7 em BM e B® em (1) e (2).

Repetindo este processo encontraremos uma sequéncia de ciclos (W, - -+ 2® tal que
z® = 20 ou tal que ¥ estd na sequéncia de ciclos ), - 23,

ciclos 2/, - -+ ,x”. De facto, sabemos que = estd numa sequéncia de ciclos z/,--- ,

Concluimos que a solucdo 6ptima z de (6.1), com B*) = X' est4 na sequéncia de
"
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e a sequéncia de ciclos 2/, -+, 2" pode ser subdividida em duas sequéncias de ci-
clos o/,--- 2" e 2" ,--- ,2”. Assim a sequéncia de ciclos 2/, -+ , 2" contém = e a
demonstracao termina.

O

Podemos agora dizer que o conjunto de todas as solugoes nao-dominadas su-
portadas para o problema FRIMO ¢é conexo, uma vez que o conjunto dos pontos
extremos nao-dominados também é conexo.

Proposicao 6.3.3 O conjunto das solugoes eficientes suportadas para um problema
FRIMO € conexo.

Demonstracao: O conjunto das solugoes eficientes extremas do problema FRMO é
conexo como foi demonstrado, em 1983, por Warburton (1983). O Teorema 6.3.1
mostra que todas as solucgoes eficientes suportadas, numa mesma face, estao numa
sequencia de ciclos com origem numa solucao eficiente extrema. Assim, concluimos
que o conjunto de solucoes eficientes suportadas para o problema FRIMO é conexo.

O

A demonstragao do Teorema 6.3.1 da origem ao Algoritmo 7 que determina
todas as solugoes eficientes/nao-dominadas suportadas para o problema FRIMO.
Consideremos o problema paramétrico (6.1), com B® = X para algum A, fixo,
associado a face eficiente maxima Fx € X e a solugao nao-dominada 3’ = f(2') tal
que ¥’ € Fx. O Teorema 6.3.1 diz que todas as solugoes eficientes em Fx para o
problema FRIMO estao numa sequéncia de ciclos 2/, ..., 2”.

Os valores dos \’s para cada face eficiente sao calculados através dos custos de
um circuito na rede residual. Podemos comecar por calcular a solucao nao-dominada
associada com o minimo do objectivo de ordem p resolvendo um problema do tipo
(6.1), com B® = X, para valores de Aj,Ay,---, )\, 1 positivos e suficientemente
préximos de 0 e tais que A\, = 1 — Ay — Ay — -+ — 1. Este problema pode
ser resolvido utilizando o algoritmo de eliminacao dos circuitos de custo negativo
(Algoritmo 2). Designemos por z) a solucdo encontrada. Esta solucio ndo tem
circuitos de custo negativo e Z(m)ew S, )\kcfj > 0, para todo o circuito W em
N(z™M). Este sistema de desigualdades permite a determinacio de um vector A
associado & face eficiente maxima contendo z). Gal (1977) mostra como isto pode
ser feito para todas as faces eficientes maximas. Se tivermos apenas dois ou trés
objectivos, o procedimento seguinte pode ser usado.
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Algoritmo 7 Algoritmo do circuito de custo zero.
{Determina todas as solugoes eficientes suportadas para o problema FRIMO. }

input: Rede orientada N = (G, (¢!, ¢2, ---, ¢P), u, b).
output: Conjunto de todas as solugoes nao-dominadas (eficientes)
suportadas do problema FRIMO: Y, (Xy).

(1) begin

(2) Calcular o conjunto de todos os X’s, A\, A2 ... X®) agsociados as
(3) faces eficientes maximas Fp, Fb, - -+ , F} e um ponto extremo para cada
(4) face, z1), 2 ... z(®) respectivamente;

(5) E <« {(zW XD XD (@ XD x) ... (2 AO X1}, onde 2 é
(6) tal que f(z®) =y®) k=1,2--- ¢

(7) Ys < {y(ll)a y(2l)¢ T 7y(tl)};

(8) X, {2022 ..o 2} (Estas solugdes sao as do conjunto E
(9) depois de eliminar as repetigoes);

(10)  while (E # () do

(11)  begin

(12) B+ BE\{® 0, B)}

(13) Considerar o problema mingep > h_; MecFa para A = \#) e a rede
(14) correspondente N;

(15) if (existir uma solugao de ciclo adjacente, z(*), de z(*) associada
(16) a um circuito de custo zero W na rede residual N(z*¥) e

(17) com um arco (I, q) tal que 4y = min{r;; : (i,7) € W}) do

(18) begin

(19) Juntar os elementos (2, \*), BM) ¢ (z*) A\*) B?)) a0 con-
(20) junto E, onde B? = B\ B e B ={zx € B:0< 21, < iy}
(21) se 0 arco (I,q) € Nou BN = {2 € B:ay < xy < ug) caso
(22) contrario, onde ajq (aq) é o fluxo do arco (I,q) ((g,!)) na solu-
(23) cao (¥

(24) if (y*) nao estd em Y;) then Y, + Y, U {y¥)};

(25) if (z*) nao estd em X,) then X, « X, U {z(*)};

(26) for (%) solucdo de ciclo intermédia de (z*), (%)) do

(27) begin

(28) if (y*") ndo pertence a Y;) then Y, « Y, U {y¥")};

(29) if (z(*") nao pertence a X,) then X, + X, U {z(*"};

(30) end

(31) end

(32) end

(33) end
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Quando o problema tem dois objectivos, a Linha (2) do Algoritmo 7 pode comecar
pelo calculo de todas as solugoes nao-dominadas suportadas extremas, isto é, os
pontos extremos do conjunto YZ. Isto pode ser feito usando, por exemplo, uma
pesquisa dicotémica ou um problema paramétrico resolvido através do algoritmo de
ciclo-negativo ou através do algoritmo primal-dual (ver, por exemplo, Ehrgott, 2005
e Eusébio et al., 2008). As faces ndo-dominadas méximas sao, neste caso, segmen-
tos de recta ligando pares de solugoes nao-dominadas adjacentes, uma vez que Y
apenas terd uma face nao-dominada de dimensao 0 se o numero de solugoes nao-
dominadas extremas for igual a 1. Suponhamos que o declive de um segmento € d,
entdo o vector A associado a esta face nao-dominada méxima ¢ A = (74,1 — 742,
Se o problema FRIMO tiver trés objectivos entao o problema pode ter faces nao-
-dominadas maximas de dimensao 2 ou segmentos de recta. As faces de dimensao
2 sao parte do plano cuja equacao é Ay, + By, + Cys = D, A, B,C > 0. Neste
caso temos A\ = (A—i-g—i-C’ A+§+C, A+g+c)' Se a face nao-dominada maxima é um
segmento de recta existem, em geral, varios vectores A\. Os candidatos sao encon-
trados entre os vectores perpendiculares a este segmento de recta, de tal forma que

p
)\k>0,k:1,2,--~,pe Z/\kzl
k=1

6.4 Exemplo ilustrativo

Consideremos o problema FRIMO, com trés objectivos, representado na Figura 6.9.

bi (ck, ¢, cb) bj

ijr i “ig

(L, i)

(7,24,3)

Figura 6.9: Problema FRIMO.

No primeiro passo do algoritmo, as faces eficientes maximas, para este problema,
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sao determinadas. Estas faces sao os poligonos [ABCDEF] e [CDIH] e o segmento
de recta [I.J]. Estas faces estao representadas na Figura 6.10 e 6.11 no espaco das
variaveis de decis@o e no espago dos objectivos, respectivamente (ver os poligonos a
cinzento). O ponto C' associado & solucdo eficiente (V) = (7,3,0,7,0,3,7) pertence
as duas primeiras faces e o ponto I associado a solucdo z® = (10,0,3,7,1,2,8)
pertence ao segmento de recta [I.J]. Os \'s associados com estas faces sao A =
(33, 5.55), A& = (.1 4) ¢ A®) = (1,5, 15), respectivamente. Assim, temos,
inicialmente, F = {(x(lg, A X () )\(2%,XI), (23, A3 XD} Y, = {yD,y®} =
{(445,536,74), (442,560, 71)} e X, = {zM, 2®} = {(7, 3,0, 7,0, 3, 7), (10, 0, 3, 7,
1,2, 8)}.

Figura 6.10: Conjunto de solugoes eficientes para o problema FRIMO na Figura 6.9.

Figura 6.11: Conjunto de solu¢des nao-dominadas para o problema FRIMO na Figura
6.9.
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It.1: No segundo passo do algoritmo consideramos o elemento (zV, A\ X7T) =
((7,3,0,7,0,3,7), (55, 5> 31), X') em E e colocamos

E« {(zW, \& XT) (z® X&) X1},

Consideremos o problema auxiliar associado a primeira face.

minimizar & fl( )+ 9f2( r) + 21f3( )

%3712 + 4 1‘13 + 2 5523 + 5125524 + —1'34 =+ %3735 + 1 63 L0245,
sujeito a: T1io —i—xlg =10,
—T12 +To3 +Toy =0,
—T13 —x23 +T34 +Ts3s =0,
—Ty —T34 +r45 =0,

—r35 —x45 = —10,
12 < 10,213 < 5,293 < 4,294 < 7,234 < 8,735 < 6,245 <8,
T12,T13, T23, Toa, T34, T35, T45 = 0 € inteiro.

A rede residual associada & solugao (") (Figura 6.12) estd na Figura 6.13. Con-
sideremos a solugao de ciclo adjacente #™* = (10,0, 3,7,0,3,7) obtida através
do ciclo de custo zero 1 —2 —3 — 1. (« (1), @) tem x( ) =(8,2,1,7,0,3,7) e
2% =(9,1,2,7,0,3,7) como solucdes intermédias. As solucdes ndo-dominadas
correspondentes sio ) = (442,560, 71), y©®) = (444, 544, 73) e y(©) = (443,
552, 72).

AW O

O—®

(i, uis] 35

63

[0,7] 7

Figura 6.12: Solu¢io (V.
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Figura 6.13: N(z(1).

O novo conjunto E é o seguinte:

E= {(x(l),/\(l),B(l) —{re X 0<an<TY),
(:17(4) AD B@ — {z € XT:8< s < 10}),
(

Temos, Y, = {y®,y®,y® y® O} ¢ X, = {20, 20) ;@ 76) 56

It.2: Como E # {} o algoritmo continua considerando (z(V, \), BM) ¢ E. E <«
E\ Az, 0, BW)}.

A rede residual associada & solucao M) (Figura 6.14), na rede associada
com BW, estd representada na Figura 6.15. Consideremos a solucio de ci-
clo adjacente z(" = (5,5,0,5,0,5,5) obtida através do ciclo de custo zero
1-3-5—4—2—1. (2, 2) tem 2® = (6,4,0,6,0,4,6) como solugio inter-
média. As solucdes ndo-dominadas correspondentes sdo y(¥ = (455,480, 70)
e y® = (450,508, 72).
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Figura 6.15: N(z(1).

O novo conjunto E é o seguinte:

E—{(M AD B = £z e XT:0< < Te0< oy <3},
(:L'(7) )\()B(lz—{xeXI 0< 22 <T7ed < a3 <5},
(zW AD B® = {7 e XT:8 < xyy <10}),
(zM A@ X1,
(®, A0, X’)}.
Os novos conjuntos Y, e X, sdo Y, = {y Y@,y y© (M @)Y e

X, = {20, 2@ 2@ 260 56 20 4O},
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1t.3:

It.4:

1t.5:
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Como E # {} o algoritmo continua, considerando (z"),\(), BAY) ¢ F.
E <+ E\ {(zW,\0), BL)Y,

Consideremos a solucdo de ciclo adjacente () = (7,3,3,4,0,6,4) obtida
através do ciclo de custo zero 2 — 3 — 5 — 4 — 2 na rede associada com
BAY (M ) tem 219 = (7,3,1,6,0,4,6) e 2V = (7,3,2,5,0,5,5)
como solucoes intermédias. As solucoes nao-dominadas correspondentes sao
Yy = (457,476,65), y(10 = (449,516, 71) e y'V) = (453,496, 68).

O novo conjunto E é

E= {(x(l),)\(l),B(l’l’l) —{re X 0< e <Te0< o <3e0< oy <3
(N BAED — fp e XTI 0< 2y <Te0< a3 <3ed<ass <6},
(2D XV B —fp e XT:0< 2y < Ted <xys <5)),
(ZE4) )\(1 B® {rx e XT:8< 2, <10}),
(M, N2 XT),
(2, \®) Xf)}

Os novos Conjuntos sz € Xs a0 Y; = {y(l)a y(3)7 y(4)7 y(5)7 y(6)7 3/(7)7 y(8)7 y(9)7
Y10 (DY o X, = {200 23 p@) 26) 5O oM 5E) 5©) 510 LDy,

Como E # {} o algoritmo continua, considerando (z™, XV, BALLY) € F ¢
B = £\ {(at9, A0, 504}

N#o existem circuitos de custo zero na rede residual associada com BB,

Como E # {} o algoritmo continua, considerando (z® A1 BL12)Y) ¢ R
E <+ E\ {(z®,\M, pL1.2))1

Consideremos a solucdo de ciclo adjacente (!9 = (7,3,1,6,0,4,6) obtida
através do ciclo de custo zero 2 —4 — 5 — 3 — 2 na rede associada com B2,
(2, 210) tem (") como solucio intermédia.

O novo conjunto E é

E:{(az(g),)\(l), BUL2D — fp e X1 0< 212 <Te0 < w3 <3eass =6}),
(@AW B2 = fp e X1 0< 2 <Te 0 <23 <3 ed < s <5,
(A, B2 = fp e XT:0< a2 < Ted <z <5,

(W, A0 B® = (g e X! :8 < w15 < 10}),
(M), A ),XI)
(@2, x7))
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Os conjuntos Ys e X mantém-se os mesmos.

6 ()

As restantes solugoes eficientes/nao-dominadas sao calculadas de forma similar.

6.5 Experiéncias computacionais, resultados e comentarios

O algoritmo 7 foi implementado para problemas FRIBO, usando linguagem de pro-
gramacao C. O computador utilizado para os testes foi um Intel Pentium com um
processador de 2.5GHz e 3GB RAM e sistema operativo OS X.

Com o objectivo de testar o algoritmo foram considerados cinco tipos de pro-
blemas resultantes da alteracao do nimero de nodos, niimero de arcos, o total de
oferta disponivel e o nimero de nodos de oferta e de procura, de acordo com a Ta-
bela 6.2. Para cada um destes tipos de problemas foram geradas, aleatoriamente, 30
instancias utilizando a ferramenta NETGEN. Os coeficientes das fungoes objectivo
foram aleatoriamente gerados (distribuigao uniforme) entre o conjunto de nimeros
inteiros de 0 a 100. Todos os arcos tém capacidade limitada, isto é, os limites de
fluxo em cada arco sao finitos. Os parametros dos problemas estao de acordo com
as convengoes usadas no NETGEN (ver Klingman et al., 1974).

Tabela 6.2: Pardmetros dos problemas.

Tipode N°de N°de N° N°  Oferta % de arcos Capacidade
problema nodos arcos origens destinos  total com ¢j; com ¢ Ui
maximo maximao
1 10 40 5 4 100 20 20 0-20
2 20 100 7 ) 200 30 30 030
3 30 300 8 12 300 25 25 0-30
4 40 600 12 14 400 20 30 0 - 40
5 50 1000 15 15 600 25 25 0 - 40

Na Tabela 6.3, mostra-se o nimero médio de solugoes nao-dominadas suportadas
(NDS), o nimero médio de solugoes eficientes suportadas (ES) e o tempo médio CPU,
em segundos, obtidos para cada problema.
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Tabela 6.3: Resultados obtidos.

Tipo de Numero de Numero médio de Tempo CPU médio
problema nodos arcos NDS ES (segundos)

1 10 24 33,03 33,03 0,01

P 20 100 119,73 120,40 0,17

3 30 300 274,00 299,27 1,55

4 40 600 466,93 515,77 4,46

5 50 1000 759,83 951,90 14,11

O algoritmo parece ser capaz de determinar os conjuntos das solucoes eficientes
e nao-dominadas suportadas para instancias de tamanho pequeno ou médio num
tempo CPU baixo. O tempo de calculo de cada solu¢ao nao-dominada suportada é
em média de 0.007 segundos. Este tempo cresce com o niimero de nodos e com o
nimero de arcos na rede, como pode ser visto na Tabela 6.4.

Tipo de problema

1

Tabela 6.4: Tempo médio, em sequndos.

4 5

Tempo CPU (s) /NDS | 0.0004 0.0014 0.0057 0.0094 0.0186



Capitulo 7

Determinacao de todas as solucoes
nao-dominadas/eficientes

Neste capitulo comegamos por fazer uma introdugao, justificando a necessidade
e descrevendo o aparecimento do algoritmo, para a determinacao de todas as so-
lugbes eficientes/nao-dominadas para o problema FRIBO. Revemos o método de
restricdo-¢ e as suas propriedades. Seguidamente, apresentamos o algoritmo. O
algoritmo funciona sem quebrar a estrutura de rede para os problemas auxiliares,
calculando uma solu¢ao éptima inteira do problema de restricao-e. A exactidao
deste algoritmo é também demonstrada. Apresentamos um exemplo de aplicacao
do algoritmo, ilustrado com as diversas regides admissiveis do problema inicial e
dos problemas auxiliares. Finalmente, apresentamos os resultados das experién-
cias computacionais realizadas e fazemos uma andlise estatistica dos resultados,
utilizando modelos de regressao linear.

133
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7.1 Introducao

Neste capitulo descrevemos um algoritmo, designado de restricao-¢, que determina
todas as solugoes nao-dominadas/eficientes, suportadas e nao-suportadas, do pro-
blema FRIBO. O trabalho realizado e apresentado neste capitulo resulta da anélise
e melhoramento do algoritmo em Figueira (2000). Em Figueira (2000) o algoritmo
estd dividido em duas partes. Na primeira parte utiliza-se a estratégia proposta em
Lee & Pulat (1993), para o célculo de algumas solugbes nao-dominadas suportadas
e, na segunda parte, sao calculadas as restantes solu¢oes nao-dominadas. Verifica-se
que o método proposto para calcular as solugoes nao-dominadas nao-suportadas é
capaz de calcular qualquer solu¢ao nao-dominada e, deste modo, o algoritmo nao
precisa de utilizar duas fases evitando os erros cometidos em Lee & Pulat (1993). As-
sim, o algoritmo aqui proposto calcula todas as solug¢oes nao-dominadas ou eficientes
sem qualquer divisao entre suportadas e nao-suportadas. Procedemos também a im-
plementacao e experimentagao deste algoritmo e os resultados obtidos sao descritos
neste capitulo.

7.2 Método da restricao-c

O método da restricao-¢ é bastante conhecido na resolucao de problemas de optimi-
zagao. Este método foi introduzido por Haimes et al. (1971) e pode ser estudado mais
pormenorizadamente em Chankong & Haimes (1983). Aqui, o método é aplicado
para calcular solucgoes eficientes num problema FRIBO. Nesta seccao apresentamos,
resumidamente, algumas propriedades deste método.

Consideremos uma rede N = (§ = (V, A), (¢!, ¢?), I, u, b) e o problema FRIBO

associado, que pode ser escrito, matematicamente, como:

minimizar ~ fi(z) = > chzy,
(1,5)eA
minimizar  fo(z) = > czy,
(i.j)EA (7.1)
sujeito a: dYooxpi— Y, Ty =0by, YkeEV,
(k,j)eA (i,k)eA

0< Tij < Usj, Tij inteiro, V(l,j) cA.

O problema de restrigao-¢ associado ao problema (7.1) é o problema que consiste
em minimizar um dos objectivos, sujeito ao conjunto de restri¢oes para o problema
original e mais uma restricao complementar relativamente ao outro objectivo, o
qual nao deverd ultrapassar um determinado valor real fixo. Matematicamente, o
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problema de restricao-¢ pode ser formulado da seguinte forma:

minimizar  fi(x),
sujeito a:  x € X/, (7.2)
folz) <,

onde € é um numero real.

No problema de restri¢ao-¢, € toma valores reais de forma a que este problema
se mantenha admissivel. Para identificar o conjunto de solugoes eficientes/nao-do-
minadas, é resolvida uma sequéncia de problemas do tipo (7.2), correspondentes a
diferentes valores de € (ver Chankong & Haimes, 1983).

Teorema 7.2.1 Designemos por y; uma solu¢iao dptima para o problema (7.2),
X*={reX:y; = filx)} ep = m}(n fo(z). Entao y' = (yi,y2) € uma solugdo
reEX*

nao-dominada para (7.1) (ver Chankong & Haimes, 1983).

Demonstracao: Suponhamos que 3’ nao é uma solu¢ao nao-dominada para o pro-
blema (7.1). Entdo existe um outro y = (y1,92) € Y7 tal que 51 < y} e yo < 2 ou
Y1 < Y5 e ya < P2. O 1dltimo caso nao pode ocorrer porque como y; = fi(x) < fi(a)
entao y; nao seria uma solu¢ao 6ptima para o problema (7.2), o que contraria, cla-
ramente, a nossa hipétese. O primeiro caso também nao pode ocorrer. O valor de yj
é 6ptimo para (7.2), entdo fi(z) £ fi(2'). Assim, fi(z) = fi(2'), isto é, z,2’ € X*
e Y2 < i, 0 que resulta numa contradicao, uma vez que s = ;rel}(n fa(z).

O

E importante realcar que este teorema é geral e nao se exige, por exemplo, que o
conjunto das solucoes seja conexo. Este teorema serd aplicado no algoritmo proposto,
neste capitulo, para determinar todas as solucoes eficientes e nao-dominadas do
problema (7.1).

7.3 Esboco do método

Nesta secgao introduzimos um novo algoritmo para determinar o conjunto de todas
as solugoes nao-dominadas de um problema FRIBO. O algoritmo recorre a resolugao
de uma sequéncia de problemas de restri¢ao-e (7.2) e utiliza um procedimento PSAP,
para a resolucao deste problema nao necessitando, por isso, de utilizar outro tipo
de algoritmo para além dos algoritmos para a resolucao de problemas de fluxos em
redes. O algoritmo comeca por calcular uma primeira solugao nao-dominada com o
valor minimo do primeiro objectivo e que, como ¢ ébvio, é a solu¢cao nao-dominada
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com maior valor para o segundo objectivo. Depois determina as restantes solugoes
nao-dominadas por ordem decrescente do valor do segundo objectivo e crescente do
primeiro. O algoritmo pode também ser utilizado para determinar todas as solucoes
eficientes associadas com uma solucao nao-dominada. Bastara, para isso, explorar
a arvore do PSAP até obter todas as solugoes Optimas eficientes que sao as 6ptimas
alternativas para o problema (7.2). Neste caso, o algoritmo calcula todas as bases
6ptimas alternativas de forma a assegurar que as operacoes de pivotacdo conduzem
a préoxima base adjacente eficiente (ver Steuer, 1986, p. 122).

Este método depende em grande parte do cdlculo das EAGs no algoritmo simplex
para redes. Este algoritmo é suficientemente poderoso para evitar algumas das
maiores dificuldades surgidas nos algoritmos baseados no simplex (ver Bazaraa et al.,
2005), principalmente devidas a degenerescéncia (devemos ter em conta, que se nao
existir degenerescéncia, o algoritmo simplex em redes converge num numero finito
de iteragoes; o termo degenerescéncia aqui significa que existe pelo menos um arco
(,7) em T, diferente do arco raiz, com fluxo igual a zero ou igual ao limite superior,

Uij.)i

1. Entrada em ciclo. Sabemos que o algoritmo simplex para redes pode ser sus-
ceptivel de entrar em ciclo, isto é, pode voltar infinitamente ao mesmo sitio
através de uma sequéncia infinita de pivots degenerados que pode ocorrer. No
entanto, existem regras que evitam a formacao destes ciclos que sao de fa-
cil implementacao e benéficas computacionalmente para problemas altamente
degenerados, como é o caso dos problemas de fluxos em redes. Estas regras
baseiam-se na manutencao de uma estrutura de drvore geradora fortemente
admissivel que consiste numa arvore geradora com um arco raiz na qual todos
os arcos degenerados (7, j) (se existir algum) estao orientados por forma a ser
possivel enviar uma quantidade positiva de fluxo de qualquer nodo para a raiz,
através da arvore, sem violar qualquer limite do fluxo (ver Ahuja et al., 1993).
Nota: A impossibilidade da construcao de tal arvore significaria que a rede
actual poderia ser subdividida em duas ou mais subredes e o problema ac-
tual poderia ser subdividido em dois ou mais subproblemas associados a essas
subredes.

2. Numero consecutivo de pivots. Embora o uso de estruturas de arvore geradora
fortemente admissiveis garantam convergéncia num nimero finito de iteragoes
é, no entanto, possivel que o nimero consecutivo de pivots degenerados se torne
exponencial em m e n. A escolha da variavel de entrada através da regra da
Mais Recentemente Considerada (MRC) garante que o nimero de pivots numa
sequéncia de pivots degenerados, mantendo J com os mesmos arcos, nao sera
superior a n (ver Bazaraa et al., 2005).
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O algoritmo simplex em redes implementado é essencialmente baseado nos pro-
cedimentos propostos em Grigoriadis (1986), sendo tanto a entrada em ciclo como
um numero exponencial de pivots consecutivos evitados.

O algoritmo que propomos pode ser apresentado resumidamente da seguinte
forma:

1. Calcular a solugao correspondente ao minimo lexicografico lex min{(fi(x),

fa(x)) :x € X}
2. Calcular min{fo(z) : x € X}.

3. Depois, o algoritmo calcula todas as solucoes nao-dominadas até atingir uma
solugao optima do segundo objectivo, fo. Estas solugoes nao-dominadas sao
obtidas resolvendo uma sequéncia de problemas de restricao-e. Obtém-se, em
primeiro lugar, a solugao 6ptima do problema de restrigao-¢ com variaveis reais
e depois usa-se um PSAP. Se a solucao 6ptima inteira do problema de restri-
¢ao-¢ € Unica, entao é eficiente para o problema bi-objectivo. Caso contrario,
o algoritmo determina a solugao éptima correspondente ao minimo de fy(z)
que ¢ eficiente.

Apresentamos de seguida o procedimento geral. Depois mostramos como as
solucoes inteiras podem ser obtidas a partir das solugoes nao-inteiras. Finalmente,
provamos a correccao do algoritmo.

7.3.1 Procedimento geral

Nesta seccao, apresentamos o procedimento geral para determinar todas as solugoes
nao-dominadas para o problema FRIBO. O algoritmo calcula todas as solu¢oes nao-
-dominadas comecando com a solucdo nao-dominada y® = (yi,7,) associada ao
minimo lexicografico (y; = gél)l{l fi(z) e go = xHél)I{l fo(z*), onde X* = {a* : fi(z*) =
y;}) e termina com o minimo do segundo objectivo fo(z). As restantes solugoes
nao-dominadas sao determinadas por ordem decrescente dos valores do segundo
objectivo, usando problemas de restricao-¢. O algoritmo é apresentado a seguir
como Algoritmo 8.

Na linha (3) do algoritmo determina-se a solucdo 6ptima lexicografica y(®) para
o problema FRIBO. Tal pode ser feito através do algoritmo simplex para redes,
resolvendo o problema paramétrico em redes ;Iél)r(l Mi(x)+ (1= A) fa(z), sendo A um

numero real, no intervalo |0, 1, suficientemente préximo de 1, de tal forma que a
solugao 6ptima encontrada seja também déptima para o problema m1)r(1 fi(z), isto é,
Te

os custos reduzidos A¢j; 4 (1 —\)¢;

+; associados aos arcos (4, j) € L sdo nao-negativos
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e os associados aos arcos (i, j) € U sdo ndo-positivos para A € [A1, Aa] tal que A} < 1
e Ay > 1. A existéncia de tal \ estd garantido pelas propriedades da programacao
linear (ver Zeleny, 1974), uma vez que estamos a supor que os minimos lexicograficos
do problema FRIBO existem e sao diferentes.

Algoritmo 8 Algoritmo de restrigao-e.
{Calcula todas as solu¢ées nao-dominadas do problema FRIBO. }

input: Rede orientada N = (§ = (V,A), (c!, ¢?), u, b).
output: Conjunto de todas as solugoes nao-dominadas: N D1.

(1) Dbegin
(2) ND1 + {};
3 ©) + (v, 5 le:nmm( () )
( ) Yy (yl y2) f2(x)
4 £ ¢ mi :
(4) w3 < min fo(z) ;
(5) k< 0eND1<+ ND1U{y©};
(6) € yék) — p, sendo p um numero real positivo suficientemente pequeno,
(7) de tal forma que nao exista qualquer solugao nao-dominada y = (y1,y2)
(8) tal que y2 esteja entre yék) e yék) —p;
9) ygkﬂ) < minimizar fi(z),
sujeito a: € X7, (rest-¢)
fa(z) <e

yékﬂ) — min fo(x), onde X*+t) = {z e X1 .y k+1 = (@)}
zeX (k+1)

(10)

(11)  ND1 <+ NDl u{yF*1};
(12)  if (9™ = 42) then STOP;
(13)  else k + k+1;

(14)  voltar a linha (6) ;

(15) end

Sabemos que, em geral, na linha (6) , p €]0, 1], uma vez que nao existe qualquer
solugdo inteira y = (y1, y2) tal que yo €|y, (5 —1 yé )[ No entanto, poderd ser possivel,
para problemas FRIBO particulares, ter p com um valor superior a 1, o que reduzira
a regiao de procura de solugoes nao-dominadas e aumentard a velocidade de célculo.

Na seccao seguinte, mostramos como pode ser feito o calculo de uma solugao
inteira para o problema de restricao-¢, utilizando a estrutura de redes, nao sendo
necessario recorrer a programagcao linear, mais geral, para resolver este problema.
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7.3.2 Calculo de uma solucao 6ptima inteira

As solugoes éptimas para o problema (rest-¢) sao obtidas através do PSAP com as
componentes principais: separacao e avaliacao descritas no algoritmo abaixo.

Designemos por ) uma lista de subproblemas do tipo (K) a serem analisados e
por Apurada a solugdo com o melhor valor para o subproblema (rest-¢) entre todos
os que ja foram analisados.

Passo 1. Considerar o problema inicial (K) com X ) = X’ Este problema repre-
senta a raiz da arvore do PSAP.

Fazer @ = {} e Apurada = (+00, +00)

“minimizar” (fi(x), f2(x)), (K)
sujeito a:  x € XK),

Passo 2. Considerar os casos seguintes de acordo com o conjunto X ).

a) Se existirem duas FAGSs eficientes adjacentes suportadas, EAG®*Y) e

EAG®2) | tais que ygkl) < e < yg”), fazer ) = () 4 Aid, onde
(k1)

A;=AX (,i;y—2tkl), ed= M' A ¢é a quantidade de fluxo enviado
Yz 7T —Ys

ao longo do ciclo € numa iteracao simplex, quando o arco (k,l) ¢ T é
inserido em T, passando da EAG®*1) para a FAG®*2),

i) Se todas as componentes da solucdo =) sdo inteiras ou (k) ¢
Y1

maior ou igual que a primeira componente de Apurada, actualizar
Apurada (Avaliagao).

(ii) Caso contrario, considerar os dois novos problemas (K1) e (K2)

(Separacao).
“minimizar” (fi(z), f2()),
sujeito a:  x € X, (K1)
o < |2y
e
“minimizar” (f1(z), f2(x)),
sujeito a:  x € X, (K2)
= (1))

Fazer Q = QU {K1, K2}
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b) Caso contrario, se existir uma EFAG eficiente suportada FEAG®*) tal

que yék,) < € e nao existir outra FAG suportada eficiente EAG” tal que

yg > yék/) entao actualizar Apurada.

Passo 3. Se @ = {}, STOP; caso contrério, considerar outro problema (K) de @,
fazer Q = Q \ {(K)} e repetir o Passo 2.

No Passo 2. a actualizacdo de Apurada é feita considerando Apurada = y*")
quando y§k) < Apuraday ou se se verifica ygk) = Apurada, e yék) < Apuraday. A

notagao Lx(k/)J representa o maior inteiro menor ou igual a z\¥) e fx(k/)1 representa
$ Kl p g kl Kl p

. . . . 4
0 menor inteiro malor ou 1gua1 a xl(cl )

No Passo 2.a)(ii), quando o problema actual ¢ dividido em dois subproblemas,
a FAG®D ¢ eficiente para um deles e a EAG*? para o outro. Isto permite-nos
encontrar as duas solugoes adjacentes no Passo 2.a) através de um caminho de
solucoes adjacentes eficientes. Sabemos que, dada uma FAG eficiente, EAG’, para o
problema FRIBO e um ponto eficiente extremo Z, comegando em EAG’ e realizando
apenas pivotacoes eficientes, isto é, passando de uma solucao eficiente para outra
solucao adjacente eficiente, podemos obter uma EFAG associada com a solugao T
(ver Schechter & Steuer, 2005). Consideremos uma solugao eficiente x’ e passemos
para uma solucao adjacente eficiente z”. As solucoes x’ e z” sdo éptimas para o
problema paramétrico gél)I(l AMi(x)+(1=N) fa(x) para X € [A1, A], onde Ay = min Ay

e )\2 = maXAlg,

e e — )1 & < 0se (i,f) € U, (7-3)

)
A1 éigual a 0 ou a kil para algum arco (k1, ;) que ndo estd em T e \y é igual

kily ~Ckily

2

alou % para algum arco (ks,l2) que nao estd em T. Se \; €]0, 1], entdo
kaly  “kaly

existe A} € [0, 1], A] < A; tal que uma nova solugao 6ptima é obtida para o problema

paramétrico com A € [N}, A\1], quando o arco de entrada é (k1,[;). Da mesma forma,
se Ay €]0, 1], entao existe um A, € [0, 1], A) > Ao, tal que uma nova solucdo éptima
é obtida para este problema com A € [Ag, \}], quando o arco de entrada é (ka,ls).

O procedimento termina com uma solu¢do nao-dominada Apurada # (400,
+00), uma vez que para cada problema (rest-¢) existe pelo menos uma solucao
nao-dominada tal que fa(x) < e.
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7.3.3 Calculo das solugcoes nao-inteiras

Uma das principais caracteristicas do PSAP proposto esté relacionada com a varidvel
de ramificacdo 3 que é a varidvel de entrada permitindo passar da FAG®*Y) para
a EAG*? (Passo 2). A solucdo éptima para o problema (rest-¢) é calculada no
Passo 2 como ) = z() 4+ Ayd, onde d é um vector com a direccdo da recta
k) pk2) - Por construcio, 1) e x(*2) | sdo tais que ¢ € [fo(x*), fo(z*2))]. Como
f> é uma funcdo linear sabemos que existe uma solucao z*) no segmento de recta
[2*) k2] tal que fo(x*)) = e. Cada ponto de [z*1)2*2)] pode ser escrito como
) + Ayd, Ay € [0, A, sendo A o valor no Passo 2. O valor de A; correspondente
a este ponto z*) pode ser obtido considerando a semelhanca entre os dois triangulos
[ACE] e [BCD], na Figura 7.1, e a proporcionalidade entre os comprimentos dos

seus lados: % = g;g. Note que o ponto ) poderia também ser z*2) + A,d’, onde
d = 2t—a®2) 5 quantidade A; é agora obtida considerando a semelhanca entre

os dois triangulos [ACE] e [ABF].

F E

y (kZ)A

k k
£ N Dyz‘ 2) _y f<V

(kr)
E-Y2

y (kl) .C

Figura 7.1: Calculo do valor Aq.

7.3.4 A exactidao do algoritmo

Para provar a exactidao do Algoritmo 8 temos de mostrar que todas as solugoes
nao-dominadas serao encontradas e que nenhuma das solucoes determinadas pelo
algoritmo é uma solucao dominada.

Proposicao 7.3.1 No final da aplicacao do Algoritmo 8, as solugoes do conjunto

ND1 sao todas nao-dominadas e qualquer solucao admissivel que nao esteja em
ND1 ¢é dominada.
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Demonstragao: Todas as solugoes no conjunto N D1 sao nao-dominadas. De facto, a
primeira solugao encontrada é nao-dominada uma vez que é um minimo lexicografico.
As restantes solucoes em N D1 sao obtidas de acordo com o Teorema 7.2.1, sendo,
por isso, solugoes nao-dominadas.

Suponhamos que existe uma solu¢ao nao-dominada y nao pertencente a NDI.
Entao, por definicao de solucao nao-dominada, nao existe uma solugao y’ tal que
Y <y ey, <ypouy, <y ey, <y Representemos por y*+1) a solucio obtida

de y* no Ponto (4) do Algoritmo 8 tal que ygkﬂ) <y < yék). Como yng) <y
e yékﬂ) < 1o, entdo y = y*t) e y #£ ) isto é, y é uma solucdo dominada, o

que nos conduz a uma contradicao. O que significa que nao pode existir qualquer
solugao nao pertencente a N D1, como queriamos demonstrar.

7.4 Exemplo ilustrativo

Nesta seccao ilustramos a forma como o algoritmo proposto funciona. Consideremos
o problema FRIBO representado na Figura 7.2.

b; (clj ) b

[0, uis)

(3,9)

[0,7]

Figura 7.2: Rede de um problema FRIBO.
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Figura 7.3: Problema paramétrico.

Este problema tem 93 solugoes admissiveis (ver Tabela 6.1). Entre as 93 solu-
¢oes, apenas 10 sao eficientes. Estas 10 solugoes correspondem biunivocamente a
10 solucoes nao-dominadas. Na Figura 7.11 estao representadas todas as solucoes
admissiveis, com as solugoes nao-dominadas representadas por um circulo.

T )\(:’1] +(1- A)cf,/ Ti )\0}) +(1- )\)(tfJ
xij (Cij) i (8 |

—6A+9
7 (—10A +6)

Figura 7.4: Solugées (a) (0 = z*8; (b) °.

Quando executamos o Algoritmo 8, o primeiro conjunto de solugdes nao-do-
minadas é ND1 = {}. De seguida, determinamos y®) resolvendo o problema da
Figura 7.3 com X\ €]0, 1[ préximo de 1. A solucdo z(® = (7,3,0,7,1,2,8) é obtida
com 3O = (f1(z©@), fo(x)) = (96,144) = y*®. O valor éptimo para o problema
Irrél)r(l fo(z) é y5 =99 (ver Figura 7.11). O conjunto actual de solugoes ndo-dominadas

passa a ser ND1 = {} U {y*®} = {y**}.
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O problema (rest-¢) ¢ resolvido usando o procedimento descrito acima com o
valor de € = 143.5. A escolha de € poderia ter sido diferente. Sabemos que qualquer
numero real entre 143 e 144 serviria, uma vez que todas as componentes de qualquer
solucao admissivel em Y/, sdo inteiras. A solucdo nao-dominada y?7 = (100, 138) é
obtida. Actualizamos o conjunto das solugoes nao-dominadas obtidas para ND1 =
(y?7, 4.

De seguida, precisamos resolver o problema (rest-¢). Consideremos ¢ = 137.5. A
arvore do PSAP da Figura 7.10 contém todas as solugoes visitadas antes de se atingir
a solucao 6ptima. Descrevemos de seguida as iteracoes utilizadas para determinar
essa solucao.

It 1

1. Resolver o problema (rest-¢) considerando primeiro o problema (K).

“minimizar” f(z) = (f1(x), f2(x)),

sujeito a: x € X7,

onde fi(z) = 3x12+8%13+5223+3024+2034+ 10235+ 245, fo(r) = Br1o+x13+
5$23+9$24+7$34+25€35+4$C45 (§] XI = {<$12, 13,23, X24, L34, L35, .T45) € Ng :
T2 + w13 = 10, —219 + To3 + 194 = 0, —w13 — 23 + 34 + 235 = 0,
—Xo4 — T34 +x45 = 0, —x35 — 145 = —10, T1o < 10, 213 < 5, 123 < 4,
Toy < T, 234 < 8, w35 < 6, 245 < 8}

Fazer Q = {}, Apurada = (400, +00).

2. EAG* e EAG" sdo EAGSs adjacentes, eficientes e suportadas tais que y; <

137.5 < y38. Descrevemos de seguida como se obtém EAG*.

8 3

A solucao (@ = z* é éptima para o problema paramétrico com <AL
1. Consideremos a FAG, EAG*, associada a esta solugao. (ver Figura
7.4(a), os arcos em T estdo com um trago mais espesso). Quando A\ = %,
uma nova solugao alternativa é obtida inserindo o arco (2,4) na arvore T
através de uma iteracdo do simplex (Figura 7.5). Isto leva-nos a uma nova
solugao ! = (5,5,0,5,3,2,8) e a uma nova FAG, a EAG* com y* =
(fi(zh), fa(x?)) = (104,132). As FAGs EAG* ¢ EAG* sao adjacentes e
tais que y3 < 137.5 < y5°.
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Figura 7.5: Solucdo z*.

O arco (1, 3) é o arco de entrada que nos permite passar da FAG* para a sua
adjacente EAG*. O ponto y*") estd na interseccio das rectas y, = ¢ e y*y*.
Temos y\*) = f1(z*)) = 100.33333, onde z*) = z* + A;d = (5.91667,
4.08333, 0, 5.91667, 2.08333, 2, 8) com A; = 2 x BT2132 — (916667 e

144—132
d=(1,-1,0,1,—1,0,0).

A regido admissivel X ) é dividida em dois subconjuntos: X*1) = X () n
{reX z3<4) e X®) = XE N {r e X a5 >5).

Consideremos os dois subproblemas:

“minimizar” (fi(z), f2(x)), (B)
sujeito a: r e XHE,

“minimizar” (fi(x), f2(x)),

sujeito a: r € XK,

(©)

Temos Q = QU {B,C} ={B,C}. EAG* é uma FAG eficiente suportada
para o problema B e EAG* é uma FAG eficiente suportada para o problema
C. Esta informacao é guardada para ser utilizada mais tarde.

3. Consideramos seguidamente o problema (K)=B (ver Figura 7.6). Q = {C}.
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140

170 1
160
150
: 48 ° ° ° °

[ \ . . . oo

[ 27 . . . . f2(x)=137.5
130
120 1

110

S H S RS S RS S S SRS |
100 110 120 130 140 150

Figura 7.6: Regido admissivel para o problema B.

2. EAG* é uma FEAG eficiente e suportada para o problema B de tal forma
que y5® > ¢ = 137.5. Uma iteragao simplex leva-nos & FAG eficiente
e suportada FAG* com y37 > 137.5. Esta solucio tem EAG?® como
solugao adjacente, eficiente e suportada com y2° < 137.5. Assim, sao
consideradas as FAGs EAG®™) = EAG? e EAG®*2) = FAG?.
Temos A; = 0.055556 ¢ d = (0,0,0,0,—1,1,—1) com z*) = (6, 4, 0, 6,
1.94444, 2.05556, 7.94444) e (k,l) = (4,5) é o arco de entrada permitindo
passar da FAG?" para a adjacente EAG?®. O problema (K) ¢ dividido

em,

“minimizar” (fi(x), fa(x)),
sujeito a: € X (D)
L45 < 77

“minimizar” (fi(x), fa(x)),
sujeito a: € X, (E)

Ty5 = 8.
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Q={C,D,E}.
3. @ # {}, consideremos o problema D (ver Figura 7.7). Q = {C, E'}.

150 } L] L]

10 } f2(x)=137.5
130 }
120 }

110

100 -

100 110 120 130 140 150

Figura 7.7: Regido admissivel para o problema D.

2. FAG™) njo existe e EAG*) = EAGY. O valor 437 = 135 < ¢ e
Apurada = (400, +00), deste modo fazemos Apurada = y*" = (103, 135).

3. @ # {}, consideremos o problema F (ver Figura 7.8). @ = {C'}.
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.
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160 o
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140 —
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130
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100~
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Figura 7.8: Regido admissivel para o problema E.

170 :*
160 }
150 }
140 } f2(x)=137.5

130

1101

100~

R
100 110

M
120

P B |
130 140 150

Figura 7.9: Regido admissivel para o problema C.
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2. EAG™) nao existe e EAG*) = EAG?". O valor y27 = 138 > ¢ e, por isso,
nao actualizamos o vector Apurada.

3. @ # {}, consideremos o problema C' (ver Figura 7.9). Q = {}.

A
ST - Solucao Inteira f1 =100.33
SNA - Solugdo Nao Admissivel
T13 < 4 13 =5
B C
f1 =100.39 f1 =104
f2 =132
S1
s =7 T45 = 8
D E
fl =103 fl =100
f2 =135 f2 = 138
Optima SNA

Figura 7.10: Diagrama PSAP.

2. EAG™) nio existe e EAG®) = EAG* O valor de y = 132 < .
Apurada = y*" e y{ = 104 > yi" = 103.

3. Q@ ={}, STOP. A solucao nao-dominada y*" é a solugao do problema actual
(ver a arvore do PSAP da Figura 7.10).
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O conjunto das solugoes nao-dominadas é actualizado e, deste modo, ND1 =
{7y, "}

Como y37 # ¥4 o algoritmo continua. Péra quando a solugao nao-dominada 35 é
obtida (ver Figura 7.11).

f2(x)
93 .
170t %0
88 .
84 o 92 .
81 e 389 79 .
160 ¢ 74 e 87 e
70 e 83 6591 o o
67 e 80 60 e 78 .
150 55 o 73 046 86 o o
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48 66 36 e 59 Q477 o o fo(x)=143.5
140 & 31 e 54 01972 o 4585 e e
27 50 014 68 o 40 o 63 . fo(x)=137.5
47 \@®9 e 35 e 58 2376 o o fo(x)=134.5
4 30 e 53 018 71 o e44 .
130 +
26 49 13 e 39 e 62 .
8 e 34 e 57 275 o o
3 29 e 52 ol7 e 43 .
120 + 25 12 e 38 e 61 .
7 e 33 e 56 21 .
2 o 42 .
L]
110 +
20 .
15 .
L]
100
L L L L L f 1 (X)
100 110 120 130 140

Figura 7.11: Solugoes nao-dominadas.
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7.5 Resultados computacionais

O algoritmo apresentado foi implementado e executado para um grande ntimero de
instancias do problema FRIBO (mais de 2160 instancias). O objectivo desta secg¢ao
é o de relatar os resultados para uma melhor compreensao do comportamento do
algoritmo.

O algoritmo foi implementado usando linguagem de programagao C. Os ensaios
foram feitos num computador pessoal, equipado com um processador Intel Pentium
2.5GHz com 3GB de RAM. O programa foi executado no sistema operativo OS X.

Para cada tipo de problema foi gerado um conjunto de 30 instancias. A escolha
de 30 instancias justifica-se com base na pratica adoptada pelos estatisticos que
consideram, em geral, uma amostra de tamanho inferior a 30 como uma amostra
pequena para a dedugao de conclusoes com significado estatistico. Cada instancia
foi obtida usando o gerador de redes NETGEN (ver Klingman et al., 1974), depois
de algumas alteracoes feitas para que fosse possivel gerar instancias do problema
FRIBO.

Resolvemos um conjunto de 72 tipos de problemas com 30 instancias cada, cons-

truidas segundo o esquema da Figura 7.12, utilizando como parametros os usados
pelo gerador NETGEN:

- numero de nodos, m;
- numero de arcos, n;

- maior valor do custo, C' (Os coeficientes inteiros das variaveis das duas fungoes
objectivo s@o gerados aleatoriamente entre os inteiros {0,1,2,--- ,C});

- maior valor do limite méximo das capacidades dos arcos, U (Todos os arcos tém
capacidade limitada, sendo o limite inferior sempre igual a 0 e o superior gerado
aleatoriamente entre o conjunto de inteiros no intervalo [0, U]);

e oferta total, ).

De acordo com esquema da Figura 7.12, consideramos instancias com

20 nodos e 40, 80, 120 e 156 arcos (156 arcos foi o nimero maximo de arcos
admitido pelo NETGEN quando o ntimero de nodos é igual a 20);

30 nodos e 60, 120, 180, 240 e 306 arcos (306 arcos foi 0 niimero maximo de arcos
admitido pelo NETGEN quando o nimero de nodos ¢é igual a 30).
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As combinagoes de U, C' e ) foram escolhidas de acordo com o esquema da Figura
7.12. Assim, instancias do tipo 1 tém m = 20, n = 40, C' = 100, > = 100 e U = 20.
Instancias do tipo 2 tém os mesmos parametros com excepcao de U = 60. Instancias
do tipo 3 tém agora valores Y . = 500 e U = 20. A enumeragao continua desta forma
até as instancias do tipo 72 com m = 30, n = 306, C' = 1000, > = 500 e U = 60.

Para cada instancia, dois numeros exigidos pelo gerador NETGEN, designa-
dos por sementes, foram aleatoriamente gerados. O primeiro nimero no intervalo
(12345678, 15345678] e o segundo no intervalo [56789123, 59789123]. Nao existe
qualquer razao especial para a escolha destes intervalos, outros poderiam ter sido
escolhidos. De referir ainda que, apesar do nimero de arcos ser um dos parame-
tros de entrada do gerador NETGEN, algumas vezes este parametro é modificado
durante a geragao de uma instancia (ver Klingman et al., 1974).

> U

nodos(m)

100 20

JA

Figura 7.12: Esquema para o cdlculo dos parametros do problema.

Os parametros referidos, assim como o numero de solugoes nao-dominadas, o
tempo CPU para determinar todas estas solugoes e o nimero de solugoes eficientes,
foram registados numa base de dados. Posteriormente, fez-se um estudo estatistico
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destes dados, utilizando o software SPSS versao 17.0 SPSS (2007). O estudo dos
dados, obtidos através de ensaios computacionais, é abordado por Coffin & Saltz-
man (2000). Estes autores referem algumas das principais técnicas que devem ser
utilizadas neste estudo e realgam a importancia da andlise estatistica na aquisicao de
conhecimento e poder de explicacao do comportamento dos algoritmos. O tamanho
da amostra suficientemente grande é também essencial, com vista a aquisicao de
significancia estatistica. Na nossa andlise estatistica dos dados, aplicamos modelos
de Regressao Linear Multipla (RLM), com vista a explicagdo da variabilidade do
nimero de solugoes nao-dominadas e do tempo necessario para as calcular.

O valor médio (z), o minimo (Min), o maximo (Max) e a mediana (Me) das 30
instancias, de cada tipo, sao apresentados na Tabela 7.1, tanto para o ntmero de
solugoes nao-dominadas como para o tempo CPU gasto para calcular estas solugoes.

Tabela 7.1: Resultados computacionais.

Solucoes ND Tempo CPU (s)

N z Min Max Me T Min Max Me
1 11357 5 391 8750 029 0011 1178 018
2 9780 19 256 8500 021 0044 0642 016
3 57543 150 1789 45950 165 0226 6424 111
4 60457 38 1942 55900 165 0062 49 133
5 11517 12 437 9000 067 0024 1764 056
6 10133 2 244 8850 058 0013 2082 046
7 57687 132 2318 39450 339 065 14343 242
8 87030 295 2775 70650 466 1287 23146 319
9 29447 52 646 26800 364 0277 13892 308
10 33683 104 791 30450 418 0532 22523 317
11 | 130023 227 2687 110800 1853 0971 47354 1549
12 | 176380 190 4698 183450 2903 1352 86254 2896
13 35160 92 1611 26900 866 1444 63.709 445
14 44893 167 973 39800 861 1166 24749 664
15 | 170773 600 7355 137300 3734 5539 120171 2495
16 | 358073 911 17197 242550 82.16 1166 422525 5253
17 52303 133 975 50600 1818 2161 34621 1820
18 53207 228 910 51950 1701 326 43568 1686
19 | 176783 649 3413 178500 8010 11513 354267 7531
20 | 317937 549 7793 287300 | 13440 6033 286355 12693
21 61503 241 1347 57600 3036 7503 72652 2717
22 70253 292 1693 61150 3118 6913 80043 2483
23 | 302407 882 6687 274050 | 17528 29786 428957 14774

continua na préxima pagina
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continuag¢ao da pagina anterior

Solucoes ND Tempo CPU (s)

N r  Min Max Me x Min Max Me
24 | 417890 1512 9231 369500 23918 43543 713566 21507
25 76470 423 1544 73500 6193 20242 12717 5547
26 75450 397 1554 70450 5035 20617 10427 4634
27 | 298347 1240 5914 307700 33305 65309 1161936 28310
28 | 420543 2104 6853 418950 48041 125621 1186836 44043
29 85523 322 2061 81300 8020 2348 205406 7354
30 88570 279 1774 87500 8083 21375 182449 7588
31 | 461773 1874 10112 418150 62566 153453 2456594 50318
32 | 581700 2336 13229 547500 67365 144211 2312055 630.70

33 9127 25 325 7850 039 0053 1861 031
34 9310 19 248 8050 044 0042 1663 037
35 50270 63 1679 38650 298 0121 28739 163
36 74737 92 3485 65600 402 0204 23831 271
37 10763 9 331 8150 089 0036 383 069
38 14783 42 565 11350 127 0423 3648 097
39 57390 32 1870 48550 459 0242 14244 407
40 61427 24 1480 52100 484 0208 16537 385
41 3600 13 102 2700 066 0119 438 045
42 33830 27 780 32900 1165 022 38808 925
43 | 167530 362 3401 165150 7190 6369 162427 5518
44 | 220747 925 4910 194000 98.76 12037 494366 6969
45 40370 150 976 34200 2020 3309 54819 1775
46 386.77 150 696 37100 1955 4258 44236 1773

47 1 229720 681 5100 206600 13022 18566 326.761 10384
48 | 359790 1024 8888 330050 20230 36978 707646 13990
49 54217 206 953 54150 6449 11656 140511 58.76
50 57113 221 992 58800 6132 15391 129027 6216
51 | 323420 1617 6183 289900 53951 170234 1386575 46807
92 | 383690 2048 8772 360850 95064 181945 1805395 439772
53 61343 185 1294 57300 8767 16441 174184 8146
54 67943 373 1287 64850 10848 34969 269078 9878
55 1392947 2158 7510 342300 79914 284926 2000449 61569
56 | 485810 1852 9425 448300 87801 163641 2547984 79818
o7 71960 307 1126 67750 19394 74234 358977 17366
98 73307 403 1104 69550 19402 80484 353578 18643
59 | 456330 2486 6643 469500 | 189274 505879 338899 191186
60 | 464360 2310 9170 485900 | 158767 589191 3375016 153761
61 86797 445 1502 88750 28746 85836 54968 27850
62 89750 416 1544 86200 29817 116031 726563 27447
63 | 638653 3797 10619 630450 | 309206 1287125 5970688 276259
64 | 756833 4506 13667 708350 | 304685 948422 9036875 262593

continua na proxima pagina
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continuag¢ao da péagina anterior

Solucoes ND Tempo CPU (s)

N z  Min Max Me x Min Max Me
65 92870 503 1348 97750 51391 195721 1263803 54912
66 97450 523 1618 97900 50994 248315 1127118 48596
67 535477 3120 8007 550250 | 452882 2135723 9163605 444191
68 556097 3324 8349 526250 | 362921 136925 7638859 341284
69 121600 663 1798 118900 80109 362969 1205906 80734
70 124693 565 1973 117200 83146 260125 1551906 68316
71 862967 3819 16374 837050 | 856601 2786063 2019967 812772
72 | 1007043 5117 17127 998300 | 768851 299473 1521234 692504

As 30 instancias mais dificeis, isto é, as que gastaram mais tempo C'PU no céalculo
das solugoes nao-dominadas tém valor de Y = 500; um nimero de nodos igual a
30; apenas uma destas instancias tem um numero de arcos igual a 240, todas as
restantes tém o maior nimero de arcos utilizado, que foi 306; 18 instancias tém
U = 20 e 12 téem U = 60; apenas uma delas tem C' = 100, tendo as restantes
C = 1000. O tempo CPU utilizado pelo algoritmo depende do ntimero de solugoes
nao-dominadas, uma vez que o cdlculo de uma destas solucoes é feito resolvendo um
problema de restricao-c. A determinacao da solucao 6ptima deste problema depende
da arvore do PSAP. Esta sera a razao para um maior ou menor tempo de CPU gasto
no calculo de todas as solugoes nao-dominadas.

De seguida, descrevemos alguns dos resultados estatisticos obtidos a partir dos
dados recolhidos. O ntmero médio de solugoes nao-dominadas e o tempo CPU
médio para encontrar todas estas solugoes, para cada instancia, cresce quando o
limite superior do intervalo onde se geram os custos passa de 100 para 1000. O
mesmo acontece quando a oferta total passa de 100 para 500. Comparando instancias
obtidas utilizando o parametro C' = 1000 com as que tém C' = 100, as primeiras tém,
em média, mais 733.07 solugoes nao-dominadas do que as segundas. E o tempo CPU
necessario para resolver estas instancias (calcular todas as solugoes nao-dominadas)
é, em média, de mais 368.32 segundos que o gasto pelas instancias com C' = 100.
Em média, instancias com ) = 500 tém mais 995.42 solugoes nao-dominadas que as
instancias com » = 100. E o tempo CPU necessario para resolver estas instancias
¢ maior (mais 1395.74 segundos, em média) que o tempo CPU para resolver as
instancias com ) = 100. As instancias com U = 60 tém, em média mais 415.95
solucoes nao-dominadas e gastam menos 42.01 segundos que as instancias com U =
20. Em média, as instancias consideradas tém mais 69.62 solugoes eficientes que
solucoes nao-dominadas. O valor minimo para esta diferenca é 0 e o valor méximo
é 6092.

Consideremos o modelo de regressdo multipla (uma das técnicas apresentadas
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em Coffin & Saltzman, 2000),
snd = by + by > +byn + bsC + bym + bsU + & (7.4)

onde, as variaveis snd, >, n, C', m e U representam o nimero de solugoes nao-
-dominadas, a oferta total disponivel na rede, o nimero de arcos, o limite superior
dos custos, o numero de nodos e a capacidade méaxima de cada arco na rede, res-
pectivamente, e £ é um termo aleatério. O modelo de regressao ajustado, com os
coeficientes de regressao arredondados na terceira casa decimal, é o seguinte,

snd ~ —2042.176 + 7.120 Z +16.400n + 0.815C' — 54.066m + 10.401U.

Os coeficientes estandardizados sao 0.580, 0.543, 0.149, —0.109 e 0.085 para by,
ba, b3, by e b5, respectivamente. O coeficiente de determinagao multipla ajustado
(R? ajustado) é 0.613. Assim, podemos dizer que 61.3% da variabilidade de snd ¢
explicada pelas varidveis > |, n, C', m e U. Podemos também dizer que ) e n sao as
variaveis que originam a maior alteragao em snd. O modelo correspondente, com as
varidveis » | e n apenas, explica 57.4% da variabilidade de snd. Podemos dizer que a
fraca contribuicao de m para a variabilidade do niimero de solugoes nao-dominadas
é negativa, isto é, nos nossos dados (resultados) um valor maior de m conduz a um
menor valor do nimero de solu¢oes nao-dominadas.
Consideremos, agora, o modelo de regressao miultipla para o tempo CPU.

tempo = by + b1 Y _ +ban + bsC + bym + bsU + ¢ (7.5)

onde, tempo é o tempo CPU. O procedimento estatistico por passos (stepwise) apaga
os termos bym e bsU do modelo de regressao ajustado. Isto significa que existe evi-
déncia estatistica para considerarmos by e bs nulos. O modelo de regressao ajustado
¢ entao

tempo &~ —2011.512 + 2.489 Y ~ +11.447n + 0.410C.

O coeficiente de determinagao multipla ajustado é 0.406 e os coeficientes estandardi-
zados sao 0.296, 0.554 e 0.110 para by, by e bz, respectivamente. Podemos, por isso,
dizer que 40.6% da variabilidade do tempo CPU é explicada pelas varidveis Y |, n e
C. Além disso, a variavel que origina a maior variabilidade do tempo é o nimero de
arcos 1.

Considerando a variavel dependente como o tempo CPU e a independente como o
nimero de solugoes nao-dominadas snd (ver Figura 7.13), podemos dizer que 60.1%
da variabilidade do tempo CPU é devida ao ntimero de solucoes nao-dominadas.



RESULTADOS COMPUTACIONAIS

tempo(s)
20000 (- *
15000 *
“ o
10000 - . ¢
s :.. . :'o 'o.. .
5000 - % oo o
02.' e * .
| . %o.,: o;l.' ° ..o .
W’ N .0,
I s "!?‘,"“ ey .,
o ..i' ’ o . L] .
e
4 e, 0 | hd | b

157

Figura 7.13: Diagrama de dispersao do numero de solugoes nao-dominadas versus tempo

CPU.
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Figura 7.14: Rede de um problema FRBO.

Usando os dados reunidos podemos afirmar que a variabilidade do tempo CPU
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gasto para calcular todas as solucoes nao-dominadas é devida, principalmente, ao
numero de solucoes nao-dominadas. A maior parte da variabilidade deste nimero é
explicada pela oferta total disponivel na rede, o niimero de arcos e o custo maximo
de cada unidade de fluxo em cada arco.

340

320

300 ®

280 ®

260

240

©.
10]

290 300 310 320 330 340 350 fa00

Figura 7.15: Solu¢des nao-dominadas.

O algoritmo pode calcular também todas as solugoes eficientes. Como exemplo, o
programa foi executado para o exemplo da Figura 7.14. Um conjunto de 14 solucoes
nao-dominadas: {(290,356), (292, 350), (293, 331), (295, 325), (296, 306), (298, 300),
(299, 281), (301,275), (302,256), (304,250), (316,244), (328,238), (340,232), (352,
226)} (ver Figura 7.15) corresponde a um conjunto de 74 solugoes eficientes (ver Ta-
bela 7.2). Para obter todas as solugoes eficientes é necessario um maior tempo CPU.
Para percebermos a forma como o algoritmo funciona consideremos a resolucao do
problema de restricao € com € = 280.5. A arvore do PSAP é apresentada na Figura
7.16. Existem trés solugoes eficientes nos nodos 10, 18 e 28. Se pretendéssemos
calcular apenas as solugoes nao-dominadas, os ramos da arvore abaixo dos nodos
14 e 22 poderiam ser cortados, nestes nodos, com f; = 300.34. Qualquer solucao
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nestes ramos teria f; > 301 e fo > 275. Era, por isso, evitado continuar a explorar
estes ramos procurando uma solucao melhor. Neste caso, como pretendemos todas
as solugoes eficientes, nao podemos abandonar estes ramos.

Tabela 7.2: Solucdes eficientes do problema da Figura 7.14.

N° | 219 @13 @23 ®oa a5 Tza Ty Tas  Tag Tse | Y1 Y2
1 6 2 0 0 4 0 1 1 1 51290 356
2 6 2 0 1 3 0 1 1 2 41290 356
3 6 2 0 2 2 0 1 1 3 31290 356
4 6 2 0 3 1 0 1 1 4 21290 356
5 6 2 0 4 0 0 1 1 ) 11290 356
6 6 2 1 0 3 0 2 1 1 51290 356
7 6 2 1 1 2 0 2 1 2 41290 356
8 6 2 1 2 1 0 2 1 3 31290 356
9 6 2 1 3 0 0 2 1 4 21290 356

10 6 2 2 0 2 0 3 1 1 5| 290 356

11 6 2 2 1 1 0 3 1 2 4 1290 356

12 6 2 2 2 0 0 3 1 3 31290 356

13 6 2 3 0 1 0 4 1 1 51290 356

14 6 2 3 1 0 0 4 1 2 41290 356

15 6 2 4 0 0 0 5 1 1 5| 290 356

16 6 2 0 0 4 0 1 0 2 41292 350

17 6 2 0 1 3 0 1 0 3 31292 350

18 6 2 0 2 2 0 1 0 4 21292 350

19 6 2 0 3 1 0 1 0 ) 11292 350

20 6 2 0 4 0 0 1 0 6 01292 350

21 6 2 1 0 3 0 2 0 2 41292 350

22 6 2 1 1 2 0 2 0 3 31292 350

23 6 2 1 2 1 0 2 0 4 21292 350

24 6 2 1 3 0 0 2 0 5 11292 350

25 6 2 2 0 2 0 3 0 2 41292 350

26 6 2 2 1 1 0 3 0 3 31292 350

27 6 2 2 2 0 0 3 0 4 21292 350

28 6 2 3 0 1 0 4 0 2 41292 350

29 6 2 3 1 0 0 4 0 3 31292 350

30 6 2 4 0 0 0 5 0 2 41292 350

31 5 3 0 3 0 0 2 1 4 21293 331

32 b) 3 0 2 1 0 2 1 3 31293 331

33 5 3 0 1 2 0 2 1 2 41293 331

34 5 3 0 0 3 0 2 1 1 5 | 293 331

continua na préxima pagina
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continuac¢ao da péagina anterior

N° | 12 ™13 23 T2q4 a5 T34 T35  T45 T4 Tse Y1 Y2
35 5 3 1 2 0 0 3 1 3 31293 331
36 5 3 1 1 1 0 3 1 2 41293 331
37 5 3 1 0 2 0 3 1 1 51293 331
38 5 3 2 1 0 0 4 1 2 41293 331
39 5 3 2 0 1 0 4 1 1 5 | 293 331
40 5 3 3 0 0 0 5 1 1 5 293 331
41 b) 3 0 0 3 0 2 0 2 41295 325
42 5 3 0 1 2 0 2 0 3 31295 325
43 5 3 0 2 1 0 2 0 4 21295 325
44 5 3 0 3 0 0 2 0 5 1129 325
45 5 3 1 0 2 0 3 0 2 41295 325
46 5 3 1 1 1 0 3 0 3 3129 325
47 5 3 1 2 0 0 3 0 4 21295 325
48 5 3 2 0 1 0 4 0 2 41295 325
49 5 3 2 1 0 0 4 0 3 3129 325
50 5 3 3 0 0 0 5 0 2 41295 325
51 4 4 0 2 0 0 3 1 3 31296 306
52 4 4 0 1 1 0 3 1 2 4 296 306
53 4 4 0 0 2 0 3 1 1 51296 306
54 4 4 1 1 0 0 4 1 2 4 1296 306
55 4 4 1 0 1 0 4 1 1 51296 306
56 4 4 2 0 0 0 5 1 1 5| 296 306
57 4 4 0 2 0 0 3 0 4 21298 300
58 4 4 0 1 1 0 3 0 3 31298 300
59 4 4 0 0 2 0 3 0 2 41298 300
60 4 4 1 1 0 0 4 0 3 3298 300
61 4 4 1 0 1 0 4 0 2 4 298 300
62 4 4 2 0 0 0 5 0 2 41298 300
63 3 5 0 0 1 0 4 1 1 5299 281
64 3 ) 0 1 0 0 4 1 2 41299 281
65 3 5 1 0 0 0 5 1 1 51299 281
66 3 ) 0 0 1 0 4 0 2 41301 275
67 3 ) 0 1 0 0 4 0 3 31301 275
68 3 5 1 0 0 0 5 0 2 4 | 301 275
69 2 6 0 0 0 0 5 1 1 5| 302 256
70 2 6 0 0 0 0 5 0 2 4 | 304 250
71 2 6 0 0 0 1 4 0 3 3| 316 244
72 2 6 0 0 0 2 3 0 4 2| 328 238
73 2 6 0 0 0 3 2 0 ) 1340 232
74 2 6 0 0 0 4 1 0 6 0] 352 226
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Figura 7.16: FExemplo da drvore PSAP no cdlculo de todas as solugoes eficientes.







Capitulo 8

Representacao do conjunto das solucoes
nao-dominadas’

Neste capitulo apresentamos o célculo de uma “boa” representacao do conjunto
de todas as solugoes nao-dominadas para o problema FRIBO. Fazemos uma re-
visao sobre o que se entende por “boa” representacao e introduzimos os conceitos
e defini¢oes necessarios. Descrevemos um novo algoritmo para o calculo da re-
presentacgao referida da seguinte forma: em primeiro lugar, propomos a versao
geral do algoritmo, que pode ser adaptada a diversos tipos de representacoes;
seguidamente descrevemos adaptagoes do algoritmo ao cédlculo de dois tipos de
representacao particulares. Apresentamos um exemplo ilustrativo sobre o calculo
de uma representacdao. Finalmente, relatamos as experiéncias computacionais,
listamos os resultados e fazemos uma andlise dos resultados.

1O trabalho deste capitulo, nomeadamente no que concerne ao algoritmos dos trapézios, resultou
de uma conversa com M. Ehrgott, H. Hamacher e S. Ruzika. Provavelmente alguns desenvolvi-
mentos que se seguirao a partir da conclusao desta Tese serao feitos em colaboragao com estes
investigadores.

163
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8.1 Representacao

De seguida fazemos a revisao de alguns conceitos sobre uma “boa” representacao do
conjunto das solucoes nao-dominadas em programagao matematica multi-objectivo.
Estamos interessados na obtencao de uma representacao, em vez do conjunto de
todas as solugoes nao-dominadas. A necessidade de termos apenas uma parte deste
conjunto deve-se, fundamentalmente, ao niimero elevado de solucoes nao-dominadas,
para o problema de fluxos em redes multi-objectivo. Uma representacao de um
conjunto de elementos é um conjunto, em geral, com um nimero muito menor de
elementos, para representar o primeiro. Esses elementos podem ou nao ser ele-
mentos desse conjunto, correspondendo a dois tipos de representacao diferentes.
Dizemos que os elementos do segundo conjunto representam os elementos do pri-
meiro e por isso sao designados por elementos representativos. A representacao que
abordamos neste capitulo é do primeiro tipo, isto é, os seus elementos sao solugoes
nao-dominadas. Os elementos da representacao deverao ser escolhidos de forma a
conservar as caracteristicas dos elementos que representam. Algumas regras, para
a escolha da representagao do conjunto das solugoes nao-dominadas, para um pro-
blema de programagao multi-objectivo, podem ser encontradas na literatura (ver
Ruzika & Wiecek, 2005, Sayin, 1999). Entre estas regras referem-se trés dimensoes
de interesse: Cobertura, Uniformidade e Cardinalidade.

1. Um conjunto diz-se uma cobertura se contém pontos de todas as regioes do
conjunto das solugoes nao-dominadas sem que falhe alguma.

2. Uma representacao deve ser wuniforme no sentido de que nao deve incluir
mais do que um ponto de uma mesma regiao do conjunto das solucoes nao-
-dominadas.

3. O numero de elementos, cardinalidade, da representacao nao pode ser dema-
siado elevado, pois aumentaria a dificuldade na sua interpretacao e também a
necessidade de recursos computacionais como a memoria e tempo CPU. Por
outro lado, um numero demasiadamente pequeno de elementos, na represen-
tagao, pode deixar por explorar algumas regioes com caracteristicas especiais.

Usaremos trés medidas da qualidade da representacao, para medir as trés dimensoes
referidas acima na representagao Y, de ND(Y'), como em Sayin (1999):

1. v como o valor maximo da distancia de qualquer solu¢ao nao-dominada para
a solucao mais proxima na representacao;

2. 0 como o valor minimo da distancia de qualquer solucao na representacao para
a solugao mais proxima nessa mesma representagao; e
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3. Y;| como o nimero de solugoes do conjunto Y,.

Definicao 8.1.1 (Representagao ) Consideremos um nimero real v > 0 e um
subconjunto ndao vazio Y, C ND(Y'). Diz-se que o conjuntoY, é uma representacdo
v de ND(Y?T) se e s6 se para todo y € ND(Y!) existir um y, € Y, tal que d(y,y,) <
v, onde d(y,y,) representa a distancia entre os pontos y € y,.

Definicao 8.1.2 (Representagao uniforme 0) Consideremos um nimero real ¢
> 0 e um subconjunto nao vazio Y, C ND(YT). Diz-se que Y, é uma representacio
uniforme § de ND(YT) se e s6 se para todo v,y € Yy, y. #y., d(y.,y.) = 9.

Definimos dois tipos de representacao, mas outras representacoes poderiam ser
definidas. Por exemplo, uma representacao com um determinado ntimero de elemen-
tos fixos. Para as representacoes definidas estamos interessados em representacoes
com um pequeno valor de 7, um pequeno valor de |Y;| e um grande valor de 0. Estes
valores estao relacionados e, por exemplo, quando o valor de v diminui o valor de
|Y,| cresce; quanto maior é o valor de ¢ maior é o valor de . Desta forma, ndao pode-
mos melhorar todas as medidas da qualidade de uma representacao em simultaneo
e teremos que encontrar um compromisso entre elas.

8.2 Algoritmo aproximativo segundo a técnica dos trapézios

Nesta seccao apresentamos um algoritmo que determina representacoes do conjunto
das solugoes nao-dominadas do problema FRIBO. Este algoritmo utiliza o algoritmo
de restricao-¢ apresentado no Capitulo 7, para determinar solucoes nao-dominadas
para o problema FRIBO. Como vimos o algoritmo de restricao-¢ consegue calcu-
lar qualquer solucao nao-dominada do problema FRIBO. Desta forma, definindo
quais as propriedades do tipo de solucoes nao-dominadas que pretendemos, pode-
mos utilizd-lo para obter um conjunto aproximado de solugoes nao-dominadas para
este problema. O procedimento podera ser integrado num sistema interactivo de
apoio ao utilizador. O algoritmo proposto podera ser utilizado para determinar va-
rios tipos de representagao sendo preciso que o utilizador em co-interacc¢ao com o
analista opte pelo tipo de representacao pretendida ou, possivelmente, por determi-
nar varios tipos de representacao fazendo depois a sua comparacao.

Na Seccgao 8.1 definimos as medidas para a avaliacao de uma representacao do
conjunto de solugoes nao-dominadas. Essas medidas sao conflituosas, isto é, a melho-
ria de uma das medidas implica, geralmente, a degradacgao de outra. Em particular,
se pretendermos um valor de v grande, nao podemos esperar um valor de § pequeno e
vice-versa, pois quando um dos valores aumenta o outro também aumenta e quando
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um diminui o outro também diminui. Deste modo nao é possivel falar de uma “boa”
representacao, mas em “boas” representacoes alternativas de acordo com as escolhas
dos diversos parametros. A seguir apresentamos a forma geral do algoritmo que
pode ser modificado de acordo com as especificagoes pretendidas, relativamente a
representacao desejada.

8.2.1 Apresentacao do algoritmo

O algoritmo determina uma representacao do conjunto das solugoes nao-dominadas
do problema FRIBO. O utilizador e o analista devem a partida escolher um de
entre os varios tipos de representacoes que o algoritmo pode determinar. Vérios
critérios podem ser tidos em conta. Entre eles temos uma representacao 7y, uma
representacao uniforme ¢, um determinado nimero de elementos na representacao
ou qualquer combinacao destas. O utilizador pode estar limitado no tempo e por
isso interessado numa “boa” representacao, utilizando o tempo disponivel para o seu
calculo.

Algoritmo 9: Algoritmo dos trapézios.
{Determina uma representacao do conjunto das solugoes nao-dominadas do pro-

blema FRIBO. }

input: Rede N = (9, ¢, [, u, b).
output: Representagao: Y.

(1) begin

(2) Determinar o conjunto inicial Y;;

(3) k< 1;

(4) while (nao se verificar a condi¢ao de paragem) do
(5) begin

(6) Determinar o valor de ¢;

(7) Calcular a solucdo éptima y*11) do problema de restricio-¢;
(8) Y, Yo u {y*tiy;

9) kE+—k+1,

(10) end

(11) end

O algoritmo proposto comeca por determinar uma ou duas solugdes nao-domina-
das, consoante o tipo de representagao pretendida, se pretendemos uma representa-
¢ao uniforme v ou uma representacao 9, correspondentes aos minimos lexicograficos
dos objectivos considerados. De seguida aplica-se o algoritmo de restri¢cao-¢, para
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o calculo da solugao nao-dominada mais préxima do local pretendido, até que as
condigbes de paragem definidas pelo utilizador sejam verificadas (ver Algoritmo 9).

Nas duas subsecgoes seguintes apresentamos o algoritmo adaptado a duas formas
diferentes de escolher os parametros que medem a qualidade da representacao. Na
primeira secgao, admitimos que o utilizador com o apoio do analista pretende um
conjunto de solucoes nao-dominadas correspondentes a uma representagao -y, com
~ fixo, com um valor § tao grande quanto possivel. Na segunda seccao admitimos
que queremos uma representagao uniforme 9, ¢ fixo, com um valor de ~ tdo pequeno
quanto possivel.

8.2.2 Uma representacao

Suponhamos que pretendemos determinar uma representagao v do problema FRIBO
com um valor de 6 tao grande quanto possivel. Neste caso, podemos utilizar o
algoritmo de restricao-¢ da seguinte forma:

1. Calcular os minimos lexicogréficos para o problema FRIBO, isto é, as solucoes
y e y* tais que

> Czljxij

(1) — . (i,5)eA 8.1
y ex:rIlljlg)l( (;A C?jxij ( ’ )
1,7)€
e
* = lex min | 254 . 8.2
1,])€

Sabemos que ambas as solucoes 1) e y* sdo ndo-dominadas e que tém com-
ponentes inteiras. Sao, por isso, solucoes nao-dominadas suportadas para o
problema FRIBO. Designemos por Y, a representacao do conjunto das solu-
¢oes nao-dominadas inteiras ND(Y7).

2. Verificar se y") e y* preenchem as condicoes para pertencer a Y, e, em caso
afirmativo, inclui-las neste conjunto. Verificar se a condi¢cao de paragem do
algoritmo se verifica, isto €, se todas as solugoes nao-dominadas estao a uma
distancia, de uma solucao na representacao, inferior ou igual a . Caso con-
trario continuar no passo 3.

3. Fazer k£ = 1.
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4. Determinar a solucao nao-dominada seguinte, y**1), a ser incluida na repre-
sentacao Y,. De acordo com a definicao escolhida para a qualidade da nossa
representacao podem ser obtidas diversas solucoes. Neste caso, considerar o
par de solucoes y¥1) e yy(¥2) com maior distancia entre si e determinar a solucio

nao-dominada y*), que estd, aproximadamente, & mesma distancia de y*1) e
(k2)
y\2),

5. Repetir o passo anterior, com k = k 4 1, até que a distancia entre qualquer
par de solugoes nao-dominadas seja inferior ou igual a ~.
Sabemos que uma solucio, y*+t1) | que satisfaca exactamente as condicoes acima
raramente existe. Procuraremos uma solucao préxima, isto €, que diste aproxima-
damente o mesmo das duas primeiras, resolvendo o problema de restricao-¢ com
(k1) (k2)

+ . ~ ~ . .
€= %, para determinar a solucao nao-dominada com o maior valor para o

segundo objectivo e menor ou igual que €.

8.2.3 Uma representacao uniforme §

Numa representacao uniforme ¢ as solugoes da representacao devem distar entre si
pelo menos § unidades. Além disso, vamos obrigar a que o 7 seja um valor tao
pequeno quanto possivel. O algoritmo de restricao-¢ pode ser utilizado da seguinte
forma:

1. Calcular o minimo lexicografico, y'V), para o problema FRIBO, tal que

> C}jxij

1 _ . (i,5)eA
y lex xIZIJléI)l( S Eay | (8.3)
(i,5)eA

y™M) é uma solucio ndo-dominada para o FRIBO e, inicialmente, Y, = {y("}.

2. Calcular o minimo do segundo objectivo, isto é, o valor

.
yp = min fa()

3. Fazer k = 1.

4. Determinar a solucdao nao-dominada seguinte, y**1), a ser incluida na repre-
sentacao Y., resolvendo o problema de restricao-c. Neste caso, a restricao ¢
deve obrigar a que a distancia da solucdo y*+1) a y*) seja pelo menos igual a



ALGORITMO APROXIMATIVO SEGUNDO A TECNICA DOS TRAPEZIOS 169

. Por exemplo, utilizando a distancia euclidiana (ver Figura 8.1), o valor de
€ passa a ser variavel, por forma a que y*t1) esteja o mais préximo possivel
de y® | distando pelo menos ¢ unidades desta. Assim, para cada nimero real
Yy = yYC), definimos (y;) como:

k k k k
a(yl):{yék)_\/(w_(yl—?/%))Q sey§)<%€1<y§)+(5
vy sey1 =yt + 6

O primeiro conjunto de valores, para e, corresponde ao quarto de circunferén-
cia, representado na Figura 8.1.

v

i —

\/

Figura 8.1: Representacao esquemdtica de €.

5. (---) Repetir o passo anterior, com k = k+ 1, até nao existir qualquer solucao
nao-dominada a uma distancia de pelo menos ¢ unidades da solucao actual,
na regiao nao explorada.

O algoritmo de restricao-¢ pode ser facilmente adaptado para trabalhar com este
tipo de valores para ¢.
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8.3 Exemplo ilustrativo

Consideremos o problema de fluxos em redes com dois objectivos representado na
Figura 8.2. A seguir ilustramos a determinacao das representagoes v e uniforme 4.

8.3.1 Uma representacao

Suponhamos que, como na Subseccao 8.2.2, queremos uma representacao v do con-
junto das solugoes nao-dominadas. Fixemos, ao acaso, v = 10.

b; ((’%j s (’,f]) bj

(Lij i)

(3,9)

[0,7]

Figura 8.2: Ezxemplo de uwma rede bi-objectivo.

Apliquemos o algoritmo a este problema:

It.1 O algoritmo comeca por calcular as duas solucdes éptimas léxicograficas y™") =
(96,144) e y* = (136,99) (estao representadas na Figura 8.3 pelos dois pontos
mais espessos).

y) e y* sao solucdes ndo-dominadas. A distancia entre estas solucdes nao-
-dominadas é d(y“%y*) = 60.2 e a condicao de paragem, considerando uma
distancia inferior a 10, ndo é verificada. Assim Y, = {y™,5*}. O conjunto Y, é
considerado com os seus elementos ordenados por ordem crescente da primeira
coordenada dos seus vectores.

Todas as solugoes em ND(Y') estao no rectangulo, com os vértices superior
esquerdo e inferior direito nos pontos y*) e y*, respectivamente (ver Figura
8.3).
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1 *
yé )+212
2

Consideremos o valor € = = 121.5. De seguida calculamos y® tal que

y® < minimizar f(x),
sujeito a:  x € X7,
fa(x) < 1215,
A solugdo 6ptima para este problema é 22 = (6,4,0,6,0,4,6) com y? =

f(z®) = (114,120). O conjunto Y, é actualizado para Y, = {y*,y™", 3?1}
Passamos a iteracao seguinte.

160 -

,y(l)'

120

100~

lf‘JO 12‘[0 1‘20 1:‘30 140
Figura 8.3: Area de procura de solug¢des ndo-dominadas.

[t.2 Sabemos agora que o conjunto ND(Y7) estd incluido nos dois rectangulos da
Figura 8.4. (y®,y*) é o par de solugdes, entre as solucoes vizinhas ja encon-
tradas, com maior distancia (30.4 unidades). Assim é este o par considerado.

()

2
yé )+y2
2

Coloquemos € = = 109.5 e resolvamos o problema seguinte

y(3) < minimizar fi(x),
sujeito a:  x € X1
fo(z) < 109.5.
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160

.

140 . o oo .o

.

100

S S R R
100 110 120 130 140 150 160

Figura 8.4: Esquema do resultado obtido na 2% iteracado.

160

140k . o oo

120 / »

100 <y

. P R SR R
100 110 120 130 140 150 160

Figura 8.5: Esquema do resultado obtido na 3% iteragdo.
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A solucdo 6ptima é ® = (5,5,0,5,0,5,5) com y® = f(z®) = (125,105). O
conjunto Y, é actualizado para Y, = {y),y® y® y*}. A nossa particio tem
agora quatro solugoes nao-dominadas e nao temos a garantia de que a distancia
entre qualquer solucao nao-dominada e uma solucao de Y, seja inferior a 10.
Assim, o algoritmo continua.

It.3 (---) O par de elementos com maior distancia é (yM,y?) e e = 132.75. O
problema de restricao-¢ é resolvido e o algoritmo continua até termos a garantia
de que para qualquer solu¢io nao-dominada em ND(Y!) existe um elemento
em Y, que dista 10 unidades ou menos daquela.

Nota: A forma como o algoritmo foi implementado obriga ao cdlculo de outras
solugoes nao-dominadas antes de obter a solucao desejada. Essa informagao é
guardada, para futuros calculos, reduzindo dessa forma a zona de procura de
solugoes nao-dominadas a um conjunto de trapézios, representados nas Figuras
8.4 e 8.5 pelas linhas a vermelho.

8.3.2 Exemplo de uma representacao uniforme §

Determinemos agora uma representacao uniforme ¢, de acordo com a subsec¢ao
8.2.3. A determinacdo de y™") e do minimo para o segundo objectivo foi feita na
subseccdo anterior e temos y™") = (96, 144) e y3 = 99. Fixemos d = 10 e k = 1.

It.1 Na primeira iteracao o algoritmo resolve o problema de restrigao-¢ com

o 1ad- V102 — (y; — 96)2 se 96 < y; < 106
| 144 se y; = 106

A solugdo obtida é y® = (103,135). A representacio actual é entdo o conjunto
das duas solucdes ndo-dominadas encontradas, isto é, Y, = {y), y®}. Fazemos
k = 2 e vamos para a iteracao seguinte.

[t.2 Nesta iteracao o valor de € é:

~ [ 135 —4/10% — (y; — 103)2 se 103 < y; < 113
] 135 se y; = 113

A resolucao do problema de restricao-¢ associado da origem a solugao nao-do-
minada y® = (111,123). Adicionamos esta solucdo ao conjunto Y,, fazemos
k = 3 e passamos a iteragao seguinte.
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100 110 120 130 14 100 110 120 130 14

100 110 120 130 14 100 110 120 130 14

Figura 8.6: Determinacdo de uma representacao uniforme .
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[t.3 (---) O algoritmo continua. A representacao obtida é o conjunto Y, = {(96, 144),
(103,135), (111,123), (118,114), (125,105), (136,99)}, com seis solugdes nao-
-dominadas. A Figura 8.6 mostra as varias etapas da aplicacao do algoritmo a
este problema.

Em cada iteragao é marcado o circulo indicado com um quarto de circunferéncia
e procuramos a solucao nao-dominada no exterior mas o mais perto possivel
desse circulo abaixo da recta y, = yék). Na primeira iteracdo, com y®* =y
determindmos y®. Na segunda iteracdo, com k = 2 determindmos y®, na
terceira, com k = 3 determindmos y*, na quarta, com k = 4 determindmos
y©) e, finalmente, na quinta iteracdo, com k = 5, determinamos y(®. A solucio
nao-dominada y©® é tal que y§6 ¢ o minimo do segundo objectivo quando as
restricoes do problema inicial sao mantidas.

8.4 Resultados computacionais

O algoritmo foi implementado usando linguagem de programacao C. Os testes foram
feitos num computador pessoal equipado com um processador Intel Pentium 2.5GHz
com 3GB de RAM. O programa foi executado utilizando o sistema operativo OS X.

O conjunto de problemas e instancias utilizados nos testes foram os mesmos do
Capitulo 7 cujos parametros se encontram especificados na Figura 7.12. Na Tabela
8.1 encontram-se os resultados obtidos, para uma representacao 7, como na Subsec-
¢ao 8.2.2. O valor de v, para cada problema e para cada instancia, foi calculado
automaticamente sendo aproximadamente igual a 10% da distancia entre as solucoes
nao-dominadas associadas aos minimos lexicograficos para cada uma das fungoes.
A escolha foi ao acaso. Olhando para o tempo gasto no calculo da representacao
podemos dizer que ele é bastante reduzido, para o conjunto de problemas testados.
Em média o algoritmo determinou 9 solugoes nao-dominadas para cada instancia
com um numero minimo de 2 e um méaximo de 12. Em média o tempo gasto para
este calculo foi de 0.46 segundos, com um tempo minimo de 0 segundos e um maximo
de 8.9 segundos.
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Tabela 8.1: Resultados computacionais.

Solugdes ND Tempo CPU (seg.)

N T Min Max Me T Min Max Me
1 85 5 12 85 | 001 0 003 0
2 | 883 5 12 91001 0 002 001
3 89 5} 12 91 001 0 003 001
4 | 893 2 12 9| 001 0 003 001
5 83 3 11 9| 001 0 002 001
6 | 807 2 12 8 | 001 0 003 0
7 93 6 12 9| 001 0 003 001
8 | 883 6 10 91001 0 005 001
9 | 847 5 12 85| 004 001 01 004
10 | 947 6 11 10 | 005 001 01 004
11 96 7 11 10 | 006 001 014 005
12 86 6 11 91007 001 049 005
13 | 893 6 11 91004 001 018 004
14 92 6 11 91005 001 012 005
15 | 937 5 12 10 | 006 002 02 005
16 | 943 6 12 91007 002 021 006
17 | 893 6 12 9 01 004 023 009
18 87 6 12 85 | 009 002 023 009
19 | 903 6 11 91016 005 046 013
20 | 903 6 11 91015 001 035 015
21 92 7 12 9011 003 02 01
22 | 893 6 12 91009 003 016 009
23 94 7 12 91015 005 042 013
24 | 907 6 12 9017 004 051 015
25 92 6 11 95| 025 005 0h4 024
26 9 6 11 95| 021 007 04 02
27 | 943 8 11 91035 01 068 032
28 9 7 11 91036 012 087 032
29 9 7 10 91023 004 045 021
30 | 893 6 11 9 02 007 0h3 016
31 | 923 8 11 91038 015 135 03
32 9 7 11 9 03 01 056 028
33 88 5 11 9| 001 0 007 001
34 8 5 11 8 | 001 0 004 001
35 9 5 11 9| 002 0 01 001
36 9 5 12 91002 001 004 002
37 | 853 4 12 8 | 001 0 003 001

continua na préxima pagina
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continuag¢ao da pagina anterior
Solugdes ND Tempo CPU (seg.)

N Z Min Max Me z Min Max Me
38 | 893 7 11 9| 001 0 005 001
39 | 907 5 12 9 | 002 0 005 002
40 87 3 11 91001 0 005 001
41 79 6 11 81004 001 011 003
42 | 877 5 10 91009 001 022 008
43 | 907 6 11 9015 002 041 013
44 | 907 6 11 91015 004 053 012
45 | 883 7 11 91009 003 024 009
46 | 867 6 11 91009 001 018 008
47 | 927 7 11 10 | 015 004 038 013
48 | 937 7 11 95| 013 004 037 013
49 92 6 11 91038 009 082 034
50 | 933 7 11 10 | 034 011 085 028
51 | 957 8 12 10 | 069 022 152 064
52 | 947 7 12 10 | 056 021 17 045
53 92 6 11 91034 009 068 032
54 | 937 7 11 95| 032 004 076 027
55 93 8 11 91055 019 137 053
56 | 913 7 11 91052 013 151 045
57 | 923 8 10 9072 031 153 07
58 | 917 7 11 91065 026 117 068
59 97 8 11 10 | 175 035 433 152
60 | 947 8 11 9107 014 263 092
61 | 913 8 11 91074 031 147 074
62 | 907 7 11 9 07 027 229 065
63 94 7 11 95 15 053 322 146
64 | 927 7 11 9106 043 189 105
65 94 7 11 10 15 0r1 242 135
66 | 937 7 11 9 | 145 04 274 137
67 | 947 8 11 9332 117 894 332
68 | 927 7 11 95| 202 097 61 166
69 89 7 10 9 | 148 042 451 148
70 | 937 7 12 95 | 156 062 355 143
71 1 913 7 11 9312 137 737 313
72 94 7 11 91234 094 39 227

177






Conclusao e investigacao futura

Os problemas multi-objectivo de fluxos em redes ocupam uma area muito impor-
tante no ambito do problema tratado e da Investigacao Operacional, pela sua ligacao
a um enorme numero de problemas reais, de que apresentamos exemplos na Intro-
ducao desta Tese, e também pelo facto de aparecerem como subproblemas de outros
problemas, justificando-se, deste modo, a investigagao levada a cabo por noés.

Em resumo, nesta Tese estudamos os problemas de fluxos em redes com mais
de um objectivo, propusemos novas formas de calcular o conjunto das solugoes
eficientes /nao-dominadas e novas formas de determinar aproximagoes para este con-
junto. Apresentamos dois novos algoritmos do tipo primal-dual, um para o problema
de fluxo de custo minimo e outro para o problema bi-objectivo de fluxos em redes,
ambos com variaveis continuas. O primeiro algoritmo apareceu como consequéncia
dos estudos feitos sobre o segundo e os resultados obtidos mostram que, na resolu-
¢ao de problemas gerados aleatoriamente, o tempo gasto pode ser inferior ao tempo
gasto pelo algoritmo simplex para redes. O segundo determina o conjunto de todas
as solugoes nao-dominadas extremas e a sua implementacao revelou bons resultados,
sobretudo, na resolucao de problemas altamente degenerados. As restantes solugoes
nao-dominadas podem ser obtidas como combinacoes convexas de pares de solugoes
nao-dominadas extremas.

Relativamente ao problema inteiro multi-objectivo de fluxos em redes estuddmos
o conjunto das solugoes suportadas e provamos que este é um conjunto conexo. Esta
prova foi feita através da utilizacao de redes residuais e de circuitos de custo nulo
nestas redes. Com base na demonstracao elaboramos um algoritmo que permite de-
terminar o conjunto de todas as solugoes eficientes/nao-dominadas suportadas para
este problema. O algoritmo foi implementado e experimentado para um numero ele-
vado de problemas e instancias e os resultados foram apresentados e revelaram um
bom comportamento do algoritmo em termos computacionais. A utilizacao de circui-
tos de custo nulo para a determinacao de solugoes nao-dominadas foi, tanto quanto
é do nosso conhecimento, feito aqui pela primeira vez. Mostramos também, através
de exemplos e ilustrando com figuras, que o conjunto de todas as solu¢bes nao-
-dominadas suportadas nem sempre é formado apenas pela imagem de solugoes ex-
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tremas e solugoes intermédias, contrariamente ao que era assumido até aqui. Ainda,
para estes problemas, apresentamos uma nova versao do algoritmo de restricao-¢,
para o calculo de todas as solugoes eficientes e nao-dominadas, mostrando que a sua
aplicagao pode ser feita a qualquer problema, mesmo a problemas degenerados. Fi-
zemos a sua implementacao e executamos o codigo para uma quantidade elevada de
problemas e instancias, fazendo depois o estudo estatistico dos dados e resultados.
Finalmente, ainda para estes problemas propusemos um algoritmo que determina
aproximacoes para o conjunto de todas as solugoes nao-dominadas. Este algoritmo
pode gerar varios tipos de representagoes do conjunto das solugoes nao-dominadas,
em funcao da definicao de “boa” representacao. Fizemos a sua implementacao e
apresentamos os resultados. E sabido que tanto o conjunto de solucoes eficientes,
como o conjunto de solu¢oes nao-dominadas tém uma cardinalidade, em geral, muito
elevada, de tal forma que qualquer analise desse conjunto se torna um trabalho quase
impossivel, assumindo, por isso, um grande relevo o calculo de “boas” representa-
¢oes desse conjunto. No entanto, a existéncia de algoritmos exactos, que consigam
calcular o conjunto de todas as solugoes, é uma ajuda importante na construcao de
algoritmos para o cédlculo de uma “boa” representacao.

O trabalho apresentado deixa em aberto um conjunto de pistas de investigacao
para o futuro, algumas das quais descrevemos a seguir. Em primeiro lugar, parece
que muito do trabalho aqui efectuado pode ser generalizado para problemas com
mais de dois objectivos. Assim, tanto o algoritmo primal-dual como o algoritmo de
restricao-€ podem ser estendidos a problemas com trés objectivos, numa primeira
fase, e provavelmente ser generalizados para o caso de um nimero p > 3 de objec-
tivos. Pensamos que o algoritmo primal-dual podera ser vantajoso, relativamente
aos paramétricos, nao s para casos degenerados, mas mesmo no caso geral. Este
trabalho seré de grande importancia, uma vez que nao se conhecem algoritmos es-
pecialmente dedicados a problemas com mais de dois objectivos. O algoritmo de
circuito de custo zero, como foi apresentado, calcula apenas as solugoes suportadas
para o problema multi-objectivo de fluxos em redes. Parece-nos, no entanto, que é
possivel transformar este algoritmo de forma a que possa calcular o conjunto de to-
das as solugoes eficientes ou nao-dominadas. Esta tarefa serd igualmente de grande
importancia, uma vez que se trata de um algoritmo multi-objectivo, que revelou
um bom comportamento computacional. Todo este trabalho podera ser integrado e
ser programado num sistema de apoio ao utilizador, para resolucao de problemas de
fluxos em redes. Este sistema ajudara o utilizador na escolha de uma “boa” represen-
tagao do conjunto de solucoes eficientes ou nao-dominadas para um problema deste
tipo. Tal sistema deverd conseguir mostrar ao utilizador caracteristicas do conjunto
a representar, como estimativas da cardinalidade desse conjunto, da distancia média
das solucoes da representacao as solugoes nao calculadas, etc.
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Na conclusao desta Tese podemos afirmar que os objectivos a que nos propuse-
mos foram plenamente cumpridos superando até as nossas expectativas iniciais, na
medida em que foram detectadas e resolvidas algumas falhas nesta area e é proposto
um conjunto de ferramentas que acreditamos vir a servir de base a novos resultados.
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