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Abstract

Positron emission tomography (PET) is a medical gimg technique that
provides information about the distribution of mgharmaceuticals inside a living
subject. A radiopharmaceutical is a radioactivempound (radionuclide and
pharmaceutical) used for the diagnosis and thetapeeatment of human diseases.

In the last years some mathematical models have teecloped in PET taking
into account the Poisson distribution of the det@@vents. One of these models is used
in the popular Maximum Likelihood — Expectation Niaikzation (ML-EM) algorithm
used in tomographic reconstruction.

In a 2D iterative image reconstruction perspectfee,this project, we tried to
know how two this algorithm relates to an algoritdeveloped in Instituto de Biofisica/
Biomatematica - IBILI, the Sinocurves algorithm. eTlsinocurves algorithm has a
particular point of view in which the sinogram iewed as a stack of sinusoidal curves,
so the 2D reconstruction problem can be underst®dhe decomposition of the
sinogram into its sinusoidal curves.

Furthermore this thesis establishes a statistaalparison between two different
estimators (mean and median) that can be usedhot@ives algorithm, to evaluate the
pixels convergence to their real value.

The results indicate that the mean is a bettemastr than the median, for the
image tested. However, these results must be dieaufar other images, to get general
conclusions and to establish rules.

It would be also interesting to evaluate Sinocumdgsrithm for other estimators

in the future.

Keywords: Positron Emission Tomography (PET), Poisson [ation,
Maximum Likelihood — Expectation Maximization (MLM Algorithm, 2D Iterative
Image Reconstruction, Sinocurves Algorithm, Sinogrddecomposition, Mean,

Median.






Resumo

A tomografia por emisséao de positroes (PET) é wnaita de imagem meédica
que fornece informacéo acerca da distribuicdo dd®mfarmacos no corpo do paciente.
Um radiofarmaco consiste num composto radioactiadignuclido e farmaco) usado
para diagnostico e tratamento terapéutico de dedngaanas.

Nos ultimos anos alguns modelos matematicos forasert/olvidos para PET,
que tinham em conta a distribuicdo de Poisson destes detectados. Um destes
modelos é usado no popular algoritmo Maximum Li@bd — Expectation
Maximization (ML-EM) para reconstrucao tomografica.

Numa perspectiva 2D para a reconstrucao iteratevanhgem, neste projecto
tentamos saber o quanto este algoritmo se relacmmaum algoritmo desenvolvido no
Instituto de Biofisica / Biomatematica — IBILI, égaritmo das Sinocurvas.

O algoritmo das Sinocurvas tem um ponto de vistagodar, assumindo que o
sinograma pode ser interpretado como um empilham@atcurvas sinusoidais, de tal
forma que o problema de reconstru¢cdo em 2D podsadacionado por decomposicéo
do sinograma nas suas curvas sinusoidais.

Ainda para esta tese foi estabelecida uma comparesfatistica entre dois
estimadores diferentes (média e mediana) paraovitalgp das Sinocurvas, para avaliar
a convergéncia dos pixeis para o seu valor real.

Os resultados mostram que a média é melhor estmpdoa mediana, para a
imagem testada. Contudo, estes resultados devesinselados para outras imagens,
para obter conclusdes gerais e estabelecer regras.

Seria interessante, de futuro, simular o algorias Sinocurvas para outros

estimadores.

Palavras-chave: Tomografia por Emissao de Positrdes (PET), Disicéo de
Poisson, Algoritmo Maximum Likelihood — Expectatidviaximization (ML-EM),
Reconstrucdo de Imagem lterativa 2D, Algoritmo 8asocurvas, Decomposicao do

Sinograma, Média, Mediana.
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Capitulo 1

Introducéo

No presente projecto pretendemos numa primeiradagem demonstrar a
equivaléncia entre o algoritmo das Sinocurvas dedeido no Instituto de Biofisica /
Biomatemética do IBILI e o algoritmilaximum Likelihood-Expectation Maximization
(ML-EM) no plano tedrico. A complementar o objectideste trabalho, estudamos as
diferencas que dois estimadores usados no algodasd@inocurvas possuem no estudo
de pixeis com posicionamentos previamente definidos, de domn inferir sobre
vantagens/desvantagens no ambito da convergén@aopaalor real dgixel com a
variacdo do numero de iteracoes.

Foram utilizados dois estimadores diferentes maslacdes alvo deste projecto,
ou seja, o algoritmo das sinocurvas numa primeisa fisava como estimador a média e
numa segunda fase aplicava a mediana como estinfa@muramos, assim, averiguar
as diferencas de comportamento, por parte de padd registadas em termos de
convergéncia tendo em conta as regiées com ditsseaiores dpixeis

A imagem de teste usada permitiu-nos assumir atéexisn de 3 regides
distintas, nomeadamente, uma regido com pixeislbe 0, outra regido comixeisque
assumiam o valor 1 e por ultimo a regido definida pixeis de valor 5. O conceito
fronteira/vizinhanca de regibes pode assumir unelppgmordial na forma como o
valor estimado d@ixel converge para o valor real deste, conforme vadfic nas
simulagdes realizadas.

Prosseguindo da computacdo para o tratamento des,dddram criados
datasetS que tinham presentes os resultados numéricos sht@®simulacées. A partir
destes dados foram geradesorbars’ e boxplots. Os errorbars tinham especial
interesse ao mostrar a tendéncia da média enquentmxplots demonstravam a
tendéncia da mediana.

Resumindo, ao nivel da computacédo as simula¢coelbencompreenderam 2

fases, que ao nivel de procedimento tiveram o mésateomento com a unica diferenca

! Conjunto de dados
2 Gréficos de barras com intervalos de confianca
% Caixas de bigodes ou diagramas de extrentpseis
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em que os estimadores assumidos pelo algoritmanfatderentes, ora média ora
mediana. Ao nivel do tratamento dos dados obtiddase da simulacdo, foram gerados
boxplotse errorbars para visualizar a convergéncia, dos diferentesiadores.

A tese desenvolve-se em cinco capitulos, cujo prameapitulo consiste na
presente introducao.

No capitulo 2, é apresentada a teoria subjacemsteaprojecto. Inicialmente
descrevem-se conceitos basicos sobre PET (do jiRpé&gron Emission Tomography
essenciais a compreensao do trabalho realizade pegecto. Ainda neste capitulo sdo
fornecidas descricbes gerais sobre os algoritmosEMLe das Sinocurvas, onde
também se procura mostrar que o0s algoritmos sdovadejtes.

No capitulo 3 descrevem-se os métodos usados gsbfhitaram atingir os
objectivos deste projecto. Comeca-se por desca/aspectos relativos a computacao
do algoritmo das Sinocurvas e prossegue-se comdas@icao relativa ao tratamento
dos dados, em que se procura descrever sucintanesnidois tipos de graficos
utilizados, respectivamenteoxplotse errorbars

O capitulo 4, apresenta uma descricdo dos ressligei@dos para o algoritmo
das Sinocurvas, procurando-se comparar e reta@des dos dois estimadores testados,
média e mediana, para os quais foram realizadaglagjies com e sem ruido. Nas
simulagBes com ruido, variou-se 0 numero de consage sinograma — 10 mil, 200 mil
e 1 milhdo de contagens.

No capitulo 5, apresenta-se um resumo dos ressltablitddos fazendo-se uma
discusséo final. Evidenciam-se, também, perspectivturas que podem/devem ser
exploradas. Desta forma, neste capitulo, aborda-secessidade em testar novas
imagens e utilizar outros estimadores na computagi@lgoritmo das Sinocurvas,

estudando o impacto que estas alteracbes possam ter



Capitulo 2

Teoria
2.1 PET: Conceitos Basicos

A reconstru¢do de imagem € uma técnica que al@mgpuatacdo a matematica
procurando determinar a partir dos dados observgmogccdes medidas nhum exame
de tomografia), a distribuicdo original no pacieoie objecto (distribuicdo real da
grandeza que se pretende medir). E de extraordimaportancia ter um bom algoritmo
gue possibilite reconstruir os dados observadosintervalo de tempo razoavel.

A Tomografia por Emissdo de Positrbes (PET, doém@lositron Emission
Tomography é uma técnica minimamente invasiva que consiste ngarcar um
composto quimico com um radioisétopo emissor detrdes (0 conjunto composto
quimico e radioisétopo é geralmente designado pdrofarmaco) para obter uma
imagem da concentracdo do composto quimico. Osisatbbpos frequentemente
usados s&o o carbono-14Q), azoto-13'¢N), oxigénio-15 1°0) e o flior-18 {fF) que
se correlacionam fisiologicamente com o corpo hwomama vez que 0S compostos
C,N,O existem em todos os tecidos vivos do corgo, §or isso, de incorporacgédo facil
no processo metabolico, actuando como tracadonmes qgee as suas propriedades
quimicas sejam alteradas quando em contacto campasto quimico.

O *®F é muito utilizado nos estudos de fluorodesoxiggec(FDG)°F-FDG é o
radiofarmaco mais comum em estudos PET. Apds argstnaicdo do radiofarmaco ao
paciente, o radioisétopo, decai emitindo um pasitfde € aniquilado com um electrdo
do meio, originando um par de fotbes de 511 ke¥rigia, 0S quais se propagam em
direccdes aproximadamente opostas. Caso estes fotfs@ajam com o0s detectores,
numa janela temporal curta (tipicamente da ordemmalwosegundo), diz-se que um
evento de aniquilagdo ocorreu num local indeterdonda linha que une a posicdo da
deteccdo de um fotdo a posicédo de deteccdo do fotdim Esta linha € designada por
Line of Respons@ OR). As LORs organizam-se segundo projec¢coesuenalam as
coincidéncias verdadeiras, isto é, deteccdo simedtédas duas emissbes de fotbes
resultantes do mesmo decaimento. Uma das formas ocoanuns de representar o

conjunto das projeccdes é o sinograma.



Assim, o sinograma, consiste no registo de evetgaincidéncia nurecanner
PET em que as LORs sdo descritas em funcéo daag@&nangular e da posicao em

relacédo ao centro do campo de viséo (Figura 1).

9 o8

L L

=)

Figura 1-Formacédo do sinograma.
A) As letras A,B,C e D representam 4 LORs que asaam uma area de interesse (definida por uma
elipse). O centro do campo de visdo é marcado .por x
B) Sinograma que contém as 4 LORs, eixo dos yy anarorientacdo angular e eixo dos xx marca o
posicionamento em relagéo ao centro do campo ée.vis

Num estudo PET, em virtude da dose injectada seal{@ecordando que o
principio basico da proteccdo radioldgica ocupadienPrincipio ALARA estabelece
que todas as exposi¢cdes devem ser mantidas tdashb@santo possivel) o numero de
contagens esta limitado, acarretando um indiceadtede ruido nos dados.

O ruido, em parte, deve-se a coincidéncias, distidia ja citada coincidéncia
verdadeira, sendo designadas por coincidénciagabesae de dispersdo (Figura 2). Em
relacdo as coincidéncias aleatodrias, se considesargue um dos fotdes de um
determinado par sofre dispersao ou absorcao, ele manca vir a ser detectado. Ora se
esta situacao ocorrer para 2 pares de fotbes queantna mesma janela temporal, eles
podem ser registados de forma errébnea como senduvermpentes da mesma
aniquilacao[1]. Relativamente as coincidéncias afisgs, fotdes que sofrem disperséo
sdo detectados com menor probabilidade, contudenslgpodem ser detectados em

coincidéncia com os seus pares, motivando erros.



aniquilagdo

aniquilagdo

Figura 2-Tipos de coincidéncias responsaveis, emns, pelo ruido.
Coincidéncias aleatdrias (esquerda) e coincidéncidsspersas (direita).

A problematica da reconstrucdo em termos matensatico seja, reconstruir
uma fungéo a partir das suas projecc¢des remortasad Radon [2].

Nos ultimos anos surgiram técnicas de reconstrqo@orevelavam o problema
da reconstrucdo em PET como um problema de estinag@ os dados incompletos.
Da fisica do PET sabemos que um par de detectegetau um evento de aniquilagéo,
contudo a origem da mesma permanece desconhedglands das técnicas recentes
[3,5,6] tiveram em conta a natureza de Poissommss@o de positroes.

Neste ambito, surgiu o algoritmBxpectation-Maximization(EM) que foi
desenvolvido inicialmente por Dempster [3]. Esgodatmo compreende duas fases: a
primeira, onde se calcula o valor de uma funcawetesimilhanca usando os dados
observados e as estimativas actuais dos paranetmassegunda fase, maximiza-se a
funcao de verosimilhanca obtendo-se assim uma estiraativa.

A abordagem da maxima verosimilhanca na tomografia emisséo foi
introduzida por Rockmore e Macovski [4].Contudorgliementacdo do EM no ambito
da reconstrucdo da imagem PET é atribuida a Shepard [5], cuja extensdo a
transmissao CT foi da responsabilidade de Langarso@ [6].

Neste projecto centramo-nos sobre o Algoritmo dascBrvas [7] que consiste
num meétodo de reconstrucdo de imagem desenvoleigdaginogramas. O sinograma é
interpretado como um conjunto de curvas sinusoigaés correspondem aos pixeis na
imagem. Desta forma o problema bidimensional daonsitcucdo cinge-se a

decomposicao do sinograma na sua forma mais elameas curvas sinusoidais.
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2.2 Descricao do algoritmo EM

O algoritmo EM consiste numa técnica iterativa deonstru¢cdo de imagem
aplicada a tomografia por emissdo que através dodméla verosimilhanca estima a
densidade de actividade no objecto de estudo.r&stedo surge integrado no modelo
matematico que se descreve neste capitulo.

Supondo que os dados observados em PET podenpeesertados pelo vector

y, tal que [y(1), y(2),y(3), -...y(J)]
em que Yy(j) corresponde ao numero total de coincidé registadas pelo

detectolj eJ € o numero total de detectores.

Representando pof (x, y)a concentragéo de actividade da fonte esta € ektima
a partir dey. Assim, se discretizarmo$(x,y) em regides i=1,2, ..., | para efeitos de

computacdo e visualizagdo e assumindo que cadaoregpbossui uma contagem

desconhecida(i), que representa o nimero total de emissdes réordglimitada pela
regido i, com média(i)=E[ x(i)] podemos estimari(i)para os dados observados
y(i)-

As emissdes ocorridas na fonte seguem uma digtéibude Poisson. Assim,

para cada regiéo i existe uma variavel de distliuide Poissorx(i), cuja média é

A(i), gerada de forma independente [5]:

™ 0
P(x(i):m):%, m=01,.. Eq.2-1

ConsiderandoC(i,j)como a emisséo ocorrida na parcélaegistada pelo

detectolj, cuja probabilidade € descrita por:

C(i, j) =P (evento registado pelo detector jlevento emitido pela parcela i) Eq.2-2



tal quecC(i,j) = 0.

Assim a probabilidade em detectar a emissao premtnde i €:

c(i)

J
yc(ij)<1 Eq.2-3

=1

Por outro lado, assume-se, as variawgi§) séo independentes e que seguem

uma distribui¢do de Poisson, com esperangg em que:

Y(i) = E[y()]-2AG)c(i i) Eq.2-4

Visto que, as variaveis (i) sdo independentes seguindo uma distribuicdo de

Poisson, entdo uma combinacao linear destas varigaetambém ser uma variavel de
Poisson. Por conseguinte, a funcdo de verosimithpagca os dados observados pode
ser dada por:

3 Y(j y(i) e YU
L(2)=P(yl2)=]] W Eq.2-5
ER(O)
Fazendd(i.) = leg L(i.) e tendo em conta a Eq.2-4 obtemos [8]:
A)=log LIA) = B2 1 —AG)CG, 1) + v(i)log Ali) + vij) log Cli, i) — log v(j) Eq.2-6



Foi demonstrado [9] que a matriz da segunda deaaieatkegativa semi definida e
guel(x) é cbncava (assim todos 0s seus maximos, sao magiwioais). Por outro lado,
segundo provado em [10, Teorema 2.19 (e)] as coeslisuficientes paramaximizarl
sao as condi¢des de Kuhn Tucker:

0= l’\' (i) a: ] = it 0 = E'- rG , Eq.2-7

[ ,, ]_} = 0, caso }.L: 1=0i=1.2,..1L Eq.2-8

Um esquema iterativo possivel que permitiria a eogéncia para um maximo

del seria [5]:

Aplicando o algoritmo EM:

(1) Assume-se como estimativa inicial A%, em que
AY(i)=0i=12,...1

(2) Define-se uma nova estimativa**', sabendo qué‘* representa a

estimativa de!"*' para a iterag&o k:

f‘a—l |~| = 3% [,J'}".- . ,L -" : Eq2'9

(3) No caso de atingir a convergéncia numeérica nedassaalgoritmo cessa

o seu funcionamento.

O algoritmo EM converge para um maximo global(deenquanto se verifiqgue

o Teorema 1 de Dempster [3] em que:



1A%y < (a1 Edo-

Akl = jlk=1) Eq.2-11
a Eq.2-9 converge, cessando o desempenho do aigorit

Conjugando as equacdes anteriores Eg.2-4 e Egti?e®nos o algoritmo EM

capaz de ser aplicado a problemas de reconstragdEa:

A0 () = AT ()2 i =12, Ed.2-

=1 e et



2.3 Descricao do algoritmo das Sinocurvas

Para uma melhor compreensdo do algoritmo das swas;ucomecamos por
fazer uma referéncia breve ao glossario criadospalitores [7] adaptando-o:

“sinopixel” - pixel do sinograma.

“imgpixel” - pixel da imagem reconstruida.

“sinocurva’ -curva sinusoidal que percorre uma série de SiRdRIX

correspondentes a um dado imgpixel.
“contribuicbes” = num sinopixel podem passar varias sinocurvasisgo por

contribuicdo entende-se 0 peso que as Vvarias siaxctém no valor do sinopixel.

O algoritmo das sinocurvas assenta no principiguke cada curva sinusoidal
(conjunto de sinopixeis) - “sinocurva” corresporadem “imgpixel” Eigura 3. Assim, 0
problema é equivalente a decompor o sinograma uss sinocurvas determinando o
valor correspondente a cada sinocurva. E, uma ge&, 0o valor das sinocurvas €

constante ao longo do seu perfil e igual ao vatointpixel correspondente determina-

se desta forma a imagem que se pretende.

64

654

48 45

Y ('P'hfglg‘l]
1
L&)

16 1 4

O
B4 o]

o 16 3z 48 16 32 48 24

¥ (Pixels)
Figura 3-O grafico a esquerda representa um ixel numa imagem de reconstrugao,
denominado imgpixel, que corresponde a um wmjunto de pixeis, designados por sinopixeis,

no sinograma (grafico a direita). O conjunto de sinopixeis define a curva sinusoidal -

sinocurva. Retirada de [7].
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Esta abordagem pode ser melhor compreendida coemnbagura 4, na qual se

representa a decomposicdo do sinograma na sua éemantar- “ sinocurva”.

Figura 4-Decomposicdo do sinograma (imagem inferior) ensinocurvas (imagens

superiores).
O valor de actividade (igual ao valor do imgpixel correspondente a sinocurva) é

constante para uma dada sinocurva. Retiradae [7].

A reconstrucao é assim facilmente entendida comesalucdo de um sistema

linear de equacdes:

$,S, +¢1252.+"'+¢1nsn = Pl Eq.3-1

¢mlsl + ¢m252 +...t ¢mnsn = pm
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em que assumimos n sinocurvag sn sinopixeis jp Por facilidade de implementacéo
mas sem perda de generalidade assumimos que aofdn@dquire valor 1 se a
sinocurva contém o sinopixgl caso contrario assume valor O.

Em termos matriciais:

&S =P Eq.3-2

onde ¢ consiste numa matriz com dimensdagn (designada por matriz
sistema),S € um vector com dimensaa e P é um vector de dimensép A matriz
sistema representa no problema a correspondénceanimgpixeis e 0s sinopixeis, a
qual é calculada previamente a reconstrucdo deeimagpm base em assumpcdes
geomeétricas.

A abordagem iterativa usada para resolver a equa@ipode ser descrita da
seguinte forma.

O valor de cada “sinopixel” (Sij) € distribuido pmmdas as “sinocurvas” que 0
intersectam tendo em conta o peso (Wi) destas astin® peso desta distribuicdo
(inicialmente assume-se o0 peso como sendo 1) omord® em conta os valores actuais
dos pixeis de maneira iterativa.

Assim para cada “sinocurva”:

s(i,j) = _— em queg; seja 1. Eq.3-3

No final de cada iteracdo, procede-se a um reajgsteo baseado nos valores
obtidos para Sij.
Desta forma, o novo peso € dado por:

L

w(i) = =x==Zk Eq.3-4

12



Conforme verificado na Eq.3-4, este novo peso € orédia dos valores das
sinocurvas, onde | consiste no numero de valore®sipara a sinocurva i.

O algoritmo para dados com ruido poderia ser esprper:

i)=—2, N Eq.3-5

Em que. é o valor do imgpixel, y € o valor do sinopixelifdica a contribui¢cdo
da sinocurva i para o sinopixel j, | representaimero de estimativas e N o nimero de
contribuicdes. O novo valor do “imgpixel” é caladdaa partir do “imgpixel” anterior e
de todos os “sinopixeis” correspondentes.As semelimdesta equacao com a Eq.2-9
sao evidentes. De tal forma que podemos dizer g-&M numa perspectiva de
“sinocurvas” poderia ser compreendido como uma ané@# todas as estimativas
obtidas para os “sinopixeis” das respectivas “simzas”.

Outra forma de encarar o problema é a partir déprias projecgbes. Para o

efeito consideremos uma imagem muito simples conuease mostra na Figura 5.

Figura 5-Imagem testada nos esquemas que mostram eguivaléncia dos algoritmos no caso
particular de 2x2 pixeis.
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Apresentam-se 0s esquemas para o algoritmo dasudwas (Figura 6 e Figura

7) bem como os esquemas para o algoritmo MLEMuggig8 e Figura 9).

Projeccdes
6 4 (medidas)

Tﬁ? T 1

b1 b 1] 1
Imagem verdadeira 8 4 lteragdo O
(desconhecida)

—3 2.25(1.75

+—3=5-—3=5-— 7 3.25|2.75
+4—.5—4—.5—

i $
Neste caso, 2 estimativas séo Média das estimativas
obtidas para cada pixel =1a iteragéo

Figura 6-Esquema 2x2ixeis para algoritmo das sinocurvas: calculo da 22 estiativa.

6 4 Projeccdes

(medidas)
E it} 7 3.25(2.75
3

4 ‘ F 2251175
&S
Imagem verdadeira 8 4 Iteracéo 1
(desconhecida)
6*3.95/5.5 | 42.45/4.5 +M’6 7-2.75/6 7
62 bsis.5| 421 5145 +3"2_2514 3*1.7514 3
RE
Neste caso, 2 estimativas sao Média das
obtidas para cada pixel estimativas= 22
iterac@o

Figura 7-Esquema 2x2ixeis para algoritmo das sinocurvas: calculo da 32 estiativa.
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Erro | 3 D oo — i

! i Actualiza a
N o v v estimativa
Projecg(")es com b:_ise nos
6 (medidas) 2 2 :? 2 quocientes
I - / 1; D
«\&\\_\_.\—
7 1 F a 1 ‘\\\15_\‘_'7 Erro
-\\
Imagem verdadeira Primeira v Vv 72
(desconhecida) estimativa
3/2
ZI2 Wal i)
D A 712 ‘ Actualiza a % 4 }’2 ;
1 estimativa :
< 3'12 3'12 ____E com base nos 4 4' E
3/2 < | quocientes I ! 2 !
Figura 8-Esquema 2xixeis para algoritmo MLEM: Calculo da 22estimativa
Emo | 6/5.5|4/4 5| ----mmmmmmmmmmmmem e A !
Actualiza a
) S : : estimativa
Proieccdes v v com base nos
6 4 (mjedigas) 55 45 B/5.5 4/4.5 Guecientes
T A A
\ 7 3pP5|2¥F5 3.25k6/55| 2.79x4/45
‘\\\\\_
27— F a 2bs 1.7‘5‘\j— 05| 1.7 Erro
\\
magem verdadeira y
Imag dad Segunda 7/6
(desconhecida) estimativa
3/4
3.25x7/6 | 2.75x7/6 T
< 6 4% Actualiza a 325275 6
1 estimativa
‘ 2.25x3/4 | 1.75x3/4 3/4 <____§ com bgse nos ’)-’)5 x -7 4 i
i quocientes » ;

Figura 9-Esquema 2x2ixeis para algoritmo MLEM: Calculo da 32estimativa
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Com base nas projeccOes medidas e actualizandinstg a calcular, com
base nos coeficientes, observa-se nos esquemasaauen de uma iteracdo a
actualizacdo da estimativa € igual, ou seja, aslifnativa para o algoritmo das
Sinocurvas corresponde a 12estimativa do algorfngM.
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Capitulo 3

Métodos

O algoritmo de reconstrucao de imagem, algoritm® ®laocurvas, assim como
0S meétodos para calcular a matriz sistema foramlemmgntados em IDL para
possibilitar a reconstrucdo de imagem e visualzagé sinogramas assim como
graficos que mostravam o erro existente entre orvalal e o valor estimado para os
pixeis estudados.

A imagem de teste utilizada possuia dimensfes 202fopixeis que se
apresenta na Figura 10.

Figura 10Durante o calculo da matriz sistema defs&@ que o numero de

projeccdes no sinograma era 20.

Figura 10- Imagem de teste, delimitada por uma area azul e um quadrado pequeno no interior
desta (a branco). O quadrado grande (a preto) é dgsado por “vizinhanca de zeros”. A escala de
cores revela o valor dogixeis para cada regido.
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Na Figura 10 surgem qsxeis que foram alvo de estudo. Na imagem de teste
podemos considerar trés regides de diferente valor:
e umaregido a preto onde pigeisassumem valor O.
e uma regido definida por um quadrado (a branco) @sgexeisassumem valor
5.

e uma regido demarcada pela area azul ongéxessassumem valor 1.

Na Tabela 1 recorreu-se a uma nomenclatura conpegtatornar referéncias

futuras mais simples.

Nomenclatura Linha Coluna indice
Pixel 1 10 4 90
Pixel 2 11 13 271
Pixel 3 12 13 272
Pixel 5 13 13 273
Pixel 10 9 10 209

Tabela 1- Relacgéo linha e coluna com a designacéo plixel.

O indice de cada pixel é dado por: indice = linn@G*coluna). A importancia
do indice dgixel € fundamental para uma facil identificacaopileel em determinados
outputs gerados como veremos adiante (Capituleegd® 4.1). O critério utilizado na
seleccao dopixeis foi posicional, era do nosso interesse percebal guapel que a
distancia, de um determinagwxel em relacdo a uma regido cqoixeis de valor
diferente, assumia na convergéncigpdel para o seu valor real.

O Pixel 1 € aquele que tem um posicionamento meigepco sendo 0 mais
préximo da regido dpixeisde valor 0, o Pixel 10 aproximadamente centralpéxel
deste estudo mais distante de regides de valaedtie depixeis o Pixel 2 encontra-se
proximo de uma regido onde o valor gseissofre uma variacdo, o Pixel 3 demarca a
fronteira entre duas zonas com diferentes valoeepixkis Enquanto o Pixel 5 se

estabelece como umixel aproximadamente central na area quadrada. A mosied

18



cadapixel acaba por ter influéncia sobre o nimero de LORsp@ssa pelpixel. Em
principio passam menos LORs npirel periférico do que numixel central. De realgar
que as simulagOes realizadas tiveram por baseavitalg das sinocurvas aplicado a
dados sem ruido numa primeira instancia e aplieadados com ruido numa segunda
fase.

As simulagcbes compreenderam numa fase inicial el@gbes, para observacao
da tendéncia de convergéncia. Numa fase postemdimeero de iteracdes foi alargado
as 50 iteracdes, ndo sendo superior por questdesautacao (tempo).

Foram testados varios niveis de ruido. Para igsadfoionado ruido de Poisson
aos sinogramas com 10k contagens, 100k e 1M cordage

Todos os testes foram repetidos usando dois esinemdlistintos: a média e a
mediana.

Os resultados obtidos, para @#xeis por computacdo do algoritmo das
Sinocurvas para a imagem de teste foram coligidobases de dados.

Os resultados foram entéo tratados com o softwa&SSStatistical Package for
the Social Sciences), tendo sido gerados grafiodgdboxplotse error bars( para um
intervalo de confianca de 95%).

Osboxplotssumarizam as seguintes medi¢fes estatisticas:

o média
. quartil superior equartil inferior
o minimo e méaximo para os dados analisados

¥ U SR R e W M e Mo, S8 Dt e,

0

Figura 11-Exemplo deboxplot
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A interpretacao de uimoxplotrevela-nos

e A caixa propriamente dita, contém 50% dos dadatados. A parte superior
desta indica o percentil 75° diatasetenquanto que a parte inferior indica o
percentil 25°. O intervalo entre os dgisartis anteriormente citados é designado
por Amplitude Inter-Quartil

* A linha na caixa indica a mediana para os dadasladbs. Caso esta linha ndo
seja equidistante em relacao gosirtis os dados dizem-se enviesados.

e As pontas das linhas verticais indicam o valorim@ne valor maximo para os

dados. Os valores marcados acima destas linhassadiers

Em relacdo aogrrorbars com um intervalo de confianca de 95%, indicam a
probabilidade do intervalo conter a média verdadeir

Resumindo, oboxplotsindicam a progressdo da mediana em funcéo do mimer
de iteracdo enquanto que @sorbars indicam a progressdo da média em funcdo do
namero de iteracao.

As simulacbes de convergéncia sem ruido foramzesdis para os 5 pixeis
definidos na imagem de teste para os diferenteaabres — média e mediana.

De notar que os graficos referentes as 50 iterag@esixo das abcissas apenas
sdo marcadas as iteracdes impares.

Para ser possivel estudar a convergéncia em meklaglhantes ao estudo
realizado para as simula¢gdes sem ruido, foi newestigidir os resultados gerados por
um factor conforme o nidmero de contagens no sinugrde forma a normalizar os

resultados (Tabela 2).

NUmero de contagens no Factor
sinograma
10k 2,87356
100k 28,7356
1M 287,356

Tabela 2-Factor utilizado para computacdo, conformeo nimero de contagens no

sinograma.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentam-se algunsalaputs(Seccéo 4.1) gerados durante a
fase de computacdo bem como os graficos tratadoSRBS obtidos nas simulagbes
realizadas neste projecto, nomeadamente, simulagéesonvergéncia sem ruido
(Seccéo 4.2) para ambos estimadores, e simulagbesnvergéncia com ruido para
estimador média (Secc¢ao 4.3.1) e simulacdes desog@vcia com ruido para estimador
mediana (Seccdo 4.3.2). Para todas as simula¢gfgsafisos gerados denotam uma

linha horizontal a ponteado que representa o vabirdopixel.

4.1 Exemplos deoutputs gerados

Figura 12 -Simulag6es sem ruido. 10 lteragfes. Bstador média. Sem ruido. Eixos dos xx e yy
representam o nimero depixeis.Escala de cores identifica o valor dgixel. Imagem a esquerda
representa a imagem real, imagem central representéimagem reconstruida enquanto que a
imagem a direita representa a diferenca entre as iagens anteriores.
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Figura 13-Simulacdes com ruido. 10 Iteracdes. Estador média. 10k contagens. Eixos dos xx e yy
representam o numero depixeis. Escala de cores distingue o valor dpixel. Imagem a esquerda

representa a imagem real, imagem central representéimagem reconstruida enquanto que a

imagem a direita representa a diferenca entre as iagens anteriores.

Figura 14-Simulacdes sem ruido. 10 Iterac@es. Estatior média. Eixo dos xx representa o indice do
pixel e 0 eixo dos yy representa o nimero de , cuja preita iteracdo O corresponde a faixa
horizontal negra. Escala de cores identifica o vatalo pixel.
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Figura 15-Simulacdes com ruido. 10 iteracBes. Estador média. 10k contagens. Eixo dos xx
representa o indice dgixel e o eixo dos yy representa o nimero de iteracdesja primeira iteracdo
0 corresponde a faixa horizontal negra. Escala deres distingue o valor do pixel.

1000

Figura 16 -Simulacdes sem ruido. 50 Iteracdes. Bstador média. Eixo dos xx representa o nimero
de iteragOes, eixo dos yy representa o erro quadradentre a imagem verdadeira e a imagem
reconstruida.
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Comparando a Figura 12 com Figura 13 observamosaquémeira apresenta
mais pixeis roxos na imagem mais a direita, que revela asetif@s entre a imagem
real e a imagem reconstruida. Uma vez que po®is roxos tem um valor
aproximadamente zero, revela-nos que a simulagdiors&o apresenta um melhor
resultado reconstrutivo do que a simulacéo conoruid

A Figura 14 e Figura 15 permitem ter uma perspadti@s variacdes ocorridas
nas estimativas para todospseisdurante todas as iteracoes.

A Figura 16 revela-nos que para as simulacdes seido, ao longo de 50
iteracbes, 0 erro entre a imagem real e a Iimagepons&uida decresce

significativamente. Ao fim de 10 itera¢cGes esta@pcao ainda nao seria significativa.
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4.2 Simulacdes de convergéncia sem ruido
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Figura 21- Evolucdo do valor estimado (eixo dos yyara o Pixel 10 em fungdo do nimero de
iteracdes (eixo dos xx). Estimador média (graficosuperiores) e Estimador mediana (graficos
inferiores).
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Para o estimador média (graficos superiores), vhs®s que o Pixel 1 e o Pixel
3 crescem sempre por valores inferiores ao valak de pixel, enquanto 0s outros
pixeis nomeadamente Pixel 2, Pixel 5 e Pixel 10 revelama primeira fase de
crescimento seguida de um decrescimento, convergiaca o valor real dpixel. De
notar que o Pixel 1 e o Pixel 3 estdo, aproximaddmem zonas fronteira, isto €, zonas
que dividem regides de diferente valor, em termepideis Assim, por exemplo o
Pixel 1 possui uma regido préxima composta preis de valor 0 enquanto a regiao
onde se situa é composta pixeisde valor 1. O Pixel 3 apresenta a mesma situacao,
mas neste caso particular divide regido de valdaregidoes com valor 1. De entre 0s
Pixeis 2,5 e 10 que como ja foi dito experimentam arescimento seguido de um
decrescimento, destacamos o Pixel 2 que cresc® muitinte as primeiras iteragoes,
provavelmente porque esta relativamente perto de zwna conpixeis com valores
elevados. O Pixel 5 comporta-se de um modo sentelhambora cresca muito pouco
guando comparado ao Pixel 2, mas importa notaregte crescimento nas primeiras
iteracOes ultrapassa o valor real do pixel, conmdny de seguida para esse valor,
provavelmente por influéncia dpsceisde valor 1 que se encontram na regiao proxima.

Em relacdo ao estimador mediana (gréaficos infesjores graficos revelaram-
nos gue as curvas sem ruido ndo convergem parrmorgal dopixel, ao contrario do
ocorrido para a média. Assim o Pixel 1 apresentowecrescimento logo nas primeiras
iteracdes, seguindo-se um crescimento, contuddatsdo valor real dpixel. Para o
Pixel 2 registamos um grande crescimento acompantiadim decrescimento, contudo
ndo converge para o valor real. O grande crescorpodera estar novamente aliado ao
facto dopixel se encontrar perto de uma zona qureisde valores elevados. No caso
do Pixel 3 assistimos a um crescimento constaatepre por valores inferiores aos do
valor real dopixel. Tal como no caso do estimador média, verificamos o Pixel 1 e
Pixel 3 possuem estimativas sempre abaixo do valirdopixel o que mais uma vez
poderd estar relacionado com as regides fronteiragides com valores diferentes para
os pixeis O Pixel 5 cresce um pouco acima do valor re@méora ndo convergindo
para o valor real, podera convergir para um valOximo ou, aparentemente, aumentar
o valor da estimativa com o aumento do numero waacbes. Sucedendo 0 mesmo

para o Pixel 10.
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4.3.1 Simulac@es de convergéncia com ruido Estimaddédia
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Figura 22-Evolucdo do valor estimado (eixo dos yypara o Pixel 1 em fungdo do nimero de
iteracdes (eixo dos xx). Do topo para baixo: 10kp0Ok e 1M contagens.
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No geral para simulagcbes de convergéncia sem reidom ruido, para o
estimador média, apontamos como principais dife®ng

. as simulacdes de convergéncia sem ruido apresementonvergéncia
mais precisa do que as simulac¢des de convergénmtiawddo.

o As barras de erro, nosrrorbars para convergéncias com ruido,
diminuem conforme o0 aumento do numero de contagenfim de 50 iteracdes a barra

de erro néo é visivel a olho nu para 1M de contgen

A observacdo das curvas para o estimador médiaa panulacbes de
convergéncia com ruido, leva-nos a assumir qguentpodtamento das curvas € muito
proximo da situacdo anterior verificada para auukEgdes sem ruido, tirando um caso
especial.

Assim, o Pixel 1 e Pixel 3 revelam-nos um crescim@ermanente.

Para o Pixel 2 tal como em situa¢Bes sem ruiddjoznos que cresce bastante
nas primeiras iteracdes, decrescendo de seguida.

O Pixel 5 cresce ligeiramente acima do valor réetrescendo ligeiramente de
seguida.

Para todos ogixeis anteriormente citados com o aumento do numero de
contagens assistimos a convergéncia para o vabdogixel.

No caso do Pixel 10 a situacdo é diferente, a cuevdica um crescimento e
decrescimento tal como para situacdes sem ruidentamto com o aumento do niumero

de contagens o valor estimado n&o converge paaooreal.
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4.3.2 Estimador Mediana

| el
"nu‘r.i’min‘inq! '.E‘.ﬂ i ,nlii
Tl i
“H ‘ i WmHH%%HHIH}H{HHHHHHHHIHIHI
il
EREREEITITETIEEEEERTRREE RERREEXTTEFTTIIEERERRTLY
e I R
. ' “ “ N”(” “ “ m im‘m ” m"ﬂ ‘Tf h{mmww st
|15.191'||15~.9-1:.L~rs“:ﬂ-51:anrn a a5 a7 a8 :;;;*'1"I"Is‘l”l”"i’-::;’ﬁfl!llﬁlﬂlléﬂflﬁﬁé
}15- 3 gi:ﬁ'
hl(inumnl*l?l*"'“”! s e emm—
EEREEETTITETTIEEEERERITL EERERETIREETTEEEEEERRLLE:

Figura 27-Evolucdo do valor estimado (eixo dos yypara o Pixel 1 em funcdo do nimero de
iteracdes (eixo dos xx). Do topo para baixo: 10kpQk e 1M contagens.
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Figura 31- Evolucdo do valor estimado (eixo dos yypara o Pixel 10 em fungdo do nimero de
iteracdes (eixo dos xx). Do topo para baixo: 10kpQk e 1M contagens.
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A observacao das curvas para o estimador medigaates a inferir:

O Pixel 1 denota um comportamento incerto parameato de ruido, 10 mil
contagens, num alternar entre crescimento e deTr®sio, nunca convergindo para o
valor real mesmo para as situacdes de 100 milroihiBo de contagens.

O Pixel 2 também nunca converge para o valor @galesentando-se muito
desviado desse valor para as 10 mil contagens,cbemo para 1 milhdo de contagens,
se bem gue neste caso o0 desvio é menor. A curaaagal00 mil contagens é a que se
pode dizer que esta mais proxima do valor real.

O Pixel 3 e Pixel 5 apresentam um crescimento aatest nunca convergindo
por completo para o valor real. E a semelhancaixel B, a curva mais proxima do
valor real, ultrapassa ligeiramente esse valostabelecida para as 100 mil contagens.

O Pixel 10 apresenta ligeiros decrescimentos pdre eos crescimentos, e
denotamos que para situacdes de pouco ruido, Aanila contagens, chega a convergir
para o valor real.

As barras de erros, n@srorbars também diminuem conforme o aumento do
namero de contagens, ndo sendo visiveis a olhoarai b milhdo de contagens. Tal

como sucedeu para o estimador média.
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Capitulo 5

Discussao e Conclusodes

O algoritmo ML-EM e o algoritmo das sinocurvas s#jpivalentes, podendo o
ML-EM ser interpretado a luz dos conceitos das asirsinusoidais como uma média
iterativa de todas as estimativas obtidas para siaopixeis” das respectivas
“sinocurvas”.

Baseando-nos nos resultados expostos nesta tesgpogtando todas as
conclusdes exclusivamente a imagem de teste di@lipademos comecar por assumir a
importancia do conceito da zona fronteira que janfimoduzido nos resultados quando
se comentavam os graficos gerados para os difereipes de simulacdo de
convergéncia.

No fundo por zona fronteira (ou vizinhanga), entesd uma zona que divide
regides de diferente valor, e no caso da imagetesie estudada podiamos considerar
trés regides de diferente valor:

- uma regido fora da circunferéncia ondgixeisassumiam valor 0.

- uma regido definida por um quadrado ondpirsisassumiam valor 5.

- uma regido demarcada pela circunferéncia ondeixess assumiam valor 1,
excepto para a regidao definida pelo quadrado, qeieerscontrava inserido na
circunferéncia.

Quando correlacionamos 0 conceito de zonas frentmm o posicionamento
dos pixeis estudados, em particular para o estimador médiaqe no geral os
resultados s@&o melhores), o Pixel 1 e o Pixel 3 sdoque assumem maior
predominancia. O Pixel 1 enquargixel mais periférico no que a circunferéncia diz
respeito, e pela sua proximidade com a regido cetapworpixeis de valor zero. O
Pixel 3 enquanto zona fronteira entre uma regiduiada composta ppixeisde valor
cinco que esta inserida numa zona caracterizadgixssde valor um.

Para os casos estudados, tanto para as simulagdesndergéncia sem ruido
como para as simulacbes de convergéncia com ruidBjxel 3 apresentou um
crescimento sempre por valores inferiores ao vakirdopixel.

A vizinhanca de “zeros” assume especial importammacaso do Pixel 1,

enquanto para o Pixel 3 € a vizinhanca de “unsieRmws concluir entdo que como ha
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um crescimento por valores inferiores para ambgsi>ass podemos falar num efeito
limitador causado por essas vizinhangas. Assinajar veal do Pixel 1 sendo um, nédo é
ultrapassado por causa de um efeito limitador q@udese a vizinhanga existente, zeros.
O mesmo raciocinio pode ser aplicado ao Pixel 3jailer real cinco, nunca ultrapassa
este valor pelo efeito limitador motivado pela niEnca presente, uns.

Para o Pixel 2, no geral, observamos sempre undgrarescimento logo nas
primeiras iteracdes, prosseguindo-se um decrestinadé@ convergir para o valor real.
Este crescimento também pode estar relacionadmdaihrtonceito de vizinhanca.

Podemos afirmar que o Pixel 2 esta relativamenti® pla regido definida pelo
guadrado, ora possuindopixel valor real um, o crescimento acima deste valorepod
relacionar-se com a proximidade gmseiscom valores mais elevados, de valor cinco.

Para o Pixel 5, aproximadamente centrado no quadigando ultrapassa o
valor real, o desvio nunca é grande, podemos meséimoar que a amplitude de desvio
€ minima se tivermos como ponto de comparacdo ditadgde desvio no caso do
Pixel 2. Situacdo que faz todo o sentido, j& qimpmacto de uma vizinhanga de valor
cinco sobre unpixel de valor um tenderd sempre a ser superior do gsituacao
inversa, vizinhanca de valor um sobre pirxel de valor cinco.

Além disso conforme podemos ver na Tabela 3, sejiimaenos o raio da
vizinhanca com alcance maximo de uma linha, pernebeque o Pixel 5 alcancava a
posicdo do Pixel 3, de resto uma posicdo qoxeis de valor 5 tal como o Pixel 5
apresentava no seu posicionamento original. Jaed Picom o alcance maximo de uma
linha alcancava a zona fronteira definida pelo PB&eEste simples facto também

explica a diferenca que psceisapresentam no crescimento nas iteragdes iniciais.

Nomenclatura Linha Coluna
Pixel 2 11 13
Pixel 3 12 13
Pixel 5 13 13

Tabela 3-Posicionamento doRixeis 2,3 e 5 em funcéo de linha e coluna.
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O Pixel 10 acaba por ser o caso especial destdogssio porque, nao atinge a
convergéncia para o estimador média nas simula@®esnvergéncia com ruido. Com
1 milh&o de contagens, situacdo de pouco ruidoseaatingiu a convergéncia. Além
disso na unica situacao deste trabalho em qudiagssa uma convergéncia com ruido
(para 1 milhdo de contagens) para o valor real paestimador mediana, ocorreu
precisamente para o Pixel 10.

Na auséncia de outrgéxeistdo centrais e sem vizinhangas proximas, tal como
sucede para o Pixel 10, assumindo que ndo houvse &or gerar resultados nem como
no tratamento deste somos levados a pér a hipqteseste tipo de pixeis poderia ser
melhor descrito pelo estimador mediana.

De futuro, acreditamos que este trabalho possairadgon caracter mais geral
testando outras imagens diferentes daquela usade estudo particular, bem como
utilizar um estimador diferente da média para omtigo das sinocurvas. O Pixel 10 é
um indicador em como € necessério estyiberis afastados de vizinhangas diferentes,
para perceber se a hipotese aqui exposta se pode ftmuma regra do génenoixeis
com vizinhancas diferentes proximas sao melhor rilescpelo estimador média,
enguantopixeis com vizinhancas diferentes muito afastadas sabanelescritos pelo

estimador mediana. Verificar esta hipotese pan@simagens de teste seria muito util.
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