STRUCTURE LOCALE DE VARIETES DE
JACOBI-NLJENHUIS

Fani PETALIDOU *et Joana M. NUNES da COSTA ¥

Departamento de Matemdtica
Universidade de Coimbra
Apartado 3008
3001-454 Coimbra - Portugal

e-mail : fpetalid@mat.uc.pt, jmcosta@mat.uc.pt

Abstract

After a brief review on the basic notions and the principal results concerning
the Jacobi manifolds, the relationship between homogeneous Poisson manifolds and
conformal Jacobi manifolds, and also the compatible Jacobi manifolds, we give a
generalization of some of these results needed for the contents of this paper. We
introduce the notion of Jacobi-Nijenhuis structure and we study the relation be-
tween Jacobi-Nijenhuis manifolds and homogeneous Poisson-Nijenhuis manifolds.
We present a local classification of homogeneous Poisson-Nijenhuis manifolds and
we establish some local models of Jacobi-Nijenhuis manifolds.
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Résumé

Apres un rappel des notions basiques et des résultats essentiels concernant les
variétés de Jacobi, les variétés de Poisson homogenes en relation avec les variétés
conformes de Jacobi et les variétés de Jacobi compatibles, et une généralisation de
ces résultats adaptée aux besoins de cet article, on introduit la notion de structure
de Jacobi-Nijenhuis et on étudie les relations entre les variétés de Jacobi-Nijenhuis et
les variétés de Poisson-Nijenhuis homogenes. On effectue une classification locale de
variétés de Poisson-Nijenhuis homogenes et on établit des modeéles locaux de variétés
de Jacobi-Nijenhuis.
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Introduction

La notion de structure de Jacobi-Nijenhuis a été introduite dans [17] par J.C. Marrero, J.
Monterde et E. Padron et comprend comme cas particulier celle de structure de Poisson-
Nijenhuis faible déterminée dans [18]. Dans ce travail, nous proposons une définition plus
stricte de cette notion qui généralise de maniere naturelle celle de structure de Poisson-
Nijenhuis introduite par F. Magri et C. Morosi [14], [6], afin d’étudier les systemes hamil-
toniens completement intégrables. Notre envie est de mettre en évidence quelques aspects
de la géométrie locale de cette nouvelle structure, en espérant qu’elle va jouer un role aussi
important que celui des structures de Poisson, de Jacobi et de Poisson- Nijenhuis a ’étude
des systemes intégrables.

Le présent article est divisé en trois parties.

Les paragraphes 1-3 de la Partie I (§1-§5) sont consacrés au rappel et au enrichissement
des notions et des résultats essentiels concernant les variétés de Jacobi, les variétés con-
formes de Jacobi, les variétés de Poisson homogenes et les variétés de Jacobi compatibles.
Au paragraphe 4 on introduit la notion d’opérateur de Nijenhuis. Dans le paragraphe 5, on
détermine les notions de structure de Jacobi-Nijenhuis, de structure conforme de Jacobi-
Nijenhuis et de Poisson-Nijenhuis homogene, et on établit un lien tres particulier entre
les variétés de Jacobi-Nijenhuis et celles de Poisson-Nijenhuis homogenes. Précisement,
on démontre qu'une sous-variété de codimension 1 d’une variété de Poisson-Nijenhuis ho-
mogene transverse au champ d’homothéties possede une structure de Jacobi-Nijenhuis
induite (cf. Proposition 5.2), et toute variété de Jacobi-Nijenhuis peut étre obtenue de
cette maniere (cf. Proposition 5.6).

Dans la Partie IT (§6-§9), en se reposant sur les résultats des [21] et [23] concernant les
modeles locaux de structures de Poisson-Nijenhuis, nous donnons une classification locale
de variétés de Poisson-Nijenhuis homogenes.

Enfin, la Partie IIT (§10-§11) décrit des modeles locaux, au voisinage d’un point
générique, de variétés de Jacobi-Nijenhuis. Dans cette partie, on arrive a établir I’existence
d’un systeme de coordonnées locales dans lequel les champs de tenseurs définissant sur une
variété une structure de Jacobi-Nijenhuis s’écrivent a coefficients polynomiaux de degré
au plus 3.

Partie 1

Dans cet article, on désigne par

* M une variété C'°-différentiable de dimension finie;

* TM et T*M, respectivement, les fibrés tangent et cotangent de M;

* C®(M,R) 'espace des fonctions C*°-différentiables sur M a valeurs réelles;

* QF(M), k € N, espace des k-formes différentielles extérieures sur M;

* Pk (M), k € N, l'espace des champs de k-tenseurs contravariants antisymétriques

sur M.

Pour le crochet de Schouten (cf. [25], [10]) et le produit intérieur d’une forme et d’un
champ de multivecteurs, on adopte la convention de signe indiquée par Koszul (cf. [8],

[16])-



1 Variétés de Jacobi

Soit M une variété C'*°-différentiable de dimension finie. On considere sur M un champ
de 2-tenseurs A et un champ de vecteurs F a partir desquels on définit sur C*°(M,R) la
loi de composition

{f,g} = A(df,dg) + (fdg — gdf , E), f,g€ C*(M,R). (1)

Elle est bilinéaire, antisymétrique et elle vérifie, pour toutes f, g, h € C*°(M,R), I'identité
de Jacobi

{f7{gah}}+{ga{h7f}}+{h,{f,g}}:0

si, et seulement si,

[AA]=—2EAA et [E,A]=0, 2)

ou [, | désigne le crochet de Schouten. Lorsque les conditions (2) sont satisfaites, on dit
que le couple (A, E) définit sur M une structure de Jacobi et que (M, A, E) est une variété
de Jacobi. Le crochet (1) s’appelle crochet de Jacobi et 'espace (C*°(M,R),{, }) est une
algebre de Lie locale au sens de Kirillov (cf. [5], [3]).

Dans le cas particulier ou F est identiquement nul sur M, les conditions (2) se réduisent
a

[Av A] =0,

qui signifie que A munit la variété M d’une structure de Poisson.

On note A¥ : T*M — TM et (A,E)* : T*M x R — TM x R, respectivement, les
morphismes de fibrés vectoriels associés a A et a (A, E), i.e., pour toutes «, 5 sections de
T*M et pour toute f € C*°(M,R),

(8, A%(a)) = Ao, B) (3)

et
(A, B)*(a, f) = (A*(a) + fE, (o, E)). (4)

Ces applications peuvent étre vues, respectivement, comme homomorphismes de C*° (M, R)-
modules; A : QY (M) — VY(M) et (A, E)* : QY(M) x C*°(M,R) — V(M) x C=(M,R).

Enfin, a toute f € C°(M,R), on associe le champ de vecteurs
Xy = A (df) + fE (5)

que 'on 'appelle champ de vecteurs hamiltonien associé a f.

L’image de A# et le champ de vecteurs F définissent une distribution sur M, appelée
distribution caractéristique de (M, A, E), qui est complétement intégrable, (cf. [3], [5],
[1]). Donc, elle définit un feuilletage de Stefan de M dont les feuilles, qui sont engendrées
par les champs de vecteurs hamiltoniens (5), sont appelées feuilles caractéristiques de la
structure de Jacobi (A, E) de M.

Si, en tout point de M, la feuille caractéristique de (A, E') qui passe par ce point est
de dimension égale a la dimension de M, on dit que la variété de Jacobi (M, A, E) est
transitive. Selon la parité de la dimension de M, on distingue deux types de variétés de
Jacobi transitives :

1. Si M est de dimension impaire, sa structure de Jacobi (A, E) est définie par une 1-forme
de contact, (cf. [11], [2]).



2. Si M est de dimension paire, sa structure de Jacobi (A, E) est définie par une structure
localement conformément symplectique, (cf. [11], [2]).
Les feuilles caractéristiques de (A, F) sont elles-mémes variétés de Jacobi transitives,

(cf[11], [2]).

Une structure de Jacobi (A, E) étant donnée sur M, Pespace Q' (M) x C°(M,R) est
muni d’une structure d’algebre de Lie dont le crochet

{.}: (M) x C*(M,R))” = Q(M) x C*(M,R) (6)
est défini, pour tous (o, f), (8,9) € Q' (M) x C*°(M,R), par
{(a, 1), (B,9)} := (v, h), (7)

ou
v = La#a)B — Lazgya — d(A(e, B)) + fLgB — gLpa —ip(a A B), (8)
h:=—A(a, B) + Ao, dg) — A(B,df) + (fdg — gdf, E), (9)

(L désigne lopérateur de dérivée de Lie), (cf. [4]). Lorsque E est identiquement nul sur
M, i.e. lorsque A est de Poisson sur M, la projection de (6) sur Q!'(M) coincide avec le
crochet associé & A qui munit cet espace d’une structure d’algebre de Lie, (cf. [6], [27]).

Soit a une fonction différentiable définie sur M, ne s’annulant en aucun point, et {, }*:
C>®(M,R) x C*°(M,R) — C*(M,R) une nouvelle loi de composition sur C*(M,R),
bilinéaire et antisymétrique, déterminée, pour tout couple (f, g) € C*°(M,R)xC*>(M,R),
par

(7,9} = ~{af,ag}. (10)

Cette loi munit I’espace C*°(M, R) d’un nouveau crochet de Jacobi définissant sur M une
nouvelle structure de Jacobi (A% E“), dite a-conforme & celle initialement donnée. On dit
aussi que les structures (A, E) et (A%, E®) sont conformément équivalentes. On a

A*=aN et E*= A*(da)+ aFE. (11)

La classe d’équivalence des structures de Jacobi sur M conformément équivalentes a
une structure de Jacobi donnée est appelée structure conforme de Jacobi.

Soient (M, Ay, Ey) et (Ms, A, E3) deux variétés de Jacobi et ¢ : M; — M, une
application différentiable. On dit que ¢ : M; — My est un morphisme de Jacobi si Ay et
E sont projetables par ¢ sur M, et ont pour projections, respectivement, A, et Fs, i.e.

PN =Ny et o.E = Es.

Lorsque ¢ : My — M, est un difféomorphisme de Jacobi, on dit que les structures (A, E)
et (Ao, Es) sont équivalentes.

En plus, on dit que ¢ : My — My est un morphisme a-conforme de Jacobi s’il existe
une fonction différentiable a sur M, ne s’annulant en aucun point, telle que ¢ soit un
morphisme de Jacobi de (M, A§, EY) sur (M, Aq, Ey).

Pour une exposition plus détaillée des propriétés essentielles des variétés de Jacobi, on
peut consulter [11], [15].



2 Variétés de Poisson homogeénes et variétés de Ja-
cobi conformes

Dans ce paragraphe on présente et on complete quelques résultats, utiles pour 1’étude
ultérieure, dis & A. Lichnerowicz ([11], [12]), et & P. Dazord et C.-M. Marle ([2]), concer-
nant les variétés de Poisson homogenes et les variétés de Jacobi conformes.

Définition 2.1 On appelle variété de Poisson homogene, et on note (M, A, T'), une variété
de Poisson (M, \) munie d’un champ de vecteurs T, appelé champ d’homothéties, tel que

LrA = [T,A] = —A.

Proposition 2.1 ([2]) Soit (M, A\, T) une variété de Poisson homogeéne, et ¥ une sous-
variété de M de codimension 1 transverse au champ d’homothéties T. Alors, ¥ posséde
une structure de Jacobi (Ax, Fyx) induite, caractérisée par ['une quelconque des propriétés
sutvantes.

1. Pour tout couple (f,g) de fonctions homogénes de degré 1 relativement a T définies
sur un ouvert O de M, le crochet de Jacobi des restrictions de f et de g a XN O est
la restriction a X N O du crochet de Poisson de f et de g.

2. Soit m: U — X la projection sur ¥ d’un voisinage tubulaire U de X dans M tel
que, pour tout x € ¥, () soit un arc connere de courbe intégrale de T. Soit a
une fonction définie sur U, égale a 1 sur X, homogéne de degré 1 relativement a T.
Alors, la projection w est un morphisme a-conforme de Jacobi.

Bien entendu, les feuilles caractéristiques de la structure de Jacobi (Ayx, Fs) de 3 sont
(au moins localement) les projections sur 3, parallelement aux courbes intégrales de T,
des feuilles symplectiques de (M, A). Les derniéres étant toutes de dimension paire, on a :

1. Une feuille de (3, Ay, Ex;) est de dimension paire si, et seulement si, 7" n’est pas
tangent a la feuille correspondante de (M, A). Alors, la restriction a cette feuille
symplectique de (M, A) de la projection 7 : U — ¥ parallelement aux courbes
intégrales de T est un difféfomorphisme local de cette feuille de (M, A) sur la feuille
correspondante de (3, Ay, E;).

2. Une feuille de (X, Ay, Ex,) est de dimension impaire si, et seulement si, 7" est tangent
a la feuille correspondante de (M, A). Alors, la dimension de la feuille considérée de
(X, Ay, Ey) est inférieure d’une unité a celle de la feuille correspondante de (M, A).

Afin de déterminer, pratiquement, le couple (Ay, Fs) de champs de tenseurs définissant
sur ¥ la structure de Jacobi induite par la structure de Poisson homogene (A,T) de M,
on suit la procédure suivante. i) On détermine la fonction a égale & 1 sur ¥ et homogene
de degré 1 relativement & T, i.e. Lya = a. ii) On calcule les champs de tenseurs A® et E®
définissant sur un voisinage tubulaire U de X dans M la structure de Jacobi a-conforme
a sa structure de Poisson. iii) On note 7 : U — ¥ la projection de U sur ¥ parallélement

aux courbes intégrales de T' et on projette A® et E® sur ¥ par 7. 7w étant un morphisme
de Jacobi de (U, A% E) sur (X, Ay, Ey;), on a

Ay =m A" et Ey=mFE" (12)



On remarque que lorsque une variété de Poisson (M, A) possede un champ d’homothéties
T, i.e. LyA = —A, celui-ci n’est pas unique. Chaque champ de vecteurs de type T + X,
ot X est un automorphisme de Poisson infinitésimal de A, i.e. LxA = 0, est aussi un
champ d’homothéties de A. Soit ¥ une sous-variété de M de codimension 1 transverse a
deux champs d’homothéties différents de A. L’influence du choix de champ d’homothéties
sur la structure de Jacobi induite sur ¥ par la structure de Poisson homogene de M va
étre étudiée ci-apres.

Lemme 2.1 Soit (M,A,T) une variété de Poisson homogéne, ¥ une sous-variété de M
de codimension 1 transverse au champ d’homothéties T, et (Ax, Ey) la structure de Jacobi
induite sur ¥ par la structure de Poisson homogéne (A, T) de M. Alors, un champ de
vecteurs T' sur M est un champ d’homothéties de A si et seulement s’il est de la forme

T =X + hT,

ou X est un champ de vecteurs tangent a ¥ et h une fonction différentiable vérifiant les
relations :

(X, As] + [X,T] A Ex, — hAy = — Ay, (13)

Démonstration : Soit p un point de ¥ en lequel T" est non nul et ¥ est transverse a 7.
En restreignant éventuellement ¥, on peut supposer qu’il existe un voisinage ouvert U de
p dans M s’identifiant au produit > X I de la sous-variété ¥ et d’un intervalle ouvert I
de R contenant 0. En conséquence, la sous-variété ¥ s’identifie a ¥ x {0}, et le champ
de vecteurs T, restreint a U, s’identifie au champ de vecteurs dont les projections sur X
et sur I sont, respectivement, le champ nul et le champ constant égal a 1, i.e., si ¢ est
la coordonnée canonique sur I, T = %. Alors, d’apres les relations (11) et (12), sur le
voisinage U de p,

1

ou a est la fonction homogene de degré 1 relativement a 7', i.e. Lra = a, définie sur
U =X x I par a(z,t) = €', dont la restriction & ¥ est égale a 1. Aussi, chaque champ de
vecteurs T" sur U s’écrit sous la forme

T =X + hT,

ot X est un champ de vecteurs tangent a 3 et h est une fonction différentiable sur U.
On vérifie aisément que 7" est un champ d’homothéties de A, i.e. [T',A] = —A, si, et
seulement si, X et h satisfont les relations (13) et (14).$

Remarque 2.1 Evidemment, T' est transverse en p a ¥ si, et seulement si, h(p) # 0.
Lorsque c’est le cas, en restreignant éventuellement U, on peut supposer que h ne s’annule
pas sur U.

Lemme 2.2 Les hypothéses et les notations étant les mémes que dans les précédents,
soit T" = X + hT un champ d’homothéties de A, avec h ne s’annulant pas sur U. Les
fonctions homogénes de degré 1 relativement a 1", définies sur U et constantes sur X, sont

les fonctions de type ;
flt) = @) -esn( [ ) (16)

vérifiant ’équation Lx f = 0, ou F' est une fonction différentiable arbitraire définie sur 3.



Démonstration : Soit f une fonction différentiable définie sur U = ¥ x I possédant les
propriétés spécifiées ci-dessus. Alors, Ly f = (df,T") = f et Lxf = (df,X) =0. On a

(df, T"y = (df, X + hT) = (df, X) + h(df,T) = % =f.

Donc,
F(ot) = o[ 5+ (),

ou ¢ est une fonction différentiable arbitraire indépendante de t. En posant F(z) =
exp(¢(x)), on retrouve la formule (16).$

On se place toujours dans le contexte des lemmes ci-dessus et on note 7 : U — ¥,
U = ¥ x 1, la premiere projection qui n’est autre que la projection de U sur ¥ parallélement
aux courbes intégrales de T. Soit 7" = X +hT un champ d’homothéties de (M, A) différent
de T, ne s’annulant pas en p et transverse en p a X, i.e. h(p) # 0, et 7' : U — ¥ la projection
de U sur ¥ parallelement aux courbes intégrales de T". Apres l'identification de U avec
Y x I et de T avec %, 7" est Papplication qui a chaque point (z,t) de U = ¥ x I fait
correspondre 'unique point 2’ de ¥ tel que (z/,0) et (x,t) appartiennent a la méme courbe
intégrale de T'. 3 étant une sous-variété de (M, A,T") de codimension 1 transverse a 1",
elle possede une structure de Jacobi (A%, EY,) induite par (A, T"), au sens de la Proposition
2.1, telle que, 7" soit un morphisme a'-conforme de Jacobi pour A et (Af;, EY;), ou a est
une fonction homogene de degré 1 relativement a 7", i.e. Lya’ = @', définie sur U et égale
a 1 sur ¥. La proposition ci-apres donne la relation qui relie (Ag, Ey) et (AL, EY).

Proposition 2.2 Les hypotheses et les notations étant les mémes que dans les précédents,
on a

1
A,Z == AZ - _XO A EE,
ho

ot hy et Xy sont, respectivement, les restrictions de h et de X a ¥ x {0}, identifiée a X,

et
E = iE
b ho X
Démonstration : Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage Uy, de p dans .
On note F et G deux fonctions définies sur un voisinage de (p,0) dans ¥ x I, constantes
sur chaque courbe intégrale de 7", dont les restrictions a 3 x {0}, identifiée a 3, coincident,
respectivement, avec f et g. Puisque 7’ est une application a’-conforme de Jacobi pour A

et (AL, EY), on a
Ny (df, dg) = d A(dF,dG) et By =l (A#(dd')),

étant entendu que si le membre de gauche de la premiere équation est évalué au point x
de Uy, le membre de droite de cette équation doit étre évalué en un point (y,t¢) de ¥ x I
appartenant a la courbe intégrale de T' passant par (z,0). On peut considérer y = x et
t=0.

On calcule dF et dG au point (z,0). On a

dF(z,0) = D,F(x,0) + aa—lj(x, 0)dt,

ou D, F désigne la différentielle partielle de F' par rapport aux variables z sur . Comme
F(z,0) = f(x), D,F(z,0) = df(z). En plus, (dF(x,0),T'(x,0)) = 0, puisque F est
constante sur les courbes intégrales de 7". La derniere égalité nous donne



oF 1

(G @0 T(@,0)) = 2. X (2. 0).
Par suite,

dm%m:#@—hém@mmX@mmt
et, de méme,

dG@mo):cmcm-h@im<@ﬂxyxxLo»dt

S|

Alors, compte tenu de la relation (15) et du fait que (d¢, T) =1,
Ay (df (x), dg(z)) = a'(z,0)A@,0)(dF(z,0),dG(x,0) =
(x,0)

h(zx,0)

Q

(df (), X (x,0))dt,

dg(r) — ! (dg(x),X(x,0)>dt>:

1
h(zx,0)

(dg(x), X (x,0))(df (x), Ex()).

= Asg(df (z),dg(z)) -

(df (x), X (z,0))(dg(x), Ex(z)) +

h(zx,0)

Alinsi, on trouve

1
A,E == AZ - h—X()/\EE,
0

ol hy et Xy désignent, respectivement, les restrictions de h et de X a ¥ x {0}.
D’autre part,

Ey(v) = Tyt (Al o) (da'(2,0))).

Mais, o’ étant une fonction homogene de degré 1 relativement a 7", égale a 1 sur ¥, elle
est de type (16) et, en plus, Az#(m)(da’(x, 0)) =0 et (dd'(z,0), Ex(x)) = 0. Alors,

! 1 !/ !/ !/
A?;,O) (da (IL’, 0)) = a(x, 0) (Ag(x) (da (1‘7 0)) + <da (1‘7 0)7 T>EZ - <da (1‘7 0)7 EZ>T) =
oa’

= E(az, O)Eg =

_d(z,0)

T h(z,0) 7

d’ou on déduit que
, 1
EE == h—OEEO

Proposition 2.3 ([2]) Soient (My, Ay, T1) et (Ms, Ao, Ty) deuz variétés de Poisson ho-
mogenes.

1. Le produit My x My muni du tenseur de Poisson A+ Ay et du champ d’homothéties
Ti + Ts est une variété de Poisson homogene.
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2. Soit X1 une sous-variété de codimension 1 de My transverse a Ty, et (A1x,, E1x,) la
structure de Jacobi induite sur Xy par la structure de Poisson homogéne (Ay,T}) de
M. Alors, 31 X My est une sous-variété de codimension 1 de My x My transverse a
T\ +Ts; le champ de bivecteurs As,« v, et le champ de vecteurs Fs, « s, qui définissent
sa structure de Jacobi induite par (A; + Ao, Ty + T) sont donnés, respectivement,
par les formules

A21><M2 — AIEI + A2 - T2 A E121 et E21 x My — E121-

Proposition 2.4 ([2]) Soit (M,A\,T) une variété de Poisson homogéne, ¥ et ¥’ deux
sous-variétés de codimension 1 de M transverses au champ d’homothéties T. On suppose
qu’il existe une courbe intégrale de T remcontrant ¥ en un point p et X' en un point p'. On
munit X et X' des structures de Jacobi induites par la structure de Poisson homogéne de
M, au sens de la Proposition 2.1. Alors, il existe un difféomorphisme conforme de Jacobi
d’un voisinage de p dans ¥ sur un voisinage de p' dans X', appliquant p a p'.

Proposition 2.5 ([2]) fi toute variété de Jacobi (M, A\, E) on peut associer une variété
de Poisson homogéne (M, A\, T) en considérant M = M x R,
0 -0

A=e ' (A+=AE) e T=—
6(—|—at ) e

ot t est la coordonnée canonique sur le facteur R. Alors,
1. la projection m : M — M est un morphisme et-conforme de Jacobi;

2. la structure de Jacobi induite sur M, vue comme sous-variété de M de codimension 1
transverse a T', par la structure de Poisson homogene de M, au sens de la Proposition
2.1, est la structure initialement donnée.

La variété (M, A, T) s’appelle Poissonisation de la variété de Jacobi (M, A, F).

3 Structures de Jacobi compatibles

En généralisant la notion de compatibilité de deux tenseurs de Poisson (cf. [13]), on obtient
de facon naturelle la notion de compatibilité de deux structures de Jacobi sur une variété
différentiable M introduite dans [19] par un des auteurs. On rappelle et on compléte ici
quelques résultats de [19] sur les couples de structures de Jacobi compatibles, utiles dans
la suite de notre étude.

Définition 3.1 On dit que deux structures de Jacobi (Ay, Ey) et (A1, Ey) sur une variété
différentiable M sont compatibles si (Ag+ A1, Eo+E1) définit aussi une structure de Jacobi
sur M, fait qui se traduit par les relations

[Ao, Al] = —Eg A\ Al — E1 A\ AU et [Eg, Al] + [Ela Ao] = 0

Proposition 3.1 ([19]) Soient (Ag, Ey) et (A1, Ey) deuzx structures de Jacobi compatibles
sur une variété différentiable M. Alors, pour toute fonction différentiable a sur M ne
s’annulant en aucun point de M, les structures de Jacobi a-conformes (AL, ES) et (Af, EY),
respectivement, a (Ao, Ey) et a (A1, Ey) sont aussi compatibles sur M.
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Proposition 3.2 ([19]) Deuz structures de Jacobi (Mg, Ey) et (A1, Ey) définies sur une
variété différentiable M sont compatibles si, et seulement si, les tenseurs de Poisson ho-
mogénes Ng = e '(Ag + % N Ep) et Ay = e (A + % A Ey), relativement ¢ 2, associés,

4 ot
respectivement, a (Ao, Ey) et a (A1, Ey) sont compatibles sur M = M x R.

Définition 3.2 On appelle variété bihamiltonienne homogene, et on note (M, Ay, A1, T),
une variété différentiable M munie d’un couple (Ag, A1) de tenseurs de Poisson compatibles
au sens de Magri, i.e. Ao+ Ay est aussi un tenseur de Poisson, et d’un champ de vecteurs
T tel que,

LTAO = [T, Ao] = _AO et LTA1 = [T, Al] = —Al.

Proposition 3.3 Soit (M, Ay, A1, T) une variété bihamiltonienne homogéne. On note
Y et X deur sous-variétés de codimension 1 de M transverses au champ d’homothéties
T. On suppose qu’il existe une courbe intégrale de T rencontrant ¥ en un point p et
Y en un point p'. On munit X3 (resp. ¥') du couple de structures de Jacobi compati-
bles ((Aos, Eox), (A1s, Ers)) (resp. ((Mosy, Eosy), (A1sy, Ersy))) induit par la structure bi-
hamiltonienne homogéne de M. Alors, il existe un difféomorphisme conforme de Jacobi
d’un voisinage de p dans ¥ sur un voisinage de p' dans ¥, a la fois pour (Aox, Fox) et
(Aosy, Eosy) et pour (A1x, Eix) et (Mg, Eisr), appliquant p a p'.

Démonstration : D’abord, on remarque que le fait que les structures de Jacobi (Agy;, Fox)
et (Aix, Evy) (resp. (Agsy, Fosy) et (A1sy, Eqsy)) sont compatibles est un résultat immédiat
des Propositions 2.1, 2.5 et 3.2.

D’apres la Proposition 2.4, il existe un difféomorphisme conforme de Jacobi ¢q (resp.
¢1) d’un voisinage Uy (resp. U;) de p dans ¥ sur un voisinage U] (resp. U]) de p' dans
Y/ appliquant : i) p & p’ et ii) une structure ag (resp. ai)-conforme a (Agy, Fox) (resp.
a (AIEaEIE)) a (AOE’a EOZ’) (resp. a (Algy, Elzl)). En reprenant la démonstration de la
Proposition 2.4 (cf. [2]), on trouve que les difféomorphismes ¢g et ¢y, ainsi que les fonctions
ag et ay, coincident sur Uy N U;.$

4 Opérateur de Nijenhuis

Soit M une variété différentiable, et N : VI(M) x C°(M,R) — V(M) x C°°(M,R) une
application C°°(M, R)-linéaire définie, pour tout couple (X, f) € V(M) x C*°(M,R), par

N(X, f) = (NX + fY, {y,X) + gf), (17)

ot N est un champ de tenseurs sur M de type (1,1), Y est un champ de vecteurs sur M,
est une 1-forme sur M, et g est une fonction différentiable sur M. N := (N,Y,~, g) peut
étre aussi vu comme un morphisme de fibrés vectoriels N : TM x R — T M x R. Comme
espace V(M) x C*(M,R) muni du crochet
2
[,]: (VM) x C=(M,R))” — V}(M) x C*(M,R),
qui, & tout (X, f), (Z,h)) € (VH(M) x C=(M,R))*, fait correspondre le couple

(X, 1), (Z,h)] = (X, Z], (dh, X) — {df, Z)),

10



est une algebre de Lie réelle, on peut déterminer, de maniere naturelle, la torsion de
Nigenhuis T(N') de . Elle est une application C* (M, R)-bilinéaire

TN) : (V'(M) x C*(M,R))" = V(M) x C*(M,R)
définie, pour tout (X, f), (Z,h)) € (VL (M) x C>(M,R))?, par

TWN) (X, 1),(Z,h) = N(X, f),N(Z,h)] = NIN(X, f),(Z,h)] -
— NIX ), N(Z W] +NIX, £), (Z,h)].

Définition 4.1 On dit qu’une application N : V' (M)xC*®(M,R) — V' (M)xC> (M, R),
C>(M,R)-linéaire, est un opérateur de Nijenhuis sur M, si sa torsion de Nijenhuis T (N)
est identiquement nulle sur M.

La notion d’opérateur de Nijenhuis introduite ci-dessus est une généralisation de la
notion de tenseur de Nijenhuis. On rappelle qu'un tenseur de Nijenhuis sur une variété
différentiable M est un champ de tenseurs N sur M de type (1,1) dont la torsion de
Nijenhuis

T(N)(X,Z) = [NX,NZ]- N[NX,Z] - N[X,NZ]+ N*X,Z] =
= (LyxN - NLxN)Z, (X, Z € V'(M)),

s’annule identiquement sur M.

A partir de NV := (N, Y, 7, g) on définit sur M = M x R un champ de tenseurs N de
type (1,1) en posant

N B )
N=N+Y®dt+— —®dt 18
+Y ®dt+ o @7+ g5 @ dt, (18)

ou t est la coordonnée canonique sur le facteur R.

Proposition 4.1 ([20]) Le champ de tenseurs N sur M = M x R est de Nijenhuis si,
et seulement s,

T(N) =Y ®dv, (19)
Lyvy = gdv, (20)
LyN = —Y ®dg, (21)
'N(dg) = Ly + gdg, (22)

ot T(N) dénote la torsion de Nijenhuis de N, Ly~ est opérateur sur M défini, pour tous
X,Z e VY(M), par

Ly1(X, Z) = dY(NX, Z) + dy(X, NZ) — d('N)(X, Z),
et 'N désigne l'application transposée de N.

On prouve facilement que les relations (19)-(22) entrainent que N := (N,Y,~,g) est
un opérateur de Nijenhuis sur M, et réciproquement. Ainsi, on conclut :

Proposition 4.2 Soit M une variété différentiable de dimension finie, et N := (N,Y, v, g)
une application C*(M, R)-linéaire sur M définie par (17). N est un opérateur de Nijen-
huis sur M si, et seulement si, le champ de tenseurs N associé sur M, défini par (18),
est de Nijenhuis sur M.
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5 Variétés de Jacobi-Nijenhuis

Soit M une variété différentiable de dimension finie munie d’une structure de Jacobi
(Ao, Ey) et d’une application C®(M,R)-linéaire N : V(M) x C*(M,R) — V(M) x
C>*(M,R), N := (N,Y,,g), définie par (17). A partir de (Ao, Ep) et de N on construit
sur M un champ de tenseurs A; de type (2,0) et un champ de vecteurs F; caractérisés par

la relation
(AlaEl)# :NO (Ao,Eg)#. (23)

En cherchant a préciser les conditions sous lesquelles le couple (Ay, Fy) définit sur M
une nouvelle structure de Jacobi compatible avec (Ag, Ep), au sens de la Définition 3.1, on
trouve (cf. [17]) :

1. L’antisymétrie de A; est assurée si, et seulement si,
N o (A, Eo)# = (A();EO)# o ‘N, (24)

ol 'N désigne I'opérateur transposé de N. Cette condition est équivalente au
systeme de conditions :

NEy = Af (7) + gEq, (25)
NAY —Y @ E,=Af'N+E®Y, (26)
(7: Eo) = 0. (27)
Alors,
ANF=NAf —YQE, =A/'N+E, 0V, (28)
Ey = NEy = A{ () + gEo. (29)

2. Lorsque A; est antisymétrique, (A, Fy) définit sur M une structure de Jacobi si, et
seulement si, pour tous couples («, f), (3,h) € QY(M) x C=(M,R),

TN (Ao, Eo)* (@, f). (Ao, Eo) (8, ) =
= N o (Ao, E)* (€ (Ao, Bo), ) (0 £), (5,1)) .

Dans l'expression ci-dessus, C ((Ag, Ey), N') désigne le concomitant de (Ag, Ey) et de
N défini, pour tous (a, f), (8, h) € Q' (M) x C*°(M,R), par

C ((Ag,Eo),N) ((aa f)? (Ba h)) = {(aa f)? (B; h)}l - {tN(aa f)? (ﬁ,h)}o -
— {la, f), 'W(B, W)} + 'N{(a, ), (B, 1)},

({,}, étant le crochet (6) associé a (A;, E;), i =0,1).

3. Lorsque (A1, E7) est de Jacobi, elle est compatible avec (Ag, Ep) si, et seulement si,
pour tous (o, ), (,h) € (M) x C(M, R),

(Ao, Eo)* (C (Ao, Eo), N) ((ev, f), (B,h))) = 0.

On introduit donc la définition suivante.
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Définition 5.1 Une structure de Jacobi-Nijenhuis sur une variété différentiable M est
définie par la donnée d’une structure de Jacobi (Ao, Ey) et d’un opérateur de Nijenhuis N
compatibles entre eut, i.e. i) N'o(Ag, Eg)* = (Ao, Ep)# o 'N et ii) Uapplication (Ao, Ey)* o
C ((Ao, Ep), N) : (QY (M) x C*(M,R))* = V(M) x C®(M,R) s’annule identiquement
sur M.

On dit que (M, (Mg, Ey), N) est une variété de Jacobi-Nijenhuis. N s’appelle opérateur
de récursion de (M, (Ag, Ep), N).

Remarque 5.1 La notion de structure de Jacobi-Nijenhuis définie ci-dessus est une no-
tion plus stricte que celle introduite dans [17]. Dans la Définition 5.1, on demande que
la torsion de Nijenhuis T(N') de N soit identiquement nulle sur M, tandis que, selon la
définition de [17], il est demandé que T (N') s’annule sur l'image de (Ao, Fo)¥.

Soit (M, (Ag, Ep), N') une variété de Jacobi-Nijenhuis, (A, E}) la structure de Jacobi
associée & (Ay, B1)* = N o (Ao, Ep)¥, qui est compatible avec (Ag, Ey), et a une fonc-
tion différentiable définie sur M, ne s’annulant en aucun point. On considere les struc-
tures de Jacobi (A%, E§) et (A}, EY) a-conformes, respectivement, a (Ag, Ep) et a (A1, Ey).
D’apreés la Proposition 3.1, (A8, E§) et (A, Ef) sont compatibles. On se demande s'il
existe un opérateur de Nijenhuis N'* := (N, Y ~%, ¢g%), compatible avec (Ag, EY), tel que
(Af, Ef)* = N o (AG, E)7.

Proposition 5.1 Les hypotheéses et les notations étant les mémes que ci-dessus, alors le
couple (A&, ES), (A, EY)) posséde un opérateur de récursion N := (N*, Y v, g), ot

N“:N—Y®@,
a
Y=Y,
da 1 da

V'=7+'N—=—(9+-Lya)—,
a a a
u 1
9" =g+ —Lya.
a

Démonstration : De la formule (11) concernant les structures a-conformes de Jacobi, et
en tenant compte des conditions (25)-(27), on déduit les expressions enoncées des N, Y,
v et g*. On vérifie aisément que N* := (N Y ~% g%) est un opérateur de Nijenhuis.
Bien entendu, il est compatible avec (Ag, E§) puisque (A], E¥) est une structure de Jacobi
compatible avec (A§, Ef).&

On dit que la structure de Jacobi-Nijenhuis ((Ag, ES), N'%) est a-conformea ((Ag, Ep), N).

Définition 5.2 ([6], [7]) On appelle variété de Poisson-Nijenhuis, et on note (M, Ay, N),
une variété de Poisson (M, Ay) munie d’un tenseur de Nijenhuis N compatible avec Ay,
ie. i) NN = AT IN, 00 N désigne le transposé de N, et ii) Uapplication A o C(Ag, N) :
QYM) x QY (M) — V' (M) s’annule identiquement sur M. C(Ag, N) désigne le concomi-
tant de Magri-Morosi de Ay et de N défini, pour tout (o, ) € QY (M) x QY(M), par

C(A07 N)(O%B) = {0576}1 - {tNO%B}O - {aa tNB}O + tN{aaB}Ua

({, }i étant le crochet associé a A;, Ai# = NiA¥, i =0,1, qui munit Uespace QY (M) d’une
structure d’algébre de Lie).
N s’appelle opérateur de récursion de (M, Ay, N).

13



Définition 5.3 Une variété de Poisson-Nijenhuis (M, Ay, N) munie d’un champ de vecteurs
T tel que,
LTAO = [T, Ao] = _AU et LTN = 0, (30)

s’appelle variété de Poisson-Nijenhuis homogene.

Remarque 5.2 Les variétés de Poisson-Nijenhuis homogénes constituent une classe par-
ticuliére de variétés bihamiltoniennes homogénes, (cf. Définition 3.2). Des conditions
(30), il résulte que LyAy = [T,A1] = —Ay, ot Ay est le tenseur de Poisson associé
Af& = NA#. En plus, il vient que T est un champ d’homothéties de chaque membre de
la hiérarchie (Mg, k € N), Ak# = NkAO#, de tenseurs de Poisson deuzr a deux compatibles
engendrée sur M par Ao et N, i.e., pour tout k € N, LAy = [T, Ag] = —Ay.

Proposition 5.2 Soit (M, Ay, N,T) une variété de Poisson-Nijenhuis homogéne, et ¥
une sous-variété de M de codimension 1 transverse a T. Alors, (Ao, N,T) induit sur X
une structure de Jacobi-Nijenhuis ((Aos, Eos), Nx), Nx := (Nx, Ys,vs,9s), caractérisée
par les suivants.

1. (Aox, Eox) est la structure de Jacobi induite sur X par la structure de Poisson ho-
mogéne (Mo, T) de M, au sens de la Proposition 2.1.

2. Ns := (Nx,Ys,vs,9s) est Uopérateur de Nijenhuis induit sur ¥ par la structure
(N,T) de M, au sens précisé ci-aprés. Soit m : U — X la projection sur 3 d’un
voisinage tubulaire U de ¥ dans M tel que, pour tout v € %, m '(x) soit un arc
connexe de courbe intégrale de T, et a une fonction définie sur U, ne s’annulant en
aucun point de U, égale a 1 sur Y et homogene de degré 1 relativement a T, comme
dans la Proposition 2.1. Alors, Ny, est le champ de tenseurs de type (1,1) sur 3
induit par N, Y, est la projection sur TS par  de (NT)|s, vs est celle de ("N %)y,
sur T*Y, et gx est le coefficient de la composante de (NT)|s selon la direction de T.

Démonstration : Soit a une fonction sur U possédant les propriétés spécifiées ci-dessus.
Comme a est supposée homogene de degré 1 relativement a 7', i.e. Lya = a, et non-nulle
sur U, on a (%,T> =1et LT%‘ = 0. Alors, en chaque point = de U, df(x) engendre
un sous-espace de T-U de dimension 1 qui est l'espace complémentaire de l'annulateur
(T(x))° du sous-espace (T'(x)) de T,U engendré par T'(z). En plus, (%)|y, = (da)|s; est
une section de ’annulateur de 7.

On considere la projection 7 : U — ¥ parallelement aux courbes intégrales de 7. On
note Txm : T yU — T'X le morphisme de projection du fibré vectoriel Tx,U sur son sous-fibré

TY et 'Tyr : T*Y — T$U le morphisme transposé. On a

da
Tyrm=Idryy — (T ® ;)|Ea (31)

et "Iy est 'injection qui prolonge chaque forme linéaire sur ¥ & une forme linéaire sur U
qui s’annule sur ker (Txm) = (T|xg). Alors, comme on a vu (cf. §2),

Ag‘; =Txmwo (aAU#)|2 o Ty, (32)

Eos = Tor (A (da)]n) 2 (AF (da))5. (33)
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Sans doute, la restriction de Ag a U peut étre écrite sous la forme
1
AO - E(AOE + T VAN Eoz). (34)

D’autre part, puisque Ly N = 0, la restriction de N a U s’écrit sous la forme

da da
ol Ny est un champ de tenseurs de type (1,1) défini sur 3, Y5 est un champ de vecteurs
défini sur X, 5 est une 1-forme définie sur X, et g5 est une fonction différentiable sur
Y. Comme la restriction de T, : T U — T'Y au sous-fibré horizontal 7% de Tx,U, notée
(Tem)p, est une bijection, N|y : TxU — TxU induit sur ¥ un champ de tenseurs de type
(1,1) défini par Txmo N|s o (Txm),". On vérifie aisément que celui-ci n’est autre que Ny,
ie.
Ny, = Tymo Nl o (Tem); . (36)

Par ailleurs, Yy peut étre vu comme la projection sur 7% de (NT)|s, i.e.

Y = Ton (NT)|s) @ (NT)|s — (i((NT)|s)(da)|s) Tls, (37)
7 comme la projection de ("N%)|y; sur T*Y, i.e.

75 = (N5 = (N )]s, Ts)dals, (58)

et g» comme le coefficient de la composante de (NT')|yx; selon la direction de Ty, i.e.

gz = ()5, (NT)[5) (39)

Ainsi, a partirde N = Ny + Y5 ® df + TRy +gsT ® % on définit sur ¥ un opérateur
C> (3, R)-linéaire Ny : VI(Z) x C*(Z,R) — VI(X) x C*(Z,R) en posant, pour tout
(X, f) e VL) x C*(Z,R),

NE(Xaf):(NEX+fY27<fYEaX>+gEf)' (40)

Bien entendu, le champ de tenseurs N sur U peut étre considéré comme le champ associé
a Ny := (Ng,Ys,7s,9s), au sens du paragraphe 4. Alors, d’apreés la Proposition 4.2,
puisque N est un tenseur de Nijenhuis sur U, N5, est un opérateur de Nijenhuis sur X. On
va vérifier s’il est compatible avec la structure de Jacobi (Ags, Fox) de X.

D’apres la Définition 5.1, il faut que : i) Ny o (Ags, Eos)* = (Aox, Fos)¥ o ‘N et ii)
application (Ags, Fos)* o C ((Ag¢x, Eox), Nx) soit identiquement nulle sur ¥. Mais, apres
un calcul assez long, on confirme que les conditions ci-dessus sont, respectivement, aussi
satisfaites si, et seulement si, les champs de tenseurs Ay et N (cf., resp., formules (34) et
(35)) vérifient les relations

NAF =AFIN et Af o C(Ay, N) =0. (41)

A cause du fait que (Ao, N) munit la variété M d’une structure de Poisson-Nijenhuis,
(41) est, par définition, vérifiée. Par suite, les conditions (i) et (ii) sont vraies, d’ou la
compatibilité de (Agx, Fox) avec Ny sur £.$
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Remarque 5.3 Soit ((Ag, k € N),T), Ak# = N*A¥, la hiérarchie de tenseurs de Poisson
homogénes, relativement a T, deuz a deux compatibles, engendrée sur M par (Ao, N), (cf.
Remarque 5.2). Chaque membre (Ag,T) de cette hiérarchie induit sur ¥ une structure
de Jacobi (Ags, Exs), au sens de la Proposition 2.1. Ainsi, on obtient sur ¥ une suite
((Ags, Exs), k € N) de structures de Jacobi. On vérifie facilement qu’elles sont deux a
deuz compatibles et que, pour tout k € N, (Ags, Exx) coincide avec la structure définie par

(Ags, Eis)® = NE o (Ags, Eos)?.

Comme au paragraphe 2, on remarque que lorsque une variété de Poisson-Nijenhuis
(M, Ay, N) posséde un champ de vecteurs T vérifiant (30), celui-ci n’est pas unique; tous
les champs de vecteurs de type T+ X, ou X est un automorphisme de Poisson infinitésimal
de Ay tel que Lx N = 0, vérifient aussi les conditions (30). Soit ¥ une sous-variété de M
de codimension 1 transverse a deux champs d’homothéties différents 7" et 7" de A tels
que LN = 0 et LmN = 0. Dans le paragraphe 2, on a étudié I'influence du choix d’un
tel champ de vecteurs sur la structure de Jacobi induite sur ¥ par la structure de Poisson
homogene de M. Dans la suite, on va étudier I'influence de ce choix sur 'opérateur de
Nijenhuis induit sur ¥ par le tenseur de Nijenhuis de M.

Lemme 5.1 Soit (M, Ay, N,T) une variété de Poisson-Nijenhuis homogéne, ¥ une sous-
variété de M de codimension 1 transverse a T, et ((Aos, Fox), Ns), Ns := (Nx, Yz, 75, g5),
la structure de Jacobi-Nijenhuis induite sur 3 par la structure de Poisson-Nijenhuis ho-
mogéne (Ao, N,T) de M, au sens de la Proposition 5.2. Alors, un champ de vecteurs T"
sur M wvérifie les relations (30) si et seulement sil est de la forme

T =X + hT,

ou X est un champ de vecteurs tangent a X et h une fonction différentiable vérifiant les
relations (13) et (14) et, en plus, les suivantes :

d
LyNs +Ys ® Dh+ [X,T|® s + (X, Ys] + (dh, T)Yx + g5[X, T]) ® ;“ =0, (42)

_LY2h+LXgZ+ <d(<fYEaX>)7T> = 07 (44)

ou D désigne la différentielle partielle par rapport aux variables sur X.

Démonstration : On reprend la démonstration du Lemme 2.1 et on demande que le
champ de vecteurs T" = X + hT satisfasse en plus la condition LN = 0. En tenant
compte de 'expression (35) de N, on vérifie facilement que Ly»N = 0 si, et seulement si,
le champ de vecteurs X et la fonction h satisfont les relations (42)-(44).$

Proposition 5.3 Soit (M, Ay, N, T) une variété de Poisson-Nijenhuis homogéne, ¥ une
sous-variété de M de codimension 1 transverse a T, et T' = X +hT un champ de vecteurs
sur M, différent de T et transverse a 3, tel que, (Ao, N,T") définisse aussi une structure
de Poisson-Nijenhuis homogene sur M. On munit ¥ des structures de Jacobi-Nijenhuis

((A027E02)7N2)7 NE = (N27Y2772792)7 et ((A()E?E()E))NXIJ)7 NXIJ = (Néayleaf)/EagIEL
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induites, respectivement, par les structures de Poisson-Nijenhuis homogénes (Ao, N, T) et

(Ao, N,T") de M, au sens de la Proposition 5.2. Alors,

1 1
A62 = Agz — h—OXU A\ Egg et E62 = h_OEOE’

1
N’g = Ny — h_XO X ¥,
0

1
Yy = Ng X — 3 — (75, X0) Xo + hoYs — 95X,
0
;L 1
T = hOVEa
1

gy = gs + — o (7=, Xo),

ou Xo et hg sont, respectivement, les restrictions de X et de h sur 2.

(45)

(46)
(47)
(48)

(49)

Démonstration : Les formules (45) sont le résultat de la Proposition 2.2. Afin de prouver
les (46)-(49), on fait les identifications que 1’on a fait pour la démonstration des Lemmes
2.1 et 5.1 et des Propositions 2.2 et 5.2. Soient 7’ : U — ¥ la projection parallelement aux
courbes intégrales de T” et a’ une fonction homogene de degré 1 relativement a 7" définie
sur U et égale a 1 sur 3, (cf. Lemme 2.2). On note Tx7' : 75U — T'Y le morphisme de

projection de TxU sur son sous-fibré horizontal 7Y associé a 7’. On remarque que

da’ 1 da

|Z — h_0;|27

al

ol @ est la fonction homogene de degré 1 relativement a 7" considérée, et que

d
Tor' = IdTEU—(T’®—a)| =
1 da, 31
= Idryo = (Xo+hTls) © ——|s &
0
1 d
= TEW——X0®—G|E
ho

D’apres l'interprétation géométrique des champs de tenseurs définissant sur > 'opérateur
de Nijenhuis induit par le tenseur de Nijenhuis de M présentée par la Proposition 5.2, et

les identifications considérées, on a
! ! n—1
Ny, =Tsr' o N|g o (Ten'), ",

Y5 = Tor' (NT')5),

da’ da' da
vy = ("N— )|2—<(Na )|E7T|2>—|E7

a
da’

g = (% Is, (NT)ls).

En tenant compte de expression (35) de N, le calcul des formules ci-dessus nous donne,

respectivement, les relations (46)-(49).$
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Proposition 5.4 Soient (M, Ay, N, T) et (M', Ay, N', T") deuz variétés de Poisson-Nijen-
huis homogenes.

1. Le produit M x M' muni du tenseur de Poisson Ao+ Aj, du tenseur de Nijenhuis N +
N', et du champ de vecteurs T +T" est une variété de Poisson-Nijenhuis homogéne.

2. Soit ¥ une sous-variété de M de codimension 1 transverse a T, et ((Aog, Fos), Ns),
Ny := (Nx,Ys, 75, g%), la structure de Jacobi-Nijenhuis induite sur X par la struc-
ture de Poisson-Nijenhuis homogéne (Mo, N,T) de M, au sens de la Proposition
5.2. Alors, ¥ x M' est une sous-variété de M x M' de codimension 1 transverse
aT+T'; st ((A02><M’;E02><M’)7NE><M’); Nywmr = (NzxM',szM',’szM',gzxM');
est la structure de Jacobi-Nijenhuis induite sur X X M' par la structure de Poisson-
Nijenhuis homogéne (Ag + Ay, N + N, T +T') de M x M', les champs de tenseurs
qui la définissent sont donnés, respectivement, par les formules :

Nosxnrr = Mo + Ay —T'NEpss et Egsxmr = Eps, (50)
51
52

53
54

Nyymr = Ny +N' —T'® 7y, (51)
Yaumr = Ys 4+ (N — gsldry) T, (52)
TexM = V5, (53)

(54)

gexMm = gs-

Démonstration : On va seulement prouver les formules (51)-(54); la partie 1 et le fait
que ¥ x M' est une sous-variété de M x M' de codimension 1 transverse a T + T" sont
évidents; les formules (50) sont le résultat de la Proposition 2.3.

Soient, respectivement, U et a le voisinage tubulaire de > dans M et la fonction définie
sur U, égale a 1 sur X et homogene de degré 1 relativement a T', que I'on a considérés afin de
construire la structure de Jacobi-Nijenhuis ((Agx, Eos), Ns) induite sur ¥ par la structure
de Poisson-Nijenhuis homogene (Ag, N, T) de M, (cf. Proposition 5.2). Maintenant, on
considere la sous-variété ¥ x M’ de M x M’ et le voisinage tubulaire U x M’ de ¥ x M’
dans M x M', et on prolonge la fonction @ (initialement définie sur U) sur U x M’', en
lui imposant d’étre constante sur chaque section de la forme {z} x M’ avec z € U. Bien
entendu, la fonction @ ainsi prolongée est égale a 1 sur ¥ x M’ et homogene de degré 1
relativement & 7"+ 1".

Soit m : U x M' — ¥ x M' la projection parallelement aux courbes intégrales de
T +T'. On note Ty : Trurr (U X M') — T(X x M') le morphisme de projection du
fibré vectoriel Tsypp (U x M') = TxU & T M’ sur son sous-fibré T(X. x M') =TS e TM'.
On a

da
Ty = Idr,,wxuy— (T+T)® ;)|Z><M’ =
da da
= [de;U + IdTMI - (T 03¢ Z)|E><M’ - (TI X Z)|Z><M’a (55)

et on remarque que la restriction de Ty ppm au sous-fibré horizontal T(X x M') de
T (U x M'), notée (T prm)n, est Uidentité. D’apres la Proposition 5.2,

Nsunr = Towprmo (N + N,)|E><M’ o (Texnrm),
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Yaumr = Toxarm (N + N)YT +T7))|zxmr)

da da
Yoxmr = ((N + N')— )|Z><M’ — (("(N+N")— )|ExM' (T +T") | sxmr)ydals o,

g = (Lssap, (N + N)(T + T sar).

En tenant compte de (55), le calcul des formules ci-dessus nous donne, respectivement, les
expressions (51)-(54).$

Proposition 5.5 Soit (M, Ay, N, T) une variété de Poisson-Nijenhuis homogene. On con-
sideére deur sous-variétés X et X' de M de codimension 1 transverses a T. On suppose qu’il
existe une courbe intégrale de T' rencontrant ¥ en un point p et X' en un point p'. On munit
Y (resp. ¥') de la structure de Jacobi-Nijenhuis ((Aox, Eox), Nx), Ns := (Nx, Ys, 75, 9s),
(resp. ((Aosr, Eosr), Nsv), Nsv := (Nsv, s, vsy, gsv) ), induite de la structure de Poisson-
Nijenhuis homogene (Ao, N,T) de M, au sens de la Proposition 5.2. Alors, il existe un
difféeomorphisme d’un voisinage de p dans X sur un voisinage de p’ dans X' qui applique :
i) une structure de Jacobi-Nijenhuis conforme a ((Aos, Eos), Nx) & ((Aosr, Fos), Nsr), et
i) payp.

Démonstration : Soient (Ajx, Eix) et (Ayyy, Eisy) les structures de Jacobi engendrées,
respectivement, sur ¥ et ¥’ par ((Agg, Fox), Ns) et par ((Aosr, Eosr),Ns/). On a que
(A1x, E1x) est compatible avec (Ags, Eox) et que (A1xy, By ) est compatible avec (Agsy, Epsy).
Compte tenue de la Remarque 5.3, les structures (Ajx, Fix) et (A1s, Fisy) peuvent étre
considérées, respectivement, comme les structures de Jacobi induites sur X et X' par la
structure de Poisson homogene (A, T), A¥ = NA¥, de M. Alors, d’apreés la Proposition

3.3, il existe une fonction a sur X, ne s’annulant en aucun point, et un difféomorphisme ¢
d’un voisinage de p dans ¥ sur un voisinage de p’ dans ¥’ appliquant :

i) le couple ((Afy, Efy.), (Als, Efs,)) de structures de Jacobi compatibles a-conformes a
((Aos, Eos), (A1s, Eis)) & ((Aosr, Eosr), (Aisy, Ersy));
i) pap.
Comme on a vu (cf. Proposition 5.1), ((Als, Fis), (Als, Ff)) possede un opérateur
de récursion N& := (N&, Y4, ~& ¢%). On vérifie, sans difficulté, que ¢ applique N& :=
(N2, Y& 74 g%) & Ny := (Nyr, Ysr, vsv, gsr), 1.e., en chaque point 2 du voisinage considéré

de p dans 3,
Nsi(p(x)) = Top o N (w) o (Tp) ™
Yo (d(x)) = Tod(Y (7)),
v (6(2)) = ("Ted) ™ (12 (2)),
gs(8()) = g5 ().
Donc, ¢ applique la structure de Jacobi-Nijenhuis ((Als, Edy), N&) & ((Aosr, Eosr ), Nsr).<

Proposition 5.6 A toute variété de Jacobi-Nijenhuis (M, (Ao, Ey),N), N :=(N,Y,v,9),

on peut associer une variété de Poisson-Nijenhuis homogéne (M Ao, N ,T) en posant

M =M xR,
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0
Ay = (Ao + = A Ey),

ot
N = N+Y®dt+g® + 2®dt
ot & T I P

- 0

T—_

ot’

ou t est la coordonnée canonique sur le facteur R.

La structure de Jacobi-Nijenhuis induite sur M, vue comme sous-variété de M de
codimension 1 transverse & T, par la structure de Poisson-Nijenhuis homogéne de M, au
sens de la Proposition 5.2, est la structure initialement donnée.

Démonstration : Les faits que (Ao, T) munit la variété M d’une structure de Poisson
homogene et que N est un tenseur de Nijenhuis sur M sont, respectivement, connus par
les Propositions 2.5 et 4.2. Donc, il suffit de vérifier la compatibilité de ces structures; la
condition LN = 0 est évidemment vérifiée.

On prouve aisément que . o

NAF = AFIN
si, et seulement si, les relations (25)-(27) sont vraies. Donc,
No (AU,E())# = (AU,E())# o'N = N]\# = /i# tN.

D’autre part, on prouve que, lorsque (25)-(27) sont satisfaites,

(Ao, Eo)* 0 C (Ao, Eo),N) =0 <= Af 0 C(Ag, N) =0.

Ainsi, de la compatibilité de (Ao, Ey) avec A, on déduit celle de Ay avec N.
La démonstration de la deuxieme partie de cette proposition ne présente aucune diffi-
culté.$

Remarque 5.4 Si (M, (Ao, Ey),N) est une variété de Jacobi-Nijenhuis au sens de la
définition de [17], i.e. la torsion T(N) de N ne s’annule que sur l'image de (Ao, Eo)¥,
alors (/~\0,N) ne définit sur M qu’une structure de Poisson-Nijenhuis faible au sens de
[18], i.e. la torsion de Nijenhuis T(N) de N n’est pas identiquement nulle sur M, mais
elle s’annule seulement sur limage de AO

De la Proposition 5.6 et de la Remarque 5.3, nous concluons, comme pour les variétés
de Poisson-Nijenhuis, le théoreme suivant.

Théoreéme 5.1 ([17]) Une structure de Jacobi-Nijenhuis ((Ag, Eo), N') définie sur une
variété différentiable M de dimension finie, engendre sur M une hiérarchie ((Ay, Fx), k € N)
de structures de Jacobi deux a deuz compatibles. Pour tout k € N, (A, Ey) est la structure
de Jacobi associée au morphisme de fibrés vectoriels (A, Ex)* : T*M x R — TM x R,
(Ap, Ex)* = N* o (N, Eo)*

En plus, pour tous k,1 € N, le couple ((Ay, Ex),N*) définit sur M une structure de
Jacobi-Nijenhuis.
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Partie 11

Dans la présente partie de notre travail, nous allons établir les modeles locaux de struc-
tures de Poisson-Nijenhuis homogenes, (cf. Définition 5.3). Nous reprenons la technique
développée dans [26] pour la classification locale de couples de formes symplectiques com-
patibles, et nous reposons sur les résultats établis dans [21] et [23], par un des auteurs,
concernant la construction des formes normales de structures de Poisson-Nijenhuis.

6 Le lieu régulier de N

Soit M une variété différentiable de dimension finie. On note Kj,[A] I’algebre des polynomes
a une variable a coefficients dans 'anneau A(M, K) des fonctions C*°-différentiables, si M
est une variété réelle, ou des fonctions holomorphes sur M, si M est une variété complexe.
Un polynéme P de Ky,[A] sera dit irréductible 8’1l est irréductible en chaque point de M,
et deux polynomes P et Q de Ky;[)\] seront dits premiers entre eux s'ils le sont partout
sur M.

Soit N un tenseur de Nijenhuis défini sur M. Il définit une section du fibré vectoriel
Hom(TM, TM) — M, on Hom(TM,TM) désigne le fibré des endomorphismes du fibré
tangent T'M de M.

Définition 6.1 On dit que le type algébrique de N : M — Hom(T M, TM) est constant
sur un voisinage ouvert U d’un point p de M, sl existe des polynomes irréductibles et
premiers entre euz Py, ..., P, de Ky[A] et des entiers positifsn;j, i =1,...,r, j =1,...,s;,
tels que la famille des polynomes (P, i=1,...,r, j=1,...,s;) soit, en chaque x € U,
la famille des diviseurs élémentaires de ’endomorphisme N(z) : T,M — T, M.

D’un point de vue géométrique, le type algébrique de N : M — Hom/(TM,TM) est
constant sur U lorsque, en chaque z € U, 'espace T, U se décompose en sous-espaces
N(z) — cycliques isomorphes aux sous-espaces N (p) — cycliques en lesquels se décompose
I'espace T,U.

Définition 6.2 On dit que N : M — Hom(TM,TM) est 0-déformable sur U, si la

. ngi . . .. P . . ,
famille (P;7), i =1,...,r, j =1,...,s;, de ses diviseurs élémentaires est indépendante

du point x de U.

Bien entendu, dans le cas ou NV est 0—déformable sur U, son type algébrique est constant
sur U.

L’ensemble des points de M qui possedent un voisinage ouvert sur lequel le type
algébrique de NN est constant, est un ouvert dense de M, (cf. [21]).

Définition 6.3 (Conditions de régularité) Un point p de M est dit régulier relative-
ment a N lorsqu’il possede un voisinage ouvert U dans M tel que :

1. le type algébrique de N soit constant sur U;

2. les sous-espaces

Er = ﬁ kerdf;(x)

=1
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de T,U, x € U, ou fi,...,[s désignent les coefficients fonctionnels des facteurs
wrréductibles du polynome caractéristique Py de N, définissent une distribution £ de
rang constant sur U,

3. le type algébrique de la restriction de N a & soit constant sur U.

Définition 6.4 On appelle lieu régulier de N, et on note Ry, l’ensemble des points
réquliers de M relativement a N.

L’ensemble Ry est un ouvert dense de M, (cf. [21]).

7 Décomposition des variétés de Poisson-Nijenhuis
symplectiques homogénes

Soit (M, Ay, N,T) une variété de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene, i.e. A, est
non-dégénéré, fait qui impose que M soit de dimension paire, LyAg = —Ag et LN =0, et
p un point de M possédant un voisinage ouvert U dans M sur lequel le type algébrique de
N est constant. Notons Py le polynome caractéristique de N et supposons qu’il s’écrive
sur U comme produit Py = P - Po de deux polynomes P; et Py, premiers entre eux dont le
coefficient du terme de plus haut degré est égal a 1. Posons N; = P;(N) et Ny = Po(N).
Alors, TU = kerN; & kerN,, ou bien TU = ImNy; & ImN;, puisque ker Ny = ImNy
et kerNoy = ImN;. Les N; : ImN; — ImN;, » = 1,2, sont des champs d’isomorphismes.
Aussi, T*U = Im'Ny@® Im' Ny, o ' N; désigne le transposé de N;, et 'N; = P;(*N), i = 1, 2.

Lemme 7.1 Les sous-fibrés ImN;, 1 = 1,2, sont involutifs.

Démonstration : Soient X et Y deux sections de ImN;. Puisque N; : ImN; — ImNj est
un isomorphisme, X = NV et Y = NyW, ou V et W sont aussi deux sections de I'mN;.
AlOI‘S, [X, Y] = [va, N1W] = T(Nl)(‘/, W)+N1[N1V, W]+N1[V, N1W]—N12[V, W] Mais,
T(N)(V, V) =>" 0 (0 (VI)N'W — o, ( W)N"V), ot v, 7 = 1, ..., m, sont 1-formes, d’ot
il vient que T'(N7)(V, W) est une section de ImNy, car V et W sont des sections de ImNj.
Par suite [X, Y] est une section de ImN;, d’ou l'involutivité de ImMNj.

De méme maniere on prouve l'involutivité de ImN,.{

Alors, les ImN; et ImN, définissent deux feuilletages supplémentaires de U. En consé-
quence, sur un voisinage convenable de p, M s’identifie a un produit M’ x M" de deux
variétés; M' s’identifiant a I’ensemble des feuilles de ImN; et M" a celui de I'mN,. Donc,
TM' = ImNy = kerN; et TM" = ImN,; = kerNs.

Lemme 7.2 Pour tout k € N, A,(Im'Ny, Im'Ny) = 0, ot Ay est le tenseur de Poisson
associé au morphisme de fibrés vectoriels Ak# :T*M — TM, A}f = N’“AU#.

Démonstration : Pour toutes «, 5 1-formes sur U,
Ap("Noe,! N1 B) = Ap(Po("N)a, PL('N)B) = Ap(PL('N)P2('N)ar, f) = Ap(Pn(‘N)a, 8) = 0,

comme Py est un polynome annulateur de 'N.<{
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Proposition 7.1 Les hypothéses et les notations étant les mémes que ci-dessus, au voisi-
nage de p, la variété de Poisson-Nijenhuis symplectique homogéne (M, Ao, N, T') s’identifie
au produit (M', Ay, N',T") x (M", Ay, N",T") de variétés de Poisson-Nijenhuis symplec-
tiques homogenes.

Démonstration : Du Lemme 7.2 résulte que, dans un systeme de coordonnées produit
(x,y) de M'" x M", les Ag, k € N, recoivent une expression locale du type

0 0 0
Ay = Z fm]a /\%—i‘ Z gklma B
J m

1<i<i<ny 1<l<m<ns

ou ny = dimM' et no = dimM". Puisque les Ay, kK € N, sont de Poisson deux & deux
compatibles, leurs crochets de Poisson associés {, }x, £ € N, vérifient I'identité de Jacobi et
I’identité de Jacobi généralisée. En appliquant ces identités pour les fonctions coordonnées,
on prouve que, pour tout k& € N, les fonctions fi;;, 1 < i < j < ng, ne dépendent que
des coordonnées x, et que les fonctions gi,, 1 < I < m < ny, ne dépendent que des
coordonnées vy, (cf. [21]).

Posons, pour tout £ € N,

: 0 " o 9
Ak = Z sz]a a et Ak = Z gklma ay

1<i<j<ng 1<l<m<na

Les A}, (resp. A}), k € N, définissent sur M’ (resp. M") une hiérarchie de tenseurs de

Poisson deux a deux compatibles, avec Af (resp. A{) non-dégénéré sur M' (resp. M"),

dont Popérateur de récursion N’ (resp. N”) est la projection de N |;,n, (resp. N |rmn,)

sur ImNy (resp. ImNy) et son polyndome caractéristique est le polynome Py (resp. Ps).
D’apres cette décomposition, le champ d’homothéties T' s’écrit sous la forme

T=T+T",

ou T (resp. T") est un champ de vecteurs tangent a M' (resp. M"), i.e., dans les
coordonnées produit (z,y) de M = M' x M",

ni 0 no )
lezai(xay) et T”:Zbl(xay)—
i=1 Iz =1 0
Donc, LrAg = —Ay si, et seulement si,
LT’A6 = [Tla Ai)] = _Ai)a (56)
LT”Ag = [T”7 Ag] = _Ag7 (57)
LAy + Ly Ay = [T, AQ] + [T", Ay] = 0, (58)
et LyA; = —A; (cf. Remarque 5.2) si, et seulement si,
LAy =T, A] = —Al, (59)
LT”AIII = [Tﬂv Alll] = _Alllv (60)
Ly A+ Ly Ay = [T, A1+ [T", A]] = 0. (61)
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Comme Aj, et Aj sont, respectivement, non-dégénérés sur M’ et M" en tenant compte des
relations (56), (57), (59), (60), et du fait que A} = N'Aj et AY = N"A{, nous concluons
que

LT/N, =0 et LTHN” =0. (62)
Par suite, Ly N = 0 si, et seulement si,
LyN" + Lo N' = 0. (63)

Mais, les expressions locales de L»N" et de Lp»N' ne contiennent, respectivement, que
de termes de type 3% ® dy et de type a% ® dz. Alors, (63) est vérifiée si, et seulement si,
LrN"=0 et LN =0. (64)
En conséquence, les relations (61), (64) et (58) nous donnent
LpA] + Ly Ay = LpN"-Af+ N"- Ly Aj + Lo N' - Ay + N' - Ly Ay =
= N"-LpAy+ N'- LAy =
= N"-LpAj—N'- LpAj =
= (N"=N")-LpAj =0,
d’ou il résulte que, en dehors des lieux singuliers de N’ et de N”,
Ly Ay =0, (65)
et, a cause de (58),
LAl = 0. (66)

Aprés un calcul élémentaire on trouve que, dans les coordonnées (x,y), les équations (65)
et (66) ont, respectivement, les expressions matricielles

day dany by Bny
oy T oY1 ox e oy
Ag-| Co =0 et Ay-| | =o,
Oay 9an, _0by by
OYny ~ 77 Oyny 0Tn, 77 Oxn,

d’ot1 nous concluons que, en dehors des lieux singuliers de N' et de N”, comme Af et Aj sont
non-dégénérés, respectivement, sur M" et M’, les fonctions coefficients a;, i = 1,...,nq,
de T" ne dépendent que des coordonnées z et que les fonctions coefficients b;, [ = 1,. .., ng,
de T" ne dépendent que des coordonnées y. A cause de la continuité des fonctions a;,
1=1,...,ny,et b, =1,...,ng, sur M, le résultat ci-dessus est vrai sur tout un voisinage
de p.

Bien entendu, des relations (56) (resp. (57)) et (62), il découle que T" (resp. T") est
un champ d’homothéties de (A, N') (resp. (Ag, N")).$

8 Modeles locaux des structures de Poisson-Nijenhuis
symplectiques homogénes

Soit (Ag, NV, T) une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene définie sur une
variété différentiable M de dimension 2n. Des résultats du paragraphe précédent, il vient
que le probleme de construction d’un modele local de (A, N, T) se rameéne a la recherche
de la forme normale de ces champs de tenseurs dans le cas particulier ou Py est une
puissance d’un polynome irréductible. Les cas possibles sont :
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L Pn(A) = (A + )™
2. Px(N) = (A% + g\ + h)™, (cas qui apparait lorsque M est une variété réelle).

En se plagant sur un voisinage d’un point p € Ry et en étudiant séparément les deux
cas distingués, nous établissons dans [21] les théoremes suivants.

Théoréme 8.1 Soit (Ag, N) une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique définie sur
une variété différentiable M (réelle ou compleze) de dimension 2n, et p un point réqulier
de M relativement & N. Si le polynéme caractéristique de N est du type Py () = (A + f)*"
et df (p) # 0, alors il existe sur un voisinage U de p un systéme de coordonnées locales
((5), yr, y2), i=1,..,m, j=1,...,2r;, 11 > ... > Ty, de M, 00 yy = f —a, a = f(p),
centré en p, dans lequel le couple (Ao, N) a lexpression :

mo [T 0 0 0 0
Ay = § <§ j A > + —8y1 A —ayQ, (67)

i i
i=1 \k=1 Oxyy,_y  Oxy,

d
NZ—(y2+a)Id+H+@®a—Z®dy2, (68)
1

ou

m [r;—1 a ; a ;
H = Z lz ( i ® dxgpyy + o ®d:v2k>] ) (69)

i=1 Lk=1 ax%—l Toky2
amdoh+ 32 (3 (b= Pabdetys + (b Prbasty]). (0
1=1 \k=1
0 mo (T 1. . 0 1. . 0
= — k+ =)zt — — (k= 2)zt, —— . 71
DY ( [( T e S N a]) (71)

Si df (p) = 0, les expressions ci-dessus ne contiennent pas les coordonnées y; et ys.

Idée de la démonstration : Apres la détermination de la forme canonique d’un bivecteur
non-dégénéré défini sur un espace vectoriel V' de dimension 2n et d’un endomorphisme
de V, ainsi que celle d’une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique dépendant d’un
parametre dont 'opérateur de récursion est nilpotent et 0-déformable, par rapport au
parametre aussi, effectuée dans [21], nous construisons le modele de (A, N) en suivant les
pas suivants.

Si df (p) = 0, puisque p € Ry, [ est constante sur U et le couple (Ag, N 4+ fId) définit
sur U une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique dont 'opérateur de récursion est
0-déformable et nilpotent. Alors, son modele est bien connu par les précédents et a partir
de celui-ci nous déduisons, facilement, la forme normale de (Ag, N).

Si df (p) # 0, nous considérons le couple de champs de tenseurs (Ag, N+ fId) qui induit
sur les variétés intégrales du fibré quotient ker df /X, ot X; = A#(df), une structure de
Poisson-Nijenhuis symplectique, dépendant paramétriquement de f, dont 'opérateur de
récursion est nilpotent et 0-déformable, par rapport au parametre aussi. Pour toute valeur
du parametre f, le modele de la structure induite est connu par I’étude précédente. A
partir de ce modele nous établissons la forme normale de (A, N) présentée par le Théoreme
8.1. Dans I’écriture de cette forme, m désigne le nombre des sous-espaces (N + fId)(x)-
invariants en lesquels se décompose l'espace quotient ker df (v)/X;(z), x € U; le i-eme
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sous-espace, i = 1,...,m, se décompose en deux sous-espaces (N + fId)(x)-cycliques,
tous deux de dimension r;; yo = f —a, a = f(p), et y; est choisi de maniere que 3%1 = Xy.
Les modeles sont completement déterminés par le type algébrique de N.{

Lorsque Py(A) = (A + f)?" et df(p) # 0, on trouve que, dans les coordonnées du

Théoreme 8.1,

0
A=~ +ta)hg+ T+ Z A, (72)
oyr’

ou

H:lf;(nzl ? A ? ), (73)

o1 Oy OTh s
et qu'un représentant du champ d’homothéties T de (A, N) est le champ de vecteurs

2 0 ua 0

0
e }j 3 4
38.7/' ( x?k) la Th, 1) +y18 v (7)

il constitue un modele de T', a addition preés d’un automorphisme de Poisson infinitésimal
X de Ag tel que, Ly N = 0. On remarque que, si df (p) = 0, les expressions (72) et (74)
ne contiennent pas les coordonnées y; et ys.

Dans le cas ot Py (\) = (A2+gA+h)", avec g>—4h strictement negative sur un voisinage
U de p, la construction des modeles est reposée sur : i) L’existence, sur un voisinage de p,
d’une structure complexe J, i.e. J? = —Id et sa torsion de Nijenhuis est identiquement
nulle. J est la partie semi-simple de Popérateur Ny = 2(4h — g?)"Y/2N + g(4h — ¢?)~/?1d,
donc il existe un polynoéme @@ € Ky[A] a coefficients constants, car Ny est 0-déformable,
tel que J = Q(NVy), i.e. J est un opérateur polynomial de N a coefficients des fonctions
de g et de h, (cf. [24]). ii) Le lemme suivant.

Lemme 8.1 ([21]) Les notations et les hypotheses étant les mémes que ci-dessus, soit
Ay (resp 1) le champ de tenseurs associé au morphisme de fibrés vectoriels A JA#
(resp. N = JA¥ ). Alors, Ay (resp. A1) est de Poisson compatible avec Ag (resp Ay), et
AU Ay — ZAU (resp A1 A — 2/\1) est un tenseur de Poisson complexe holomorphe.

En plus, (A[),Al) constitue un couple de tenseurs de Poisson complexes holomorphes
compatibles.

On remarque que 'opérateur de récursion de (AO, Al) est aussi I'opérateur N, qui est
holomorphe, dont le lieu régulier coincide avec celui de N, vu comme opérateur réel, et
dont le polynéme caractéristique est Py(A) = (A + f)", ot f = 1/2[g — i(4h — g*)'/?]
est une fonction holomorphe. Il existe donc une carte locale complexe (U, (z{ ), wr, wz),
jg=1...,m, Ll =1,...,2r;, v > ... > 1y, centrée en p, sur laquelle Ao et Ay ont,
respectivement, les expressions (67) et (72). Si (U, (x{), Uy, Us; (y{), vy, 1;2), j=1,...,m,
I=1,...,2r;, 11 > ... > rp, est la carte réelle associée a celle-ci la complexe, apres les
remplacements adéquats dans les expressions recues de Ap et de Al, on considere leurs
parties réelles. Ainsi, on obtient une forme normale de (A, A1) et, par conséquent, de N.
Elles sont présentées par le théoreme suivant.

Théoréme 8.2 Soit (Ag, N) une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique définie sur
une variété différentiable réelle M de dimension 2n, et p un point régulier de M rela-
tivement a N. Si le polynome caractéristique de N est du type Py(A) = (A% + g\ + h)",
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avec g% — 4h strictement negative sur un voisinage de p, alors il existe un systéme de co-
ordonnées locales ((xf), Uy, Us; (y‘;), vy, vg), j=1...om, l=1,....2r;, 11 > ... > Tp,
de M, centré en p, dans lequel les champs de tenseurs Ay et N ont, respectivement, les
ETPressions :

mo[l 0 0 0 0 1/ 0 0 0 0
Ay = — — N —— — — N\ — + = A= — — A —,
’ Z lz 4 (ax%k—l Oy, Y1 ay%k)] 4 <8u1 Ous dvy 81)2)

j=1 Lk=1

(75)
9,
N = —(up+a)ld—(vo+0b)J+H,+H, +8—®( —ay) +
Uy
0
+ aT@(axﬂLay)—Zx@(duQ—i-dvg)—Zy®(du2—dvg), (76)
1

ot a = Rea, b=1Ima, (a= f(p)),

0 ' 0 ~ 0 0 0 0
J = — ®dr] — —@dy | — — @dv; — d d —®d
%(ag(gxl axg®yl> duy, T pu, T gy, @0 T G, ©
m [rj—1
H, = < ® da) + —— ®d) > ,
jz:l k=1 &U%kq . o %k+2 2
m |Trj—1 8 8
Hy = Z Z Y ® dkaH + 5 ay — ® dka )
j=1 | k=1 y2k 1 Yok+2
L (9 Lo Loy
ay =dry + ) {(k - §)x2kdx2k—1 + (k+ §)x2k—1dx2k} ;
=1 \k=1
([ Ly o Ly j
ay =y [(k - §)y2kd92k—1 + (k+ §)y2k—1d92k] ,
=1 \k=1

o (O 1 9 1, 0
Z:p—a—ﬁ + Z( [(k+2)x2k R (k_§)x2k@]>,

Top—1

Uy 1 0 1 0
Zy:z< [(k+2)92k 18] — (k- )?hkaJ])-
k Yor

Yok—1

Lemme 8.2 Les hypotheses et les notations étant les mémes que dans les précédents, un
champ de vecteurs T' est un champ d’homothéties de (Ao, A1) si, et seulement si, le champ
de vecteurs holomorphe T = $(T —4JT) est un champ d’homothéties de (Ao, Ay).

Démonstration : J étant Popérateur de récursion des couples (Ag, Ag) et (A, A;) de
tenseurs de Poisson compatibles (cf. Lemme 8.1), sa torsion de Nijenhuis est identiquement

nulle sur M, i.e.
LyxJ—JLxJ =0, X e V(M), (77)

et il vérifie la relation de compatibilité

LyxA;=J-LxA; — LxJ-A;, (78)
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( =0,1), pour tout champ de vecteurs X sur M. Ainsi, pour j = 0,1, on a

[T,A;] = [Z(T —iJT),A; —iJAj] =

DN | =

([T, Aj] —i[T, JA;] —i[JT, A — [JT, JA;]) =

| =N =

9 (LTAj — ZLTJ : Aj — 1 - LTA]' — - LTAj +

il - Aj = JLyJ - Aj = Lyl + JLrJ - ;) =

+

Donc, pour j = 0,1, [T,f\j] = —Aj si, et seulement si, LyA; = [T, Aj] = —A;.$

Alors, dans le cas ot Py(A) = (A + g\ + h)", T est la partie réelle d'un champ
d’homothéties holomorphe 7" de (Ap, A1). Un représentant de 7" est le champ de vecteurs

holomorphe T qui, dans les coordonnées complexes considérées ((zl]), wy, wz), j=1,...,m,
l=1,...,2r;, 11 > ... > 1y, al’expression (74). Par suite, un modele de T est le champ
de vecteurs T = Re(2T) qui, dans les coordonnées réelles ((m{), w1, ug; (1), v1, vz),
J=1....om, I =1,...,2r;, 11 > ... > ry, associées a celles-ci les complexes, a I’écriture
U 0 0 0 0
—i—ZZ(mzk = Uy >+u1—+vl (79)
38x1 j=1k=1 0Tk Oy Ouy vy’

a addition prés d’un biautomorphisme de Poisson infinitésimal de (Ao, Ay), A} = NAZ.

De I’étude effectuée, nous concluons le théoreme suivant.

Théoréme 8.3 Soit (Ag, N, T) une structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogéne
définie sur une variété différentiable M de dimension 2n. Alors, au voisinage de chaque
point régulier p de M relativement a N, le modéle de (M, Ao, N, T) est un produit fini
de variétés de Poisson-Nijenhuis symplectiques homogénes dont ['opérateur de récursion
a comme polynome caractéristique une puissance d’un polynome irréductible.

St M est une variété complexe, le modeéle de la structure de Poisson-Nijenhuis de chaque
facteur de ce produit est donné par le Théoréeme 8.1, et celui du champ d’homothéties
correspondant par la formule (74), & addition prés d’un biautomorphisme de Poisson in-
finitésimal de la structure de Poisson-Nijenhuis du facteur.

St M est une variété réelle, le modeéle de la structure de Poisson-Nijenhuis de chaque
facteur de ce produit est présenté par le Théoréme 8.1 ou 8.2, selon le type du polynome
caractéristique de lopérateur de récursion du facteur, et celur du champ d’homothéties
correspondant est, respectivement, présenté par la formule (74) ou (79), & addition preés
d’un biautomorphisme de Poisson infinitésimal de la structure de Poisson-Nijenhuis du
facteur.

Les modeéles sont compléetement déterminés par la famille des diviseurs élémentaires de
N. (On note que chaque diviseur élémentaire apparait un nombre paire de fois dans cette

famille.)
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9 Modeles locaux de structures de Poisson-Nijenhuis
homogenes en dimension impaire

Soit (Ao, N, T') une structure de Poisson-Nijenhuis homogene définie sur une variété différen-
tiable M de dimension 2n-+1, avec Ay de rang maximum sur un ouvert dense de M. D’apres
les résultats sur : i) les modeles locaux de structures de Poisson-Nijenhuis symplectiques
(cf. 88 et [21]), ii) la symplectisation d’une structure de Poisson-Nijenhuis (cf. [22]), et
iii) la réduction d’une structure de Poisson-Nijenhuis (cf. [28], [18]), en se plagant sur un
voisinage d'un point générique p de M, i.e. p € Ry et corang Ao(p) = 1, nous établissons
dans [23] le théoréme suivant.

Théoreme 9.1 Les hypotheses et les notations étant les mémes que ci-dessus, alors, au
voisinage de chaque point générique p de M, le modeéle de (M, Ay, N) est un produit d’une
variété de Poisson-Nijenhuis (M', Ay, N') de dimension impaire 2l — 1,1 < n+ 1, dont le
tenseur de Nijenhuis N' a comme polynome caractéristique un polynéme de type Pyi(\) =
(A + f)?7L, et d’une variété de Poisson-Nijenhuis symplectique (M", Af, N").

Sip' est la projection de p sur M' et df (p') # 0, il existe sur un voisinage de p' dans M’
17
j
vy =f—d,d = f(p), de M', centré en p', dans lequel

LB 0D
=3 (S o) 0

k=1 2k—1

un systéme de coordonnées locales ((x ),y’), i=1,...om, j=1,...,2r;, 10 > ... > Ty,

N =—-(+d)d+H —Z'"®dy, (81)

ou H' et Z' ont, respectivement, dans les coordonnées considérées, les écritures (69) et
(71). Si df(p') =0, les expressions (80) et (81) ne contiennent pas les coordonnées x5
et y.

Si p" est la projection de p sur M", lexpression locale des champs de tenseurs Ay et
N", sur un voisinage de p" dans M", est donnée par le Théoréme 8.3.

Le modéle de (M, Ao, N) est complétement déterminé par la famille des diviseurs
élémentaires de N.

(Dans les formules (80) et (81), lem et lesr;, i =1,...,m, ont la méme signification
que celle dans le Théoréme 8.1.)

Soit (z}), k = 1,...,dimM", un systéme de coordonnées locales de M", centré en
p", dans lequel (Aj, N") a lexpression du modele, (cf. Théoreme 8.3). A cause de
lidentification (M, Ay, N) = (M', Af, N') x (M",Aj, N") sur un voisinage U de p, dans le
systeme de coordonnées produit ((zf),y;27), i =1,...,m, j=1,...,2r;, 11 > ... > Iy,
k=1,...,dimM", de M = M' x M", le champ d’homothéties T s’écrit

T — Tl _|_ T”,
ou
= 2ri ) a ! ! //) a
T = at (2, y ;2" ) =— + b(a', Y 2" ) =—
2.2 o7] oy
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est un champ de vecteurs tangent a M’ et

dimM"’ 0
" roorn
T = Z Ck(x’y’x)a//
k=1 L,

est un champ de vecteurs tangent & M". (A, N,T) étant une structure de Poisson-
Nijenhuis homogene, T' vérifie les relations LyAg = —Agy, LN = 0 et LyA; = —Aq,
A¥ = NAO#. Comme, pour ¢ = 0,1, A; = Al + A7, on a LyAg = —Ay si, et seulement si,

LAy = [T, Ay] = —Aq, (82)
Lon Ay = [T, Al] = —AL, (33)
LTIAg + LTHA:) = [T’, Ag] + [T”, Ag] =0, (84)
et LrAy = —A; si, et seulement si,
LA = [T, A = —Al, (85)
LT”AIII = [TH, Alll] = _Alllv (86)
LAl + Ly = [T, A7) + [T, A)] = 0. (87)
Aj étant inversible sur M", des relations (83) et (86) il découle que
LywN" = 0. (88)
Ainsi, Ly N = 0 si, et seulement si,
LT/N, + LT/N” + LTHN, == 0 (89)

Mais, dans le systeme de coordonnées produit considéré, les expressions matricielles des
L N', Ly N" et Ly« N' sont, respectivement, de type :

A B 0 T 0 0
1 n __ I __
LT/N = ( 0 0 ) s LTIN = ( 0 0 ) et LTIIN = ( A 0 ) .

Donc, (89) est vraie si, et seulement si,
LTINI + LTIN” =0 et LTHNI =0. (90)
Compte tenue de la deuxieme condition de (90), (87) nous donne

LA+ LynNy = LpN"-Aj+ N"- LpAj + Lyn N'- Ay + N' - Lyn Ay =
= LT,N” . Ag + N . LT/Ag + N'. LT”A6 = 0. (91)

En considérant maintenant les expressions locales des termes du membre de gauche de
(91), on trouve que cette égalité est vérifiée si, et seulement si,

LT/N”'ABI—FNI'LTNAB :0 et N”'LT/AG :0
Alors, en dehors du lieu singulier de N”,

LAl =0 (92)
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et, a cause de (84),
LTIIA6 - 0 (93)

Apres un calcul élémentaire on trouve que, dans le systeme de coordonnées locales produit
considéré, (92) et (93) ont, respectivement, les expressions matricielles

AL (a(“g"b)) =0 (94)

AL <&> = 0. (95)

Comme Aj est non-dégénéré sur M", (94) entraine que, en dehors du lieu singulier de
N", les coefficients fonctionnels ag-, i=1,....m, j=1,...,2r;, 7y > ... > 1, et b de
T’ ne dépendent que des coordonnées z’ et y’. Ces fonctions étant continues sur M, le
résultat obtenu est vrai sur tout un voisinage de p. D’autre part, comme la restriction
de Aj a ses feuilles symplectiques, définies par ’équation y' = const., est inversible sur
ces feuilles, (95) entraine que, en dehors du lieu singulier de N”, les fonctions coefficients
e k= 1,...,dimM", de T" ne dépendent que des coordonnées y' et z”. A cause de
la continuité de ces fonctions sur M, la conclusion ci-dessus est aussi vraie sur tout un
voisinage de p.

Bien entendu, 7" et 7" sont, respectivement, champs d’homothéties de (Aj, N') et de
(A, N").

et

Soit Sy la feuille symplectique de Ay qui passe par p. Comme, au voisinage de p, on
a la décomposition (M, Ay, N) = (M', Ay, N') x (M",; A}, N") et A} est symplectique sur
M", Sy = S x M", ou S| est la feuille symplectique de A}, qui passe par p', et, dans
les coordonnées produit ((}),y;527), i = 1,...,m, j = 1,...,2r;, 11 > ... > 1y, kb =
1,...,dimM", de M = M'"x M", Sy et S, sont déterminées par la méme équation y' = 0.
Les fonctions ((z);2}), i = 1,...,m, j = 1,...,2r;, 10 > ... > Ty, k = 1,...,dimM",
définissent sur Sy = 5§ x M" un systeme de coordonnées produit. Si T = T" 4+ T" est
tangent a Sp, i.e. b(z',y"; ") = 0, alors T" est tangent a S|, et réciproquement. Dans ce cas,
T est un champ d’homothéties de la structure de Poisson-Nijenhuis symplectique induite
sur Sy par (Ag, N) et, respectivement, 7" est un champ d’homothéties de la structure de
Poisson-Nijenhuis symplectique induite sur Sj par (Af, N') dont 'opérateur de récursion
est 0-déformable et a comme polynome caractéristique le (A+ f)? 2. Par suite, dans le cas
considéré, I'expression locale de T”, dans les coordonnées (a:;.i), r=1,...,m,5=1,...,2r;,
ry > .. > Ty, de S, est

2 0 UEyisiia. 0
Tl _-_- § : 11, - 96
3 0! i i—1 (k:1 kal&U,ﬁk—l) , (56)

a addition pres d’un biautomorphisme de Poisson infinitésimal de (Af, A}), AP = N'AY,
tangent a S, (cf. la formule (74) et la remarque qui suit). Celle de T", dans les coordonnées
(), k=1,...,dimM", de M", est bien déterminée par le Théoreme 8.3.
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Partie 111

Dans la troisieme, et derniere, partie de ce travail, nous allons étudier le probleme
de construction d’une forme normale des champs de tenseurs d’une structure de Jacobi-
Nijenhuis ((Ag, Ey), N), N := (N,Y,~,g), définie sur une variété différentiable M de
dimension finie. Afin de construire ces formes, nous considérons la structure de Poisson-
Nijenhuis homogene (Ag, N,T) définie sur M = M x R & partir de ((Ao, Ep),N), (cf.
Proposition 5.6). Dans le cas ou Ao est de rang maximum sur M (ou sur un ouvert dense
de M ) et T est tangent aux feuilles symplectiques de AO, (sans doute, c’est toujours le cas
lorsque Aq est symplectique), le modele local de (AO, N T) sur un voisinage d’un point
régulier p de M relativement & N, est bien déterminé, selon la parité de la dimension de
M, par les Théoremes 8.3 et 9.1 et la formule (96). Alors, en considérant d’abord : i)
une sous-variété ¥ de M de codimension 1 transverse au champ d’homothéties T, ii) une
fonction a définie sur un voisinage tubulaire U de © dans M égale a 1 sur X et homogene
de degré 1 relativement & T, et iii) le couple (A%, E¢) définissant sur U la structure de
Jacobi a-conforme au modele de la structure de Poisson, et en calculant ensuite : i) la
projection de (Ag, E¢) sur ¥ parallelement aux courbes intégrales du modele de T, et ii)
A partir du modele de N, Popérateur de Nijenhuis induit sur ¥, nous obtenons sur ¥ une
structure de Jacobi-Nijenhuis modele, (cf. Proposition 5.2), qui, d’aprés la Proposition 5.5,
est équivalente a une structure de Jacobi-Nijenhuis sur M conforme a celle initialement
donnée. De cette maniere, nous arrivons a établir, sur un voisinage d’un point p de M qui
est la projection sur M d’un point régulier p de M relativement & N, un modeéle d’une
structure conforme a ((Ag, Ep), N') dans les cas ou :

1. M est de dimension impaire et (Ag, Ep) définit sur M une structure de Jacobi tran-
sitive;

2. M est de dimension paire, soit égale & 2n, et la feuille caractéristique Cy de (Ao, Ep)

qui passe par p est de dimension impaire égale a 2n-1, fait qui impose que 1" = %

soit tangent & la feuille symplectique correspondante de A, (cf. §2).

(On note que I’ensemble des points de M qui peuvent étre vus comme projections de points

réguliers de M relativement & N est un ouvert dense de M , puisque Ry est un ouvert
dense de M.)

Le cas ou M est de dimension paire et (Ag, Ep) définit sur M une structure de Jacobi
transitive va etre séparément étudié dans le paragraphe 11.

Le probléeme posé reste ouvert dans les autres cas ou la dégénérescence de (A, Ey) est
plus grande.

10 Modeles locaux de structures de Jacobi-Nijenhuis
en dimension impaire

Soit ((Ag, Eo),N), N := (N,Y,~,g), une structure de Jacobi-Nijenhuis transitive définie
sur une variété différentiable M de dimension 2n+ 1, et (Ag, N, T) la structure de Poisson-
Nijenhuis homogene deﬁnle sur M = M x R par ((Ag, Ey),N), (cf. Proposition 5.6).
Puisque Ay = e~*(A + 2 A Ey), (t étant la coordonnée canonique sur le facteur R),

est non—dégénere sur M, au voisinage de chaque point régulier p de M relativement a
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N = N+Y®dt+2®@7+g2®dt, le modele de (M, Ay, N, T') est un produit fini de variétés
de Poisson-Nijenhuis symplectiques homogenes dont l'opérateur de récursion a comme
polynome caractéristique une puissance d'un polynome irréductible, (cf. Théoreme 8.3).
Dans la suite, cette décomposition de (M, Ao, N, T) sera référée comme ”decomposztzon
modele” de (M, Ao, N, T) Soit p la projection de p sur M. Comme T = est transverse
en p a M, identifiée a la sous-variété M x {0} de M, on a qu’au moins une des composantes
de la décomposition de T est transverse en p & M. Donc, afin de construire un modéle
local de ((Ag, Ey), N'), nous distinguons et nous étudions séparément les cas suivants :

1. L’opérateur de récursion de la structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene
correspondante a la composante considérée de T', qui est transverse en p a M, a
comme polynéme caractéristique un polynéme de type (A + f)?7, ¢ < n + 1.

2. L’opérateur de récursion de la structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene
correspondante & la composante considérée de T, qui est transverse en p & M, a
comme polynome caractéristique un polynéme de type (A2 + fA+h)4, ¢ < n +1,
avec f? — 4h localement strictement negative. (Pour éviter la confusion, dans ce
paragraphe, on n’utilise pas le ¢ comme coefficient du polynome caractéristique de
'opérateur de récursion car il apparait comme coefficient de N )

Etude du cas 1

On note (M, /~\6, N',T") le facteur de la ” décomposition modele” de (M, Ay, N, T) dont
le champ d’homothéties T" est transverse en p & M, et on suppose que son opérateur de
récursion N’ a comme polynome caractéristique un polynome de type PN,( )=+ f)Zq
q < n+1. Alors, au voisinage de p, (M, Ao, N, T) = (M', Ay, N', T") x (M", A{)’,N” T”)
(M", AL, N” T”) est le produit des autres facteurs de la décomposition de (M, Ay, N T)
Si p' et p” sont, respectivement, les projections de p sur M’ et M", la forme normale de

(M’,]\g, N’,T’), sur un voisinage de j’, est présentée par le Théoreme 8.1 et la formule
(74), et celle de (M", Ay, N",T"), sur un voisinage de p”, par le Théoreme 8.3.

Maintenant, on suppose que df(p') # 0, et on considére un systeme de coordonnées
locales (), 71,73), i = 1,...,m, j = 1,...,2r;, 11 > ... > 1y, de M, on = f—d,
a' = f(p'), centré en p', dans lequel les champs de tenseurs /~\6, N' et T" ont, respectivement,
les écritures de leurs modeles (67), (68) et (74). Une sous-variété de M' de codimension 1

transverse & 1", qui passe par j, est 'hypersurface X' de M’ définie par I'équation
jlll - 07

(elle peut étre aussi vue Comme hypersurface de niveau = de la fonction 7' + 2 s qui est le
coefficient fonctionnel de 5 ,1 dans I'expression-modele con51deree de T"). Par allleurs, une
fonction a définie sur un voisinage tubulaire U’ de X' dans M’ bien choisi, ne s’annulant

pas sur U’, égale & 1 sur ¥’ et homogene de degré 1 relativement a 77, i.e. Lja = a, est

la fonction 5
(), 51, 3) = 537 + 1.

On note 7' : U’ — Y la projection parallélement aux courbes intégrales de T, Tar' :
TsyU'" — TY' le morphisme de projection du fibré vectoriel TsyU’ sur son sous-fibré TY',
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"Tor' @ T*Y' — T%U' le morphisme transposé, et (Tw7'), la restriction de Ty’ au
sous-fibré horizontal 7Y’ de Ty U’ qui est une bijection.

Soit ((Absy, Efsy), N ), New = (N, Y, 7%, %), la structure de Jacobi-Nijenhuis
induite sur ¥’ par la structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene (A}, N’ T")
de M’, (cf. Proposition 5.2). On a

A, = Tor' o (aAf) |y o "Ton, (97)
By = To' (A (da)s), (98)
N& = Ty’ o N'|s o (Twr'); (99)
VY, = Tor' (N'T|s), (100)
. . B .
Yo = (‘"N'da)|sr — (("N'da)|s, @defﬂ’flzu (101)
1
g = (dals, (N'T")|s). (102)
Leur calcul nous donne :
31 0 mo i 0 0 0
! ~11 ~17 ~
;= = — | A =
> 2 | am Ty ,czxaxk> “flagal o
1 0 0 mo [l 0 0 0 0
+ A ——+ — |+ == A= (103)
;Z;axgk 0% '21k g gaxlqu 837%) oy 03
3 0
E(l)ﬁ’ = 2 a~/17 (104)
3 0 3
1
ot =3T3, est la projection de ,1 sy sur T parallelement & 7",
1 ~11 ~I1 a ~/ a
Ty, = Z Lok 1QA=m +Z ch% 1A= + Y155 (106)
8 Tok-1 =2 8 Lok—1 1
ri—1 ri—1
Hy = S (G o)+ 3 (g o) +
k=2 \OTap_1 2k+2
+ i rf J ® dEypq + == J ® diy (107)
=\ = a-'i.lglk . 2k+1 ai‘gk+2 2k )
/ g e Lo n an S 1 ~i1
oy = dif + ) {(k - §)x2kdx2k 1} > [(k + 5)33% 1d$2k]
k=2 k=1
— & 1 ~IT J~l 1 ~17
+ > [(k - §)$2kd$2k (B + 2)%19 1d$2k} (108)
i=2 \k=1
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1 0
Zy = (k + ) — ] l VT == ]+
Z[ Top, la 1 = Zka 1

k=2 Lok—1
T 3 O [ - |
i=2 \k—1 Tok—1
ri—1 3 8 3 a
=1 =1 a1 )
Yo = k;(fc’zm - 5553 xlzm)m 5 Ty Ty, 13”217«1 ) +
ri—1
m i ) 3 o m 3 9
~I ~I1 /z ~/1 ~1i
+ ; Lz::l(x%ﬂ 5 %3 T2k 1)—857’2ik 1] Z oT8 Tori—152 oty +
1. L 1 . 1 3 P
+ <§37,21 + (k- 2 Ty, + Z lz 3 )Ty lx;kl — 217%13/1) F’(HO)
k=2 i=2 Lk=1 N
= (i —d 111
e = 5 7a), (111)
I ~f §~/1
G = — (75 +a') + 573 - (112)

(D’apres la remarque du Théoreme 8.1, si df (p') = 0, les expressions locales obtenues des
champs de tenseurs de ((Afs/, E{s), Ns/) ne contiennent pas les coordonnées 3, et g.)

On considére maintenant un systéme de coordonnées locales z” de M", centré en p’,
dans lequel (/~\6’,N” T") a Pexpression de son modele, (cf. Théoréme 8. 3), et le systeme
produit ((Z7), 91, 95;2"), i = 1,...,m, j = 1,...,2r5, 11 > ... > 1y, de M = M' x M",
ouyh=f—a,a = f(p'), centré en p = (p/,p"). En plus, on considere la sous-variété
Y=Y x M" de M = M' x M" de codimension 1 transverse a4 1" + T" définie, bien

entendu, par

2 2
~/1

+-==.
T3 Ty

Soit ((Aos, Eos), Ns), Ny := (N, Y, v, g5), la structure de Jacobi-Nijenhuis induite
sur © = X' x M” par la structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene produit
(Ao, N, T) = (AL, N', T") + (Al, N", T") de M = M' x M", (cf. Propositions 5.2 et 5.4).
D’apres la Proposition 5.4, on a

Ao = Ajy + A —T" AN Elysy et Eoy = Ejsy, (113)
Ny, = NL + N" —T" ® 4, (114)

Yo =V + (N = goTdpyn) T", (115)

Vs = Ve, (116)

s = g5 (117)

Etant connues les formes normales des champs de tenseurs de ((Abys, Elsr), N&), Ny =
(N, Y5y, 7, G5v), dans les coordonnées établies de X', (cf. relations (103)-(112)), et
de (AZ, N" T") dans le systéme considéré & de M", (cf. Théoreme 8.3), les formules
(113)-(117) nous donnent lécriture locale des champs de tenseurs de ((Agx, Fox), Nx),
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Ny = (Ngl Ys, s, gx) dans le systeme de coordonnées produit (Z4, ..., z5" g}, 75; ") de
Y= xM"

Etude du cas 2

On travaille comme dans le cas 1. On note (M’, /~\6, N',T") le facteur de la ”décomposi-
tion modele” de (]\7[, Ao, N, T) dont le champ d’homothéties T" est transverse en p & M,
et on suppose que son opérateur de récursion N’ a comme polynome caractéristique un
polynéme de type Py (A) = (A*+ fA+h)9, ¢ < n+1, avec f —4h localement strictement
negative. Alors, au voisinage de p, (M, /NXO,N T) = (M’ AL N T x (M, A{)’,N” T”)
(M” Ap, N” T”) est le produit des autres facteurs de la décomposition de (M, Ay, N T)
Si j' et " sont, respectivement, les projections de p sur M’ et M", la forme normale de
(M',Aj, N',T"), sur un voisinage de j, est présentée par le Théoreme 8.2 et la formule
(79), et celle de (M", A, N”,T"), sur un voisinage de 3", par le Théoreme 8.3.

Soit. ((&7), it ith, (), ), ), j = 1,...,m, [ =1,...,2rj, 11 > ... > 1y, un systéme
de coordonnées locales de M, centré en §, dans lequel les champs de tenseurs /N\f), N' et
T' ont, respectivement, les expressions de leurs modeles (75), (76) et (79). Comme sous-
variété de M’ de codimension 1 transverse & 7", on considére 'hypersurface ¥/ de M’, qui
passe par p’, définie par I’équation

2 2
~11
r+-=c.
3 3
Une fonction a définie sur un voisinage tubulaire U’ de X' dans M’ bien choisi, ne s’annulant
pas sur U’', égale a 1 sur ¥’ et homogene de degré 1 relativement & 1”; est la fonction

Ui <)t falin < 3.
a((xgj)vullvuéa(ylm) 01,7)2) 51‘111 + 1.

On note 7' : U" — ¥’ la projection parallélement aux courbes intégrales de 17, T’ :
TuU — TE’ le morphisme de projection du fibré vectoriel Ts: U’ sur son sous- ﬁbre Ty,
"Tor' - TS — T4 U' le morphisme transposé, et (Tyr'), @ TS — T la restriction de
Tsy 7' au sous-fibré horizontal TY' de TsU’, qui est une bijection.

Soit ((Apsy, Ebsy )y Ngy)y New i= (N&r, Yo, Ve, g), la structure de Jacobi-Nijenhuis
induite sur ¥’ par la structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene (/~\6, N',T") de
M, (cf. Proposition 5.2). Les champs de tenseurs qui la définissent sont, respectivement,
donnés par les formules (97)-(102). Dans le cas étudié, leur calcul nous donne :

Lok—1 = Lok—1

/ 3| ~1 ~1 0
o T g [Z%lk L9t +Z<Zx2‘7k EYT >+

) 9 ol o
~1j ~r Y s Y
+ z:: (Z Yop— 18~/] ) +UI8’L~L,1 +Ul aﬁiJ A 832’1 +

Yok —1 2
1 0 0 m <rj 1 0 0 >
+ ~/ N ~! + ~ 1! 1] -
243 b1 0Ty ]Zz 192143 S O
mo (19 0 1 0 0 1 0 0
— ; N — T N5 57N 5 118
Jz::l (k 148?12]1; 1 ay;k) 40uy  OQuy 40vy Oy (118)
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., 30

P =~ 119
> 8o (119)
3 - =03
w = —(uy+a)lds — 31w ® diy + Hlsw — (T + ') Jsy — (0 + b’) L ® dit +
3 N . . -
+ (5 s — Zrsy) ® (diiy + dvg) + Hy — Zy @ (diy — dy) +
0

+ aﬂ,l ® (Oé:,i’ﬁ’ - Oé;;/) + 877’1 ® (a:f:’E’ + Oé;;;), (120)

ot =377, est la projection de ,1 sy sur T selon la direction de 717,

! - ~1 ~! a a a
2':;37211: 18”1 +Z<Z$2k 1557 >+Z<Zy2]k v >+ 18” +Ula~/7

Lok—1 = 2k—1 Yok —1

Ty = 22( O @i — 2 ®d~'1>+§j§f< aij - -2 ®d~’j>—
v 1=2 a~ll1 a~ll j=21=1 ~,] af;j U
0 0
- o ® di T ® iy, 361 ® duy + 9% ® diy,

les champs de tenseurs HL s, 05y, Ztsy Ont, respectivement, les expressions (107), (108),
(109), et les Hy/, o, Zi ont celles qui figurent dans le Théoreme 8.2,

il 3 )
YEI' = x2k+1 + (Uz + bl) Yok—1 — (a:gl + (UZ + bl) ) Tog— 1} =1t
k=2 2 0Ty,
m Ti—1
+ Z \ ~17 ~/ B/ ~1j _§ " b/ ~11\ ~/7 0
Tpp1 (05 + 0) Gy 5 (%3 + (05 +0)71 ) T3y, 970 +
=2 k=1 Tog_1
mor 3 . e 0
bY@ D — 5@ 0+ I | o+
7j=1 2r;j—1
+ —g(v’+b’)+ L S+ (0,4 0t 9 +
3\v2 Ys3 3 2 Y1 o
4]
+ ! —(17’ + 5/):%/1 + ~r1 . §(~/1 + ( + b/) ~/1)~/1 a +
2 2k—1 T Yor41 5 T3 Uy Yor—1 il
k=2 Yor—1
m 3 )
+ > [ (@ + V)51 + T — 5 (@ + (8 + b)) 75, 1} o7 T
§=2 k=1 8y2k_1
m 3 e 0
3@+ 0, = 5@+ G+ NI, | 5+
j=1 Yar;—1
{1 N 1 51 S ~'J ~=1J S ~’] =1
+ 372 +> (k- B )iy 1 & 2k+ZZ 3521: 1T9), — ZZ ka 1Yo+
[ k=2 J=2k=1 7=1k=1

-3
b+ V) - 5@+ @+ )i ] 5t
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+ ~,1 + Z x2k (T, + Z Z b%gk B+ Z Z ?Jgk Vo~

~1 (~) 71 3 ~11 / 0
— @+ ) — 53 + (0, + b gH e, 5 (121)
’ 3 ~11 ~/ T g~11 ~1 ~/
’yE, = §(dl‘3 + (,UZ + b )dyl - duZ - de)’ (122)
! ~/ ~/ 3 " 7~
92/2—(U2+a)+2($3 +(Uz+b) ). (123)

Ensuite, on considere un systeme de coordonnées locales 7" de M", centré en p, dans
lequel (Aj, N", T") a I’expression de son modele, (cf. Théoreme 8. 3) et le systeme produit
((;zgﬂ),a'l,a;, (gﬁ),@’l,@;;aé"),j =1,...oml=1,...,2r;,r > ... >ry de N = M xM",
centré en p = (p', p"). En plus, on considere la sous-variété ¥ = X' x M" de M = M' x M"
de codimension 1 transverse en p = (p/,p") a T' + T" définie, bien entendu, par

2 2

~11
Ty + 373

Soit ((Agx, Eox),Ns), Ns := (Ng,Ys,7s,9s), la structure de Jacobi-Nijenhuis in-
duite sur © = ¥’ x M” par la structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene
produit (A, N,T) = (A}, N',T") + (A, N",T") de M = M' x M", (cf. Propositions
5.2 et 5.4). De la Proposition 5.4 on déduit les expressions des champs de tenseurs de
(Ao, Eos) et de Ny := (Ng,Ys,7s,9s) qui sont, respectivement, présentées, par les
formules (113) et (114)-(117). Alors en tenant compte des expressions locales établies
de (Aysr, Efsy) et de Ny = (Nyy, E,,ny,,gE,) dans les coordonnées construites de X',
(cf. relations (118)-(123)), et celles de (A%, N”,T") dans le systtme de coordonnées
considéré #” de M", (cf. Théoreme 8.3), les (113)-(117) nous donnent I’écriture lo-
cale de (Aox, Epx) et de Ny := (Ng,Ys,7s,9s) dans le systéme de coordonnées produit
(G G, B ) de © = X x M.

En conclusion, nous énoncons le théoreme suivant.

Théoréme 10.1 Soit ((Ag, Ey),N), N := (N,Y,~,g), une structure de Jacobi-Nijenhuis
transitive définie sur une variété différentiable M de dimension 2n + 1, (/N\U,N,T) la
structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogéne associée sur M = M x R, et p
un point générique de M, vu comme projection sur M d’un point régulier p de M rela-
tivement ¢ N. Soit, en plus, (M’ Ag,N’ T’) un facteur de la ”décomposition modele” de
(Z\Z/ Ao, N, T) dont le champ d’homothéties T' est supposé transverse en p o M, ¥ une
sous-variété de M passant par p de codimension 1 transverse a T et ((AOE,EOE) ./\/g)
Ny = (Ng,Ys,vs,95), la structure de Jacobi-Nijenhuis induite sur ¥ par (Ao, N,T).
Si le polynéme caractéristique de N' est du type Pg.(N) = (A + £)% (resp. Pi(\) =
(A2 + fA+ Rh)?, avec f? — 4h localement strictement negative), ¢ < n + 1, alors, il existe
sur un voisinage de p dans X un systeme de coordonnées locales de X2, centré en p, dans
lequel les champs de tenseurs de (Aos, Fox) et de Ny := (Nx, Ys, Vs, gs) ont, respective-
ment, les expressions (113) et (114)-(117), compte tenu des formules (103)-(112) (resp.
des formules (118)-(123)). La structure ((Aog, Fos), Ns) est localement équivalente  une
structure conforme & ((Ag, Eg), N).
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11 Modeles locaux de structures de Jacobi-Nijenhuis
en dimension paire

Soit ((Ag, Eg),N), N := (N,Y,~,g), une structure de Jacobi-Nijenhuis définie sur une
variété différentiable M de dimension 2n, et (Ag, N, T) la structure de Poisson-Nijenhuis
homogene définie sur M = M x R par ((Ag, Ey),N), (cf. Proposition 5.6). On suppose
que (Ag, Fy) est telle que, sa Poissonisation Ay = e~*(Aq + 2 NEp), (t étant la coordonnée
canonique sur le facteur R), soit de rang maximum sur un ouvert dense de M =M x R.
Soit p un pomt générique de M, i.e. p peut étre Vu comme projection sur M d’un point
régulier p de M relativement & N N+Y®dt+ 2 ®7+gat ®dt tel que corang A[]( p) = 1.
Notre but est la construction d’'un modele de ((AO,EO) N) sur un voisinage de p. On
remarque que la feuille caractéristique Cy de (AO, EO) qui passe par p est la projection sur
M, parallelement aux courbes intégrales de T = 3t, de la feuille symplectique Sy de Ay
qui passe par p, (cf. §2); bien entendu, dim So = 2n. Alors,

o si T = E est tangent a Sy, la feuille Cy est de dimension 2n — 1, et on a que

rang Ao(p) = 2n — 2 et que Ey(p) ¢ ImAZ (p);

o si T = E n’est pas tangent a 5'0, la feuille Cy est de dimension 2n, i.e. dimCy =
dim M, par suite rang Ao(p) = 2n et Ey(p) € ImAZ (p), et la restriction a Sy de
la projection de M sur M parallélement aux courbes intégrales de T = E est un

difféomorphisme local de Sy sur Cy. Alors, dans ce cas, (Ag, Fy) est transitive sur
un voisinage de p dans M.

Afin donc d’établir un modele de ((Ag, Ey), N') au voisinage de p, nous étudions séparément
les cas distingués ci-dessus.

11.1 Etude du cas ol % est tangent & S

Dans ce cas, pour la construction de la forme canonique de ((Ag, Ey), A) sur un voisinage
de p, nous appliquons la technique développée dans le paragraphe précédent. D’apres le
Théoréme 9.1 et I’étude qui suit, sur un voisinage de p, le modele de (M, Ay, N, T) est un
produit d’une variété de Poisson-Nijenhuis homogene (M', Ay, N',T") de dimension impaire
20 — 1,1 < n+1, dont lopérateur de récursion N’ a comme polynome caractéristique un
polynome de type Pz (\) = (A + f)?~" et dont le champ d’homothéties T’ est tangent
a la feuille symplectique S’ de A{) qui passe par la projection p’ de p sur M', et d’une
variété de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene (M", Ay, N" T"). La forme canoni-
que de (M’ Ag, N',T") est bien décrite par le Théoreme 9.1 et la formule (96) et celle de
(M", A, N, T") par le Théoreme 8.3. Dans la suite, cette décomposition de (M Ao, N, T)
sera référée comme “décomposition modéle” de (M Ao, N T) Puisque T = est supposé

transverse en p & M, identifiée & la sous-variété M x {0} de M, on a qu’au moins une de
ses composantes est transverse en p a M. Nous distinguons et nous traitons séparément
les cas suivants :

1. La composante de T qui est transverse en p & M est T".

2. La composante de T qui est transverse en p & M est T".
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Etude du cas 1

On considere le facteur (M’, A, N’, T") de la ”décomposition modele” de (M, Ay, N, T)
qui posséde les propriétés spécifiées ci-dessus et dont le champ d’homothéties T" est supposé
transverse en p & M. On suppose que df (p') # 0, et on considére un systeme de coordonnées
locales ((#7),9), i=1,....m, j=1,....2r, 11 > ... > 1y, de M, o0 § = f -, @ =
f(P), centré en p', dans lequel les champs de tenseurs ]\g, N' et T' ont, respectivement, les
expressions de leurs modeles (80), (81) et (96). Comme sous-variété de M’ de codimension
1 transverse & 17, on considére 'hypersurface ¥’ de M, qui passe par p', définie par

I’équation
~/1 + 2 2
RS
Une fonction a définie sur un voisinage tubulaire U’ de &’ dans M’ bien choisi, ne s’annulant

pas sur U’, égale & 1 sur ¥ et homogene de degré 1 relativement & 77, est la fonction
AN 3 ~/1
o(@).5) = 23 + 1.

Soit ((Absys Efsy), New )y, New = (N&, Y, 7%, 9%0), la structure de Jacobi-Nijenhuis
induite sur ¥’ par la structure de Poisson-Nijenhuis homogene ([\g,N’,T’) de M', (cf.
Proposition 5.2). En développant le méme raisonnement que celui dans le paragraphe 10,
on obtient que, dans le cas étudié,

i~ ~11 9 0
02' = Z 21142 la~ll Z (Z Lof— la~lz >] A ai'll +

2k: 1 =2 2/(: 1 2
0 & 8 0
St s S m ) 120
o = 3397 (125)
Ny = —(¢' +a')Ids — ;T’, ® diy + Hi + (; w — Z%) @ dy, (126)

ol ——Té, est la projection de sv sur TY' parallélement & 17,

8’1|

! = ~/ ~I7 a
b= 3 g+ (S g )
k=

Lop—1 =2 Lop—1

et H{, et Z{, ont, respectivement, les expressions (107) et (109),

ri—1 3~ a 3~ a
S Z(xlzlkﬂ 21‘311‘,2119 1)W—§ SIIIQI,«I IW—F
k=2 — 1
i—1
4 Z rZ xi 3i,llx/z Z 5:/1 1 a (127)
2k+1 2 3 V2k— 1 ai‘m 3 27‘171 8”1 y
=2 Lk=1 2k—1 i= 2 2”—1
! 3 ~11
Yo = 5(dT3 — dy), (128)
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o 3.
g =—(7 +ad)+ §xg (129)

(Si df(p’) = 0, les expressions locales obtenues des champs de tenseurs de la structure
((Absy, Egsy), Nyy) ne contiennent pas les coordonnées 24" et 7/'.)

En continuant, on considére un systéme de coordonnées locales z” de M”, centré en
p", (on note p” la projection de p sur M”), dans lequel (/~\6’, N", T”) a expression de son
modele présenté par le Théoreme 8.3, et le systeme produit ((27),7;2"), i = 1,...,m,
j=1,....2m, 0 > .. >y, de M =M x M',ong =f—a,a = f(§), centré en
p= (#,7"). En plus, on considére 'hypersurface ¥ = X/ x M"” de M = M’ x M" définie
par s

~/1
Ty + 3= 3
qui, sans doute, est une sous-variété de M = M’ x M", passant par p, de codimension 1
transverse en p au champ d’homothéties T + T".
Soit ((Aos, Fox),Nx), Ny == (Ng, Ys, 75, g5), la structure de Jacobi-Nijenhuis induite
sur ¥ = X' x M" par la structure de Poisson-Nijenhuis homogene produit (Ao, N, T) =
(AD,N', T") + (A2, N",T") de M = M' x M", (cf. Propositions 5.2 et 5.4). De la Proposi-

tion 5.4, on déduit les expressions (113)-(117) des champs de tenseurs de ((Ags, Eox), Ny).

Etant connus les modeles locaux de ((Alsy, B )y No), Noy i= (Nb, Vi, 74, gh), dans
les coordonnées construites (Z4,...,Z5" ,§') de X', (cf. relations (124)-(129)), et de

(AZ,N",T") dans le systeme considéré 7" de M", (cf. Théoreme 8.3), les formules (113)-
(117) nous donnent I'écriture locale de ((Aox, Eos), Nx), Ny == (Ng, Yy, 75, 95), dans le
systeme de coordonnées locales produit (Z4,..., 25"  §';3") de ¥ =" x M".

Alors, nous sommes amenés au théoreme suivant.

Théoréme 11.1 Soit ((Ag, Ey),N), N := (N,Y,~,g), une structure de Jacobi-Nijenhuis
définie sur une variété différentiable M de dimension 2n, et (AU,N,T) la structure de
Poisson-Nijenhuis homogéne associée sur M = M x R. On suppose que (Ao, Eo) est telle
que, sa Poissonisation /~X0 soit de rang maximum sur un ouvert dense de M = M x R.
Soit p un point générique de M, vu comme projection sur M d’un point régulier p de
M relativement & N, tel que corang AO( p) = 1, et Sy la feuille symplectique de Ny qui
passe par p. Soit, en plus, (]\7[' /N\B,N’ T’) le facteur de la "décomposition modele” de
(M Ao, N T) de dimension impaire dont le champ d’homothéties T' est supposé transverse
enp a M, X une sous-variété de M passant par p, de codimension 1 transverse a T et
((AOE,EOE),NE), Ny = (Ng,Yg,fyg,gg), la structure de Jacobi-Nijenhuis induite sur 3
par (AO,N, T) Si T est tangent a So, alors, il existe sur un voisinage de p dans X un
systeme de coordonnées locales de ¥, centré en p, dans lequel les champs de tenseurs
de (Aos, Eos) et de Ny := (Ng,Ys,7s,gs) ont, respectivement, les expressions (113) et
(114)- (117) (compte tenu des formules (124)-(129)). La structure ((Aox, Eos), Nx) est
localement équivalente o une structure conforme & ((Ag, Eo), N).

Etude du cas 2

On considere le facteur (", /~\6’, N".T") dela” décomposition modele” de (M, Ay, N, T)
qui est une variété de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene dont le champ d’homothé-
ties T" est supposé transverse en p a M. Soit p” la projection de p sur M"”. D’apres le
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Théoreme 8.3, au voisinage de p”, (M", A/, N",T") s'identifie & un produit fini de variétés
de Poisson-Nijenhuis symplectiques homogenes dont l'opérateur de récursion a comme
polyndéme caractéristique une puissance d’un polynome irréductible. 7" étant transverse
en p a M, on a quau moins une des composantes de sa décomposition considérée est
transverse en p a M.

Soit > une sous-variété de M" de codimension 1 transverse & T", qui passe par p,
et ((Afswr, Egsin ), Ngi )y Nyt = (N&, Y A%, g8), la structure de Jacobi-Nijenhuis in-
duite sur X" par la structure de Poisson-Nijenhuis symplectique homogene (/~\6’,N” T )
de M", (cf. Proposition 5.2). Le modele local de ((Algy, Elln), N&) est bien connu par
le Théoreme 10.1.

Maintenant, on considére la sous-variété ¥ = M’ x " de M = M’ x M" qui, bien
entendu, est de codimension 1 et transverse & 7" + T". Soit ((Aox, Eox),Ns), Ny =
(Ns, Yz, ¥s, gs), la structure de Jacobi-Nijenhuis induite sur ¥ = M’ x %" par la structure
de Poisson-Nijenhuis homogene produit (Ag, N, T) = (Aj, N',T") + (A4, N",T") de M =
M’ x M", (cf. Propositions 5.2 et 5.4). D’aprés la Proposition 5.4,

Aos = Ay + Al —T'ANEls et Ege = B, (130)
Ny =N+ N —T' @ AL, (131)

Yy = (N’ - gz,,IdTM,) T+ Y, (132)

Ve = Vs, (133)

gz = Gs- (134)

Alors, si # est un systéme de coordonnées locales de M, centré en 7', dans lequel les
champs de tenseurs A}, N’ et T' ont, respectivement, les écritures (80), (81) et (96), et si
%, est un systeme de coordonnées locales de X", centré en p”, dans lequel les champs de
tenseurs de ((Afsy, Efs), Now), Ny = ( Z,,,Y’,,,ny,,,gE,,), ont les expressions de leurs
modeles (cf. Théoreme 10.1), les formules (130) et (131)-(134) nous donnent ’expression
locale de ((Aos, EOE),Ng)LNE := (Ny, Yz, 75, g5), dans le systeme de coordonnées locales

produit (';2%,) de ¥ = M' x X",
Alinsi, nous concluons le théoreme suivant.

Théoréme 11.2 Soit ((Ao, Eo),N), N := (N,Y,~,g), une structure de Jacobi-Nijenhuis
définie sur une variété différentiable M de dimension 2n, et (AU,N T) la structure de
Poisson-Nijenhuis homogéne associée sur M = M x R. On suppose que (Ao, Eo) est telle
que, sa Poissonisation Ny soit de rang mazimum sur un ouvert dense de M = M x R.
Soit p un point générique de M, vu comme projection sur M d’un point régulier p de M
relativement & N, tel que corang AO( p) =1, et So la feuille symplectique de Mo qui passe par
p. Soit, en plus, (Z\Z/”, _/~\6’, N, T”) la variété de Poisson-Nijenhuis symplectique homogéne
de la "décomposition modele” de (]\7[, Ao, N, T) dont le champ d’homothéties T" est supposé
transverse en p & M, ¥ une sous-variété de M, passant par p, de codimension 1 transverse
a T, et (Aos, Eox),Ns), Ns == (Nx, Ys, 75, g), la structure de Jacobi-Nijenhuis induite
sur X par (/~\0, N,T) Si T est tangent a S, alors, il existe sur un voisinage de p dans X
un systeme de coordonnées locales de X, centré en p, dans lequel les champs de tenseurs
de (Mos, Eos) et de Ny := (Ng,Ys,7s,9s) ont, respectivement, les expressions (130) et
(181)-(134) (compte tenue de 'expression modéle de ((Ajsy, Egsn), Nsu) présentée par le
Théoréme 10.1). La structure ((Aos, Eox), Nx) est localement équivalente & une structure
conforme a ((Ag, Ep), N).

42



11.2 Etude du cas ol % n’est pas tangent a S,

Nous nous placgons dans le contexte présenté au début de ce paragraphe, et nous supposons
que le champ d’homothéties T = % de (/N\O, N ) n’est pas tangent a la feuille symplectique
Sy de Ay qui passe par p. Comme nous avons remarqué, dans ce cas, (Ao, Eo) est transitive
sur un voisinage U de p dans M. Alors, il existe une fonction différentiable f définie sur U,
ne s’annulant en aucun point de U, telle que, la structure de Jacobi f-conforme a (A, Eq),
notée (A{;, E({), soit de Poisson symplectique sur U, i.e. Al = fAy soit de Poisson non-
dégénérée sur U et B = AF(df) + fEy =0, (cf. [11], [2], [9]).
Soit ((A], BJ),NT), N1 := (N/, Y/~ ¢7), lastructure de Jacobi-Nijenhuis f-conforme

a (Ao, Eo), N), et (Al El) la structure de Jacobi f-conforme & (Ay, Ey), (Ay, By)# =
N o (Ag, Ey)#. D’apres la Proposition 5.1,

(A, EDY* = NP o (A, Ef)*.

Alors,

Bl = N'E] =0,
(cf. relation (29)), fait qui signifie que A{ = fA; définit sur U une structure de Poisson.
Sans doute, A{ est compatible avec A(’; . Le champ de tenseurs A(’; étant inversible sur U,

le couple (Ag, A{) possede un opérateur de récursion sur U qui n’est autre que le champ
de tenseurs de type (1,1)
df

N =N-Y®-=<
f

de N/ = (NI, YF A7 gf). Alors, (A], N7) définit sur U une structure de Poisson-
Nijenhuis symplectique.

Proposition 11.1 Soit ((Ag, Eo), N), N := (N,Y,~, g), une structure de Jacobi-Nijenhuis
transitive définie sur une variété différentiable M de dimension 2n, et p un point générique
de M. Alors, il existe sur un voisinage U de p dans M une fonction différentiable f, ne
s’annulant pas sur U, telle que, la structure de Jacobi (Ag,E(’;) définissant la structure
de Jacobi-Nijenhuis f-conforme (A, ED),NT), NI := (N5, YT I %), a (Ao, Eo), N),
N = (N,Y,v,9), soit de Poisson non-dégénérée sur U, et le champ de tenseurs N/ de
type (1,1) de N7 soit un tenseur de Nijenhuis compatible avec Af; sur U.

Bien entendu, le modele local de (Ag, N7) est connu par le Théoréme 8.3. D’autre part,
puisque (A}, ED),N7T), N7 := (NI, Y7 ~7 ¢/, est de Jacobi-Nijenhuis, (cf. Proposition
5.1), ses champs de tenseurs vérifient les relations (19)-(22) et (25)-(27). Etant Ef =0 et
Ag non-dégénéré sur U, de la relation

NTE] = A7 () + g B,
il découle que v/ = 0 sur U. Alors, (cf. Proposition 5.1),

NG L (135)

f f

Compte tenu de ce résultat, de la relation
'NT(dg’) = Lysy" + ¢’ dg’,
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il vient que g/ est une valeur propre fonctionnelle de N/ ou que g/ est une constante sur U.
Dong, si s est un systeme de coordonnées locales de M, centré en p, dans lequel (A{;, NT)
a l'expression de son modele, (cf. Théoreme 8.3), a partir de celle-ci nous déduisons
facilement les écritures locales des Ay, Fy = —AO#(%), N, Y et g dans ce systeme et,
d’apres la relation (135), celle de .

References

[1] P. Dazord, Feuilletages a singularités, Indagationes Mathematicae 47 (1985) 21-39.

[2] P. Dazord, A. Lichnerowicz et C.-M. Marle, Structure locale des variétés de Jacobi,
J. Math. Pures Appl. 70 (1991) 101-152.

[3] F. Guédira et A. Lichnerowicz, Géométrie des algebres de Lie de Kirillov, J. Math.
Pures Appl. 63 (1984) 407-484.

[4] Y. Kerbrat et Z. Souici-Benhammadi, Variétés de Jacobi et groupoides de contact,
C. R. Acad. Sci. Paris, Série I, 317 (1993) 81-86.

[5] A. Kirillov, Local Lie algebras, Russian Math. Surveys 31 (1976) 55-75.

6] Y. Kosmann-Schwarzbach and F. Magri, Poisson-Nijenhuis structures, Ann. .H.P. 53
(1990) 35-81.

[7] Y. Kosmann-Schwarzbach, The Lie Bialgebroid of a Poisson-Nijenhuis Manifold, Lett.
in Math. Phys. 38 (1996) 421-428.

[8] J.-L. Koszul, Crochet de Schouten-Nijenhuis et cohomologie, dans : Elie Cartan et
les mathématiques d’aujourd’hui, Astérisque, numéro hors série (1985) 257-271.

9] P. Libermann and C.-M. Marle, Symplectic Geometry and Analytical Mechanics, D.
Reidel Publishing Company, Dordrecht, 1987.

[10] A. Lichnerowicz, Les variétés de Poisson et leurs algebres de Lie associées, J. Differ-
ential Geom. 12 (1977) 253-300.

[11] A. Lichnerowicz, Les variétés de Jacobi et leurs algebres de Lie associées, J. Math.
Pures Appl. 57 (1978) 453-488.

[12] A. Lichnerowicz, Dérivations d’algebres de Lie attachées a une algebre de Lie locale
de Kirillov, C. R. Acad. Sci. Paris, Série I, 297 (1983) 261-266.

[13] F. Magri, A simple model of the integrable Hamiltonian equation, J. Math. Phys. 19
(1978) 1156-1162.

[14] F. Magri and C. Morosi, A geometric characterization of integrable Hamiltonian
systems through the theory of Poisson-Nijenhuis manifolds, Universita di Milano,
Quaderno S 19, 1984.

[15] C.-M. Marle, Quelques propriétés des variétés de Jacobi, dans : Géométrie sym-
plectique et mécanique, Séminaire sud-rhodanien de géométrie, J.-P. Dufour (éd.),
(Travaux en cours, Hermann, Paris 1985) 125-139.

44



[16] C.-M. Marle, Variétés symplectiques et variétés de Poisson, Cours de DEA, Université
Pierre et Marie Curie, 1998-1999, (http ://www.math.jussieu.fr/~marle).

[17] J. C. Marrero, J. Monterde, E. Padron, Jacobi-Nijenhuis manifolds and compatible
Jacobi structures, C. R. Acad. Sci. Paris, Série I, 329 (1999) 797-802.

[18] J. M. Nunes da Costa and C.-M. Marle, Reduction of bihamiltonian manifolds and re-
cursion operators, dans : Proc. Conf. Diff. Geometry and Appl. (Brno 1995), Masaryk,
Univ. Brno, 1996, 523-538.

[19] J. M. Nunes da Costa, Compatible Jacobi manifolds : geometry and reduction, J.
Phys. A : Math. Gen. 31 (1998) 1025-1033.

[20] J. M. Nunes da Costa, Some remarks on the Poisson-Nijenhuis and the Jacobi struc-
tures, dans : Proc. Summer School on Diff. Geometry (Coimbra 1999) 109-117.

[21] F. Petalidou, Etude locale de structures bihamiltoniennes, These de Doctorat, Uni-
versité Pierre et Marie Curie, 1998.

[22] F. Petalidou, Sur la symplectisation de structures bihamiltoniennes, Bull. Sci. Math.
124 (2000) 255-286.

[23] F. Petalidou, Modeles locaux de structures de Poisson-Nijenhuis en dimension im-
paire, dans : Proc. Summer School on Diff. Geometry (Coimbra 1999) 127-147.

[24] H. Samelson, An Introduction to Linear Algebra, Ed. John Wiley and Sons, 1974.

[25] J. A. Schouten, On the differential operators of the first order in tensor calculus, in
Convegno Int. Geom. Diff. (Italia 1953) Ed. Cremonese (Roma 1954) 1-7.

[26] F. J. Turiel, Classification locale simultanée de deux formes symplectiques compati-
bles, Manuscripta Math. 82 (1994) 349-362.

[27] 1. Vaisman, Lectures on the Geometry of Poisson Manifolds, Progress in Mathematics,
Vol. 118, Birkhatiser, Basel, 1994.

[28] I. Vaisman, Reduction of Poisson-Nijenhuis manifolds, J. Geom. Phys. 19 (1996) 90-
98.

45



