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Resumo 

Nestes últimos anos a emissão de gases com efeito de estufa estabelecem recordes de 

ano para ano, encaminhando-se para uma situação onde as consequências destas emissões 

(alterações climáticas) se tornam irreversíveis. Isto deve-se ao facto de, atualmente, as 

principais formas de produção de energia primária basearem-se em combustíveis fósseis. 

Com a necessidade de implementar estratégias com baixo impacto ambiental ou 

altamente eficientes, surge uma das tecnologias mais promissoras que tem como base a 

produção combinada de calor e eletricidade (CHP). Dentro destas energias capazes de 

realizar cogeração de energia, os ciclos orgânicos de Rankine (ORC) são a opção mais viável 

e promissora para uma escala a nível residencial (onde a produção de energia primária é à 

base do gás natural). 

Assim sendo, a presente dissertação visa o estudo da implementação de um evaporador 

especialmente projetado para integrar a vaporização direta no sistema ORC (por ser a opção 

que permitirá maiores eficiências ao ciclo). Como a principal contrapartida destas 

configurações é a degradação térmica, que está associada à exposição do fluido às elevadas 

temperaturas dos gases de combustão, surge uma das principais motivações desta 

dissertação: compreender e detalhar quais os efeitos reais que a degradação térmica irá 

provocar ao fluido e assim estimar um tempo de utilização para estes sistemas. No final, é 

feita uma análise paramétrica de forma a verificar o efeito que a variação de certos 

parâmetros pode causar nos valores de temperatura dentro da camada limite térmica. 

Relativamente ao principal objetivo, caracterizou-se a evolução das temperaturas no 

interior dos tubos ao longo do evaporador. Após a sua obtenção, calculou-se a zona onde 

existe possibilidade de ocorrer degradação. Através desta avaliou-se a sua influência no 

funcionamento global do sistema de forma a, para além de garantir as condições de 

segurança, promover um funcionamento estável e eficiente. Tendo isto em mente, estimou-

se um intervalo para o número total de horas que a instalação poderá vir a funcionar sem 

problemas de degradação.  

Em relação à análise paramétrica, esta toma um papel fundamental na tomada de 

decisões na fase de projeto de um permutador de calor. Através da qual conseguiu-se 

perceber a influência da variação de dois parâmetros construtivos para os tubos do EHE 

(material de construção e diâmetro interno do tubo). 
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Com este estudo, conclui-se que só uma percentagem de fluido se encontra acima do 

limiar da temperatura de degradação e, acrescentado o facto da probabilidade de o fluido 

passar novamente nesse limiar, estima-se que dificilmente a degradação que ocorre durante 

o seu funcionamento seja capaz de levantar problemas significativos. 

 

Palavras-chave: Sistemas de cogeração, Ciclos orgânicos de Rankine, Vaporização 
Direta, Camada limite, Degradação térmica. 
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Abstract 

On these last years the emission of greenhouse gases has been breaking records year 

after year heading towards a situation where the consequences of it may become irreversible. 

This is due to the fact of fossil fuels still being the main source of primary energy. 

With the growing necessity of implementing low environmental impact or highly 

efficient strategies aroused one of the most promising technologies that is based on the 

combined heat and power generation (CHP) premise. For the implementation of this 

technique the Organic Rankine cycles (ORC) present themselves as the most viable and 

promising option for the residential application (in which the principal source of primary 

energy is the natural gas) 

Therefore, the present master’s dissertation aims the study of the implementation of a 

specially developed evaporator in order to integrate the direct vaporization on the ORC 

system (for being the option that promote higher efficiencies in the cycle). However, this 

configuration has a major drawback, thermal degradation of the fluid, that is associated with 

the exposure of the fluid to the very high temperature combustion gases and with this 

emerges one of the main motivations of this work: comprehend and specify the real effects 

that thermal degradation as on the fluid and asses the usage time for these systems. Finally, 

a parametric analysis is done in order to verify the influence of certain parameters on the 

temperature values within the thermal boundary layer. 

Relative to the main objective, the evolution of temperature inside the tubes of the 

evaporator was characterized. After this, the region in which thermal degradation may occur 

was obtained. Through this, the influence on the global system was evaluated in order to 

ensure the safety conditions and a stable and efficient operation. With this in mind, an 

estimate the interval of hours of operation without problems caused by thermal degradation 

was determined. Regarding the parametric analysis, it has a fundamental role on the 

decision-making process of the project of the heat exchanger. With it the influence of two 

constructive parameters for the EHE tubes was analyzed (constructive material and internal 

diameter of the tube). 

Ultimately, with this study was possible to verify that only a small percentage of the 

fluid is found to be above the threshold of the thermal degradation temperature and adding 

the fact of the probability of the fluid passing again through this threshold, concluding that 
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the thermal degradation phenomena occurring during operation will hardly bring meaningful 

problems. 

 

Keywords: Cogeneration systems, Direct vaporization, Organic Rankine cycle, 
Boundary layer, Thermal degradation. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1. Enquadramento 
A dissertação presente surge num contexto de procurar soluções energéticas mais 

eficientes e menos poluentes, tendo em mente o acordo de Paris, no qual foram definidas 

estratégias para reduzir as emissões dos gases com efeito de estufa (GEE) para a atmosfera 

e soluções energéticas mais sustentáveis [1,2].  

Contudo, segundo o relatório anual do Painel Intergovernamental sobre Alterações 

Climáticas das Nações Unidas (IPCC), contrariamente ao expectável, verifica-se que estas 

emissões continuam a aumentar, encaminhando-se para uma situação onde as consequências 

das alterações climáticas se tornam irreversíveis [3]. Com base neste relatório, conclui-se 

ainda que se atingiu o ponto mais elevado de sempre no que diz respeito à emissão dos GEE, 

no entanto é de salientar que esta tendência de crescimento tem vindo a abrandar. Este 

abrandamento deve-se principalmente ao acordo de Paris (referido anteriormente) que 

começou a ser implementado em 2015, promovendo, entre outros, o uso crescente de 

energias renováveis e de sistemas altamente eficientes. No entanto, estas mudanças ainda 

não são suficientes para combater, de forma total, esta tendência de crescimento [4,5]. Face 

ao cenário descrito, continua a existir a necessidade de alterar o paradigma das principais 

formas de produção de energia primária que se baseiam em combustíveis fósseis (e.g.: gás 

natural, petróleo ou carvão), sendo estes de longe os que mais emitem GEE, e implementar 

um sistema que se suporta em recursos renováveis e numa utilização mais eficiente destes. 

Visto isto, surge a necessidade de abordar estratégias com baixo impacto ambiental ou 

altamente eficientes. Neste contexto, um dos sistemas mais promissores e que, por isso, tem 

sofrido um maior foco e investigação, são os que se baseiam no uso de produção combinada 

de calor e eletricidade (CHP) [6]. Estes sistemas não só reduzem as perdas do processo de 

conversão energética, mas também evitam perdas associadas ao seu transporte e distribuição, 

melhorando a sustentabilidade de todo o processo e contribuindo para o aumento da sua 

fiabilidade [7].  

Dentro das tecnologias capazes de realizar a cogeração de energia, os ciclos orgânicos 

de Rankine (ORC) têm sido descritos como a opção mais viável e promissora [8], 
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especialmente para uma escala residencial em que a tecnologia ainda não se encontra 

desenvolvida [9,10]. Algumas das razões que poderão estar a impedir o avanço tecnológico 

destes sistemas a nível residencial e o não aproveitamento do seu enorme potencial em 

termos de poupança de energia primária e, consequentemente, de emissões de gases com 

efeito de estufa [11], são, provavelmente, questões relacionadas com a dimensão do sistema 

global, os tempos de resposta e o custo [7]. A representação esquemática da configuração do 

ORC mais comum é apresentada na Figura 1.1. 

 

 
Figura 1.1 Representação esquemática de um sistema típico ORC. 

A descrição do princípio de funcionamento destes sistemas pode ser resumida por um 

ciclo que começa com a pressurização isentrópica do fluido de trabalho na bomba que o leva 

ao evaporador, onde é aquecido e vaporizado, isobaricamente e eventualmente 

sobreaquecido, por um fluxo de calor de uma fonte de energia adequada. O vapor 

pressurizado flui para o expansor onde ocorre a produção de trabalho e, consequentemente, 

há uma diminuição da temperatura e pressão, tratando-se duma expansão aproximadamente 

isentrópica. O vapor, a baixa pressão na saída do expansor, é então direcionado para o 

condensador onde perde energia para um dissipador de calor de baixa temperatura, havendo 

uma mudança de estado físico, de vapor para a fase líquida. Este fluido condensado é 

conduzido à bomba, para ser pressurizado novamente, fechando o ciclo. Relativamente à 

vaporização do fluido de trabalho no evaporador, esta é tipicamente realizada através de um 

circuito intermédio entre fonte de calor e o próprio ciclo ORC. Este tipo de vaporização é 
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denominado na literatura por “vaporização indireta” e, apesar de ser a opção de grande parte 

dos investigadores da área, não é referenciada como a melhor escolha para os sistemas 

domésticos que têm de responder às questões específicas referenciadas anteriormente (e.g.: 

dimensão, tempo de resposta e custo). Visto isto, o estudo de um sistema que exponha 

diretamente o fluido de trabalho do ORC aos gases de combustão é um dos objetivos deste 

trabalho. A representação esquemática da configuração do ORC com vaporização direta do 

fluido de trabalho é apresentada na Figura 1.2. 

 

 
Figura 1.2 Representação esquemática de um sistema ORC com vaporização direta. 

A principal razão que afasta os investigadores de optarem por uma vaporização direta 

do fluido de trabalho ORC é a sua degradação térmica devido à sua exposição às elevadas 

temperaturas dos gases de combustão [12]. Visto isto, facilmente se compreende a 

importância do evaporador relativamente à segurança do fluido de trabalho. Assim sendo, a 

degradação térmica deveria ser um dos parâmetros chave para o dimensionamento do 

evaporador e para a seleção do fluido de trabalho, tendo sempre em conta o máximo de 

temperatura que este pode trabalhar sem se decompor/degradar.  
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1.2. Degradação térmica e métodos  
A degradação térmica do fluido ocorre, principalmente, devido às elevadas 

temperaturas de funcionamento. Estas, se ultrapassarem o limite admissível para o respetivo 

fluido de trabalho, irão provocar a formação de novos componentes, devido à quebra das 

ligações moleculares, com diferentes propriedades físicas (e.g.: pressão de saturação, massa 

volúmica, etc.) [13]. Como consequência destas alterações, as condições de funcionamento 

do sistema, agora diferentes, poderão causar problemas de controlo e/ou decréscimo na sua 

eficiência. Tendo isto em conta, surge a necessidade de estabelecer limites para a 

temperatura de forma a não comprometer a integridade do sistema. Estes limites podem ser 

definidos através duma análise analítica do fluido de trabalho degradado, após o fim de vida 

de um sistema real. No entanto, estes sistemas têm uma vida útil demasiado elevada 

(milhares de horas) o que inviabiliza a realização sistemática destes testes. De forma a 

combater este problema podem ser criadas várias relações que ajudam a diminuir o tempo 

dos ensaios. Uma delas seria a criação de uma relação entre o tempo de funcionamento e a 

degradação térmica do fluido e assim estabelecer limites para a sua degradação. Outra opção, 

seria o aumento da temperatura de funcionamento (acelerando a degradação térmica) e 

estabelecer uma relação entre a temperatura, o tempo e a respetiva degradação térmica [14].  

Estes estudos têm como objetivo principal o de prever se um fluido resistirá à vida útil 

do equipamento sem sofrer alterações significativas na sua composição química, que acabem 

por se refletir em alterações nas suas condições de funcionamento e, consequentemente, nos 

seus coeficientes de perfomance. Posto isto, diferentes autores definiram vários (e distintos) 

métodos para determinar o valor máximo de temperatura que o fluido pode atingir. Segundo 

Pereira et al. [14], a definição deste valor máximo está dependente da metodologia de análise 

utilizada. Esta metodologia pode classificada e organizada da seguinte forma: i) escolha do 

método de stress para degradar termicamente o fluido de trabalho em análise, ii) deteção 

/caracterização da respetiva degradação e iii) determinação da temperatura máxima 

admissível. Esta classificação e organização pode ser observada, de forma resumida, na 

Tabela 1.1. 
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Tabela 1.1 Métodos usados para a caracterização da degradação térmica de um fluido orgânico. 

Método de 
stress térmico 

Técnica para a deteção/caraterização da 
degradação térmica 

Determinação da 
temperatura de 

degradação térmica 

Estático  

A. Qualitativa/ Indicativa 

I. Análise semi-empírica B. Analítico 

1. Baseado na pressão: 

a. Medido durante o teste de stress; 

b. Medido antes e depois do teste 
de stress. 

2. Baseado na concentração: 

c. Cromatografia gasosa ou líquida 
com ou sem espectroscopia em 
massa ou FTIR; 

d. Método de deteção de iões de 
fluoreto; 

e. Número total de ácidos. 

Dinâmico  
II. Análise de reação 

cinética 

 

Começando por focar nos ensaios dinâmicos, onde o fluido é testado o mais próximo 

possível da realidade e imposto a circular através duma série de componentes (simulando 

um sistema de ORC). Este tipo de testes permite expor o fluido a condições muito prescritas 

(e.g.: temperatura de saída do evaporador, pressão de funcionamento) durante períodos fixos. 

No final, são retiradas amostras que serão analisadas quimicamente, onde se deteta as 

mudanças na composição do fluido [15]. Este modo de testagem traz associado um fator que 

provoca que a sua fiabilidade baixe consideravelmente quando comparada com os testes 

estáticos. Este está diretamente relacionado com o momento da testagem, uma vez que esta 

é realizada quando o fluido se encontra arrefecido. No entanto, sabe-se que os resultados 

dependem do momento em que o fluido é mantido a altas temperaturas [14].  

Nos testes estáticos, método desenvolvido pela Amercian Society of Heating, 

Refrigerating and A-C Engineers (ASHRAE) chamado de sealed tube test  [13], o fluido é 

tensionado termicamente dentro de uma câmara isocórica onde a temperatura se mantém 

constante durante um tempo definido. Durante o ensaio podem ocorrer várias alterações no 

fluido (e.g.: mudança de cor, etc.) apresentando assim uma das técnicas utilizadas para 

avaliar a degradação, que passa por uma análise qualitativa/indicativa [14]. No final o fluido 
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é analisado quanto à sua integridade. Estes testes pela sua natureza provocam mais tensões 

térmicas quando comparados com os testes dinâmicos. Assim sendo, a metodologia de 

referência, quando se considera a degradação térmica de fluidos orgânicos, passa pelos testes 

estáticos. 

Passando agora para as várias técnicas de deteção da alteração das propriedades do 

fluido, a degradação térmica pode ser notada quando existe variação na pressão durante a 

permanência de uma amostra a temperatura constante ou exista uma diferença na pressão de 

saturação em comparação com os valores de referência [13]. Por outro lado, existe a técnica 

que se baseia na concentração dos produtos de degradação e são classificados de acordo com 

a análise química utilizada que pode passar por uma cromatografia gasosa ou líquida com 

ou sem espectroscopia de massa ou FTIR, pelo método que deteta a concentração de iões 

fluoreto (FID) e pela medida do número total de ácidos (TAN) [14]. 

Apresentado os dois métodos de ensaios e as técnicas utilizadas para a degradação 

térmica, está-se em condições de abordar como se determina a temperatura limite de 

degradação térmica. De acordo com o apresentado em Pereira et al. [14], pode-se agrupar 

em dois grandes grupos: abordagens semi-empíricas e abordagens de reação cinética. 

A abordagem semi-empírica baseia-se nos testes estáticos, onde são realizadas várias 

tentativas no qual a temperatura de ensaio vai aumentando, no final de cada teste é feita uma 

análise à degradação térmica e assim sucessivamente até se determinar a gama de 

temperaturas onde pode ocorrer degradação. Sendo que a temperatura máxima vem com o 

valor da temperatura onde se detetou degradação e a temperatura inferior vem do ensaio 

anterior a esse. 

Por outro lado, a abordagem de reação cinética passa, inicialmente, por definir o limiar 

para uma degradação térmica do fluido orgânico significativa, isto é: uma percentagem 

mínima de degradação para que esta comece a ter uma influência na instalação. De seguida, 

define-se um tempo de vida útil para o sistema e, por fim, determina-se os parâmetros de 

reação cinética para a degradação térmica do fluido de trabalho. Este último critério envolve 

a avaliação da taxa a que o fluido se degrada, que normalmente é retirada dos ensaios 

estáticos, e utiliza técnicas analíticas para avaliar a forma como a quantidade dos produtos 

de degradação muda com o tempo. Com isto, a temperatura de degradação térmica é 

calculada como aquela que, para um tempo de operação equivalente ao tempo de vida do 

sistema, conduzirá a um valor percentual da degradação do fluido orgânico igual ao limiar.  
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É possível observar uma ampla revisão dos trabalhos mais relevantes sobre a 

degradação térmica de fluidos orgânicos em Pereira et al. [14], que segue a classificação 

apresentada na Tabela 1.1.  

Quando se compara as temperaturas retiradas através dos dois ensaios apresentados 

anteriormente, tendo em conta a revisão apresentada em Pereira et al. [14], nota-se uma 

grande discrepância nos valores da temperatura de degradação para o mesmo fluido de 

trabalho (e.g.: RC-1). Esta diferença julga-se estar associada a dois fatores principais: o 

tempo de permanência do fluido a altas temperaturas e a percentagem de fluido que, na 

realidade, estará acima desse limiar.  

Acredita-se que o tempo é um dos fatores principais nas reações químicas, esperando 

que a decomposição aumente conforme o aumento da temperatura e do tempo em exposição 

[16]. Assim validando que a diferença encontrada, entre os ensaios, pode estar associada ao 

tempo que o fluido é mantido acima da temperatura de degradação, uma vez que nos testes 

dinâmicos como o fluido circula entre os componentes vai aquecendo e arrefecendo, 

sofrendo vaporização e condensação ao longo do ciclo. Este ciclo leva a que o fluido só 

esteja acima da temperatura de degradação numa parte da duração do teste, promovendo 

valores mais elevados para o limite de degradação térmica. Acrescenta-se ainda o facto de 

que quando o fluido orgânico se encontra em contacto com uma superfície de transferência 

de calor com temperatura superior à sua exista a formação de uma camada limite térmica. 

Posto isto, quando o fluido se encontra em contacto com temperaturas de superfície 

superiores à da sua degradação apenas uma percentagem de fluido estará acima desse limiar 

de degradação (devido à existência da camada limite térmica). 

Com estas noções apresentadas crê-se que haja uma subvalorização do ciclo, uma vez 

que se assume temperaturas máximas no evaporador que podem não corresponder com o 

valor máximo realmente permitido, sendo este um fator limitante na eficácia do próprio 

evaporador. Este tema merece uma investigação mais detalhada, visto que o sucesso da 

implementação destes sistemas ORC no mercado está fortemente dependente da vaporização 

direta.  
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1.3. Motivação/ Objetivos 
Atendendo às questões abordadas na secção anterior surge a necessidade de aprofundar 

e compreender as diferenças nas temperaturas de degradação obtidas. 

Primeiramente, e de forma a ser-se mais crítico aquando da análise de resultados, deve-

se ter presente os conceitos base relativos à camada limite, tanto térmica como viscosa.  

Um dos principais objetivos deste trabalho será a quantificação destas camadas limites 

de forma a compreender a distribuição de temperaturas no interior do evaporador do ORC e 

identificar a quantidade de fluido sujeito a temperaturas superiores às definidas, na literatura, 

como de segurança relativamente ao risco de degradação térmica do fluido de trabalho. Com 

isso, pretende-se também traçar uma relação entre a temperatura de funcionamento, o tempo 

e a respetiva degradação térmica para, possivelmente, extrapolar os resultados obtidos para 

diferentes sistemas utilizando o mesmo fluido. Para além disso, pretende-se também avaliar 

a influência de certos parâmetros (principalmente geométricos, como raio do tubo) nos 

valores de temperatura dentro da camada limite térmica. 

1.4. Estrutura da tese 
A dissertação de mestrado encontra-se estruturada em cinco capítulos principais. 

Capítulo 1 apresenta um breve enquadramento dos sistemas mais promissores que 

visam a alteração da utilização dos combustíveis fosseis. Após isto, descreve-se o seu 

funcionamento, onde se utiliza a vaporização indireta, motivo pelo qual ainda não é uma 

solução fortemente implementada no mercado. De seguida, expõe-se uma alternativa que 

pode revolucionar a indústria destes equipamentos e torná-los capazes de enfrentar os 

problemas encontrados até ao momento, a utilização de vaporização direta. Adicionalmente, 

este capítulo, faz uma pequena reflexão sobre a principal contrapartida (degradação térmica) 

da solução apresentada. 

Capítulo 2 é abordada a parte teórica por detrás de um escoamento interno em tubos, 

onde são apresentadas todas as correlações e simplificações usadas para a determinação das 

camadas limites, tais como a distribuição de temperaturas/velocidade dentro da camada 

limite. 

Capítulo 3 descreve em pormenor o evaporador e as condições de trabalho da 

instalação e, de seguida, implementa-se a metodologia exposta no capítulo anterior. Depois 

de aplicada traça-se os perfis de distribuição e retiram-se as primeiras conclusões acerca da 
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camada limite formada no interior dos tubos. Adicionalmente, complementa-se este estudo 

com uma análise crítica às metodologias apresentadas e utilizadas. Na parte final realiza-se 

uma avaliação da quantidade de horas que a instalação pode funcionar sem que ocorra 

degradação relevante. 

Capítulo 4 analisa o efeito dos parâmetros construtivos, diâmetro e material do tubo, 

da instalação na camada limite térmica, isto é feito através de variações tanto do diâmetro 

como do material utilizado.  
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2. CAMADA LIMITE DE ESCOAMENTOS INTERNOS 

No estudo de escoamentos em tubos torna-se bastante pertinente a análise da camada 

limite, pois será nesta zona que irão ocorrer os principais fenómenos que afetam as 

características do escoamento. O seu estudo permite, entre outros, conhecer a sua espessura 

e assim quantificar a zona onde ocorrem as maiores variações tanto de temperatura (camada 

limite térmica) como de velocidade de escorregamento (camada limite viscosa).  

Para o seu estudo é imperativo definir o regime de escoamento, o qual pode ser 

qualificado como laminar, de transição ou turbulento, dependendo do número de Reynolds 

(𝑅௘). Este pode ser calculado através da equação (2.1), onde 𝐷 representa o diâmetro interno 

do tubo e 𝑢 e 𝜈 representam a velocidade e a viscosidade cinemática do fluido, 

respetivamente. 

𝑅௘ =
𝑢 × 𝐷

𝜈
 (2.1) 

A classificação do tipo de regime quando se fala no escoamento interior de tubos está 

diretamente relacionado com o número de Reynolds e pode ser classificado por 3 tipos: i) se 

o 𝑅௘ < 2100, o escoamento encontra-se em regime laminar; ii) na gama entre 2100 < 𝑅௘ <

4000, tem-se a região de transição que representa a passagem do escoamento laminar para 

turbulento e iii) se o 𝑅௘ > 4000, o escoamento está na fase turbulenta. É de salientar que na 

prática, para escoamentos internos em tubos, adota-se escoamento turbulento para 𝑅௘ >

2100 e despreza-se a região de transição [17]. 

O escoamento laminar é caracterizado por ser um escoamento simplificado, isto é: um 

escoamento muito ordenado onde não existe mistura de camadas adjacentes do fluido, sendo 

que estas movem-se paralelamente uma às outras e, por sua vez, paralelamente às superfícies 

dos tubos [18,19], conforme ilustrado na Figura 2.1. A ideia principal deste regime passa por 

imaginar que este se divide em várias camadas infinitas e essas diferentes camadas do fluido 

não se misturariam de alguma forma [20].  
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Figura 2.1 Representação esquemática de um escoamento em regime laminar. 

Por outro lado, o regime turbulento é o escoamento mais presente nas aplicações 

práticas. Ao contrário do regime laminar, este tipo de escoamento é caracterizado pelo 

movimento caótico e não ordenado das partículas, isto é: as camadas de fluido do 

escoamento podem cruzar caminhos movendo-se assim de forma aleatória [18,19], conforme 

a Figura 2.2. Este comportamento torna a sua análise um desafio [20]. 

 
Figura 2.2 Representação esquemática de um escoamento em regime turbulento. 

2.1. Camada limite viscosa 

A camada limite viscosa está associada à difusão de quantidade de movimento, isto é, 

a zona dentro do tubo onde o escoamento é afetado pela condição de fronteira existente (e.g.: 

parede interna do tubo). Estes tipos de escoamentos são caracterizados por uma região de 

entrada, onde nem todo o fluido sente a influência da sua fronteira/ superfície, e por uma 

região desenvolvida, onde todo o fluido sente essa influência. Para um escoamento de um 

fluido junto de uma superfície, irá sempre existir uma região em que o efeito viscoso é 

predominante. Esta preponderância irá provocar uma aderência imediata do fluido à 

respetiva superfície fazendo com que a sua velocidade, nessa zona, se torne nula. Por outro 

lado, e em forma de compensação desta velocidade nula, a massa do fluido dirige-se para o 

centro do tubo, onde o escoamento do núcleo na região de entrada é, aproximadamente, 

invíscido [21], fazendo com que a velocidade no centro aumente. À medida que o 

escoamento progride, o efeito da viscosidade, introduzido pela parede interna do tubo, vai 

afetando cada vez mais o fluido, o que se traduz numa progressiva diminuição da parcela 
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invíscida do escoamento [17]. Visto isso, a velocidade no centro do tubo vai aumentando até 

que a camada limite tenha a dimensão do raio do tubo, sendo o valor máximo atingido no 

ponto de transição para uma região desenvolvida. Estes fenómenos podem ser observados 

na Figura 2.3. 

 
Figura 2.3 Representação esquemática das regiões características de um escoamento interno em tubos da 

camada limite viscosa. 

À medida que o escoamento vai-se desenvolvendo no interior do tubo os efeitos 

difusivos vão ganhando preponderância até a um ponto em que todo o escoamento sofre 

difusão e, assim, os perfis de velocidades mantêm-se constantes ao longo do resto do tubo, 

ou seja: deixa de ser uma função dependente do comprimento do tubo (𝑧) e passa a ser 

somente uma função da coordenada radial (𝑟). No entanto, este comprimento de entrada 

viscosa (𝑧௘௥) e, consequentemente, todos os perfis de velocidades estão diretamente 

relacionados com o tipo de escoamento envolvido: i) regime laminar e ii) regime turbulento. 

2.1.1. Regime laminar  
Para o caso de regime laminar, o comprimento da região de entrada viscosa (𝑧௘௥) é 

obtido através do diâmetro interno do tubo (𝐷) e do número Reynolds (𝑅𝑒), podendo ser 

calculado através da equação (2.2) [22]. 

𝑧௘௥,௩೗ೌ೘

𝐷
≈ 0,05 × 𝑅𝑒 (2.2) 

A expressão que traduz a velocidade de um escoamento na região de entrada é dada 

pela equação (2.3) onde 𝑟 representa a coordenada radial, 𝑅 o raio do interno do tubo, 𝑢௖  

representa a velocidade no centro do tubo (calculada através da equação (2.4)) e 𝑛௟௔௠ um 
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coeficiente empírico que varia com a distância no tubo (este valor é retirado através da Figura 

13 em [23]). 

𝑢௥೗ೌ೘

𝑢௖,௟௔௠
= 1 − ቀ

𝑟

𝑅
ቁ

௡೗ೌ೘ାଵ
௡೗ೌ೘

ൗ

 (2.3) 

𝑢௖,௟௔௠ = 𝑢 × ൬
3 × 𝑛௟௔௠ + 1

1 + 𝑛௟௔௠
൰ (2.4) 

Relativamente ao escoamento totalmente desenvolvido, a sua velocidade pode ser 

calculada através da equação (2.5) para um regime laminar [24,25]. 

𝑢௥,௙ௗ,௟௔௠ = 2 × 𝑢௖,௟௔௠ × ൤1 − ቀ
𝑟

𝑅
ቁ

ଶ

൨ (2.5) 

2.1.2. Regime turbulento  
Para o caso de regime turbulento o comprimento da região de entrada viscosa (𝑧௘௥) é 

obtido através da equação (2.6) [22]. 

𝑧௘௥,௩೟ೠೝ್

𝐷
≈ 10 (2.6) 

Analogamente à estrutura apresentada para o caso laminar, a equação (2.7) traduz o 

perfil de velocidades na região de entrada para um regime turbulento [26]. Nesta equação, 

𝑢௖  representa a velocidade no centro do tubo (calculada através da equação (2.8)), 𝑦 a 

distância à parede, 𝛿௩ a espessura da camada limite viscosa e 𝑛௧௨௥௕ um coeficiente empírico 

que varia com a distância no tubo (este valor é retirado através da Figura 4 em [26]). 

𝑢௥೟ೠೝ್
= 𝑢௖,௧௨௕ × ൬

𝑦

𝛿௩
൰

ଵ/௡೟ೠೝ್

 (2.7) 

𝑢

𝑢௖,௧௨௥௕ 
= ൬1 −

𝛿௩

𝑅
൰

ଶ

+ 2 × ቊ
𝑛௧௨௥௕

𝑛௧௨௥௕ + 1
×

𝛿௩

𝑅
−

𝑛௧௨௥௕

2𝑛௧௨௥௕ + 1
× ൬

𝛿௩

𝑅
൰

ଶ

ቋ (2.8) 

Em relação ao escoamento totalmente desenvolvido, a sua velocidade pode ser 

calculada pela equação (2.9) [24,27].  

𝑢௥,௙ௗ,௧௨௥௕ = 𝑢௖,௧௨௥௕ × ቈ1 − ቀ
𝑟

𝑅
ቁ

ଵ/଻

቉ (2.9) 

Após o cálculo das velocidades no interior do tubo, será possível traçar os respetivos 

perfis para cada uma das zonas (região de entrada e região totalmente desenvolvida) e para 

cada um dos regimes referidos (laminar e turbulento). Um exemplo destes perfis é 
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apresentado na Figura 2.4, onde se percebe que nem todas as partículas se deslocam à mesma 

velocidade no interior do tubo, estando assim dependente da região em que se encontra. 

 
Figura 2.4 Representação esquemática dos perfis de velocidade para um regime laminar e turbulento. 

Quando comparados, percebe-se que a maior variação de velocidades no interior do 

tubo ocorre para o regime laminar, pois o seu perfil toma a forma de uma parábola e a 

velocidade tende a aumentar de 0 (na parede) até ao máximo, que ocorre no centro do tubo 

(fixando-se no dobro da velocidade média de entrada). Por outro lado, para o regime 

turbulento a distribuição de velocidades torna-se mais uniforme fazendo com que o perfil 

tenha uma forma mais retilínea, isto é: tende de 0 (na parede) até ao máximo, que se situa 

próximo da própria parede (criando assim uma zona significativa onde a velocidade se 

mantém perto da sua velocidade máxima) [28]. 

2.2. Camada limite térmica 

Num escoamento interno em tubos, a temperatura de superfície da sua parede interna 

é, muitas vezes, diferente da temperatura do fluido no seu centro. Esta variação de 

temperatura (observada radialmente) representa a camada limite térmica do escoamento 

[29], que está associada à difusão radial de calor, criando deste modo um perfil de 

temperatura. Assim sendo, considera-se que a camada limite térmica é a região que engloba 

todo o escoamento que sofre alteração de temperatura devido à difusão de calor.  

Analogamente à camada limite viscosa, a camada limite térmica está dividida em duas 

fases: a região de entrada e a região onde o escoamento já se encontra totalmente 

desenvolvido e permanente. No que se refere à camada limite térmica no interior de tubos, 
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facilmente se prevê que o fator limitante para a sua espessura (𝛿௧) será o seu raio (como se 

observa na Figura 2.5), ou seja: esta irá crescer até que a sua temperatura deixe de variar 

(como se observa, a título de exemplo, na Figura 2.5 através das linhas simétricas a preto na 

região de entrada, ou a linha a picotado na região totalmente desenvolvida).  

A região de entrada caracteriza-se pela parte inicial do escoamento dentro do tubo, 

onde nem todo o fluido sofre alteração de temperatura, havendo assim uma percentagem de 

fluido que ainda se mantém à temperatura de entrada. Esta é a condição que irá determinar 

qual a espessura da camada limite térmica na região de entrada, ou seja: o limite da espessura 

será quando no perfil de temperaturas a temperatura atingir 0,99 da temperatura de entrada 

[30]. Nesta região prevê-se uma variação mais brusca de temperaturas (entre o valor da 

temperatura de parede e o valor da temperatura de entrada do escoamento) do que para a 

região totalmente desenvolvida (que vai ter uma espessura de camada limite superior e, 

portanto, mais espaço para variar, o que, por sua vez, levará a temperaturas no centro do 

escoamento superiores) [29]. Este fenómeno encontra-se representado na Figura 2.5. 

 
Figura 2.5 Representação esquemática das regiões características de um escoamento interno em tubos 

para a camada limite térmica. 

O comprimento da região de entrada térmica (𝑧௘௥,௧), no regime laminar, está 

fortemente dependente do número Prandtl (𝑃𝑟) e do número de Reynolds (𝑅𝑒), representado 

na equação (2.10), enquanto para o regime turbulento apenas está dependente do diâmetro 

interno do tubo (𝐷), apresentado na equação (2.11) [22]. 

𝑧௘௥,௧೗ೌ೘

𝐷
≈ 0,05 × 𝑅𝑒 × 𝑃𝑟 (2.10) 

𝑧௘௥,௧೟ೠೝ್

𝐷
≈ 10 (2.11) 
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Na região totalmente desenvolvida todo o escoamento já sofreu difusão, ou seja: a 

temperatura do escoamento no centro do tubo sofreu alterações. Nesta região o perfil de 

temperaturas vai mudando ao longo do tubo sendo que, se for considerado um tubo infinito, 

irá existir equilíbrio térmico e todo o fluido ficará à temperatura de parede. 

No que diz respeito aos cálculos detalhados relativos à camada limite térmica (e.g.: a 

sua espessura, perfis de temperatura, etc.), estes são apresentados nos subcapítulos seguintes, 

divididos relativamente ao tipo de escoamento.  

2.2.1. Regime laminar  
No caso de regime laminar para traçar o perfil de temperaturas é crucial determinar o 

perfil adimensional 𝜃. Este perfil adimensional está relacionado diretamente com a 

temperatura de parede interna do tubo (𝑇௪), a temperatura de entrada (𝑇଴) e a temperatura 

do fluido na respetiva cota radial e axial (𝑇), representada pela equação (2.12). 

𝜃 =
𝑇(𝑧, 𝑟) − 𝑇଴

𝑇௪ − 𝑇଴
 (2.12) 

 Para determinar o perfil 𝜃 começa-se por recorrer à equação (2.13) que tem como base 

a primeira lei da termodinâmica. Esta equação pretende representar o fenómeno físico da 

troca de calor entre um corpo sólido e um fluido, onde 𝜌 representa a massa volúmica do 

fluido, 𝐶௣ o seu calor específico e 𝑘 a sua condutividade térmica. 

𝑢௖,௟௔௠ ×
𝜕𝑇

𝜕𝑧
=

𝑘

𝜌 × 𝐶௣
× 𝛻ଶ𝑇 (2.13) 

Para uma análise simplificada desta equação assume-se algumas considerações: 

● Estado permanente; 

● As propriedades termofísicas do fluido são assumidas constantes (𝜌, 𝐶௣, 𝑘); 

● Campo de temperatura axissimétrico; 

● Dissipação viscosa desprezável (escoamento totalmente desenvolvido). 

 

Depois de aplicadas as simplificações, a equação (2.13) resulta em:  

𝑢௖,௟௔௠ × ቆ1 −
𝑟ଶ

𝑅ଶቇ
𝜕𝑇

𝜕𝑧
= ⍺ × ൤

1

𝑟
×

𝜕

𝜕𝑟
൬𝑟 ×

𝜕𝑇

𝜕𝑟
൰൨ . (2.14) 

Na equação (2.14), 𝛼 exprime a difusividade térmica do escoamento. 
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De seguida, foram criados três diferentes parâmetros adimensionais apresentados na 

equação (2.15), onde 𝜃 representa o perfil adimensional relativo às temperaturas do 

escoamento e de parede (já identificado na equação (2.12)), 𝑍 a coordenada longitudinal 

adimensional e 𝑌 a coordenada radial adimensional. Nesta equação, 𝑃𝑒 representa o número 

de Péclet. A equação (2.16) traduz a inclusão destes parâmetros adimensionais na equação 

(2.14). 

𝜃 =
𝑇(𝑟, 𝑧) − 𝑇௪

𝑇଴ − 𝑇௪
;  𝑍 =

𝑧

𝑅 × 𝑃𝑒
;  𝑌 =

𝑟

𝑅
 (2.15) 

(1 − 𝑌ଶ)
𝜕𝜃

𝜕𝑍
=

1

𝑌
×

𝜕

𝜕𝑌
൬𝑌 ×

𝜕𝜃

𝜕𝑌
൰ (2.16) 

Esta equação pode ser resolvida de forma numérica, segundo Subramanian [31], pelo 

método de separação de variáveis em que a temperatura é encontrada em função dos termos 

das séries hipergeométricas, através dos valores próprios e das funções associadas com os 

problemas de Sturm-Liouville. 

Contudo, esta solução quando aplicada na região de entrada térmica, zona onde o 

estudo terá o maior foco, é bastante complexa e apresenta resultados onde a convergência é 

lenta, como referido em [32]. De forma a contrariar este problema, e simplificar o processo 

de cálculo, Lévêque desenvolveu uma solução aproximada que transforma um sistema de 

equações diferenciais parciais num sistema de equações diferenciais ordinárias [29]. 

Ao considerar a aproximação de Lévêque, está a considerar-se que a espessura da 

camada limite térmica é muito inferior ao raio do tubo. Desta forma, as seguintes 

simplificações podem ser admitidas: i) os efeitos da curvatura do tubo para o caso da 

condução radial podem ser desprezados e ii) a distribuição da velocidade na camada limite 

térmica pode ser desenvolvida duma posição medida a partir da parede do tubo (𝑦 = 𝑅 − 𝑟). 

Visto isto, a distribuição de velocidade para o regime laminar (𝑢௥,௟௔௠) passará a caracterizar-

se pela equação (2.17). 

𝑢௥,௟௔௠ = 𝑢௖,௟௔௠ × ቆ1 −
(𝑅 − 𝑦)ଶ

𝑅ଶ ቇ ≈ 2 × 𝑢௖,௟௔௠ ×
𝑦

𝑅
 (2.17) 
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Aplicando estas considerações à equação (2.14) obtém-se a equação da aproximação 

de Lévêque descrita pela equação (2.18).  

2 × 𝑢௖,௟௔௠ ×
𝑦

𝑅
×

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝛼 ×

𝜕ଶ𝑇

𝜕𝑦ଶ
 (2.18) 

De seguida recorre-se às variáveis adimensionais anteriormente referidas (ver equação 

(2.15)) e adiciona-se uma nova que representa a distância da parede do tubo no regime 

laminar (𝑋), sendo definida pela equação (2.19). 

𝑋 =
𝑦

𝑅
=

𝑅 − 𝑟

𝑅
 (2.19) 

Posto isto, obtém-se a aproximação de Lévêque adimensionalizada que se encontra 

representada pela equação (2.20). 

2 × 𝑋 ×
𝜕𝜃

𝜕𝑍
=

𝜕ଶ𝜃

𝜕𝑋ଶ
 (2.20) 

Para resolver a equação anterior recorre-se a uma técnica de similaridade onde se 

converte as equações diferenciais parciais em equações diferenciais ordinárias [17]. Para tal, 

define-se a solução de semelhança para o campo de temperaturas, isto é: 𝜃 (𝑋, 𝑍)  = 𝐹 (𝜂), 

onde 𝜂 = 𝑋/𝛿(𝑍) é a variável de similaridade e 𝛿(𝑍) é uma variável adimensional para a 

espessura da camada limite térmica. Por conseguinte fazem-se as devidas alterações 

expressas pelas equações (2.21), (2.22) e (2.23). 

∂θ

∂Z
=

∂η

∂Z
×

𝑑𝐹

𝑑𝜂
= ൬−

𝑋

𝛿ଶ
×

𝑑𝛿

𝑑𝑍
൰

𝑑𝐹

𝑑𝜂
= −

𝜂

𝛿
×

𝑑𝛿

𝑑𝑍 ×

𝑑𝐹

𝑑𝜂
 (2.21) 

∂θ

∂X
=

∂η

∂X
×

𝑑𝐹

𝑑𝜂
=

1

𝛿
×

𝑑𝐹

𝑑𝜂
 (2.22) 

∂θ

∂𝑋ଶ
=

∂

∂X
൤

1

𝛿(𝑍)
×

𝑑𝐹

𝑑𝜂
൨ =

1

𝛿
×

∂

∂X
൤
𝑑𝐹

𝑑𝜂
൨ =

1

𝛿
×

∂η

∂X
×

𝑑

𝑑𝜂
൤
𝑑𝐹

𝑑𝜂
൨ =

1

𝛿ଶ
×

𝑑ଶ𝐹

𝑑𝜂ଶ
 (2.23) 

Aplicando esta metodologia, é possível exprimir a solução diferencial ordinária 𝐹(𝜂)  

pela equação (2.24). 

𝑑ଶ𝐹

𝑑𝜂ଶ
+ 2 × 𝜂ଶ ൬𝛿ଶ ×

𝑑𝛿

𝑑𝑍
൰

𝑑𝐹

𝑑𝜂
= 0 (2.24) 
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Para que esta seja independente de 𝑍 assume-se que o termo ቀ𝛿ଶ ௗఋ

ௗ௓
ቁ é uma constante, 

sendo esta assumida de (3/2). Com isto, finalmente, chega-se à solução do sistema de 

equações diferenciais, traduzida pela equação (2.25). 

𝑑ଶ𝐹

𝑑𝜂ଶ
+ 3 × 𝜂ଶ ×

𝑑𝐹

𝑑𝜂
= 0 (2.25) 

De forma a resolver a equação diferencial ordinária (2.25) e obter-se o valor do perfil 

adimensional 𝜃, sendo que 𝜃 (𝑋, 𝑍)  = 𝐹 (𝜂), irá ser utilizado o método de quarta ordem de 

Runge-Kutta (RK4) [33]. O método foi implementado em MatLab® e encontra-se 

apresentado em detalhe no Apêndice A. Os respetivos resultados foram depois transportados 

para uma folha de cálculo Excel® onde, para retirar o valor absoluto de temperatura num 

determinado ponto (𝑇(𝑟, 𝑧)) através do perfil adimensional (𝜃), foi aplicada a seguinte 

metodologia: 

i. Fixar um valor para a cota longitudinal (𝑧) e retirar o valor de 𝑍 (adimensional); 

ii. Cálculo da espessura da camada limite adimensional através da equação (2.26); 

𝛿(𝑍) = ൬
9

2
× 𝑍൰

ଵ/ଷ

 (2.26) 

iii. Variação da coordenada radial (𝑟), que varia entre 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅; 

iv. Com a variação de 𝑟 obtém-se a variação da coordenada adimensional 𝑋 que será, 

por sua vez, utilizada para retirar o valor da variável de similaridade (𝜂) através da 

equação (2.27); 

𝜂 =
𝑋

𝛿(𝑍)
 (2.27) 

v. Para finalizar, o valor de 𝜂 será utilizado para calcular o valor do perfil de 

temperatura adimensional (𝜃) através da relação 𝜃(𝑋, 𝑍) = 𝐹(𝜂) que, por sua vez, 

possibilita o cálculo do valor absoluto de temperatura numa determinada cota 

(𝑇(𝑟, 𝑧)) através da equação (2.15). 
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2.2.2. Regime turbulento  
No caso de regime turbulento, por se tratar de um escoamento mais complexo e 

imprevisível, foi necessário fazer a distinção entre o estado líquido e o estado gasoso. É 

pertinente salientar que neste estudo foi ignorada a parte da mudança de fase, por não haver 

informação concreta na literatura relativa a este fenómeno. Para além disso, não se encontrou 

nenhuma metodologia de cálculo que pudesse ser utilizada independentemente do fluido de 

trabalho, sendo que a maioria dos estudos encontrados são realizados para água, óleos, ar e 

metais na fase líquida [34]. Posto isto, como no caso concreto deste trabalho se utiliza o 

fluido orgânico R-245fa, não se encontrou nenhuma metodologia adequada na literatura. 

Como tal, optou-se por utilizar uma metodologia validada para a água, para a fase líquida do 

fluido, e uma metodologia validada para o ar, para a sua fase gasosa. 

Avaliação do perfil de temperatura do fluido no estado líquido 

Após uma revisão na literatura, foram encontradas quatro metodologias de cálculo 

analíticas para definir o perfil de temperaturas da camada limite térmica quando o fluido se 

encontra no estado líquido. É importante referir que todas são de base empírica e, por isso, 

contemplam os erros associados a cada um dos respetivos procedimentos experimentais. 

Para além disso, são destinadas a ser implementadas quando existe água como fluido de 

trabalho, não sendo este o caso em estudo neste trabalho, como referido anteriormente. Visto 

isto, as diferentes metodologias encontradas serão avaliadas e comparadas entre si para se 

compreender as diferenças entre os seus resultados. 

Apesar das metodologias encontradas possuírem processos de cálculo diferentes, todas 

elas se iniciam com a equação (2.28) que permite calcular a temperatura do fluido num 

determinado ponto no interior do tubo (𝑇), possibilitando assim a construção do respetivo 

perfil de temperatura radial para cada posição de 𝑧. 

𝑇 = 𝑇௪ −
𝑇ା × 𝑞ᇱᇱ

𝜌 × 𝐶௣ × 𝑢∗
 (2.28) 

Na equação (2.28), 𝑇ାrepresenta a temperatura adimensional, 𝑞ᇱᇱ o fluxo de calor por 

unidade de área e 𝑢∗ a velocidade de atrito que é definida pela equação (2.29), onde 𝜏 

representa a tensão de cisalhamento que, por sua vez, é calculada pela equação (2.30). 

𝑢∗ = ඥ𝜏/𝜌 (2.29) 
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𝜏 = (𝑓ி × 𝜌 × 𝑢ଶ)/2 (2.30) 

𝑓ி =
𝑓஽

4
 (2.31) 

Relativamente à equação (2.30), 𝑓ி representa o fator de fricção de Fanning calculado 

através da equação (2.31) sendo que esta está diretamente relacionado com o fator de atrito 

de Darcy que se obtém pela equação (2.32), onde 𝜀௥ representa a rugosidade relativa do tubo. 

𝑓஽ =
1

൬1,8 × 𝑙𝑜𝑔 (
6.9
𝑅𝑒

)  + ቀ
𝜀௥ 
3,7ቁ

ଵ,ଵଵ

൰
ଶ 

(2.32) 

No que diz respeito aos métodos encontrados na literatura, a sua diferenciação 

encontra-se principalmente no cálculo da temperatura adimensional (𝑇ା), com exceção para 

o método D (descrito de seguida). 

 

Método A: A primeira metodologia considerada é definida por Kalbaliev e encontra-

se descrita em detalhe em [35]. Neste caso, o valor de 𝑇ା é obtido através 

da equação (2.33), onde 𝑣௪ e 𝑣௟௜௤ representam a viscosidade cinemática 

retirada à temperatura de parede do tubo e à temperatura do fluido, 

respetivamente, e 𝑦ା representa a distância adimensional à parede do tubo 

no escoamento turbulento, calculada através da equação (2.34). 

𝑇ା = 2,5 × 𝑙𝑛ൣ1 + 0,4 × ൫𝑣௪/𝑣௟௜௤൯ × 𝑃𝑟 × 𝑦ା൧

+ 7,81 × 𝑃𝑟଴,଼ହ

× [1 − (1 + 0,16 × 𝑃𝑟଴.ହ × 𝑦ା) × 𝑒𝑥𝑝(−0,16 × 𝑦ା × 𝑃𝑟଴,ହ)] 
(2.33) 

𝑦ା = 𝑦 × 𝑢∗/𝑣 (2.34) 

Método B: Relativamente à segunda metodologia, esta é definida por Kader e 

apresentada em detalhe em [36]. Este é o único autor que apresenta uma 

diferenciação entre a região de entrada (ver equação (2.35)), e a região 

totalmente desenvolvida (ver equação (2.36)). Nas equações (2.35) e 

(2.36), 𝛽௉௥ e 𝛤 representam variáveis empíricas criadas pelos autores para 

contabilizar a variação do número de Prandtl (ver equação (2.37)) e 

relacionar a variação do número de Prandtl com a distância adimensional 

à parede do tubo (ver equação (2.38)), respetivamente.  
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𝑇ା = 𝑃𝑟 × 𝑦ା × exp(−Γ)

+

⎩
⎨

⎧
2,12 × 𝑙𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡
(1 + 𝑦ା)

2,5 ൬2 −
𝑦
𝛿௧

൰

1 + 4 ൬1 −
𝑦
𝛿௧

൰
ଶ

⎦
⎥
⎥
⎤

+ 𝛽(𝑃𝑟)

⎭
⎬

⎫
exp(−1/Γ) 

(2.35) 

𝑇ା = 𝑃𝑟 × 𝑦ା × exp(−Γ)

+ ቐ2,12 × 𝑙𝑛 ቎(1 + 𝑦ା)
1,5 ቀ2 −

𝑦
𝑅ቁ

1 + 2 ቀ1 −
𝑦
𝑅ቁ

ଶ቏ + 𝛽(𝑃𝑟)ቑ exp(−1/Γ) (2.36) 

𝛽(𝑃𝑟) = ൫3,85 × 𝑃𝑟ଵ/ଷ − 1,3൯
ଶ

+ 2.12 ×  ln(𝑃𝑟) (2.37) 

𝛤 =
10ିଶ × (𝑃𝑟 × 𝑦ା)ସ

1 + 5 × 𝑃𝑟ଷ × 𝑦ା
 (2.38) 

Método C: O terceiro método é apresentado por Thomas et al. e descrito em [37,38]. 

Neste caso, o valor de 𝑇ା é calculado através da equação (2.39).  

𝑇ା = √𝑃𝑟 × ඥ(2/𝑓ி) ቐ1 − 𝑒𝑥𝑝 ቎−𝑦ା × √𝑃𝑟 × ඨ൬
𝑓ி

2
൰ ቏ቑ  (2.39) 

Método D: O quarto e último método é dado novamente por Thomas et al. e descrito 

em [37,38]. No entanto, este método diferencia-se dos anteriores pois não 

englobará o cálculo do valor de 𝑇ା, mas sim o valor direto da temperatura 

do fluido num determinado ponto no interior do tubo (𝑇), conforme 

descrito na equação (2.40). De acordo com o autor, os resultados obtidos 

por este método e pelo método C deverão ser semelhantes. 

𝑇 − 𝑇௪

𝑇଴ − 𝑇௪
= 1 − 𝑒𝑥𝑝[−𝑦ା × √𝑃𝑟 × ඥ(𝑓ி/2) ] (2.40) 
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Avaliação do perfil de temperatura do fluido no estado gasoso 

Para o caso onde o fluido se encontra totalmente gasoso, utilizou-se o método 

apresentado por Johnk et al. descrito em detalhe em [39,40]. Este método foi selecionado 

por ser o único construído especificamente para um fluido gasoso (neste caso, o ar). Foram 

encontrados outros métodos (inclusive alguns apresentados pelos autores referenciados 

anteriormente para a fase líquida) mas, no entanto, estes eram referidos como aplicáveis a 

fluidos líquidos e gasosos, reduzindo assim a confiança na sua utilização. Para a obtenção 

da temperatura do fluido numa determinada coordenada (𝑇) utilizou-se a equação (2.41) 

onde 𝑇௖ representa a temperatura do fluido no centro do tubo, enquanto que 𝑠 e 𝑚 

representam parâmetros empíricos e são calculados a partir das equações (2.42) e (2.43), 

respetivamente. 

𝑇௪ − 𝑇

𝑇௪ − 𝑇௖
= (1 + 𝑠) × ቀ

𝑦

𝑅
ቁ

ଵ/௠

− 𝑠 × ቀ
𝑦

𝑅
ቁ

ଵା௦
௠

 (2.41) 

𝑠 = 23,436 × ቀ
𝑧

𝐷
ቁ

ିଶ,ସ଴଻

 (2.42) 

𝑚 = 1,42 × 10ିହ × 𝑅𝑒 + 5,22 (2.43) 
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3. AVALIAÇÃO DA CAMADA LIMITE 

Uma vez que as metodologias de cálculo para a avaliação das camadas limites (viscosa 

e térmica) se encontram definidas, será agora apresentado e descrito o caso de estudo 

escolhido para a sua implementação. 

3.1. Caso de estudo  

Com o objetivo de implementar no mercado atual um sistema de micro-cogeração 

baseado na tecnologia orgânica de Rankine, projetou-se uma instalação experimental, no 

Laboratório de Termodinâmica do Departamento de Engenharia Mecânica. Este sistema 

integra, como um dos principais componentes, um evaporador desenhado especificamente 

para efetuar a vaporização direta do fluido de trabalho. No entanto, este tipo de configuração 

levanta o problema da degradação térmica do fluido de trabalho no interior do evaporador 

(conforme descrito na secção 1.2.), mostrando assim a necessidade de aprofundar este tema 

através da avaliação das camadas limites. O sistema descrito encontra-se representado no 

diagrama de princípio ilustrado na Figura 3.1, onde se identifica os principais componentes 

e a instrumentação utilizada. 
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Figura 3.1 Diagrama de princípio da instalação experimental. 

Uma das principais diferenças apresentadas neste ciclo, quando comparado com os 

ORC tradicionais, é a introdução de um permutador de calor adicional no interior do 

evaporador, criando uma configuração híbrida uma vez que o aquecimento da água se fará 

em dois estágios: primeiro no condensador e depois no referido permutador de calor 

adicional, ao qual se denominará por pós-aquecedor. Uma representação esquemática do 

evaporador em estudo pode ser vista na Figura 3.2.  
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Figura 3.2 Representação esquemática do evaporador. 

A utilização deste pós-aquecedor possui duplo objetivo: i) aumentar a eficiência do 

ciclo conseguido através da redução da temperatura média do condensador que, por sua vez, 

possibilita uma maior razão de pressões no expansor e ii) diminuição da temperatura dos 

gases de combustão antes destes entrarem em contacto com o permutador que possui o fluido 

orgânico e, desta forma, reduzir o risco da sua degradação térmica. Neste trabalho este 

permutador passará a denominar-se por EHE (Evaporator Heat-Exchanger). Este é 

composto por tubos alhetados soldados a curvas traduzindo uma configuração de um 

permutador de calor compacto, sendo que representa uma troca de calor mista que varia entre 

um fluxo cruzado e contracorrente. A sua tubagem é construída em aço Inox 316L (tubos e 

curvas), enquanto as alhetas são em cobre. 

3.2. Condições de funcionamento 
Tendo em vista o estudo da degradação térmica do fluido de trabalho, rapidamente se 

prevê que a condição de funcionamento crítica terá de ser aquela que originará uma maior 

temperatura do fluido de trabalho. É importante referir que esta condição não é definida pela 

temperatura máxima à saída, mas sim pela temperatura máxima ao qual o fluido estará, 

independentemente do local onde isso ocorre. É previsível que estas temperaturas se situem 

na camada limite térmica e numa posição radial mais próxima da superfície interna dos tubos 

do EHE. Como estas temperaturas são extremamente difíceis de medir, a melhor opção é 

recorrer ao seu cálculo matemático. Para isso recorreu-se ao modelo desenvolvido por 

Pereira et al. [41]. Neste modelo, tanto os gases de combustão como o fluido de trabalho são 
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divididos em diversos volumes de controlo, como é apresentado a título de exemplo na 

Figura 3.3. Segundo os autores, a razão desta divisão surge pela necessidade de se detetar, 

da forma mais precisa possível, o início do processo de vaporização do fluido de trabalho, 

uma vez que esse limite irá definir as correlações a utilizar e, portanto, todo processo de 

transferência de calor (o que inclui o cálculo das respetivas temperaturas de superfície no 

interior do tubo). Para garantir a fiabilidade destes resultados, é importante mencionar que o 

referido modelo matemático foi validado experimentalmente. 

 
Figura 3.3 Representação esquemática e exemplificativa dos volumes de controlo do modelo para: a) gases 

de combustão e b) fluido de trabalho. 

Visto isto, a condição crítica de funcionamento do sistema já se encontra definida em 

[14]. As suas condições de operação principais são: um caudal de fluido de trabalho de 0,077 

kg/s, uma potência aproximada do queimador de 31 kW e uma pressão de 12 bar (pressão 

admissível que é definida pela válvula de expansão). Estas condições resultam numa 

temperatura média de saída para o fluido orgânico de trabalho de 108 ℃ (contabiliza, 

aproximadamente, 10 ℃ de sobreaquecimento). As temperaturas da superfície na parede 

interior do tubo do EHE para esta condição encontram-se representadas na Figura 3.4. Para 

além disso, e uma vez que o objetivo deste trabalho se centra no estudo das camadas limites 

(térmica e viscosa), conforme se percebeu no capítulo 2, é importante compreender qual o 

regime de escoamento que esta condição de funcionamento traduz. Assim sendo, e 

independentemente do estado em que o fluido de trabalho se encontrar, este estará sempre 

num regime totalmente turbulento (11 828 < 𝑅𝑒 < 314 692). 

a) b) 
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Figura 3.4 Temperaturas dos gases de combustão, fluido orgânico e das superfícies internas e externas dos 

tubos ao longo do EHE. 

3.3. Considerações de cálculo 

Com uma análise mais detalhada aos valores apresentados na Figura 3.4, facilmente 

se percebe que a temperatura de superfície interna do tubo por nível tem uma tendência, 

aproximadamente, constante. Posto isto, considera-se para a análise da camada limite 

térmica um estudo nível a nível, isto é: assume-se a formação de uma nova camada limite 

térmica a cada passagem de nível. Para além disso, denota-se que as condições de 

funcionamento provocam dois pontos críticos relativamente à degradação térmica do fluido 

de trabalho. Ambos os pontos acontecem no primeiro nível de tubos do EHE, zona onde se 

obtém maiores temperaturas dos gases de combustão. O primeiro ponto ocorre na fase inicial 

deste nível, estando o fluido na fase líquida e onde o processo generalizado de vaporização 

ainda não ocorreu. Neste local, as temperaturas da superfície interna do tubo atingem, 

aproximadamente, 370 ℃. Quando o processo generalizado de vaporização ocorre, e como 

o coeficiente interno de transferência de calor aumenta exponencialmente, as temperaturas 

do tubo irão reduzir-se e aproximar-se da temperatura do fluido de trabalho. Visto isso, esta 

zona (em que fluido se encontra na fase bifásica) apresenta um risco reduzido de provocar 

degradação térmica ao fluido de trabalho. Tendo isso em conta, e como não se encontrou na 

literatura uma metodologia de avaliação adequada a esta fase bifásica (ver secção 2, onde 
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apenas se identifica metodologias para a zona líquida e gasosa), esta foi desconsiderada para 

a avaliação do risco de degradação térmica do fluido de trabalho. Relativamente ao segundo 

ponto, este ocorre na fase final do referido nível de tubos, estando o fluido na fase de vapor 

sobreaquecido. Neste local, as temperaturas da superfície interna do tubo atingem, 

aproximadamente, 350 ℃. Após esta análise, verifica-se que as temperaturas de superfície 

das zonas críticas do EHE são superiores ao valor referenciado na literatura para o limite da 

estabilidade térmica do fluido orgânico utilizado, conforme se observa na Figura 3.4 (este 

limite encontra-se identificado a roxo e varia entre os 300 − 320 ℃ [14]). Adicionalmente, 

devido às mudanças de fase que ocorrem neste primeiro nível de tubos, este não será avaliado 

em conjunto (como os outros três níveis), mas em detalhe nas respetivas zonas críticas. 

É também importante referir que, para efeito de cálculos, irá ser considerada a 

temperatura mínima de degradação encontrada na literatura, 300 ℃. Para além disso, não 

serão ponderados os elementos de conexão entre os tubos (curvas), isto é: considera-se 

apenas um único tubo horizontal para cada nível (exceção do primeiro nível), sendo que este 

terá uma distância total correspondente à soma dos comprimentos dos tubos do nível entre 

curvas. Os comprimentos finais são apresentados na Tabela 3.1. 

 

Tabela 3.1 Medidas admitidas para a análise da camada limite térmica em cada nível.  

1º nível (fase gasosa) 3
5ൗ  tubo ≡ 0,16 𝑚 

1º nível (fase líquida) 4
5ൗ  tubo ≡ 0,21 𝑚 

2º nível 3 tubos ≡ 0,80 𝑚 

3º nível 4 tubos ≡ 1,07 𝑚 

4º nível 3 tubos ≡ 0,80 𝑚 

 

Como referido anteriormente, um dos principais objetivos deste trabalho é o de avaliar 

a variação de temperatura na camada limite térmica. Visto isto, e para se utilizar as equações 

descritas ao longo da secção 2.2, é necessário verificar se o escoamento se encontra 

totalmente desenvolvido viscosamente. Para tal, recorreu-se à equação (2.6) onde se conclui 

que seria necessário aproximadamente 0,22 metros para garantir essa condição. Após a 

análise física da instalação (ver Figura 3.5), constatou-se que existe uma tubagem reta, 

isolada e sem obstruções à entrada do EHE com cerca de 0,8 metros, garantindo assim o 
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escoamento totalmente desenvolvido viscosamente e a aplicabilidade da metodologia de 

cálculo descrita na secção 2.2.  

 

Figura 3.5 Fotografia do sistema micro-ORC em estudo com indicação da região de entrada da camada 
limite viscosa e o respetivo perfil de velocidades. 

Para o caso da análise da camada limite térmica, optou-se por se considerar 

inicialmente que o escoamento se encontrava num regime laminar. Apesar desta 

consideração ser errada (conforme se verificou nesta secção), é significativamente mais 

simples de ser aplicada e irá ajudar a interpretar e compreender o escoamento em regime 

turbulento com mais segurança e subtileza. 
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3.4. Regime laminar  

No caso de regime laminar, sendo um escoamento mais simples, a metodologia 

aplicada permite caracterizar a evolução das temperaturas ao longo do tubo através, apenas, 

da definição das condições de entrada do escoamento. 

No que diz respeito às suas condições, e como a condição laminar representa uma 

situação hipotética, estas foram adaptadas de forma a situá-las num regime laminar, isto é: 

alterou-se as velocidades de escoamento para se obter um valor de Reynolds inferior a 2100 

(as propriedades para o cálculo do número de Reynolds foram retiradas para uma 

temperatura média entre a temperatura de entrada e saída do respetivo nível, ver equação 

(2.1)). Com o novo valor de Reynolds retirou-se o comprimento hipotético da região de 

entrada para o desenvolvimento viscoso, através da equação (2.2), que ronda os 

0,33 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠. Analogamente aos resultados obtidos para o regime turbulento na secção 3.3., 

verificou-se que o escoamento, na possibilidade de um regime laminar, também se situaria 

na região totalmente desenvolvida uma vez que o comprimento da tubagem existente à 

entrada do EHE (ver Figura 3.5) é superior ao valor calculado. Para este cálculo, considerou-

se a temperatura do ponto inicial de cada nível como o valor de entrada, assim como, para a 

temperatura de superfície interna do tubo, a média dos seus valores ao longo do nível. 

Visto isto, e tendo por base a metodologia apresentada na secção 2.2.1., torna-se 

essencial o cálculo do perfil adimensional das temperaturas 𝜃 que se obtém através do 

método de RK4 (descrito em detalhe no apêndice A), implementado em MatLab®. Os seus 

resultados são apresentados na Figura 3.6. 
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Figura 3.6 Evolução da temperatura adimensional em função da variável de similaridade. 

Os resultados apresentados na Figura 3.6 para o valor de 𝜃 levantam algumas questões, 

gerando incerteza na metodologia utilizada (especialmente na aproximação de Lévêque, 

equação (2.20)), uma vez que estes convergem para um valor de, aproximadamente, 𝜃 =

0,80. Este valor é contraditório ao definido na teoria (ver secção 2.2.), onde para a região de 

entrada térmica o valor máximo de 𝜃 teria de rondar 0,99 (sendo este o limite para a 

espessura da camada limite [30]). No entanto, por ser considerada a melhor opção para a 

camada limite térmica na região de entrada [32], esta irá ser implementada numa primeira 

aproximação. Deste modo, os perfis obtidos para os respetivos níveis de tubos, no caso de 

regime laminar, encontram-se representados pelas Figura 3.7 àFigura 3.11. Nestas figuras, 

para auxílio da interpretação dos fenómenos termodinâmicos existentes, a zona com 

temperaturas superiores à de saturação do fluido orgânico na fase líquida (𝑇௦௔௧ = 97,92 °𝐶 

tendo em conta as condições de funcionamento utilizadas) é identificada a verde, assim como 

a zona onde existe um grande potencial de degradação térmica (𝑇 > 300 ℃) a vermelho. 
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Figura 3.7 Perfis de temperatura ao longo do nível 4 do EHE no regime laminar. 

 
Figura 3.8 Perfis de temperatura ao longo do nível 3 do EHE no regime laminar. 

 
Figura 3.9 Perfis de temperatura ao longo do nível 2 do EHE no regime laminar. 
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Figura 3.10 Perfis de temperatura ao longo do nível 1 do EHE, para a fase líquida no regime laminar. 

 
Figura 3.11 Perfis de temperatura ao longo do nível 1 do EHE, para a fase gasosa no regime laminar. 

Com estas figuras as incertezas anteriormente descritas relativas à metodologia 

utilizada ficam mais explícitas. Isto pode ser verificado nos valores limite das respetivas 

espessuras pois estes deveriam ser, aproximadamente, o valor da temperatura de entrada. 

Estas diferenças de temperatura vão aumentando à medida que se aumenta a diferença entre 

a temperatura de entrada e a temperatura da superfície interna do tubo. De modo a combater 

esta incoerência, efetuou-se uma correção ao valor de 𝜃(𝑋, 𝑍) conforme descrito na equação 

(3.1). 

𝜃(𝑋, 𝑍)௖௢௥௥௜௚௜ௗ௢ =
𝜃(𝑋, 𝑍)

𝜃௠௔௫ ≈ 0,80
 (3.1) 

Depois de aplicada esta correção, os resultados obtidos para os perfis de distribuição 

de temperatura 𝜃(𝑋, 𝑍)௖௢௥௥௜௚௜ௗ௢ para os respetivos níveis de tubos apresentam-se nas Figura 

3.12 àFigura 3.16. 
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Figura 3.12 Perfis de temperatura ao longo do nível 4 do EHE considerando um regime laminar (com a 

correção do 𝜽). 

 
Figura 3.13 Perfis de temperatura ao longo do nível 3 do EHE considerando um regime laminar (com a 

correção do 𝜽). 

 
Figura 3.14 Perfis de temperatura ao longo do nível 2 do EHE considerando um regime laminar (com a 

correção do 𝜽). 
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Figura 3.15 Perfis de temperatura ao longo do nível 1 do EHE, para a fase líquida e considerando um regime 
laminar (com a correção do 𝜽). 

 

Figura 3.16 Perfis de temperatura ao longo do nível 1 do EHE, para a fase gasosa e considerando um regime 
laminar (com a correção do 𝜽). 

Após a apresentação dos perfis de temperatura, é importante relembrar que a evolução 

da espessura da camada limite térmica na região de entrada e para um regime laminar é 

maioritariamente caracterizada pelo número de Prandtl (ver secção 2.2.). Posto isto, para a 

zona em que o fluido se encontra no estado líquido (caracterizado por números de Prandtl 

superiores à unidade) o comprimento de entrada tende a ser consideravelmente elevado. 

Tendo em conta as medidas consideradas em estudo prevê-se que, dificilmente, o 

escoamento chegará a uma região totalmente desenvolvida termicamente. Isto deve-se ao 

facto de a transferência de calor da parede interna para o fluido não ter em conta a mistura 

macroscópica entre as moléculas, ou seja: como a transferência de calor da parede para o 

fluido demora mais tempo e, como o fluido se encontra em movimento, isto traduz-se numa 

maior distância. Contrariamente a este caso, quando o fluido se encontra no estado de vapor 

(caracterizado por números de Prandtl inferior à unidade) a de difusão térmica é elevada, 
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traduzindo-se num menor comprimento da região de entrada, uma vez que o fluido difundirá 

mais rapidamente o calor proveniente da temperatura de superfície interna do tubo. 

Pela observação direta dos perfis de temperatura apresentados nas Figura 3.14 e Figura 

3.15, percebe-se que, quando o fluido se encontra na fase líquida, existe uma zona bastante 

significativa com temperaturas superiores à de saturação do fluido. Visto isso, admite-se que 

nesta zona já possa ocorrer uma mudança de fase, classificada como ebulição local. Numa 

fase inicial espera-se a formação de pequenas bolhas de vapor (bubbly flow), que irão alterar 

as propriedades do fluido, tendo influência na transferência de calor. Com a formação destas 

bolhas há um aumento do coeficiente de convecção que promove o aumento da transferência 

de calor que, por sua vez, provocará novamente um aumento da quantidade dessas bolhas ao 

longo do tubo, acelerando assim o processo de evaporação (que acontecerá quando a 

ebulição estiver totalmente desenvolvida (anular flow)) [42,43]. 

Relativamente à degradação térmica do fluido constata-se que a zona onde esta pode 

ocorrer é significativa (identificada pela região a vermelho nas Figura 3.15 e Figura 3.16), 

sendo que no caso em que o fluido se encontra na fase gasosa esta tem uma maior 

preponderância. Ainda que as temperaturas para a superfície interna do tubo sejam inferiores 

à da fase líquida, este aumento deve-se ao facto do número de Prandtl ser inferior à unidade. 

Como referido anteriormente, menores números de Prandtl originam uma menor região de 

entrada promovendo uma maior espessura da camada limite, isto leva a que os valores de 

temperatura no sentido radial evoluam de forma mais lenta (variações menores de ponto para 

ponto) e, consequentemente, exista uma maior quantidade de fluido em risco de degradação. 

Depois desta análise térmica ao escoamento, interessa agora quantificar a massa em 

risco de degradação térmica (que é o principal objetivo deste trabalho). Posto isto, começa-

se por determinar (através do perfil) o raio correspondente à temperatura que se considera 

como mínima para se iniciar uma degradação significativa do fluido de acordo com a 

literatura (𝑇 > 300℃). Este raio irá representar a espessura da degradação térmica (𝛿ௗ) que 

permitirá o cálculo da sua quantidade. Como se irá obter diferentes níveis de degradação 

para diferentes volumes de controlo, irá ser considerado um valor médio entre as respetivas 

espessuras de degradação. De seguida, sabendo o comprimento do tubo na qual o fluido se 

encontra nesta condição retira-se o respetivo volume de fluido e, facilmente (através da 

densidade), estima-se a massa em risco de degradação. Os provenientes desta análise 

encontram-se apresentados na Tabela 3.2. 
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Tabela 3.2 Volume e massa de fluido em risco de degradação para o caso de estudo, considerando um 
regime laminar. 

 
Nível do 

tubo  

𝜹𝒅
𝑹ൗ  

[%] 

Comprimento 
do tubo 

[𝒎] 

Volume em 
risco 

degradação 

[𝒎𝒎𝟑] 

Massa em 
risco de 

degradação 

[𝒈] 

 1º nível 

(fase líquida) 
 5,28 0,16 6310,38 7,12 

 1º nível 

(fase gasosa) 
 8,03 0,16 9461,14 0,62 

 

Com os resultados apresentados na Tabela 3.2 percebe-se que apesar do volume em 

degradação ser superior na fase gasosa, a massa que lhe irá corresponder será menor que a 

da fase líquida, isto deve-se ao facto da massa volúmica variar de forma significativa entre 

estas, concluindo assim que a fase líquida será (sempre) a zona mais crítica. 

Independentemente desta análise se realizar para um escoamento (hipotético) laminar, 

constatou-se a relevância que o estudo da camada limite térmica tem na interpretação e 

compreensão de todos os fenómenos envolvidos no escoamento interno de um tubo. Posto 

isto, o caso em estudo tem de ser analisado de uma perspetiva mais complexa e realística 

considerando o regime turbulento. 

3.5. Regime turbulento 

Para o caso de regime turbulento, e por este ser um escoamento mais complexo (com 

fenómenos aleatórios e imprevisíveis), as metodologias encontradas e apresentadas em 2.2.2. 

apenas permitem fazer um estudo da distribuição de temperaturas no interior de tubos ponto 

a ponto (neste caso, de volume de controlo em volume de controlo). Visto isto, é essencial 

realçar a importância do modelo detalhado do evaporador pois é este que permite conhecer 

as propriedades do fluido em cada volume de controlo e, assim, caracterizar todo o 

escoamento no evaporador incluindo a sua camada limite térmica. É ainda importante referir 

que este modelo foi validado experimentalmente através da temperatura do fluido de 

trabalho medida em diferentes pontos e nenhuma validação foi feita para as temperaturas de 
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parede (por esta ser extremamente complexa de ser medida). No entanto, os autores do 

modelo referem que se o início da vaporização e da potência total transferida ao fluido forem 

detetados corretamente, existe alguma confiança nos respetivos valores de temperatura de 

parede [14,41]. Após a análise das metodologias apresentadas na secção 2 para o regime 

turbulento, verificou-se que todas necessitam de considerar um valor de partida que, 

usualmente, é a temperatura da superfície interna do tubo (𝑇௪), conforme descrito na equação 

(2.28). Contudo, devido à validação experimental realizada ao modelo, esta será reformulada 

para (em vez de considerar a temperatura da superfície interna do EHE) considerar a 

temperatura central do fluido (𝑇௖), conforme apresentado na equação (3.2). 

𝑇 = 𝑇௖ +
𝑇ା × 𝑞ᇱᇱ

𝜌 × 𝐶௣ × 𝑢∗
 (3.2) 

Para os efeitos deste trabalho, foi considerado que a temperatura do fluido obtida pelo 

modelo matemático (ou experimentalmente, uma vez que este valor se encontra validado) 

será a temperatura central do perfil de temperaturas (𝑇௖). Para verificar a influência da 

consideração de um diferente parâmetro de partida, avaliou-se um perfil de temperatura 

aleatório (o último do nível 2, possuindo: 𝑇௪ = 202,14 °𝐶 e 𝑇௖ = 84,34°𝐶, de acordo com 

o modelo) e a mesma metodologia de cálculo. Os resultados são apresentados na Figura 3.17. 

 
Figura 3.17 Perfis de temperatura obtidos para um regime turbulento considerando como parâmetro de 

entrada: a) temperatura de parede e b) temperatura central do fluido. 

Como se verifica, através da análise da Figura 3.17, as variações de temperatura são 

muito reduzidas e o perfil mantém-se praticamente constante. Isto deve-se ao facto do fluxo 

de energia (𝑞ᇱᇱ) ser o mesmo, o que resulta na mesma variação de temperatura entre o valor 

central e o valor da superfície interna do tubo. Visto isso, e por não haver alterações 

significativas, será considerada a temperatura central do fluido como o parâmetro de entrada 
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apenas por este ser validado experimentalmente e, assim, possuir uma proximidade superior 

face à situação real. 

Após a definição dos parâmetros de entrada é necessário definir qual será a 

metodologia de cálculo a utilizar, uma vez que foram identificadas quatro distintas ao longo 

da secção 2.2.2. Para tal, foi realizado uma análise comparativa entre estas, aplicada a um 

volume de controlo aleatório (o mesmo utilizado para a análise ao parâmetro de entrada). Os 

resultados desta análise encontram-se ilustrados na Figura 3.18. 

 
Figura 3.18 Perfil de temperaturas obtido para um regime turbulento considerando as metodologias de 

cálculo apresentadas na secção 2.2.2. 

Após a analise da Figura 3.18, pode concluir-se que todos os métodos utilizados 

originam temperaturas de parede próximas às temperaturas calculadas do modelo. No 

entanto, é importante ressalvar que a metodologia D, contrariamente às outras, utiliza a 

temperatura central e a temperatura de parede como inputs de cálculo. Esta consideração 

indica que esta metodologia é adequada para quando existe um conhecimento profundo das 

condições existentes, principalmente das referidas temperaturas. Como a temperatura de 

parede não sofreu uma validação experimental, e, portanto, não existe segurança na 

utilização do seu valor, esta metodologia não foi considerada. Relativamente às outras três 

metodologias, não existe uma convicção absoluta de qual será a mais fiável no que diz 

respeito ao comportamento físico do fluido. Apesar disso, a metodologia C será também 

desprezada, uma vez que o volume de controlo em estudo se encontra numa zona totalmente 

desenvolvida termicamente e, por isso, seria de esperar uma pequena variação das 

temperaturas ao longo do perfil. Quanto à metodologia A e B, estas apresentam valores e 

perfis similares sendo que, para a caracterização deste caso de estudo, a metodologia B foi a 

selecionada. A sua escolha deveu-se à sua capacidade acrescida (face à metodologia A) de 
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descrever a evolução das temperaturas ao longo do comprimento do tubo em análise, 

havendo equações que caracterizam a região de entrada e a região totalmente desenvolvida. 

Assim sendo, os perfis de temperaturas obtidos ao longo do EHE, divididos pelos 

respetivos níveis de tubos ou fases de estado, para o regime turbulento, encontram-se 

representados pelas Figura 3.19, Figura 3.20, Figura 3.21, Figura 3.22 e Figura 3.23. 

 
Figura 3.19 Perfis de temperatura ao longo do nível 4 do EHE no regime turbulento. 

 

 
Figura 3.20 Perfis de temperatura ao longo do nível 3 do EHE no regime turbulento. 
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Figura 3.21 Perfis de temperatura ao longo do nível 2 do EHE no regime turbulento. 

 
Figura 3.22 Perfis de temperatura ao longo do nível 1 do EHE, para a fase líquida no regime turbulento. 

 
Figura 3.23 Perfis de temperatura ao longo do nível 1 do EHE, para a fase gasosa no regime turbulento. 

Numa primeira análise aos perfis apresentados, identifica-se uma limitação às 

considerações exercidas/ conceitos teóricos descritos anteriormente. Nas Figura 3.22 e 

Figura 3.23 observa-se um aumento na temperatura na zona externa à camada limite. Este 

aumento não seria de esperar pois, como mencionado na secção 2.2., a camada limite separa 

a zona onde o fluido sofre alterações nas suas propriedades de transporte e a zona em que 

estas se mantêm constantes (semelhantes às condições de entrada). Estes resultados podem 
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indicar que a consideração de assumir uma região de entrada em cada nível de tubos, não 

parece ser a mais adequada, apesar das respetivas variações das propriedades de transporte 

que ocorrem de nível para nível. Para além disso, para o cálculo dos perfis, considerou-se a 

temperatura central do fluido como a temperatura obtida pelo modelo. Contudo, é importante 

referir que esta equivale à temperatura média e, como tal, vai aumentando ao longo do tubo, 

de volume de controlo para volume de controlo. 

Quanto à camada limite térmica conclui-se que esta desenvolve-se mais rapidamente 

devido ao comportamento típico do escoamento em regime turbulento, uma vez que neste 

tipo de escoamentos acrescenta-se um fenómeno físico provocado pela mistura 

macroscópica entre as moléculas que facilita a transferência de calor [44]. Com esta mistura, 

a troca de energia entre a superfície interna do tubo e o fluido, torna-se mais eficiente 

provocando um maior aumento na temperatura central do fluido num pequeno comprimento 

do tubo do EHE. Tendo ainda em mente o comportamento caótico e não organizado do 

regime turbulento, torna-se ainda mais fácil a transmissão de calor para todas as partes do 

fluido levando assim a que os perfis obtidos tenham um maior grau de uniformidade quando 

comparados com o regime laminar, isto é: existe uma maior percentagem de fluido 

(observada pelo raio do tubo) onde as temperaturas sofrem pouca variação, dando assim um 

aspeto mais retilíneo ao perfil calculado. 

No que diz respeito à zona onde parte do fluido apresenta temperaturas superiores à 

saturação (ver, por exemplo, a Figura 3.21), e como referido para o regime laminar, é 

expectável que ocorra uma vaporização local do fluido o que, por sua vez, irá promover um 

aumento nas trocas de calor existentes entre a parede interna do tubo e o fluido. Este 

fenómeno aparece representado de forma mais evidente na Figura 3.22, uma vez que a 

temperatura central se está a aproximar do valor de saturação. No entanto, o fluido apenas 

se encontra nesta condição ao longo de, aproximadamente, 0,16 metros (menos de um tubo), 

traduzindo-se numa pequena quantidade de fluido. Quando comparado com o regime 

laminar, apesar de não ser possível efetuar uma comparação para o ponto exato, uma vez 

que a sua vaporização se inicia em locais diferentes, consegue-se perceber que este fenómeno 

é muito mais expressivo para este regime turbulento, provocando uma maior e, ao mesmo 

tempo, mais curta variação da temperatura no sentido radial. 

Relativamente ao objetivo principal deste trabalho, que se centra na avaliação do perfil 

de temperaturas para investigar o risco de degradação térmica do fluido de trabalho, é 
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imprescindível quantificar a zona em que este se encontra acima do limiar de degradação. 

Numa primeira observação às Figura 3.22 e Figura 3.23 percebe-se que esta zona tem uma 

dimensão pouco significativa num panorama global. Com isto em mente, e de modo idêntico 

à análise efetuada para o caso de regime laminar, os resultados obtidos para o estudo da 

degradação térmica encontram-se compilados na Tabela 3.3. 

 

Tabela 3.3 Volume e massa de fluido em risco de degradação para o caso de estudo, considerando um 
regime turbulento. 

 
Nível do 

tubo  

𝜹𝒅
𝑹ൗ  

[%] 

Comprimento 
do tubo 

[𝒎] 

Volume em 
risco 

degradação 

[𝒎𝒎𝟑] 

Massa em 
risco de 

degradação 

[𝒈] 

 1º nível 

(fase 
líquida) 

 0,75 0,16 917,18 1,03 

 1º nível 

(fase gasosa) 
 0,12 0,16 147,21 0,01 

 

Segue-se a análise dos resultados apresentados na Tabela 3.3, a diferença encontrada 

para a relação entre 𝛿ௗ 𝑅⁄  resulta de na fase gasosa as temperaturas para a superfície interna 

do tubo serem relativamente inferiores. A isto acrescenta-se ainda o facto de que na fase 

gasosa as velocidades atingidas pelo fluido são bastante superiores, promovendo um menor 

tempo de contacto (provocando uma maior variação de temperaturas junto da parede, 

atingindo mais rapidamente os valores da temperatura central).  

Analogamente ao regime laminar, a fase que induzirá maior degradação ao fluido 

orgânico será a fase líquida, pois esta é caracterizada por valores de densidade relativamente 

altos quando comparados com a fase gasosa. É ainda importante referir que a massa em 

degradação, na fase líquida, poderá ser inferior à efetivamente determinada, uma vez que a 

densidade utilizada para o seu cálculo corresponde exclusivamente à fase líquida. No 

entanto, como referido anteriormente, nesta zona ocorre um fenómeno de ebulição local 

junto às paredes devido à sua temperatura na camada limite térmica ser superior à 

temperatura de saturação. Se o valor da massa volúmica fosse calculado tendo em conta este 
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fenómeno (com valor de título diferente de zero), o seu valor iria ser menor levando a uma 

diminuição da massa de fluido nesta zona crítica. 

Considerando os valores para a massa em risco de degradação, apresentados na Tabela 

3.3, interessa agora estabelecer uma relação com a massa total utilizada na instalação. A 

instalação experimental em estudo foi carregada com, aproximadamente, 3 𝑘𝑔 de fluido. 

Desta forma, as percentagens de massa de fluido em risco de degradação (𝑦௖) para a fase 

líquida e gasosa são de 0,034 % e 0,00033 %, respetivamente. Com base nestes valores, é 

necessário avaliar agora a sua influência no funcionamento global do sistema de forma a, 

para além de garantir as condições de segurança, promover um funcionamento estável e 

eficiente. De acordo com a literatura e segundo as boas práticas da engenharia, é 

recomendável que este valor de 𝑦௖ não ultrapasse 1% [45]. Para analisar o respetivo caso de 

estudo é necessário compreender o comportamento do fluido quando temperaturas 

superiores ao limite de sua degradação são aplicadas, isto é: conhecer o tempo que uma 

determinada percentagem do fluido demora a degradar a uma temperatura fixa. Após uma 

pesquisa na literatura, foram encontrados dois trabalhos relativos ao fluido em uso (R-

245fa), sendo apresentados por: i) Dai et al. [46] e ii) Angelino et al. [47]. 

O trabalho realizado por Dai et al. [46] tem em conta o método do FID (método estático 

– B2d-I de acordo com a Tabela 1.1) para a análise à degradação no fluido. Este método 

deteta a degradação através da variação na concentração dos iões fluoreto no fluido, isto é: 

assume-se que existe degradação no fluido quando há um aumento considerável 

(normalmente exponencial) na sua concentração. Neste trabalho os autores concluem que as 

temperaturas que provocam um aumento na concentração de iões de fluoreto (inicialmente 

de 0,3 𝑚𝑔/𝐿) e, consequentemente, promovem uma degradação considerável, rondam os 

320 ℃ e 340 ℃ (aumentando a sua concentração para 2,5 𝑚𝑔/𝐿 e 6,0 𝑚𝑔/𝐿, 

respetivamente). Apesar deste ser um método sensível e com boa previsão no que diz 

respeito à temperatura que coloca em causa a estabilidade térmica do fluido, não permite 

quantificar diretamente a degradação obtida. 

Por outro lado, o trabalho apresentado por Angelino & Invernizzi [47] utiliza um 

método analítico baseado na pressão (método estático – B1a-I de acordo com a Tabela 1.1) 

para detetar o início da degradação. O ensaio para o qual a degradação foi significativa 

ocorreu para uma temperatura de 330 ℃. Este ensaio passou por fixar a pressão nos 58 𝑏𝑎𝑟 

e ao final de 31 horas notou-se que a pressão aumentou para os 70 𝑏𝑎𝑟, obrigando assim à 
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interrupção do teste por motivos de segurança. Após terminar este ensaio de stress térmico, 

os autores realizaram uma análise com a instalação desligada em equilíbrio com o ambiente 

para medir a pressão de vapor (pressão de saturação) do fluido. Antes do stress térmico, a 

pressão de vapor nesta condição era cerca de 𝑝௦௔௧(𝑇) = 1 𝑏𝑎𝑟. Apos o stress térmico, este 

valor aumentou para cerca de 3 𝑏𝑎𝑟, provando assim a existência de alterações nas 

propriedades do fluido. Com estes valores, e juntamente com uma correlação apresentada 

por Pereira et al. em [14], torna-se possível quantificar a percentagem de fluido degradado 

(𝑦ௗ) através da equação (3.3). 

𝑦ௗ = 1 −
𝑝௦௔௧(𝑇)

𝑝
 (3.3) 

Posto isto, e aplicando a metodologia ao caso em estudo, espera-se que o fluido que se 

encontra na zona de risco de degradação (𝑦௖), possua uma degradação efetiva (𝑦ௗ) de 67 %, 

ao fim de 31 horas. Com este resultado, rapidamente se extrapola um valor equivalente ao 

número de horas que o fluido poderá estar em funcionamento (nestas condições) até que se 

atinja uma degradação de 1% da massa total da instalação. Assim sendo, a instalação terá de 

funcionar cerca de 1354 horas nestas condições para que 1% da massa total se degrade. É 

importante referir que estes valores traduzem a situação mais prejudicial para a instalação 

pois consideram que o fluido que passa na zona em degradação é sempre o mesmo. 

Analisando a metodologia aplicada, percebe-se que existem dois fatores 

preponderantes para este cálculo, sendo eles: i) a temperatura média do fluido na zona em 

risco de degradação e ii) a probabilidade de uma molécula de fluido passar em ciclos 

sucessivos nessa zona de risco. 

Para o caso em estudo, a temperatura média (linear) na zona de degradação ronda os 

340 ℃, apresentando uma ligeira diferença para os valores considerados em [47]. No 

entanto, esta análise corresponde a uma primeira tentativa de avaliação do tempo de 

funcionamento da máquina em segurança, sendo que é expectável que o valor obtido (e 

utilizado nesta metodologia) seja mais prejudicial do que se realizasse uma integração mais 

detalhada da temperatura média nesta zona de risco. 

Para o segundo fator, é importante referir que os cálculos apresentados são baseados 

nos ensaios estáticos e como tal, para se perceber o número de horas de funcionamento (que, 

neste caso, é igual ao número de horas que o fluido demora para se degradar), considerou-

se que as moléculas que passam na zona de degradação até sofrerem alterações são sempre 
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as mesmas (caso extremo e irrealista). No entanto, esta consideração limita de forma 

expressiva o resultado. Neste estudo por se tratar de um regime turbulento, na zona onde há 

possibilidade de degradação, existe uma renovação a cada ciclo das moléculas, devido à sua 

movimentação aleatória (mistura macroscópica). Como consequência deste comportamento 

estima-se que o tempo de funcionamento do sistema em segurança possa ser 

significativamente superior ao calculado, uma vez que a zona em degradação é muito inferior 

ao raio, promovendo uma diminuição na probabilidade das moléculas presentes nessa zona 

passarem nela durante vários ciclos seguidos. Para o caso extremo oposto ao descrito, ou 

seja, que todas as moléculas de fluido que se encontram na zona em risco de degradação 

precisem de cerca de 2940 ciclos (100% 0,034%⁄ ) para passarem novamente nessa zona, o 

sistema terá de funcionar cerca de 454 anos nestas condições para que 1% da massa total se 

degrade. Como se percebe pelos valores extremos obtidos, é importante perceber como é 

que o fluido se vai comportar de ciclo para ciclo. Com estes resultados, e definindo um tempo 

de vida útil da instalação de 10 anos, pode afiram-se que dificilmente existirá uma 

quantidade significativa de degradação durante este período se estas condições de 

funcionamento não forem ultrapassadas.  
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4. ANÁLISE PARAMÉTRICA 

Após aplicadas as metodologias para a avaliação da camada limite térmica, é 

importante investigar quais os parâmetros mais relevantes na evolução da temperatura nos 

tubos e, consequentemente, capazes de promover uma maior degradação térmica. Posto isto, 

será realizada uma análise paramétrica que tem como objetivo aumentar a compreensão 

sobre este fenómeno, ajudando na tomada de decisões na fase de projeto do permutador de 

calor. Deste modo, irá estudar-se nesta secção a influência da variação de dois parâmetros 

construtivos para os tubos do EHE, nomeadamente i) o material de construção e ii) o 

diâmetro interno do tubo. Para as seguintes avaliações, considerou-se o volume de controlo 

já utilizado na comparação das diferentes metodologias de cálculo para o regime turbulento 

(o último do nível 2, possuindo: 𝑇௖ = 84,34°𝐶) e a metodologia B. 

No que diz respeito ao estudo da variação de material construtivo, foram considerados 

os materiais mais usuais para este tipo de componentes: aço comercial, aço inoxidável 316L 

(caso de estudo) e cobre. O fator principal quando se estuda a influência dos materiais está 

relacionado com as suas rugosidades, sendo estas apresentadas na Tabela 4.1. 

 

Tabela 4.1 Rugosidades dos materiais construtivos em estudo [48]. 

Material Rugosidade [mm] 

Aço inox 0,002 

Aço comercial 0,046 

Cobre 0,002 

 

Visto isso, a influência dos respetivos materiais construtivos no respetivo perfil de 

temperaturas encontra-se apresentada na Figura 4.1. 

 



 

 

Avaliação da degradação térmica em sistemas baseados em ciclos orgânicos de Rankine de vaporização direta 

 

 

50  2022 

 

 
Figura 4.1 Distribuição de temperaturas para diferentes materiais construtivos do tubo do EHE. 

Analisando a figura anterior, percebe-se que as alterações nas distribuições de 

temperatura são praticamente insignificativas ou (quase) nulas. Esta é uma conclusão de 

algum relevo pois leva a crer que se o material utilizado nas tubagens para a construção do 

evaporador for algum dos estudados os perfis vão-se manter idênticos, evidenciando assim 

menores preocupações no momento da elaboração do seu projeto. 

De seguida, passa-se para o estudo do segundo parâmetro: o diâmetro interno do tubo. 

A metodologia utilizada para o seu estudo passa por fixar o caudal mássico da instalação e 

fazer variar o seu valor, alterando assim as velocidades de escoamento e os seus parâmetros 

dependentes. Para a análise considera-se o diâmetro real do tubo do evaporador (0,022 

metros) e uma variação positiva e negativa de 50 % do seu valor. Posto isto, as distribuições 

de temperaturas obtidas encontram-se representadas na Figura 4.2 Distribuição de 

temperaturas conforme a variação do diâmetro do tubo. 

 
Figura 4.2 Distribuição de temperaturas conforme a variação do diâmetro do tubo. 

 Através da análise da Figura 4.2 chega-se à conclusão de que a mudança de diâmetro 

afeta os perfis de temperatura de uma forma significativa. Estas alterações ocorrem, pois, 
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com a variação do diâmetro existe uma alteração considerável na velocidade de escoamento 

e no fluxo de calor por unidade de área. Posto isto, e tendo em mente o problema da 

degradação térmica, o caso que poderá promover maiores riscos será a consideração de 

diâmetros elevados, uma vez que estes provocam uma temperatura de superfície superior 

devido a uma diminuição da velocidade e do respetivo número de Reynolds (diminuindo a 

desordem no escoamento). Com a aproximação do escoamento ao regime laminar, a mistura 

macroscópica deixa de ter tanta influência no processo de transferência de calor levando a 

que seja necessária uma temperatura de parede superior, de modo a manter o valor da 

temperatura central do escoamento. Por fim, verifica-se que o diâmetro, no momento da 

constituição da instalação, não pode ser desprezado e deve ter a sua taxa de importância 

relativamente à influência do risco na degradação térmica do fluido, uma vez que este induz 

variações significativas nos respetivos perfis de temperaturas. 
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5. CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS 

Neste capítulo apresentam-se as conclusões de maior relevância desta dissertação 

seguidas de algumas sugestões de trabalhos futuros. 

5.1. Conclusão 

A presente dissertação de Mestrado tinha como principais objetivos: i) descrição 

completa das temperaturas no escoamento interno dos tubos do EHE, ii) estimar um tempo 

de funcionamento em segurança para este tipo de sistemas (ORC de vaporização direta) e 

iii) análise paramétrica dos perfis de temperatura tendo em conta os principais fatores 

construtivos para um permutador de calor, neste caso o EHE. 

Relativamente ao primeiro objetivo, foram encontradas variadas metodologias obtidas 

por diferentes modos, isto é: i) para o caso de regime laminar recorreu-se a métodos 

numéricos para aplicar a aproximação desenvolvida por Lévêque (para escoamentos internos 

em tubos) e ii) para o caso de regime turbulento as metodologias aplicadas seguem uma base 

via experimental. Através dos métodos encontrados, foi possível calcular uma massa de 

aproximadamente 7,74 gramas de fluido em risco de degradação (sendo que 7,12 pertence à 

fase líquida e 0,62 à fase gasosa) para a consideração de um regime laminar e cerca de 1,04 

gramas (sendo que 1,03 pertence à fase líquida e 0,01 à fase gasosa) para o regime 

turbulento (caso de estudo). 

Relativamente ao segundo objetivo, conclui-se que é importante compreender e 

quantificar a probabilidade de uma molécula do fluido voltar a passar no mesmo ponto ciclo 

após ciclo. No entanto, este valor é extramente complexo e difícil de ser obtido. Visto isso, 

para o âmbito deste trabalho, foi definido os patamares extremos do seu funcionamento, ou 

seja: i) as moléculas do fluido presentes na zona em risco de degradação passam sempre 

nessa zona e ii) as moléculas do fluido na zona em risco de degradação só voltarão a passar 

nessa zona depois de todas as restantes moléculas terem lá passado. Assim sendo, para a 

situação i) obteve-se um tempo de funcionamento em segurança de 1354 horas até e atingir 

um 1% de degradação da massa total e, para a situação ii) um tempo de aproximado de 454 

anos. Após a observação destes valores, pode concluir-se que dificilmente o fluido de 
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trabalho se irá degradar significativamente (superior a 1% da massa total) durante o tempo 

de vida útil típico destes sistemas (10 anos), se as condições de funcionamento forem as 

descritas. 

No que diz respeito à análise paramétrica há a ressalvar que tendo em mente a camada 

limite térmica, o tipo de material usado na tubagem não interfere significativamente no perfil 

de temperaturas. Por outro lado, quando a análise se foca no diâmetro interno da tubagem 

nota-se que este tem algum peso, sendo que diâmetros elevados irão provocar maiores riscos 

de degradação térmica.  

Numa visão mais geral do trabalho realizado, conclui-se que os objetivos propostos 

foram cumpridos, culminando numa caracterização completa na evolução de temperaturas 

no evaporador, onde se quantificou a zona em risco de degradação. Relativamente a esta, 

conclui-se que é insignificante quando comparado com um panorama geral da instalação, 

demonstrando assim que estes sistemas (especialmente os de vaporização direta) podem 

estar a ser subvalorizados por receios infundados relativos às altas temperaturas de 

funcionamento. Os resultados obtidos, correspondem às expectativas inicialmente criadas, 

comprovando assim que as condições de funcionamento da instalação podem ir mais além 

do que as que foram consideradas críticas neste trabalho. Como tal, este tema merece 

continuar a ser estudado e validado experimentalmente, pois pode-se estar perante uma 

tecnologia promissora que trará uma enorme redução de energia primária e, 

consequentemente, uma redução de emissão de gases com efeito de estufa. 

5.2. Trabalhos futuros 
Os trabalhos que podem prosseguir a este passam pela correta e completa descrição 

das temperaturas no EHE. Para isto há que ter em conta alguns aspetos, tais como: 

 Comprovar experimentalmente os perfis obtidos neste trabalho; 

 Investigar a mudança de fase no evaporador assim como todo o processo global 

de ebulição em cilindros horizontais - criar correlações para caracterizar de 

forma mais eficaz o coeficiente de convecção; 

 Atualizar o modelo tendo em conta estes novos conceitos de camada limite; 

 Traçar correlações empíricas que permitam caracterizar vários fluidos 

orgânicos tanto na fase líquida como na fase gasosa. 
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APÊNDICE A 

Método de 4ª ordem Runge-Kutta – RK04 
 

A equação diferencial ordinária é a seguinte: 

𝑑ଶ𝐹

𝑑𝜂ଶ
+ 3𝜂ଶ

𝑑𝐹

𝑑𝜂
= 0 

Onde ቐ

ௗி

ௗఎ
= 𝑃

ௗ௉

ௗఎ
= −3𝜂ଶ𝑃

, com F (0) = 0 e P (0) = 1 

As equações diferenciais ordinárias de 1ª ordem são: 

൞

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)

 

As fórmulas de Runge-Kutta de 4ª ordem para um sistema de 2 equações diferenciais 

ordinárias são: 

൜
𝑦௜ାଵ = 𝑦௜ + (𝑘଴ + 2 × 𝑘௜ + 2 × 𝑘ଶ + 𝑘ଷ)/6

𝑧௜ାଵ = 𝑧௜ + (𝑙଴ + 2 × 𝑙ଵ + 2 × 𝑙ଶ + 𝑙ଷ)/6
 

Onde 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑘଴ = ℎ × 𝑓(𝑥௜, 𝑦௜, 𝑧௜)

𝑘ଵ = ℎ × 𝑓(𝑥௜ +
ℎ

2
, 𝑦௜ +

𝑘଴

2
, 𝑧௜ +

𝑙଴

2
)

𝑘ଶ = ℎ × 𝑓(𝑥௜ +
ℎ

2
, 𝑦௜ +

𝑘ଵ

2
, 𝑧௜ +

𝑙ଵ

2
)

𝑘ଷ = ℎ × 𝑓(𝑥௜ + ℎ, 𝑦௜ + 𝑘ଶ, 𝑧௜ + 𝑙ଶ)

 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑙଴ = ℎ × 𝑔(𝑥௜, 𝑦௜, 𝑧௜)

𝑙ଵ = ℎ × 𝑔(𝑥௜ +
ℎ

2
, 𝑦௜ +

𝑘଴

2
, 𝑧௜ +

𝑙଴

2
)

𝑙ଶ = ℎ × 𝑔(𝑥௜ +
ℎ

2
, 𝑦௜ +

𝑘ଵ

2
, 𝑧௜ +

𝑙ଵ

2
)

𝑙ଷ = ℎ × 𝑔(𝑥௜ + ℎ, 𝑦௜ + 𝑘ଶ, 𝑧௜ + 𝑙ଶ)

 

 

Alguns inputs para o algoritmo: 

 Um intervalo sobre o qual se faz os cálculos, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 
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 O número de passos N; 

 O tamanho do passo, normalmente ℎ = (𝑏 − 𝑎)/𝑁 

 
Figura 5.1 Fluxograma do método RK4. 

 


