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Resumo

Nesta dissertacdo € estudado um problema de condi¢des de fronteira e iniciais que descreve o
deslocamento de uma onda num meio viscoelastico obtido considerando que a relag@o funcional entre
a tensdo e a deformacao do meio € caracterizada pelo modelo de Kelvin-Voigt. Para o problema de
condicdes iniciais e de fronteira, sdo estabelecidos resultados de existéncia considerando o método de
separacgdo de varidveis e de unicidade e estabilidade recorrendo ao método de energia.

Do ponto de vista numérico, nesta dissertacao € proposto um método numérico pertencente a
familia dos métodos de diferencas finitas. O estudo deste método € feito em duas fases distintas: numa
primeira fase estuda-se a aproximacio semi-discreta definida sobre uma particdo nao uniforme e,
posteriormente, estuda-se o métodos completamente discreto conjugando a discretizacdo espacial ja
considerada com uma integracio temporal definida a partir de uma particdo uniforme.

Num contexto funcional adequado, provou-se que, relativamente a uma norma discreta que pode
ser vista como uma discretizacdo da norma usual de H', ambos os métodos tém convergéncia espacial
quadrética e, no caso do método discreto, a convergéncia no tempo é de 1* ordem. Mais, com auxilio
do programa Matlab, sdo incluidos exemplos numéricos que ilustram os resultados de convergéncia
estabelecidos, bem como o comportamento qualitativos do modelo estudado, utilizando valores reais
de propriedades fisicas encontradas nos tecidos de um figado humano.
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“ Mathematical analysis is as extensive as na-
ture itself; it defines all perceptible relations,
measures times, spaces, forces, temperatures;
this difficult science is formed slowly, but it
preserves every principle which it has once
acquired; it grows and strengthens itself inces-
santly in the midst of the many variations and
errors of the human mind. It’s chief attribute is
clearness; it has no marks to express confused
notations. It brings together phenomena the
most diverse, and discovers the hidden analo-
gies which unite them. ”

Joseph Fourier
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Problema em estudo

O objetivo central deste trabalho é o estudo do problema de condigdes de fronteira e iniciais

Pu_ u P
P o =% 552 T2 550
u(0,t) =u(a,t) =0, tcR"
ux,0)=0¢(x), x€(0,a)

2 0) =y, xe(0.a)

(x,t) € (0,a) x RT

(1.1

em que p e ¢y,i = 1,2, representam constantes positivas e ¢ e Y sdo funcdes que, por exemplo, no
contexto da propagacdo de uma onda, definem a posicao e velocidade inicial, respetivamente. Pretende-
se estabelecer que, sob condi¢des de regularidade adequadas para ¢ e v, o problema diferencial (1.1)
tem soluc@o unica e € estavel, isto €, (1.1) é bem posto no sentido de Hadamard.

O problema anterior surge em vdrios contextos. Estd-se particularmente interessado na utiliza¢ao
do sistema anterior no contexto da propagacio de ondas em materiais viscoeldsticos. De facto, a
equacdo diferencial de derivadas parciais em (1.1) € uma generalizagdo da equacao diferencial

d%u d Jd ud
pw—(u+n@)Au+(l+u+ég+§@)V(V~u)7 (1.2)

definida em Q x R™, em que u representa um deslocamento, Q representa um dominio espacial (no
caso em estudo tomou-se, sem perda de generalidade, Q = (0,a)), A e U representam o primeiro e
segundo coeficiente de Lamé, e 1) e & representam o primeiro e segundo pardmetro de viscosidade.
De facto, € suficiente considerar oy =2u+A e =n+&+ % Esta equagdo foi proposta em [12]
para descrever o deslocamento num tecido sob a ag¢do da propagacao de uma onda de pressao gerada
por um ultrassom (som com frequéncia superior a frequéncia do som que se consegue ouvir, ou seja,
superior a 20kHz).

A aplicacdo médica mais comum do ultrassom é em diagndstico. De facto, os ultrassons siao
utilizados por exemplo nas ecografias também conhecidas por ultrassonografias. Recentemente, os
ultrassons t€m tido utilizag¢do na entrega de farmacos [1, 3, 11]. Neste contexto, o ultrassom gera uma

1



2 Introducio

onda de pressdo que ao propagar-se num tecido provoca um conjunto de alteracdes que facilitam o
transporte das moléculas de farmaco.

O transporte de um farmaco num tecido € usualmente descrito por uma equagdo de difusdo
estabelecida a partir da tradicional lei de Fick para a concentracdo. O estudo da propagacao das
moléculas de farmaco num tecido sob a acdo de um ultrassom foi considerado em [9, 12]. Neste
trabalho, os autores consideram que a onda de pressdo acustica gerada pelo ultrassom induz um
aumento da temperatura e, por outro lado, um aumento do transporte convectivo do firmaco. E de
salientar que o transporte difusivo do fairmaco é também estimulado pelo aumento da temperatura. Os
autores consideram o seguinte sistema diferencial

d*p , dp
GW‘FbE:V'(EVp)"’fSa (1.3)
T
Fre V- (Dr(T) VT) +kT + f2(p), (1.4)
J
2o+ V- (p.VP) &) = V-(Delp.T) Vo) = i, (L.5)

definido em Q x R, em que p representa a intensidade da pressdo actstica, T denota a temperatura e
¢ a concentracdo de firmaco. Em (1.3), a e b denotam pardmetros associados ao meio, f3 representa
o termo fonte que gera o onda de pressdo actstica. Em (1.4), Dy (T) denota o coeficiente de
difusdo, f>(p) representa o termo reativo induzido pela pressdo actstica, o termo kT representa o
termo fonte associado a transferéncia da temperatura a partir da corrente sanguinea. Em (1.5), v,
denota a velocidade convectiva que os autores assumem depender eventualmente da intensidade da
pressdo actstica e do seu gradiente, e o coeficiente de difusdo D.(p,T) é considerado dependente
da pressdo acustica e da temperatura, f; representa um termo fonte associado, por exemplo, a
degradag@o/consumo do farmaco.
O sistema (1.3), (1.4), (1.5) é complementado com as condi¢des iniciais em

d
px.0) = polx), 57 (x.0) = puo() (16)
T (x,0) = To(x), (1.7)
c(x,0) = co(x), (1.8)

e as condi¢des de fronteira de Dirichlet definidas em dQ x R™

p(x,1) =0, (1.9)

T(x,1) =0, (1.10)

c(x,1) = 0. (L11)



1.2 Deducio da equagdo da onda visco-elastica 3

As condig¢des de fronteira anteriores t€m significado no pressuposto de que o dominio espacial é
suficientemente extenso para estas ndo tenham influéncia no dominio espacial onde estd a ocorrer o
fenémeno.

A equacdo (1.3) para a intensidade da onda de pressao actstica ¢ uma generalizacdo da equagao
d
— =5+ = =pV-(p Vp), (1.12)

a*vé
4m? f?
a o coeficiente de atenuagdo do material e f a frequéncia da onda sonora, proposta em [13].

em que p representa a densidade do tecido, v, representa a velocidade do som, @ = a +v2 com

Em alternativa a equacgdo (1.12), em [13] foi considerada a equacio de terceira ordem

10% 8 0p° B 9p?
L% 8 9p B 90" g () (1.13)

em que O representa a difusividade acustica num fluido termoviscoso e 3, representa um coeficiente
ndo linear do meio.

Salienta-se que num futuro préximo pretende-se estudar o sistema diferencial definido por (1.1) e
uma equacao para a concentracio do tipo da equacio (1.5) ndo considerando o efeito da temperatura.

Neste trabalho pretende-se ainda propor um método numérico da familia dos métodos de diferencgas
finitas que permite obter aproximagdes para a solu¢do do problema de condi¢des de fronteira e iniciais.
Para o efeito considera-se inicialmente apenas a discretizagdo espacial do problema e, posteriormente,
a discretizacao temporal, introduzindo, deste modo, um sistema de diferencas finitas que substitui
o problema (1.1). Consideram-se malhas espaciais ndo uniformes, malhas temporais uniformes e
operadores de diferencas centradas de 2°ordem e backward de 1*ordem para aproximar as derivadas
do problema (1.1), respetivamente.

Observa-se que o método que serd objeto de estudo pode também ser visto como um método de
elementos finitos segmentado linear completamente discreto no espaco.

E de salientar que o erro de truncatura induzido pela discretizagdo espacial considerada é apenas
de 1*ordem relativamente a norma || - ||. No entanto, prova-se que o método apresenta um erro de
discretizacdo espacial de 2°ordem relativamente a uma norma discreta que pode ser vista como uma
discretizacdo da norma usual de H'.

Métodos com ordem de convergéncia superior a ordem do erro de truncatura sdo designados
métodos supraconvergentes. O estudo de métodos supraconvergentes surgiu na literatura na década
de 80 do século passado e sdo intimeras as referéncias que podemos encontrar. Salienta-se a titulo
ilustrativo os trabalhos [2, 8, 10] e as suas referéncias. O estudo que é apresentado considera que a
solugdo do problema em estudo tem derivadas de quinta ordem limitadas em [0,a] x [0, T], em que
T >0.

1.2 Deducao da equacio da onda visco-elastica

Nesta seccao pretende-se estabelecer a equagdo (1.1). Para o efeito considera-se um cubo vis-
coelastico com densidade p e com dimensdes dx, dy e dz. Seja F uma forca aplicada no cubo,
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apenas com componente ndo nula relativamente ao eixo das abcissas. Para x € [0,dx], seja u(x,t)
o deslocamento dos pontos (x,y,z), y € [0,dy],z € [0,dz], no instante 7. Considera-se que a forga
gravitacional é negligencidvel. Entdo, pela segunda lei de Newton, a acelerag@o do corpo € igual ao
produto da sua massa pela forca resultante das forgas aplicadas, vem

0%u
dF = (pdxdydz) 5 (&.1), (1.14)

em que & € [0,dx], F = dFe; e {e1,e2,e3} denota a base canénica de R?.

Seja o(x,t) a tensdo exercida nos pontos (x,y,z),y € [0,dy],z € [0,dz] no instante 7. A tensdo
num ponto do cubo é dada pela forca de resisténcia nesse ponto, por unidade de drea, induzida pela
forca aplicada. Assim,

dF = [o(x+dx) —o(x)|dydz. (1.15)

De (1.14) e (3.13) vem

2M
(0(x-+d) — o(x)ldydz = (pdxdyd) S 4(E.0)

e, consequentemente, obtém-se

Jdo d%u
— = 1.16
ax ~Pan (110

Seja €(x,t) a deformagdo que ocorre nos pontos de abcissa x e que é definida por
u(x+dx) —u(x)
ex)=—""-7-—""= 1.17
8 ey (117)
assim
du

e(x) ~ —(x,1). 1.18
() = = (x,1) (1.18)

Os materiais viscoeldsticos sdo caracterizados por relagdes funcionais entre a tensdo o € a
deformacdo € que dependem das suas propriedades [15, 16]. Os modelos mais simples que se
considera s3o o modelo the Maxwell e o modelo de Kelvin, também conhecido por modelo de
Kelvin-Voigt, que sdo caraterizados pelas seguintes relacdes funcionais [5]

* Maxwell 1 do Je
G+EI :”E’ (1.19)
* Kelvin e
6:E£—HLE. (1.20)

Nas relagdes funcionais anteriores, E representa o0 médulo de Young e i o coeficiente de viscosi-
dade. Os primeiros termos representam a resposta eldstica e os segundos termos representam o
comportamento viscoso.

De (1.19) vem
3764_&8267 d%e
ox "Eaxar  Moxor

(1.21)
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Considerando agora (1.16), (1.18) e (1.21), obtém-se a equacido diferencial de derivadas parciais
para o deslocamento
%u  pu du  Ju
Hox2ar

—+=p=== 1.22
Pon + EPor (1.22)
No caso particular de o e € estarem relacionados pelo modelo de Kelvin, entdo, de (1.20), vem

do de d%e

— =FE— — 1.2
ox  Fox THomar (125
e, de (1.16), (1.18) e (1.23), obtém-se finalmente
2%u %u u
Por = Faa Thazar (129

que coincide com a equacdo diferencial de derivadas parciais de (1.1). Assim, conclui-se que o
problema de condicdes iniciais e de fronteira (1.1) que € objecto de estudo neste trabalho pode ser
utilizado para descrever o deslocamento de um material viscoeldstico em que a tensdo e a deformacao
sao descritos pelo modelo de Kelvin (1.20).

1.3 Breve descricao do conteido

Como foi referido anteriormente, neste trabalho pretende-se estabelecer condi¢des sobre as funcgdes
que definem as condigdes iniciais que permitem concluir que o problema (1.1) € bem posto no sentido
de Hadamard. No Capitulo 2 € objeto de estudo resultados de existéncia, unicidade e estabilidade
para (1.1). A existéncia de solugdo € estabelecida utilizando o método de separacdo de variaveis e a
unicidade e estabilidade sdo estabelecidas através do método de energia

Do ponto de vista numérico, no Capitulo 3 € introduzido um método semi-discreto que se obtém
discretizando as derivadas parciais espaciais da equacao diferencial de (1.1) utilizando operadores
de diferencas finitas. A aproximacao semi-discreta definida deste modo € solu¢do de um problema
de condig¢des iniciais cujas propriedades sdo estudadas neste capitulo. Provam-se resultados de
existéncia, unicidade, estabilidade e convergéncia para esta aproximacdo. No que diz respeito a
convergéncia, provou-se que o erro de semi-discretizagdo espacial é de 2°ordem, relativamente a uma
norma discreta que pode ser vista como uma versio discreta da norma usual em H', embora o erro de
truncatura espacial seja apenas de 1*ordem relativamente a norma || - ||.. Na prova dos resultados aqui
estabelecidos tém um papel relevante os conceitos e resultados estabelecidos para espacos de funcdes
de rede.

No Capitulo 4 é proposto um método de discretizagdo completa e sdo obtidos resultados de
estabilidade e convergéncia que estendem de forma natural os resultados obtidos no capitulo anterior.

No Capitulo 5 pretende-se ilustrar os resultados tedricos de convergéncia estabelecidos anterior-
mente, além disso ilustra-se o comportamento qualitativo do sistema (1.1) usando como referéncia
dados conhecidos de propriedades fisicas dos tecidos do figado humano.

Por dltimo, no Capitulo 6 apresentam-se algumas conclusdes.






Capitulo 2

Existéncia e regularidade de solucao

O objetivo central deste capitulo € a construgao de uma solugao utilizando o método de separacio
de varidveis para o problema diferencial (1.1) e, posteriormente, analisar as condicdes de regularidade
e estabilidade que conduzem naturalmente para a existéncia e unicidade da solugao.

2.1 Construcao da solucao candidata

A primeira questdo que se coloca diz respeito ao conceito de solugdo. Sejam m,p € Ny, por
C™P((0,a) x R™)) denota-se o espago das fungdes continuas com derivadas parciais continuas em

relacdo a varidvel x até a ordem m, e, em relacdo a varidvel ¢, até a ordem p.

Definigdo 2.1. Uma fungdo u : [0,a] x R§ — R diz-se solugdo de (1.1) se:

1. ue C*?((0,a) x RY)NCY1((0,a) x RT)NCPO([0,a] x R™) e existe a‘?;gt continua em (0,a) x
R,

2. uverifica a EDP e as condicdes iniciais e de fronteira de (1.1).

Na construcdo da solugdo utiliza-se o método de separacio de varidveis. Para o efeito, supdem-se
que u admite a seguinte fatorizacdo

U (x,t) = My (x)N,(t), x € (0,a), t e R™. (2.1)
Conjugando (2.1) com a equacao de derivadas parciais de (1.1), vem
PM,(x)N! (t) = M) (x) (01N, (t) + 0uN.(1)), x € (0,a), t € RT, (2.2)
Admita-se agora que u,(x,t) # 0. Entdo, de (2.2), obtém-se

My (x)
M, (x)

PN,/ (1)

=M= N, (t) + N/ (1)’

x€(0,a), t € RT.

Uma vez que as varidveis espacial e temporal sdo independentes, entdo existe uma constante A,
tal que
M/ (x) = AuM,(x), x € (0,a), (2.3)

n

7



8 Existéncia e regularidade de solugdo

PN,/ (1) = 2n0iNa(1) + An 02N, (1), t € RT. (2.4)

Das condigdes de fronteira de (1.1) deduz-se M, (0) = M,,(a) = 0. Deste modo, conclui-se para
M, o seguinte problema de valores proprios

M) (x) = A,M,(x), x € (0,a),
M, (0) = M,(a) =0.

(2.5)

Discute-se seguidamente o sinal de A, :

A, >0

De (2.3) obtém-se
M,(x) = Ane‘/)T"x +Bne_mx x € (0,a),

e, pelas condicdes de fronteira, conclui-se M,(x) =0, x € [0,a] e A, = 0 o que leva a solucdo
nula.
* =0

De (2.3) vem
M, (x) =Aux+ By, x € (0,a)

e, atendendo a que M,(0) = 0 e M,(a) = 0, é-se conduzido também a solugdo nula.

e 1, <0
Considere-se A, = —3? < 0. Neste caso M, (x) admite a expressio
My, (x) = niw(x) + 1av(x), x € (0,a),
em que
V= _BZV w! = _BZW
v(0)=1 e sw(0)=0
V(0)=0 w'(0)=1.

Uma vez que 73 = 1 e » = 0, logo M, (x) = w(x) e, portanto,
M, (x) = Ay sin(Byx) + B, cos(Bux), x € (0,a).

Atendendo a que M, (0) =0, M, (a) =0 e M/,(0) = 1, vem finalmente

M, (x) = [;nsin(ﬁnx), x € (0,a) com B, = %.
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Considera-se agora a determinacdo da solucdo da equacgdo diferencial (2.4). O polinémio carac-
teristico associado a equacao anterior tem os dois zeros seguintes

2 Buy/B203 —4doup
_ P 2 —R,+1, 2.6)

2 2p

Nota-se que caso
Brog —4oup >0,

tem-se y, € R e, caso contrério, y, €C. A primeira desigualdade ocorre para n € R tal que

2a./
n>7a Ot1p.

LT
Assim, conclui-se o seguinte:
2a./pay ~
* Sen< oo CNtdo tem-se y, €C e, portanto,

Ny(t) = e®' (A, sin(|L,|t) + By cos(|L]t)), t € RT;

* Sen> ZaT Vz’:ta‘, entdo y, € R e, portanto,

Ny (t) = 8 (Cpeh' + Dye ™), t € RT.

Conclui-se assim a seguinte expressdo para u,(x,7) em , (x,7) € (0,a) x R™

sin(Bux)ef (A, sin(|L,|t) + B, cos(|L,|t)), n < Za&/;:rT] .
sin(Bx) e (Gt + Dye ), n > 2/PA )

onn

up(x,1) =

em que A,,B,,C, e D, sdo constantes arbitrdrias. Finalmente, a candidata a solu¢do do problema
inicial admite a seguinte representacao

u(x,t) = f up(x,t) =
n=1

Z Rt (A, sin(|1,]t) + B, cos(|I,|t)) sin(B,x)

o= (2.8)
_|_
PGy +-Dye ) sin (),
> 2P0
- (XQTE

parax € [0,a],r € R{.
As constantes A,, B, C,, D,, sdo agora determinadas de modo a que u definida por (2.8) verifique
as condi¢des iniciais do problema (1.1). Introduz-se as seguintes notacdes
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an(f) = % /0 " Fx) cos(Bux)dx € bu(f) = % /0 " £ sin(Bux)dx,n € N.

Uma vez que se pretende que

¢ (x) = u(x,0)
= Z By sin(B,x) + Z (Cy + Dy) sin(B,x) (2.9)
n<L‘/W n>72a‘/m
1127[ — azﬂ
em que
oo
¢ (x) =Y ba(9)sin(Byx), (2.10)
n=1
¢ suficiente tomar
2a,/
B, =by(9), n< a;;ral
(2.11)
- 2a,/px
Ca+ Dy = by(9), n> 25250
Por outro lado, uma vez que se pretende que
Ju
= —(x,0
V) = 5 (x0) »
= Y BReAALDsnBY)+ Y (R(Cot D)+ 1n(Co—Dy))sin(Brx),  H1P
< 24/P0T > 20VPT]
(l27[ — azﬂ
e, admitindo que
—+oo
w(x) =Y ba(y)sin(Byx), (2.13)
n=1
¢ suficiente tomar
_ 2a\/poy
BuR,+ AL, = by(y), n< T - 2.14)
Rn(Cn+Dn)+ln(Cn_Dn):bn(ll/>a nz O
Finalmente, de (2.11) e (2.14), vem
1
Ap = m(bn(‘l’) _Rnbn(¢)) n< 2a,/po
? [0%%
B, = bn(‘P)
C—1 I, —R,)b, () +b @15)
= RO )
1 y N2 [0%¥1
Dn = f((ln +Rn)bn(¢) - bn(W))

Em resumo, utilizando o método de separacdo de varidveis obteve-se a expressdo candidata a

solucdo do problema diferencial (1.1) e que € definida por (2.8) e (2.15). Observa-se que a solugdo

encontrada € apenas formal. No resultado seguinte estabelecem-se condi¢des suficiente para que a
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série encontrada tenha por soma a funcdo que é de facto solu¢do do problema em estudo no sentido

anteriormente introduzido.

2.2

Existéncia de solucao

Proposigcdo 2.1. Sejam ¢ e y definidas em [0, a] tais que

« 000 i=0,1,2,3,4 continuas em [0,a], 9> € L*(0,a),

« y.i=0,1,2 continuas em [0,a], y® € L*(0,q)
* 9(0) = ¢(a) = 9"(0) = ¢"(a) = $¥(0) = ¢ (a) =0,
* ¥(0) =y(a) =y"(0) = y"(a) =0,

entdo a soma u da série (2.8) com os coeficientes (2.15) é solucdo do problema (1.1) de acordo com a
Definigdo 2.1.

Dem:

* Prove-se que a série definida por (2.8) e (2.15) tem por soma u : [0, a] x ]R(J)r — IR continua.
Para o efeito é suficiente provar que a série

Y ua(x)

> 2avPeL

- T

em que u,(x,t) = (Cpe®th) - p,e®n=l)t)sin(B,x), converge uniformemente em [0,a] x
[0,T], para todo T > 0.

Note-se que
2 Buy/B205 —4aup 2 4
Rn:tlnz_ﬁn(xzit i "2 :_ﬁnaz(li 1_ (;1p2)<07
2p 2p 2p B oy
e, portanto,

| sin(Bx)ef! (Cre™" + Dpe )| < |Cy| + |Dal,x € [0,d],¢ € [0,T).
Observa-se que existe uma constante positiva C, independente de n, tal que
1
[Cal + 1Du] < C(10a(0)] + -5 1ba(W)])-

Nota-se que
1 1,1 )
16 (W)] < 5 (5 + b (¥)?).

1
em que Z —; € convergente e, uma vez que Y € L?(0,a), também se tem
n
n

Y bu(w)? < Il
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em que ||.||;2 denota a norma usual em L?(0,a). Logo

Y lony)

n

é convergente.

No que diz respeito a série de termo geral |b,(¢)|, observa-se que, de ¢(0) = ¢(a) =0, vem

ba(9)] = —an(6)]
Mais ainda, uma vez que
1 1
bu(@) = % 1lan(90)) < 5= (5 +au(6))?).

em que

Y an(0) < 16"
n
conclui-se que Z |bn(¢)| € uma série convergente.
n

Estabelece-se deste modo que Y (|C,| 4 |D,|) € convergente e, pelo Critério de Weierstrass,
n
vem finalmente que

ZeR"’ (Cpe™" 4 Dye ") sin(B,x)
n

¢ uma série uniformente convergente em [0,a] x [0, T].

. du
Existe — e € continua em (0,a) x R .

ot

Para demonstrar a regularidade anterior, € suficiente mostrar a convergéncia uniforme da série

)y

n> 2a,/00p

- ompn

du,
W(x,t)

em (0,a) x [0,T], para T > 0. Nota-se que relativamente ao intervalo espacial, considera-se
[0,a] uma vez que os extremos do intervalo ndo vao influenciar o resultado.

Comeca-se por observar que se tem
(G (Rt )B4 Dy Ry — 1)l sin(B2)| < (Rl + B )(ICal + D), (2.16)
para x € [0,a],t €[0,T], e
(IRal + 1) (|Cal +1Dal) < C(n?[0u(9)] + 1ba(W)]), (2.17)

para alguma constante positiva C independente de n.
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Atendendo a que ¢”(0) = ¢”(a) = 0, entéo pode-se demonstrar que se tem

-2 (3)
1(0)] = osslento )
Assim, X X
> _al o< @ (1 (3))2
P1ba(0)] = S—lan(@D)] < 5 (=5 +an(9)?).
em que
Y (V) < 9V 7.
Logo an\bn(q)) ¢ convergente.
Mais ainda, tendo em atengdo que y(0) = y(a) =0, vem
a
ba(W)] = = lan(")
Assim, . .
_4z a "2
bW = 2 lan(W)] < 5= (5 +a(v)?),
em que

Y an(y')? < IWIZ-

Logo Z |bn(y)| é convergente.

Atendendo a que se provou que an\bn(q))\ e Y |ba(y))| sdo convergentes, por (2.17), vem
n

n

Y (IRl + 1) (ICa] + [ Dn])

n

€ uma série convergente, e finalmente, por (2.16) e pelo critério de Weierstarss, conclui-se que

. u .
existe — e é continua em (0,a) x R

ot

2
. u 2 ’
* Existe 32 ¢¢ continua em (0,a) x R™.
2%u, )
Provemos que Z ——-(x,¢) converge uniformemente em [0,a] x [,T], em que 0 < € < T.
n

o012

Comecemos por notar que se tem

%u,

ot?

(00)] < CO* ou(9)] + 2 b ()] e,

para alguma constante positiva C, independente de n, e para (x,7) € (0,a) x [€,T]. Observamos
que se nio exigirmos condicdes de regularidade as funcdes ¢ e y, entdo

C(n* b (@) |+ 1 bu(y) ) K te < C(n* 4 n?)eFort)e,
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em que a série numérica com termo geral (n* + nz)e<R"+’")8 é divergente. Atendendo a este
facto, considera-se

60| < COtba(0) |+ 2 ba(W)]), (1) € (0,0) x [e,T], (2.18)

De
$(0) = ¢(a) = ¢"(0) = ¢"(a) = $Y(0) = 9W(a) =0
e
¥(0) = y(a) = y"(0) = y"(a) =0,
vem P a3
1(0)] = s (0. o) = sl
Logo

1 1
n1ba(9)] < - an(9)], by (y)] < € lan (v

1 1
e, atendendo a que se pode demonstrar que ) ~ lan(0©)] e Y - |a,(y®)| sdo convergentes,
n n n n

estabeleceu-se que Z(n“\bn(d))\ +n*|b,(y)]) é convergente. Finalmente, tendo em atengdo a
n

32
desigualdade (2.18), conclui-se que Z%(x,t) ¢ uniformemente convergente em (0,a) x
n
[e,T].
) du . , n
Existem et 1,2, e sdo continuas em (0,a) x R™.
Nao se apresenta a prova desta regularidade pois € andloga as provas anteriores.
Existe ou e é continua em (0,a) x R™
Xiste —— inu a .
dx20t ’
P 283”"( ) if te em [0, a] x [¢,T] 0O<e<T
rove-se que x,t) converge uniformemente em [0, a , em que .
W L 529" g ’ ’ q
Note-se que
A3u, 4 )
()| < CObu(@)| +2bu (W), (1) € O, ) x[e.T], (2.19)
o d%u . N
e portanto a prova segue a prova da existéncia de T e da sua continuidade em (0,a) x R™.

O método de separagdo de varidveis utilizado permite concluir que u satisfaz a equagdo diferen-
cial de (1.1) bem como as restantes condi¢des.
O

Observa-se que nas hipéteses da Proposicdo 2.1, a solugdo encontrada tem derivadas parciais de

primeira ordem continuas em [0,a] x R" e existe =—- continua no conjunto anterior.

oxot
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2.3 Principio de conservacao de energia

Nesta sec¢do pretende-se introduzir um conceito de energia para o qual se tem conservacao.
Sabe-se que no caso particular da equagdo da onda, isto €, do problema diferencial

0%u 0%u
ﬁzczﬁ7 (x,t)G(O,a)X]RJr

u(0,t) =u(a,t) =0, teR"
u(x,0)=9¢(x), x€(0,a)

aai‘(x,o) =yl), x€(0.a),

(2.20)

aenergia E,, : IR(J)r — R, dada por

1,0u

2
2 C 314 2 +
= —||=f — || =t telR
2”8[( )HL2+ 2 ||ax( )Hl}? € 0>

E,(1)

mantém-se constante e tem-se

1,0u % du 1 c?
Eu(0) = M1 24002+ S04 = 2wl + S0/ € R

E claro que tal resultado vale sob condi¢des de regularidade para ¢ e W que garantem que (2.20)
tem solucdo no sentido da definicdo anteriormente introduzida e adaptada ao problema (2.20) .
Considera-se seguidamente uma alteracio ao conceito de energia introduzido que vai permitir

concluir um principio de conservacao.

Definicdo 2.2. Seja u solugdo do problema (1.1) no sentido da Defini¢cdo 2.1. A E ]Rg — R dada

por
P @ s o du, /t 02u )
£0 = 2020+ S 0+ oo [ 1 ) s 221

chama-se energia de u.
O resultado seguinte estabelece que a energia definida por (2.21) é conservada no tempo.

Proposigdo 2.2. [Principio de conservacio de energia] Seja u solucdo do problema (1.1) no sentido

da Definicdo 2.1 e tal que as derivadas parciais de primeira ordem sdo continuas em [0,a] x R™ e
d%u
existe ——— continua no conjunto anterior. Entdo

dxdt
o
E() =Syl + S0, Ry (222)

Dem: Da equacio diferencial de (1.1) vem

2u u 2y U 3y u
p(gﬂ(t)’ ?9;(”) = “1(3)@(”7 3,0)) + 0‘2(;)(2(%0), ?%(t)), (2.23)

em que (-,-) denota o produto interno usual de L*(0,a).
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Nota-se que
0%u 8u
2.24
(8t2 (t ) 2dt H 2.24)
e, tendo em atencdo as condicdes de frontelra, € facil provar que se tem
0%u, . du
= 2.25
(8x2()’8t 2dtH (2.25)
e 5
u
= =— 2.26
(s 051 H axar " (220
Considerando (2.24), (2.25) e (2.26) em (2.23) obtém-se
d(p)du, 2 | du, |? d%u 2
— | S5 — 5= ds | =0,t>0
& (B3, + 1500 o e) =00
€, portanto,
0 2 0 2 92 2
BHJ’ ﬂHl 0|, +e T ) ds = Const,t > 0. 2.27)
0

Uma vez que E(f) € continua em R, de (3.20) vem E(r) = E(0), para ¢ € R], e finalmente
(2.22).
U

2.4 Estabilidade e unicidade de solucao

Nesta sec¢do pretende-se provar a unicidade de solug@o do problema diferencial (1.1) utilizando
a Proposicdo 2.2 e, em seguida, estudar a estabilidade deste problema. Para o efeito considera-se a
desigualdade de Poincaré-Friedrichs vdlida em H(} (0,a): existe uma constante positiva Cp tal que

IVll2 < CpllV'[I2, ¥y € Hy (0, a). (2.28)

No resultado anterior, por H& (0,a) denota-se o espaco de Sobolev onde se considera a norma
usual

1/2
Wl = (vl + 1/112) 2.
Utilizando a desigualdade (2.28), estabelece-se o coroldrio seguinte:

Coroldrio 2.1. Seja u solucdo de (1.1) que verifica as hipoteses da Proposicdo 2.2. Entdo existe uma
constante Cg, independente de u, tal que

Nu®)ll7: < Ce (Wl +11917).t € RS- (2.29)

O resultado de unicidade € estabelecido na proposicao seguinte.

Proposicdo 2.3. Se o problema (1.1) tem solucdo no sentido da Defini¢do 2.1 nas condigdes da
Proposicdo 2.2, entdo esta é tinica.



2.4 Estabilidade e unicidade de solugdo 17

Dem: Sejam u e i solucdes do problema (1.1) e seja w = u —ii. Entdo w € solugdo de (1.1) com
condigdes iniciais nulas. Pelo Coroldrio 3.2 obtém-se ||w(z) ||z = 0.
Atendendo a que w é continua em [0,a] x RJ tem-se w(x,7) =0em (0,a) x R].
Mas, w(0,) = w(a,t) = 0 e portanto w(x,) = 0 em [0,a] x R, ou seja, u =i em [0,a] x R{.
0

O conceito de estabilidade estd associado a propagac¢do no tempo de perturbacdes dos dados
iniciais. Intuitivamente, o problema diferencial (1.1) diz-se estdvel ou a sua solucdo diz-se uma
solucdo estdvel se "ao considera-se uma vizinhanca da solucdo, existem vizinhancas das condi¢des
iniciais tais que ao considerar-se condi¢des iniciais nessas vizinhangas, entdo a solug@o correspondente
vai estar na vizinhancga da solucdo previamente fixada".

Definigdo 2.3. O problema (1.1) diz-se estdvel ou a sua solugdo diz-se estdvel em R se qualquer
que sejaT > 0, se tem

Ve>036>0: V(ﬁ € H(%(()?a)? H{ﬁ _(pHH' < 57 ‘i’e LZ(Oaa)ﬂ Hli/_ l)UHL2 <é
= ||a(t) —u(t)||; < €,6 €[0,T].
Proposicdo 2.4. Nas condicoes do Coroldrio 3.2, o problema (1.1) é estdvel em ]R(J)r .

Dem: Seja T >0, & >0, € L*(0,a), ¢ € H(} (0,a) e i a correspondente solugdo do problema
diferencial (1.1). Seja @ = u — ii. Entdo @ satisfaz a equacao diferencial e as condicdes de fronteira
de (1.1) e tem as condi¢des iniciais seguintes

Considera-se ¢ € H}(0,a) e { € L*(0,a) para as quais ii estd nas condigdes do Coroldrio 3.2,
obtém-se

loo(@)llz < Ce(ly =Wl + 16— @lzn.t € [0,7].

Assim, fixando & < | /56 € @ — @l <8, F— w2 <8, conclui-se

la(t) —u(t)||;m < e,t€[0,T].






Capitulo 3

Método Numérico semi-discreto

Neste capitulo pretende-se introduzir um método semi-discreto e estudar as suas propriedades:

existéncia, estabilidade e convergéncia.

3.1 Resultados auxiliares e notacoes

O objetivo central desta seccao € a definicdo do quadro funcional em que se ird desenvolver a
andlise de convergéncia do método proposto. Introduzem-se as notagdes a considerar, os operadores
de diferencas finitas e alguns resultados auxiliares. Salienta-se que alguns dos resultados aqui

apresentados ndo sdo mais do que versdes discretas de resultados conhecidos.
N
Seja N > 0 e seja h = (hy,...,hy) um vetor de entradas positivas tal que Y h; = a. Em [0,d]
i=1
introduz-se a particao I, = {x; € [0,a], 0<i<N,0=x)<..<x <..<xy=a},emquex;,—x,_| =

hi, 1 <i<N.Formando-se assim uma malha nao uniforme definida porx;, 0 <i<Neh;, 1 <i<N
em [0,a].

Seguidamente introduz-se o espaco de func¢des de rede, isto é, funcdes definidas nos pontos da
parti¢dio I, em que se considera um produto interno e a correspondente norma que podem ser vistos
como versdes discretas dos correspondentes conceitos no espago L*(0,a).

Definigio 3.1. Seja V(1) = {u : I — R, up(xo) = uy(xn) = 0} 0 espago vetorial das fungdes de

rede onde se considera o produto interno

N=l iy +hy )
(e, vi)n =Y % wn(xXi)va(x;), Vun,vi € V) (Iy) (.1
i=1

ea correspondente norma

HuhHh =4/ (uh,uh) , Yuy € V}?(]_h) 3.2)

Introduz-se agora a seguinte notacao

N
(un,vi)+ = Y haun(xi)va(xi) e llunll+ =/ (un,un) 4, Yun,vi € Vi) (). (3.3)
i=1

19
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Como foi anteriormente referido, pretende-se introduzir um método de semi-discretizagdo uti-
lizando a abordagem do métodos das linhas. Nesta abordagem, as varidveis espaciais sdo discretizadas
por operadores de diferencas finitas. Introduz-se seguidamente os operadores backward D_ e centrado
de segunda ordem D, definidos por

D_up(x;1 1) — D_up(x;)
hix1+hi
)

up(x;) — up(xi—1)

D_uy(x;) = h-

s Vuh S V]?(I_h)

. Doup(x;) =

Utilizando os elementos anteriores, introduz-se em V/? (I) a seguinte norma

[l = \/||Mh||i+ ID—unll, Vun € Vi (Ih).- (3.4)

A norma anterior pode efetivamente ser vista como a discretizacdo da norma usual de H'(0,a).

Definicdo 3.2. Seja X um espago vetorial normado com norma || - ||x, introduz-se o seguinte espago

vetorial

T
LP(0,7,X) = {£:[0,T}] = X : /0 ()]G ds < +eo} (3.5)
munido da seguinte norma

o = [ 1)1 5] 36

Introduz-se no que se segue duas propriedades muito importantes e que podem ser vistas como
versoes discretas das bem conhecidas férmula de integragdo por partes e desigualdade de Poincaré-
Friedrichs.

Proposigdo 3.1. (Soma por partes)
Sejam uy,, v, € Vho(l_h), entdo

(Daup,vi)n = —(D—up,D_vy) 4 (3.7)

Dem: Utilizando a defini¢do do produto interno (-, -), e do operador D5, obtém-se, sucessivamente,

N—1
(Do, vi)n =Y, Dup(xiv1)va(xi) Z D _up(x;)vy(x;) ZD up(xi) (Vi (xi-1) = va(x:))

i=1 i=1

(3.8)
=— Zh,-D,uh(xi)D,vh(xi) = —(D,uh,D,Vh%L
i=1

O

Proposigdo 3.2. (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs discreta)

Seja up € V(I,), entdo

lun7 < @[ D% (3.9)

i

Dem: Atendendo a representacdo u,(x;) = Y, hjD_uy(x;), e utilizando a desigualdade de Cauchy-
j=1

Schwarz, obtém-se
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N N
up (x;) [Zh iD_up(x;) ] Z Z (D_up(x)]* < a||D_up|%. (3.10)
j=1 =1 j=1

A partir da desigualdade anterior, vem agora facilmente o seguinte

N= lhl+1+h

sl = ¥ =5 ) sz

i=1

l 1+ i
D w2 <@ | Dy (3.11)

O

Para além dos resultado anteriores, futuramente serd necessario o conhecido lema de Gronwal.

Lema 3.1. (Lema de Gronwal) [7]

Se f, g e p sdo funcdes continuas e ndo negativas em [0, T] tais que p é ndo decrescente e

+/ s)ds, t€[0,T],

entdo

£t) < p(t)ehsds ¢ [0, 7).

3.2 Existéncia de solucao

Os operadores introduzidos na sec¢ao anterior sdo agora utilizados para definir uma aproximacao
semi-discreta para a solucio do problema diferencial (1.1). Para o efeito, o dltimo problema diferencial
ird ser substituido por um problema de condicdes iniciais que € estudado neste capitulo. Provando-se
a existéncia e unicidade de solug¢do deste novo problema.

Introduz-se seguidamente a aproximagao semi-discreta uy, (x;,1) ~ u(x;,t) que é solugéo do seguinte
problema de condig¢des iniciais

p uj(xi,t) = a1 Doup(x;,t) + 0o Do) (x;,1) , t€RT 1<i<N-—1
up(xo,t) = up(xy,t) =0, teRT
up(x:,0) = Pp(x;), 1<i<N-—-1
u,(x,0) = yp(x;), 1<i<N-1

(3.12)

O sistema diferencial ordindrio (3.12) pode ser reescrito na forma de um sistema diferencial
matricial ordinario.

De facto, considerando a nova varidvel y, (x;,t) = uj,(x;,1), t € ]R(‘f , 0<i<N,osistema (3.12)
admite a representacio equivalente seguinte
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,

) (xi,1) = yp(xi,1), teRT 0<i<N

(04} (04)
Vi, (xi,t) = FDzuh(xi,t) + ;Dzyh(x,-,t) , teRT 1<i<N-1

up(xo,1) = up(xn,1) =0, te€R” . (3.13)
yu(x0,1) = yn(xn,1) =0, r€RT
up(x:,0) = Pp(x;), 1<i<N-—1
yu(x,0) =yp(x;), 1<i<N-—1

Seja agora
Zy,(t) = [un(t) yu(0)] " = [[un (xi, )1 <izv—1 n(xit)]1<izv—1] "

Z(0) = [[9n(x)hr<i<v—1 [Wa(x)|1<ien—1] -

Com as notagdes anteriores, (3.13) é equivalente a

Z,(t)=AZ(t), teR"

) (3.14)
Z,(0) dado
0 Iy
_ i s 2 2 2
onde o/ = ﬂA %A com A = trldlag(hi(hﬁhm) > hihig1 ? higr (hithisn) )
p p
Definicao 3.3. Uma funcdo Zy, : ]Rg — R*V=1 diz-se solucdo de (3.14) se
1. Z, € CH(RM)NCO(RY),
2. Zy verifica a EDP matricial e a condigdo inicial de (3.14).
Observa-se que a solucdo de (3.14) admite a representagao
Zu(1) = Z,(0)e”"! 1 e RY, (3.15)

e esta funcdo verifica a defini¢do anterior.

Uma vez que o problema anterior € linear, o estudo da estabilidade do sistema diferencial reduz-se
a obtengdo de uma estimativa para ||.<7|| relativamente a norma matricial induzida pela norma vectorial
considerada. De facto, tem-se

1Z4()]| < 1Z4(0) 1" 1 > 0.

Por exemplo , relativamente & norma ||. ||, vem

a o
max{l,% 4

7 t
120l < 1Z(0) " i g >0,
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Observa-se que, utilizando a representacdo anterior, nao se consegue concluir a estabilidade em
IR™ e além disso, ndo se consegue mostrar que a solu¢do encontrada é limitada quando 4; se torna

arbitrariamente pequenos.

3.3 Estabilidade e unicidade de solucao

Note-se que na seccao anterior se observou que utilizando a representacao matricial da solugao,
ndo se consegue obter um resultado de estabilidade. Por outro lado, sabe-se que para o problema
diferencial inicial vale um principio de conservagdo de energia e tem-se estabilidade. E assim natural,
procurar resultados para a aproximacgdo semi-discreta definida por (3.12) andlogos aos jé estabelecidos
para o problema continuo.

O objetivo central desta sec¢o € estabelecer resultados de conservacio de energia e de estabilidade
andlogos aos estabelecidos para o modelo continuo, no sentido em que podem ser vistos como versdes
discretas dos correspondentes resultados para o problema diferencial continuo. Para o efeito, vai-se
seguir as provas do caso continuo mas considerando o quadro funcional discreto j4 introduzido. Assim,
nesta seccao € apresentado o resultado de conservacdo de energia que tem como coroldrio um resultado
de unicidade de solu¢do da aproximagdo semi-discreta, e ainda o estudo da estabilidade.

Comecga-se esta sec¢do introduzindo a versdo discreta do conceito de energia introduzido para o

caso continuo.

Definicao 3.4. Seja uy, solucdo do problema (3.12). A Ej, : IR(J)r — R definida por

p (041 !
EN0) = SN0+ DO} + 0o [ D (0)Par, re RS, (316
chama-se energia discreta de uy,

O resultado seguinte estabelece que a energia definida por (3.16) é conservada no tempo.

Proposicao 3.3. Seja uy, solugdo do problema (3.12) no sentido da definicdo de solucdo considerada.
Entdo

p o
En(t) = Sllwalli+ 1Dy ll3, 1 € Ry (3.17)

Dem: Da equagao diferencial de (3.12) tem-se

p (wy(t), 1y, (£))n = 0t (Daup(t), uy (1)) + 02 (D1t (£), (1) ) (3.18)

Atendendo a resultados provados anteriormente e as condi¢des de fronteira vem

d P o t
(U 01+ S0, + o [ D7) Ede) =0, (3.19)

logo

p o 4
S )1+ D012+ [ 1016 (9)|2 d7 = Const. (3.20
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Uma vez que Ej(t) é continua em IRy, do resultado anterior vem Ej (1) = E;(0) o que leva a
igualdade (3.17).
O

Coroldrio 3.1. O sistema diferencial ordindrio (33.12) tem solugdo tinica.

Dem: Sejam uy(t) e vj(t) duas solugdes de (3.12) e seja @y (1) = up(t) — v (2). Esta fungdo de rede
€ solucdo de (3.12) com condig¢des iniciais nulas. Assim, pelo principio de conservacado de energia,
vem Ej(t) = 0 e portanto ||D_wy(t)||+ = 0. Logo, D_ay,(x;,t) = 0,i = 1,...,N, o que permite
concluir que @y (xo,t) = @y(x1,1) = -+ = wp(xn,1). Atendendo a que @y, (xo,t) = @y (xn,7) =0, vem
oy (xi,1) =0,i=0,...,N, ou seja, up(t) = vy(1).

]

O principio de conservacdo de energia e a desigualdade de Poincaré-Friedrichs permitem estabele-
cer um majorante relativamente a norma ||.||; , para a solugdo de (3.12).

Coroldrio 3.2. Seja uy, solucdo (3.12) que verifica as hipdteses da Proposicdo 3.3. Entdo existe uma
constante Cg , independente the h e t, tal que

lun()I13 4 < Ce(lwills + 18nll4) . € R (3.21)

O conceito de estabilidade estd associado a propagacgdo no tempo de perturbacdes dos dados
iniciais. Intuitivamente, o problema diferencial (3.12) diz-se estdvel ou a soluc¢do diz-se uma solugdo
estdvel pequenas perturbacdes nos dados induzem pequenas perturbacdes na solugao.

Para isso comega-se por apresentar a definicio de estabilidade para o caso semi-discreto que pode
ser vista como uma versao discreta da defini¢do introduzida anteriormente para o caso continuo.

Definicao 3.5. O problema (3.12) diz-se estdvel em IRa' se VT >0

Ve>036>0: Vo e{p:llp—ullin <8}, Vi €{q:llg—yulln <3}

(3.22)
= |lup(t) —dn(t)|1n <€, t€[0,T].

E claro que a partir do Coroldrio 3.2, pode-se de imediato concluir que o sistema (3.12) é estével.
De facto, ao considerar-se duas solugdes de (3.12), uy, () e v, (t), com condi¢des definidas por fungdes
de rede ¢, W, e ¢, e [, entdo, pelo Corolério 3.2, conclui-se

un(t) = ()7 4 < Ce(l Wi — Wl + |66 — Bull5 1)t € [0,T],VT >0,

logo, para € positivo pode-se garantir a existéncia de § > 0 verificando a Defini¢éo 3.5.

A solugdo semi-discreta uy,(¢) € definida a partir de um sistema diferencial ordindrio e portanto, no
contexto deste tipo de problemas, surge o conceito ponto de equilibrio. Recordando, u;, diz-se ponto
de equilibrio de (3.12) se u;,(f) = 0. Logo, uy satisfaz

Dzuh(x,-) = 0, 1 < i SN— 1e uh(xo) = uh(xN) =0.

Atendendo a a que de Dyuy, = 0, vem (Daup,up); = ||D_uh||i =0, e das condi¢Bes em xj € xy,
conclui-se que u;, = 0. Mais ainda, este ponto de equilibrio € estavel.
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3.4 Convergéncia

Nesta seccéo pretende-se estabelecer que o erro da aproximagdo semi-discreta uy, () definida por
(3.12) é de segunda ordem relativamente a norma ||.||; ». Inicia-se esta sec¢do com a construgdo do
sistema diferencial para o erro da aproximagdo u,(#) que depende do erro de truncatura. Observa-se
que o erro de truncatura é de primeira ordem relativamente a norma ||. || e, portanto, é expectavel que
o erro de semi-discretizacdo seja também de primeira ordem. No resultado principal deste trabalho,
Coroldrio 3.3, estabelece-se que o erro de semi-discretizacio é de segunda ordem relativamente a
norma ||. || .

Seja entdo ey, (x;,1) = u(x;, 1) —up(x;,1), ep(x;,0) = O (x;) — Pu(xi), €),(xi,0) = W(x;) — Wi (x;). Seja
ainda 7},(¢) o erro de truncatura induzido pela discretizacdo espacial definida pelo operador D;. E
facil estabelecer que os erros e, (t) e Tj,(t) verificam

p ey (xi,t) = oy Daey(xi,t) + 0pDrey (xi,t) + Ty(xist) , 1€ (0,T] 1<i<N-—1
en(xo,t) =ep(xn,t) =0, t€(0,T] . (3.23)
en(xi,0) e €}, (x;,0) dados, 1<i<N-1

Proposigéo 3.4. Seja u(t),u'(t) € C*([0,a]). Entdo o erro de truncatura T;,(t) admite a seguinte

representacdo
3u 2*u hiv1—h; )
Ty(x;,t) = (alﬁ(xi,t) + Otzm(xi,f)) % +Tr(xi,t), 1<i<N-—1, (3.24)
em que hpax = maxh; e
L

3C>0: [Tl 0)] < C () les + 10 ()les ) B 1 <T<N=1.

Dem: De facto, considerando a formula de Taylor, tem-se

d%u d3u higi—hi 0%, ki —higihi+h?
) A . . 3.25
DZM(X,,[) ~ axz(xl7t)+ ax3(-xlat) 3 + ax4(§7t) 12 ) ( )
em que § € (x;i—1,%i11).
Logo o erro de truncatura da discretizacdo da segunda derivada espacial é dado por
du *u hivy — hi *u du i —higihi+ b}
T) 'JZ(Oﬂf i)+ 0 =—=—= ',t>7 (a— )4 0= ,t)’“ !
b t) = (@53 ) oG5 (nt) )5 (g (& )+ g g5 (80 2
(3.26)
e
2*u u h? —hi+]/’li+h~2
T, n:(a— g+ ,t)’“ d
Tt} =1 (0055 (6,1) + @25 55 (6.1) e .

< max{oy, o}

< P () llos + 1 (1) )

I
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O]

Proposigdo 3.5. Set € [0,T], com T >0 e u(t),u'(t) € C*([0,a)), entdo existe uma constante positiva
L, independente de t e h, tal que

e )+ 1D-ene) P+ [ 1D-e,(2)3 e < 016k 0) R +en(O) R e (Bt + 1 o)
(3.28)

Dem: Seguindo a demonstracio da Proposi¢do 3.3, pode-se demonstrar que se tem

p o t P, o t
S0+ S1D-eu(t)| + 0z [ ID-e(ml3dr = eI+ S ID-IR + [ (Ti(x).eh(e)s ar.
(3.29)

Note-se que, no que se segue, utiliza-se a seguinte notagdo: Tj,(¢) = Th(l) (1) + Th<2) (1) + Tr(t), em

que
3,

1
1) (i) = o0 55 (et) 3 (o — ),

o4 1
T}z(Z)(xi7t) a 32 (xlv ) (hl+1 h)

Assim (Tj,(2),exn(t))n = Zj:m(Th(j) (t),en(t))n+ (Tr(t),en(t))n. Seguidamente analisa-se o termo
(Th(l) (t),en(t))n. Tem-se sucessivamente

N-lp2 h383u N h2 3u u

(T (1), €)= o Z ’“6 L) e (xit) (xlz e (5 (51,006 (xi1,1) = 5 5 (60.0)¢} (x,1))
N h? J3u e, (xi—1,t) — e (x;,1)) du u
=y Z 6(a 5 (i 1,1) h - h hi+(8x3(xi_1’t) I (it t))e),(xi,t))
N 13 9%u N 2o 9hu
:_alz 6 Ox 3.3 xl 1y )D eh xh alz 6 8x4 x t)eh(xlvt)dxa
Xi—1
(3.30)
€
(GO0l < gl ||c32h3|D €} ()| \/ ) P/ Ile (3 )
Xi—1
Sg \Ca\/2h4h \/Zh D_é) (x;,1) ;h“/x!llaﬁxt lzdxHZheh Xiyt)
V2
Sg\l (1) 2 ivax v/l D€ ()| 4+ == [(2) | s s v/l (1) -

(3.31)
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Uma vez que para (Th(z) (t),en(t)y) se tem uma representagdo andloga, obtém-se

du *u /
(alﬁ(xi_l,t) + (sz(xi—lat))l)—eh(xiat)

R \ . (3.32)
i d*u du ,
—i; /x” (alﬁ(x,t)—i—azm(x,t))eh(xi,t)dx.
Assim,
. 1 ,
Y (70, en(t)n <g (onule) oo+ 0 (0|2 ) s V@ D51 1+
j=12
V2 :
2 (o) s + 01 (1) ) s V€] 1)
(3.33)
Por outro lado, tem-se também
(Te(t)eh(t)n < I Tol)lnlleh ()l < € (1uo)lles + 11 (1) s ) B/l ()] (3.34

Conjugando as estimativas anteriores, obtém-se, sucessivamente,

(T(0). b0 < ¢ (enlled) e + oalbd ()] ) /D 0)

+f(alnumua+a2||u’<r>uc4) Rl >\|h+c(||u<r>||c4+||u'<r>uc4) B/l 1)

o?
© A ) 22 0) 3+ 2 ) B %2 0+ o0+ €2 0) )
+2€(|[D-e; (1)1 +2Heh( )i,
(3.35)
em que € > 0 é uma constante arbitrdria. Logo existe uma constante positiva C tal que
(Th(1), €l (1)) < Chigax (Ju() 13 + [l (1)1 24) +2€ (D¢, ()1 +2lle; (1) 7). (3.36)
Considerando em (3.29) a estimativa (3.36), tem-se
Pz, X 2 ' T
Sl + S 1D-ex(n) | + (o —2¢) [ D¢ (2)|E d
(3.37)

p o t t
< §||e;1(0)\|ﬁ+7||D,eh(0)\|2++Ch4max/0 ([l I + 1 (0)[[2) dT+48/O les ()17 d.
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Fixando em (3.37) a constante € de modo conveniente, pode-se concluir a existéncia de uma
constante positiva Ly, independente de / e de ¢, tal que

t
IO} +ID-esOI3 + [ ID-e}(2)]2 dz
0 (3.38)

t
.0
< L1 ([l 1+ ID- €811+ (1o coy+ 10 o) + | leh()1 ).

Considerando agora o lema de Gronwal, conclui-se a existéncia de uma constante positiva L,
independente de & e de 7, tal que se tem a estimativa (3.28).
O

Com base nos resultados anteriores pode-se agora concluir a convergéncia do método numérico.

Coroldrio 3.3. Nas condi¢des da Proposicdo 3.5, se ¢p(x;) = ¢(x;) e yu(xi) = y(x;), 1 <i<N—1,
entdo existe uma constante positiva L, independente de h e de t, tal que

len(OIR 1 < Ly (220,706 + 1 B2 1. 0))- £ € 10,71 (3.39)
Dem: Pelo Proposi¢do 3.5 tem-se

1D_en(t)|% < Ly (220,706 + 1 B2 0 1.0

Utilizando a Desigualdade de Poincaré-Friedrichs discreta (3.2) vem de imediato o resultado
pretendido.
O



Capitulo 4

Método numérico discreto no espaco e no
tempo

O objetivo central deste capitulo a introdug¢do de um método numérico discreto no espago € no
tempo e o estudo das suas propriedades de estabilidade e convergéncia.

4.1 Notacoes e resultados auxiliares

O objetivo desta seccao é, analogamente ao da 3.1, a definicdo do quadro funcional em que se
ird construir e desenvolver a andlise de convergéncia do método que se propde a estudar. Muitas
das notagdes e resultados sdo idénticos aos definidos no caso semi-discreto por isso nao serdo aqui
mencionados.

SejaT >0e M > 0. Seja ainda Ar = % ety=t,_1+At, 1 <n<M,comty=0. Considerando a
parti¢do {t, }o<n<m de [0,T] € a parti¢do I, de [0,a], introduz-se em [0,a] x [0, T] a parti¢do

Qﬁt = I_h X {tn}OgnSM

Por VP(Q%) denota se o espago das fungdes de rede definidas em Q) nulas em {xo,xy} %
{taYo<n<m, isto & V2 (ON) = {up : 0N — R, ull(xo) = ul(xy) =0, 0 <n < M}.

Com o objetivo de introduzir o método de diferencas finitas discreto no espaco € no tempo,
define-se seguidamente os operadores de diferengas backward, D_,, e centrado de 2*ordem, D;;, no

tempo
up (x;) — u’;*l (x:) D_tuzH (xi) — D} (x;)

D_uj(x;) = Iy , Doty (x;) = Y

onde u, € V(QM) e 0<i<N,1<n<M-1.

H 5 0 HAt
Note-se que, para cada n, u}, pode ser visto como uma fungdo de rede em V,’(Q;")

Apresenta-se seguidamente alguns resultados t€m um papel importante no que se segue. Parte dos

resultados estdo presentes em [4].
Proposigio 4.1. Se, para 0 <n <M, u} € V) (Q)) entdo tem-se

29



30 Método numérico discreto no espago € no tempo

_ 1D M = (D, Dy D) Dy [ — 1D

Dy, D_ ! 4.1
( 21Uy, Uy, )h At = AL ) 4.1)
1 n+1(12 ni|2 n+12
1 1 (D—atty, Dty ) — ||D—aty |3 _ | D—tty||3 — [|D—aay ™ ||2
(Do D), = Ar < AT 4.2)
e
(DaxD— ™ D_ ), = — || DDl |2 (4.3)

Recorda-se ainda que € vélido o lema de Gronwal discreto seguinte.

Lema 4.1. (Lema de Gronwal Discreto) [14]

Se (fu)n» (8n)n € (Pn)n S@o sucessdes ndo negativas tais que (py), € ndo decrescente e

n

fnSPn-l-ngfk, 0<n<M,
k=0

entdo
Y gk

Sejam ¢, e y;, aproximagdes em V,?(Qﬁt ) para ¢ e y, respetivamente. Assim, a aproximagao
discreta no espago e no tempo para a solugdo de (1.1), uy, € V}? ( _ﬁt ), € solug@o do problema seguinte

p Dz,,uZ(x,-) = O‘lDz,quH(xi) + 062D27XD,,uZ+l(xl~) , 1<i<N-1,1<n<M-1

' (xo) = u(x :0’ 1<n<M

g( ’ ) ; 4.4)
up (xi) = Pp(x;) , 1<i<N—-1

Dul)(x:) = wi(x;), 1<i<N-—1

tendo-se entdo u(x;,1,) ~ u)(x;), 0 <i <N, 0<n <M.
A discretizagdo da velocidade inicial da condicdo para a velocidade inicial € feita considerando o

operador forward D, em u})(x;), isto €,

wy (xi) — up (%)

D; u% (xi) = A

que coincide com a discretizacao backward D_; em u,]l (xi), ou seja,
ity (Xi) = Dy (x;

Uma vez que u) (x;) = ¢p(x;), 1 <i <N —1, facilmente, a partir de D_,u} (x;) = W (x;), 1 <i <
N — 1, obtém-se para u} (x;) a seguinte expressao
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up (x;) = op(x;) + Aty (x;), 1<i<N-—1 (4.5)
O sistema () pode ser reescrito na forma equivalente

P Dz’tuz = Ochz’quH + OCQDQ’XD_IMZ-H s 1<n<M-1

up(xo) =uj(xy) =0, 1<n<M

o (4.6)
U, = On
Dtl/i](,)l =Y
4.2 Existéncia de solucao
No resultado seguinte estabelece-se a existéncia e unicidade da solucdo de (4.6).
Proposicdo 4.2. Para At suficiente pequeno, a solucdo de (4.6) existe e € uinica.
Dem: Observa-se que o sistema (4.6) admite a seguinte representagao
[pIv—1 — (1 A + A Al = F(ulf,ul ") (4.7)

em que A representa a matriz tridiagonal associada ao operador D, ,, tal como em (3.14), e F (u}, uZ’l)
definido de modo conveniente.

Observa-se que para cada vetor de entradas i = [h;]1<i<y € qualquer que seja a norma || - || em
RY~! existe C > 0 tal que ||A|| < C. Logo, para At suficientemente pequeno, %((xlAt +m)|Al < 1.
Assim conclui-se que ply_1 — (01 At? + apAt)A é invertivel e, portanto, para 0 < n < M, a solugio de
(4.6) existe e € unica.

O

4.3 Estabilidade

Comeca-se esta sec¢do introduzindo a versao discreta do resultado de energia conhecido do caso
continuo.

Proposicdo 4.3. Seja uy, solugdo do problema (4.1) no sentido da defini¢do de solugdo considerada e
seja Atyax > At > 0. Entdoparal <n<M

n
PID_ I+ euID—i |2 + 2405 Y DD U7 |2
j=2

< pllwali + 201 (At Dyl %+ ID-x9nl13)

(4.8)

Dem: Da equagdo diferencial de (4.6) tem-se paral <n <M —1

p (Dot D} ™M)y = 0ty (Dol ™ Doy ) + 0o (Do Dyl D_yul ™), (4.9)
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Considerando agora a Proposicdo 4.1 vemparal <n <M —1

1Dty ™ |7 = DI < 1D} = ||D—aty*!
S 0

[
—onllD_.D_.u 12 (4.10)
2At 2At ZH X tuh ”+7

ou seja,
PID_ ™ [+ o[ D™ |3 + 28006 DD P < plID- a3+ en|D_adf 2. (A1)
A desigualdade anterior permite concluir

n .
PID—iy i+ o | D—sady |3 + 2410 Y | D—sD—uy |} < plID- U |7 +ealID-U'F (4.12)
j=2

Considerando a expressdo (4.5) e a desigualdade de Young obtém-se (4.8).

O resultado anterior e a desigualdade de Poincaré-Friedrichs permitem estabelecer um majorante
relativamente a norma ||.||; 5, para a solugdo de (4.6).

Coroldrio 4.1. Seja u,0 < n <M, solugdo de (4.6). Nas condig¢bes da Proposicdo 4.3, existe uma
constante Cg , independente de h e At, tal que

gt < Ce(lwnllin+110nllT4), 0<n<M. (4.13)

O conceito de estabilidade, no caso discreto no tempo, estd associado a propagagao de perturbacdes
dos dados iniciais. Intuitivamente, a solugdo discreta de (4.6) diz-se estdvel se "pequenas perturbacdes"”
nos dados iniciais induzem pequenas perturbagdes na solucdo. Na definicdo seguinte formaliza-se o
conceito anterior.

Definicdo 4.1. O problema (4.6), ou a sua solugdo, diz-se estdvel se

Ve>038>0: Vo e{pn:llpn—0nllin<8}, YU €{qn:llgn—willin< 8}

(4.14)
= |lup—dyllin<e0<n<M.

E claro que a partir do Coroldrio 4.1, pode-se de imediato concluir que o sistema (4.1) é estdvel.
De facto, ao considerar-se duas solugdes de (4.1), uj e i, com condig¢Oes definidas por fungdes de
rede ¢y, yj, e (ﬁh e Jj, entdo, pelo Corolario 4.1, conclui-se

ety — @315 < Ce(llwn — WrallTn+ 1100 — Bl n), 0<n <M.

Logo, para € positivo pode-se garantir a existéncia de § > 0 verificando a Definigdo 4.1.
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4.4 Convergéncia

Neste sec¢do pretende-se estabelecer uma estimativa para o erro global, relativamente a norma
||.[1,n» da aproximagdo discreta u} definida por (4.6). Inicia-se esta sec¢do com a construgdo do
sistema discreto para o erro da aproximacdo u), que depende do erro de truncatura.

Seja E}! o erro global definido por E}} (x;) = u(x;,t,) —u}}(x;),0 <i <N, 0 <n < M. Note-se que
o erro global € solugdo do seguinte problema discreto

p Do Ef = auDa Ef ™ + oDy kD EFT T 1 <n<M—1
E}(x0) =E](xy) =0, 1<n<M

E)=¢—¢

DiE}) =y —

(4.15)

em que 7, denota o correspondente erro de truncatura.
Para o estudo do erro de convergéncia é primeiro necessdrio conhecer uma expressao para o erro
de truncatura e tentar encontrar um majorante para este.

Proposicéo 4.4. Seja u € C*([0,a] x [0,T)) solugdo de (1.1). Entdo o erro de truncatura t,;, admite a
seguinte representa¢@o

L 3 4
Thn(xi) — _hl+1 hl ( °u 0*u

3 a] a 3(ann)+a28 38 (éhnn)) +TR(X,,t,,) (416)
emque |l <i<N—1,1<n<M-—1eé& €xi1,xit1] € Ny € [tn—1,tn+1] €

Tk (xis1)| < C(At+ 120 ) lullcs, 1<i<N—1,1<n<M-1, @.17)
para alguma constante positiva C independente de h e At.

Dem: De facto, considerando a formula de Taylor, para 1 <i<N—-1el <n<M—1 tem-se

700 = P2 )+ o (e
hn Xi) = XisMn) + 02— isMn
12 dt4 3 2 dx 28t24 X . (4.18)
h,'_H—//ll' d°u 0%u hi+ hz+lh +h
- 5 N R i?trl N 2. i? n - 18]
3 <“1 9. Cintn) 005 55 (G )) o 3 g i)
em que & € [xi—1,Xit1] € Ny € [lu—1, 1011 ©
A2 9*u A *u 2, | — hishi+ 2 9%
‘TR(xivtn)’ :‘ 12 at4(x17nn)+ 27~ 2 ox Zatz(éivnn)_al 12 Ox 4\517111)
PALyx 00 P tmax o3
<( B +7)AIIIMHC4+ B 2 gl o < max { > 12 (Af + By ) |l s

(4.19)

O]
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Proposicdo 4.5. Se u € C°([0,a] x [0,T]) solugdo de (1.1). Entdo existe L > 0, independente de h e
At, tal que

ID- thHthHD—thIthZHD—xD ENIE < L3O = 0nlTa+ 1 = wallf s+ (A + B ) lulfGs)

j=2
(4.20)
paral <n<M.
Dem: Seguindo a demonstracdo da Proposi¢do 4.3, pode-se provar que se tem
n .
PIID—E} |l + eal|ID_ER || +24ren ) || DD Ej|13
=2
! . 4.21)
< pllv— vill} + 200 (A2 Dy — i) I3+ 1D-(9 — 01)[12) +241 Y (T, D E).

j=2
paral <n <M.

Note-se que no que se segue utiliza-se a seguinte notagdo: 7' = T{" + T, +Tg,paral <n <M —1,

em que

hi+1 h (9 u hi+1 h a u

Tln = —0 3 x 33 (xl,tn) e T2n = —0p 3 ax3at (élvnn)

Assim (Th”,D_,EZH)h =Y (Tk”,D_,EZH)h + (TR,D_,E;ZH)h. Seguidamente analisa-se o
k=12

termo (77", D_E}""");,. Tem-se, sucessivamente,

(T, D Ef ™)y = —oy NZI i1 — < hzas x,,tn)D_tE,'l’“(xi)
= —alih; §33 (Xi1,ta) D EF (xi1) + g3z(x,,tn)DtE;ll+l(xi))
= - ihg 333 (xi— 1,tn)D_tE;'l+1(xi_l)hi_D—’EZH(xi)hi_(gj:;(xil,tn) gBZ(x,,tn))DtE;:H(xi))
= q ih;g: (xi— 1,tn)D_xD_,E"Jrl (xi) + ay ihg/xm ng(x,tn)D_,E;:H(x,-)dx.
=1 i1

(4.22)
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(T, D E} )] < f||u\|cz2h3\D_xD E ()| \/ ax4 (x, 1) | 2docr/hi| D EI Y (x;) |
Xi—1

||u\|cz\/2h4h \/Zh [D_D_E]"" (x;)] Zh4 - 8x4 (x,1,)] dx\/Zh D_E}"! (x;)]?

i=1
<f||uH h2.Va|D_D_E'! [ h2 . Val|D_E'!
= C3Mmax a” —x -ty H++ HuHC4 max a” -1ty Hh

(4.23)
Uma vez que para (TZ”,D_,EZJrl )n se tem uma representagéo andloga, obtém-se
1
Y (17D Ep ) < (llulles + allulles ) i Vall DD B
=12 /3 (4.24)
o
+5 (S lulles + allules ) B v/all D E;
Por outro lado, tem-se também
(To. D Ep ) < | Trlln DB 0 < 81+ W) lulles /allD B s (425)
Conjugando as estimativas anteriores, obtemos, sucessivamente,
1
(T DBy < ¢ (@llules + oallulles ) i Vall DD |+
V2 oy
+7(*||u||c4+az||uucs) VDB - Mo EID-EF
a4 205,00 200,112 a 202,12
< ha(SE H ch+ H ||c4+ H s + =52 e ()11 + Culg) + 5 CAr | &
4e 36 9 4e

+4e(| DD B! H+ +2||th152+1 1),

em que € > 0 é uma constante arbitrdria, ou seja, existe uma constante positiva C; tal que

(Thl’l-‘rl 7D7tE]’11+1)h < Cl (h4

h + AP [ulZs + de(ID_D_ B 2D BT R). @27)

Assim, deduz-se que

Y (T . DoEf)i < Cu(n—1)(Hias +A)[ulls +4e ) DD E||% +8e ), | D E||5).
j=2 j=2 j=2
(4.28)

Considerando em (4.21) a estimativa (4.28), para 1 < n < M tem-se
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n .
PID_E} |+ | Do E}|1% +261(0n — 4€) Y. DD |12
=2
< pllw — w2 + 200 (A2 1D (W — wi) |2+ [ID_(¢ — 1) [|%) (4.29)

n
+ A7) |[ullgs + 16Ate Y. | D_EV |}
j=2

+2AtCy (n—1) (ki

max

Fixando em (4.29) a constante € de modo conveniente, pode-se concluir a existéncia de uma
constante positiva L, independente de % e de Az, tal que, para 1 <n < M,

n
2 2 (12
|D- BRI} + ID-E}|1% + At Y DD E]J
j=2

< L(Iw =il + 19 = 0nl1} s+ (i + M) lulls + Y 1D E[).
j=2

(4.30)

Considerando agora a versao discreta do lema de Gronwal 4.1, conclui-se a existéncia de uma
constante positiva L, independente de & e de Az, tal que se tem a estimativa (4.20).
O

Com base nos resultados anteriores pode-se agora concluir a convergéncia do método numérico.

Coroldrio 4.2. Nas condi¢des da Proposicdo 4.5, se ¢p(xi) = ¢(x;) e Wu(x;) = y(x;), 0 <i <N,

entdo existe uma constante positiva Ly, independente de h e de At, tal que, para0 < n <M,

ER IR < Ly (B

max

+ A7) [|u|s. (4.31)

Tendo assim o método uma ordem de convergéncia quadrdtica.

Dem: Pelo Proposicdo 4.5, para 0 < n < M tem-se

ID—Ej 1% < Llligax + A7) [Jullés (4.32)

Utilizando a desigualdade de Poincaré-Friedrichs discreta (3.2) vem de imediato o resultado
pretendido.
O

O Colorario 4.2 estabelece a convergéncia quadratica no espago e linear no tempo relativamente a
norma | - ||; 5, embora o erro de truncatura associado a discretizagdo seja de 1%ordem relativamente a
norma || - |-



Capitulo 5
Simulacao numérica

O Presente capitulo pretende ilustrar o resultado de convergéncia (Coroldrio 4.2), bem como
ilustrar o comportamento qualitativo de (1.1).

5.1 Convergéncia

Com o objetivo de ilustrar a estimativa do erro estabelecida no Corolario 4.2, considera-se (1.1)
com um termo fonte f que é discretizado de forma implicita. Assim, o sistema (4.7) admite agora a
seguinte representagao

[pIv—1 — (u A + ANAU T = (2pIy_1 — cAtA)) — pull ' + A (5.1)
2 __2 2 )

hithis1)?  hihivr? i (hithipr) 7

A fim de ilustrar que a ordem de convergéncia no espago é quadratica, tome-se At < hZ2, .. Pela

desigualdade (4.31) tem-se

emque A = tridiag(h_(

IE}||1 0 < LK (5.2)

max?

para alguma constante positiva L.
Sejam h e h dois vetores de entradas e sejam E} e E; os correspondentes erros globais no nivel

temporal #,. Entdo tem-se

max [|E} ||y n < Lhp,, e max ||EF||y 4 < Lk} (5.3)
n : n

max max -

Seja p a ordem de convergéncia do método em estudo, entdo

max max-*

max ||D_Ey ||+ < Lhfi,x e max|[D—xEj || < Lh? (5.4
n n

Com o objetivo de estimar a ordem p, tome-se

Ej, :=max ||D_.E} ||+ ~ Lh%,
n

max

e Ej:=max|D—xE}| ~ LAl . (5.5)
n
Entao

37
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1 (Eh> | (hmax> (5 6)
=In{— n| = .
P Ef Pmax
Considere-se (1.1) com termo fonte f tal que a sua solucéo é definida por
u(x,t) =€ sin (Ex>, (x,t) €[0,a] x R (5.7)
a
Neste caso tem-se
_ N2 L (T +
flx,t) = [p+(oc1 *“2)(5) } e’ sin <;x>, (x,1) € (0,a) x R (5.8)
(5.9

¢ (x) =sin (gx>, y(x) = sin (gx), x € (0,a).

Para um primeiro estudo consideram-se os seguintes parametros:

[a(m) T(s) Ar(s) p(Kg/m’) oy (Pa) o (Pas) |
| 10 10 107 1.0 15 0.8 |
Tabela 5.1 Parametros para o estudo da convergéncia

A malha inicial € definida pelo vetor 4 = [0.3 0.2 0.4 0.1]" e as malhas ndo uniformes seguintes

sdo definidas introduzindo em cada intervalo [x;,x;;1] o ponto médio
Na figura 5.1 ilustra-se o comportamento da solu¢@o u definida por (5.7) e da solu¢do numérica

definida por (5.1) no instante T para 5 malhas ndo uniformes definidas como anteriormente men-

cionado. Onde se observa uma boa concordancia entre as duas solucdes.

malha 1 malha 2 malha 3 malha 4 malha 5

U(XYT;) (m)
U(XYT;) (m)
U(XYT;) (m)
U(XYT;) (m)
U(XYT;) (m)

Fig. 5.1 Gréfico da solugdo exata (- - -) e solu¢do numérica (—) para cada malha ndo uniforme espacial
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A fim de ilustrar o resultado de convergéncia presente no Coroldrio 4.2, na tabela 5.1 apresentam-
se as estimativas para a ordem de convergéncia definida por (5.6) e obtidas com as redes ndo uniformes

definidas anteriormente.

| matha | finas B | »r |

1 04 |6.1915x 107! -
- - - 1.9978
2 0.2 | 1.5502x 107! -
- - - 2.0001
3 0.1 | 3.8753x 1072 -
- - - 1.9994
4 0.05 | 9.6926 x 103 -
- - - 1.9971
5 0.025 | 2.4280 x 1073 -

Tabela 5.2 Ordem de convergéncia obtida numericamente

Os resultados apresentados ilustram a convergéncia quadratica no espago relativamente 2 norma

- Il1.n-

5.2 Comportamento qualitativo

Seguidamente fez-se um segundo estudo para analisar a influéncia dos paradmetros e das condi¢des
inicias na solu¢do numérica, considerando-se o método discreto original (4.7). Para o estudo vai-se
avaliar o comportamento da solugdo de (4.7) para vérias velocidades iniciais e para varios valores dos
parametros T, p, ¢ e 0, utilizando-se pardmetros iniciais semelhantes aos que se encontram nas

propriedades fisicas dos tecidos de um figado humano, [6].

H a(m) T(s) At(s) p(Kg/m®) oy (Pa) on(Pa-s) H
| 1.0 100 10* 10500 20600 172 |
Tabela 5.3 Parametros para o estudo do comportamento qualitativo

Bem como a seguinte malha ndo uniforme
h = [0.075 0.075 0.075 0.075 0.050 0.050 0.050 0.050 0.100 0.100 0.100 0.100 0.025 0.025 0.025 0.025] "
e posi¢do inicial

@ (x) = sin (gx), x € (0,a)

Comecgou-se por analisar as alteracdes no comportamento da solu¢io provocadas pela velocidade
inicial y. Na figura 5.2 ilustra-se o comportamento da solu¢do numérica definida por (4.7) para

T = 10s no caso das velocidades inicias escolhidas.
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08 b 08 b 08

u(x,T) (m)
—_
o

u(x,T) (m)
o

u(x,T) (m)
—

o4t | VoA 04t |/ LA 04t

01 rf 1 01r/ 14 01t

Fig. 5.2 Gréfico da solugdo numérica para cada velocidade inicial

Observou-se que, para as velocidades iniciais escolhidas, o comportamento da solugdo é analogo.
Pelo que para as restantes andlises escolheu-se a velocidade inicial nula, y(x) =0, x € (0,a).

A seguir, estudou-se o comportamento da solu¢do de (4.7) quando se varia o valor de 7. Na figura
5.3 explicita-se o comportamento da solucdo para7 =4, 6, 7, 10, 13 s.

1 - 1 - 1 T 1 T 1 T
09+ Bl 09k Bl 09F Bl 09t Bl 09t g
08 q 08 q 081 q 08 q 08 b
07k Bl 07k Bl 07k Bl 07t Bl 07 g
06 q 06 q 06 q 06 q 06 b
£ £ £ £ £
=osr +4 05 +4 Fo0s5f +4 o5 +4 o5 B
Z Z Z Z z
5 5 5 5 5
04 Bl 04 Bl 04 Bl 04t Bl 041 g
031 q 031 q 031 q 03 q 03[ b
021 Bl 02 Bl 02 Bl 02t Bl 02 g
011 q 011 q 0.1 H 01 0.1 H
0 . [s} . 0 . 0 . 0 .
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
X X X X X

Fig. 5.3 Gréfico da solu¢do numérica para T =4, 6, 7, 10, 13 s

No caso do comportamento da solu¢do provocado pela variacdo de T, nota-se grandes alteracdes
mostrando que a solugdo final tem uma grande dependéncia do limite temporal. Com mais exemplos,
consegue-se ainda encontrar uma espécie de padrdo em que a solugdo para T no intervalo [4+ 10k, 13+
10k], k € INp tem um comportamento semelhante ao observado na figura 5.3.
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Posteriormente, analisou-se a influéncia de p no comportamento da solucio. Na figura 5.4 ilustra-
se esta solucdo para p = 1000, 1025, 1050, 1075, 1100 Kg/m>. Observa-se que, inicialmente, o
aumento de p provoca um crescimento na solugdo mas este crescimento comeca a estagnar para
valores préximos de p = 1050 Kg/m?>, para valores superiores nota-se um pequeno decrescer.

p = 1000 p = 1025 p = 1050 p = 1075 p = 1100
T 1 T 1 T 1 T 1 T
09t Bl 09t Bl 09t Bl 09 Bl 09} g
081 q 081 q 081 q 08 q 081~ b
07t Bl 07t Bl 07t Bl 07 Bl 07 g
06 q 06 q 06 q 06 q 06~ b
£ £ £ £ £
=os5r 4 =o5F +4 o5 4 05K 4 =05k B
£ k-3 k-3 £ k-3
5 5 5 5 5
04t Bl 04t Bl 04t Bl 04 Bl 041 g
03 q 03 q 03 q 03 q 03 b
02t Bl 02t Bl 02t Bl 02 Bl 02 g
01F 4 o] H o ood 01H oo 1
0 . 0 . 0 . 0 . 0 .
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
X X X X X

Fig. 5.4 Grafico da solugdo numérica para p = 1000, 1025, 1050, 1075, 1100 Kg/m?

De seguida, analisou-se a influéncia de ¢; no comportamento da solucdo. Na figura 5.5 ilustra-se
esta solucdo para o = 1950, 2000, 2060, 2100, 2150 Pa.

oy = 1950 ap = 2000 a; = 2060 ap = 2100 ap = 2150
T 1 T 1 T 1 T 1 T
09t Bl 09t Bl 09t Bl 09t Bl 09 g
08 q 08 q 08 q 08 q 08 b
07t Bl 07t Bl 07t Bl 07t Bl 07| g
06 q 06 q 06 q 06 q 06 b
E E E E E
cosk +4 F=o05F +4 F=o05F +4 F=o05F 4 o5 B
£ £ £ £ £
5 5 5 5 5
04t Bl 04t Bl 04t Bl 04t Bl 04 g
03 q 03 q 03 q 03 q 03 b
02t Bl 02t Bl 02t Bl 02t Bl 02 g
04 B 04 o 0.1 0.1 04 b
0 . 0 . 0 . 0 . 0 .
0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1 0 05 1
X X X X X

Fig. 5.5 Gréfico da solu¢do numérica para a; = 1950, 2000, 2060, 2100, 2150 Pa
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Constata-se que, inicialmente, o aumento de ¢; provoca um grande crescimento na solucao mas
este crescimento comeca a estagnar para valores proximos de ¢ = 2060 Pa, para valores superiores
nota-se um pequeno decrescer.

Por dltimo, estudou-se o comportamento da solug@o perante a variagdo do valor de 0. Na figura
5.4 ilustra-se esta solucdo para op = 0.50, 1.00, 1.72, 2.50, 3.00 Pa-s.

as = 1.00

s = 1.72

s = 2.50

ay = 3.00

08

03

02

0.1

09

08

03

02

0.1

/N

[

Fig. 5.6 Gréfico da solug¢do numérica para ap = 0.50, 1.00, 1.72, 2.50, 3.00 Pa-s

Note-se que o aumento do valor de & provoca o decrescimento da solucdo. O que seria de esperar
visto que a; diz respeito ao coeficiente de viscosidade do meio, quanto mais viscoso for este menores
serdo os deslocamentos provocados pela onda.

Conclui-se que pequenas variagdes nos pardmetros inicias provocam alteracdes severas nos

resultados.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho foi objeto de estudo o problema de condigdes iniciais e de fronteira (1.1).
Estabeleceram-se hipdteses sobre as condicdes iniciais que permitiram concluir que o problema
mencionado é bem posto no sentido de Hadamard.

Do ponto de vista analitico, iniciou-se este trabalho com a constru¢do de uma solucdo utilizando o
método de separacdo de varidveis e, em seguida, introduziu-se um conceito de energia para o qual
se provou um principio de conservacdo de energia. Este resultado permitiu concluir a unicidade de
solu¢do e provar a estabilidade de (1.1).

Do ponto de vista numérico, construi-se, primeiramente, um método numérico semi-discreto
que permitiu construir uma aproximagao para a solucdo do problema de condig¢des iniciais e de
fronteira (1.1). Para o problema semi-discreto definido por (3.12) provou-se a existéncia, unicidade
e estabilidade da solucdo e estudou-se a convergéncia desta aproximacao, tendi-se concluido a
convergéncia quadratica relativamente a norma || - || .

Posteriormente, introduziu se um método discreto no espaco no tempo definido por (4.6). Para este
novo método mostrou se a existéncia unicidade de solugao, estabilidade e a convergéncia quadratica
no espago e linear no tempo relativamente a norma || - || .

Os resultados tedricos foram ilustrados numericamente no capitulo 5.

A concluir este trabalho, é importante realcar alguns aspetos que poderiam ser estudados no
ambito desta investigacdo. A primeira questdo que poderia ser objeto de estudo € a generalizag@o do
resultado aqui apresentado quando se considera (1.1 copulado com a equacio da concentragdo em que
a velocidade convectiva depende da velocidade do deslocamento, v = v(%) .

Outras questdes poderdo ser objetos de investigagcdo futura, nomeadamente, a substituicao do
modelo viscoelastico utilizado (1.20) por outros modelos de modo a poder construir uma ferramenta
que permita estudar a propagacgao de ultrassons em diferentes tecidos.

Por dltimo, salienta-se que em (1.1) foram consideradas condi¢des de Dirichlet homogéneas.
Estas condicdes sdao vélidas apenas se o dominio espacial € suficientemente grande para que o
comportamento na fronteira ndo influencie os fenémenos que se estd a estudar. Pretende-se considerar
posteriormente condi¢cdes que parecem mais realistas- condi¢cdes de Neumann ou condi¢des de Robin.

43






Bibliografia

[1] Bakhtiari-Nejad, M. and Shahab, S. (2019). Effects of nonlinear propagation of focused ultrasound
on the stable cavitation of a single bubble. Acoustics, 1(1):14-34.

[2] Barbeiro, S., Ferreira, J., and Grigorieff, R. (2005). Supraconvergence of a finite difference
scheme for solutions in h s (0, ). IMA journal of numerical analysis, 25(4):797-811.

[3] Boissenot, T., Bordat, A., Fattal, E., and Tsapis, N. (2016). Ultrasound-triggered drug delivery
for cancer treatment using drug delivery systems: From theoretical considerations to practical
applications. Journal of Controlled Release, 241:144-163.

[4] Branco, J. and Ferreira, J. (2008). A singular perturbation of the heat equation with memory.
Journal of Computational and Applied Mathematics, 218(2):376-394.

[5] Brinson, H. F.,, Brinson, L. C., et al. (2008). Polymer engineering science and viscoelasticity: An
introduction. Springer.

[6] Chen, S., Urban, M. W., Pislaru, C., Kinnick, R., Zheng, Y., Yao, A., and Greenleaf, J. F. (2009).
Shearwave dispersion ultrasound vibrometry (sduv) for measuring tissue elasticity and viscosity.
IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics, and Frequency Control, 56(1):55-62.

[7] Chu, S. and Metcalf, F. (1967). On gronwall’s inequality. Proceedings of the American Mathe-
matical Society, 18(3):439-440.

[8] Ferreira, J. and Grigorieff, R. (2006). Supraconvergence and supercloseness of a scheme for
elliptic equations on nonuniform grids. Numerical Functional Analysis and Optimization, 27(5-
6):539-564.

[9] Ferreira, J., Jorddo, D., and Pinto, L. (2022). Drug delivery enhanced by ultrasound: Mathematical
modeling and simulation. Computers Mathematics with Applications, 107:57-609.

[10] Ferreira, J. A. and Grigorieff, R. D. (1998). On the supraconvergence of elliptic finite difference
schemes. Applied numerical mathematics, 28(2-4):275-292.

[11] Jafarian Dehkordi, F., Shakeri-Zadeh, A., Khoei, S., Ghadiri, H., and Shiran, M.-B. (2013).
Thermal distribution of ultrasound waves in prostate tumor: comparison of computational modeling
with in vivo experiments. International Scholarly Research Notices, 2013.

[12] Jordao, D. S. D. (2020). Coupling Hyperbolic and Parabolic IBVP: Applications to Drug
Delivery. PhD thesis, Universidade de Coimbra.

[13] Kyriakou, A., Neufeld, E., Werner, B., Székely, G., and Kuster, N. (2015). Full-wave acoustic
and thermal modeling of transcranial ultrasound propagation and investigation of skull-induced
aberration correction techniques: a feasibility study. Journal of Therapeutic Ultrasound, 3(1):1-18.

[14] Zhang, N.-Y. (1993). On fully discrete galerkin approximations for partial integro-differential
equations of parabolic type. Mathematics of Computation, 60(201):133—-166.

45



46 Bibliografia

[15] Zhang, W., Capilnasiu, A., and Nordsletten, D. (2021). Comparative analysis of nonlinear
viscoelastic models across common biomechanical experiments. Journal of Elasticity, 145(1-2):1—
36.

[16] Zhang, W., Chen, H. Y., and Kassab, G. S. (2007). A rate-insensitive linear viscoelastic model
for soft tissues. Biomaterials, 28(24):3579-3586.



Anexo A

Codigo Matlab

1 close all; clear; clc;

3 % problema discreto

4 % d D_2t UMn_i = al UMn+l_1 + a2 U n+l_i + £ n+l_1
5 % U n_0=U""n_N=0

6 % UMNO_i= ul

7 % D_-t U”1_n=uv0

9 % entradas

10 h=[0.3 0.2 0.4 0.1]'; % entrada espacial nao uniforme inicial
11 $h=0.1%ones (10,1); % entrada espacial uniforme inicial

12 dt=0.00001; % entrada temporal

14 % limites

15 X=1; % a

16 T=1;

18 t=0:dt:T; % particao temporal
20 % constantes

21 al=1.5; % alpha_l

22 a2=0.8; % alpha_2

23 d=1; % rho

24

o

25 % funcoes dadas

26 ul0 = @(x) sin(x.x(pi/X)); % posicao inicial

27 uv0 = @(x) sin(x.*(pi/X)); % velocidade inicial

8 £ = @(x,t) (d+(al+a2)* (pi/X)"2).*xexp(t).*sin(x.*(pi/X)); % funcao controlo
29 u = @(x,t) exp(t).*sin(x.*(pi/X)); % solucao exata
30

31 it=5; % numero iteracoes maximo do metodo

32

33 erros=zeros (it,1); % vetor dos erros por iteracao

34

35 hmax=zeros (it,1); % vetor dos h maximos por iteracao
36

37 k=1; % inicializar iteracoes

47
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Cédigo Matlab

38

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58

59
60
61
62
63

64
65
66
67
68
69
70
71
7
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86

while (k<it & dt”2<norm(h,inf)"4) % condicao necessaria de convergencia

espacial

N=length (h);
M=round (T/dt) ;
% particao espacial nao uniforme
x=zeros (N+1,1);
for i=2:N+1
x(i)=x(1i-1)+h(i-1);

end
U=zeros (N+1,M+1); % matriz U (solucoes)

% condicoes iniciais
U(:,1)=ul0(x(:));
U(:,2)=u0(x(:))+dt.* uv0(x(:));
% matrizes do metodo
I=eye (N-1);
A = spdiags ([2./(h(2:N).* (h(1:N-1)+h(2:N))) -2./((h(1:N-1).+xh(2:N)))
2./(h(1:N-1) .+ (h(1:N-1)+h(2:N)))], -1:1, N-1, N-1)';
% metodo recursivo matricial
for m=2:M
F=f(x(2:N),t (m+1l));
U(2:N,m+1) = (d*I — alxdt*xdt*A — a2xdt*A)\ ((2xd*xI—
a2+ dt*A) *xU(2:N,m) - d*U(2:N,m-1)+dt.*dt.*F);
end

)

% grafico

txt = ['7 = '",num2str(k)]; % legenda

subplot (1,1it, k)

hold on

title(txt, 'FontSize', 18) % titulo grafico

plot(x,U(:,M+1)) % grafico solucao numerica

plot(x,u(x,T), ' 'k——"') % grafico solucao exata

xlabel ('x', 'FontSize', 12); % eixo x

ylabel ('u(x,T) (m)', 'FontSize', 12); % eixo vy
hold off
% erro da iteracao: max_n || D_-x En ||_+

e=zeros (M+1,1);
for j=1:M+1
for i=2:N+1
e(J)=e(J)+(u(x(i),t(3))-U(1,J) —ulx(i-1),t(J))+U(i-1,3))"2/h(i-1);
end
e (Jj)=sqart(e(3))
end

erros (k) =norm (e, inf);
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hmax (k) =norm (h, inf) ;

% novas entradas espaciais

hl=zeros (2xN-1,1);

for i=1:length (h)
hl(2*«i)=h(i)/2;
hl(2+i-1)=h(i)/2;

end

h=h1;

k=k+1;
end
% calculo da ordem de convergencia
p=zeros (it-1,1);
for i=1:it-1
p(i)=log(erros (i) ./erros(i+l)).
end

o

% resultados

disp('————————————

disp (' it h_max
for i=1:1it
fprintf (' Si %0.5f
\n',i,hmax (i), erros(i));
if (i<it)
fprintf (' - -
\n',p(i));
end

end

espacial (#4)

/log (hmax (1) . /hmax (i+1)) ;

%0.5f
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