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Resumo

A presente dissertacdo € dedicada a estimagdo ndo paramétrica de uma funcio de probabilidade
desconhecida, por intermédio do método do niicleo. Comegamos por definir o estimador e exibir
alguns exemplos tipicos de nicleos, nomeadamente os nicleos de Dirac, de Aitchison e Aitken,
de Wang e Van Ryzin, a versao simétrica do ntcleo triangular cldssico, bem como uma proposta
mais recente baseada na distribui¢do de Conway-Maxwell-Poisson. Segue-se a apresentacdo das
propriedades bésicas de convergéncia local dos estimadores ndo normalizado e normalizado. No
que diz respeito ao primeiro, sdo analisados os comportamentos assintéticos do viés, da variancia
e do erro quadritico médio, sendo depois estabelecida a convergéncia quase certa e a normalidade
assintdtica do estimador. Relativamente ao estimador normalizado, a deducio dos resultados de con-
vergéncia em probabilidade e quase certa passa por analisar o comportamento assintético da sucessdo
das constantes de normalizac¢do, cujo estudo é feito previamente. Posteriormente, apresentamos as
propriedades globais de ambos os estimadores, com énfase para a norma ¢;. No caso do estimador
normalizado, a convergéncia quase certa no sentido desta norma permitird obter um resultado do tipo
Glivenko-Cantelli para a correspondente fun¢éo de reparti¢do. Ainda no Ambito das propriedades
globais, € obtido o desenvolvimento assintético do erro quadratico médio integrado para o estimador
ndo normalizado usando a expansdo de Newton, o que constitui uma abordagem original, tanto quanto
sabemos. Por fim, comparamos os desempenhos dos estimadores empirico e de Aitchison e Aitken, a
distancia finita, através de um breve estudo de simulacao.
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Capitulo 1

Introducao

A estimagdo ndo paramétrica de uma fun¢do densidade de probabilidade mereceu, nas ultimas
décadas, o interesse de intimeros autores, tendo sido abordada através de varios métodos e diferentes
perspetivas. De entre os métodos existentes, destaca-se o denominado método do nicleo, introduzido
por Parzen [30] e Rosenblatt [34], cujas simplicidade e eficiéncia justificam a sua popularidade, quer
a nivel tedrico, quer a nivel das aplicacdes nas mais diversas dreas do conhecimento (vejam-se, por
exemplo, as obras de Silverman [38], Wand e Jones [20], Bosq e Lecoutre [6], Simonoff [39] e, mais
recentemente, Tenreiro [40], Gramacki [13]).

Em contrapartida, a aten¢do dedicada ao método do nicleo para estimar uma fun¢do de probabilidade
tem sido incomparavelmente menor, o que talvez se deva a auséncia de uma ideia simples e intuitiva
de suavizacdo (smoothing) discreta. No entanto, existem na literatura algumas propostas neste
sentido, tais como os trabalhos de Aitchison e Aitken [3], Wang e Van Ryzin [43], Titterington [41],
Rajagopalan e Lall [33], Titterington e Bowman [42], Burman [8], Ahmad e Cerrito [2], Dong e
Simonoff [11], Hall e Titterington [14] e Ouyang et al. [28]. Mas, salvo raras excecdes, essas propostas
reduzem-se a uma mera discretizacio do caso absolutamente continuo, mesmo quando as varidveis
subjacentes sao ordinais.

No que diz respeito a dados de natureza intrinsecamente discreta, encontramos uma abordagem mais
coerente nos artigos de Kokonendji e Zocchi [26], Kokonendji e Abdous [1], Kokonendji et al. [23],
Kokonendji e Senga Kiessé [24], Racine et al. [32], Chu et al. [9] e Harfouche et al. [15].
Naturalmente, tendo em mente a ideia de suavizag@o subjacente ao método do nicleo no caso
absolutamente continuo (assente em propriedades de regularidade da func¢ao a estimar), a primeira
questdo que se coloca prende-se com a motivagdo e a utilidade desta ideia no caso discreto. Com
efeito, € sabido que, neste contexto, o estimador ndo paramétrico de referéncia, definido por

fe(x) = . Y 1(X),
i=1

onde (Xj,...X,) denota uma amostra aleatéria da varidvel em causa, constitui a via mais natural para
estimar uma fun¢do de probabilidade sobre R, além de possuir boas propriedades tedricas. Contudo,
quando estamos em presenca de dados esparsos (i.e., quando a dimensdo da amostra € pequena
comparativamente com o nimero de pontos do suporte da varidvel), as estimativas assim construidas
podem atribuir frequéncia nula (ou praticamente nula) a valores da fun¢éo de probabilidade com uma
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ordem de grandeza nao desprezdvel (cf. Hall e Titterington [14], Racine et al. [32] e Huang et al. [18],
por exemplo). Uma forma de contornar esta dificuldade passa por construir um estimador que atribua
frequéncia positiva ndo apenas aos valores observados mas também a pontos préximos desses valores,
o que pode ser interpretado como uma técnica de suavizagdo. O método do niicleo é, pois, uma forma
de concretizar tal objetivo ja que corresponde a uma versdo suavizada da fungdo de probabilidade
empirica (através da janela h,) e para ela converge quando a dimensdo da amostra aumenta. Acresce
ainda que a sua utilizago é recomendada noutros dominios tais como a estima¢do da menor regido de
cobertura! de uma lei de probabilidade discreta (cf. O’Neill [29]).

A semelhanca do caso continuo, foram estabelecidos, nos artigos referidos no terceiro pardgrafo,
resultados de convergéncia pontual e global dos correspondentes estimadores, bem como propriedades
relativas a sua distribui¢fo assintética ou a escolha da janela. O presente trabalho € dedicado ao
estudo desta classe de estimadores, com a apresentacdo das suas propriedades fundamentais. Mais
precisamente, no Capitulo 2, € introduzido o estimador e exibidas algumas classes usuais de niicleos
(designados, na literatura, por nicleos associados discretos), nomeadamente os nicleos de Dirac,
de Aitchison e Aitken, de Wang e Van Ryzin, a versdo simétrica do nicleo triangular cldssico, bem
como um exemplo mais recente inspirado na distribuicdo de Conway-Maxwell-Poisson. O Capitulo 3
comeca por estabelecer as propriedades bdsicas de convergéncia local do estimador ndo normalizado,
nomeadamente o comportamento assintético do viés, da variancia e do erro quadrético médio. Sao
depois abordadas a convergéncia quase certa e a normalidade assintética do estimador. Seguidamente,
estudamos as propriedades assintéticas da sucessdo formada pelas constantes de normalizagdo, que
permitem deduzir a convergéncia em probabilidade e quase certa do estimador normalizado. O
Capitulo 4 aborda as propriedades globais de ambos os estimadores. A primeira parte inicia-se com a
obtencdo das convergéncias em probabilidade e quase certa no sentido da norma ¢; e termina com um
resultado do tipo Glivenko-Cantelli relativo a fungao de reparticio associada ao estimador normalizado.
A segunda parte € inteiramente dedicada ao desenvolvimento assintético do erro quadratico médio no
caso do estimador ndo normalizado. No Capitulo 5, apresentamos os resultados obtidos num breve
estudo de simulacdo que visa comparar o comportamento a distancia finita do estimador de Aitchison
e Aitken com o do estimador empirico, através das distribui¢des dos erros quadraticos integrados
empiricos.

Por fim, gostariamos de referir que, apesar de nao estar explicitamente referido no texto, os resultados
que apresentamos nos Teoremas 3, 6 e 8 relativos a convergéncia quase certa, sdo também vélidos
para a convergéncia quase completa.

ITermo adaptado da nomenclatura inglesa “Highest density region”.



Capitulo 2

Definicoes e exemplos

Neste capitulo, sdo introduzidos os conceitos e exemplos fundamentais usados no trabalho, com
particular destaque para as defini¢cdes de nicleo associado discreto e estimador do nicleo, propostas
por [1].

Seja X uma varidvel aleatdria real discreta, de suporte S C Z e fungao de probabilidade f.

2.1 Definicao de niicleo

Definicdo 1. Seja x € S fixo e (hy),cr uma sucessdo de niimeros reais estritamente positivos tal que
hy, — 0 quando n — oo,
A familia de fungées de probabilidade {Ky j,,n € N}, com suporte Sy C Z, diz-se um niicleo associado

discreto se verifica as seguintes condigdes:

X €Sy, 2.1
E(Z) =x+A(x,hy), (2.2)
Var(Z) = B(x,hy), (2.3)

onde, para cada n e x, Z :== Z(x,h,) é uma varidvel aleatdria discreta com funcdo de probabilidade
Ky, e HETW (x,hy) = ngTNB(x,hn) =0.

Para compreender a ideia que preside a esta definicdo, analisemos 0 comportamento assintético de
P(Z=Y),y € Sy, quando n tende para +co.
Como S, C Z, dado x € S, existe §, > 0 tal que

Jx— 8, x+ 6,[NS, = {x}.
Consequentemente,

P(Z :x) =F (]x_ O, x + 5x[me) =F (]x_ 5x>x+ 5xDv (2.4)
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pois P(Z ¢ S,) =0.
Mas

Pr(Jx—06y,x+6,]) =P(|Z—x| < 8)=1—P(|Z—x| > &), (2.5)

pelo que, usando a desigualdade de Markov juntamente com as condi¢des (2.2) e (2.3) da Definicdo 1,

vem
. . -2 2
ngTNP(\Z—ﬂ > &) < HL“EW‘SX E((Z-x)")=0 (2.6)
Portanto,
Vx €Sy, lim P(Z=x)=1 (2.7
n—y+-o0
€

Vy €Sy, y#x, lim P(Z=y)=0.
n—y4-o0

Concluimos, deste modo, que
Vxe S, Vyes,, nEToon’h" () =61 (), (2.8)

onde &y, € a fungdo de probabilidade da lei de Dirac no ponto x (cf. Exemplo 1).
Assim, as condig¢des (2.2) e (2.3) asseguram que a probabilidade atribuida pelo nicleo ao ponto x
aproxima-se de 1 a medida que a sucess@o (h,),ecn se aproxima de zero.

2.2 Exemplos de niicleos

Vejamos agora os exemplos mais populares de nicleos associados discretos propostos na literatura (cf.
Abdous e Kokonendji [1]).

Exemplo 1. A funcdo de probabilidade da Lei de Dirac é o exemplo mais simples de niicleo associado

discreto. Com efeito, sendo
Vx €S, VneN, Kyp,(2) = 63 (2) = L=y,
verifica-se trivialmente que sdo satisfeitas as condicoes da Defini¢do 1, com
Sy=A{x}, E(Z) =xeVar(Z) =0.

Exemplo 2. No caso em que S ={0,1,...,c— 1}, com ¢ € N\ {1}, o niicleo introduzido por Aitchison
e Aitken [3] é definido por

hn
Kx,h,, (Z) = (1 _hn)]l{z:x} + C—il]l{z#x}’ ze€ S8, h, € (0, 1), (2.9)

onde S, = S.
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A validade das condi¢des (2.2) e (2.3) da Definicao 1 decorre facilmente da expressao de £ (Zj ), para
j=1,2. De facto,

J

<
z€8\{x}

o (5)

ZESy

:xj—i—h,,( xf—l—ZzJ)
c—

AL Z ZjKX,hn(Z> :xj(l —hy) +

7S, c—

:xj(l—

ZESy
Consequentemente,
c c
E(Z):x+hn< _1x+2)
e
2c—1
E@Z) =24 hy (——Sx? c2e=1}
-1 6
pelo que

Exemplo 3. Esta classe de niicleos foi proposta por Kokonendji et al. [23] e constitui uma versdo do
niicleo triangular simétrico. Sejam S um conjunto arbitrdrio, m € N e x € S fixos.

Consideremos que a varidvel Z tem suporte Sy = {x,x £ 1,...,x = m} e fungdo de probabilidade dada
por

(m+ 1) ="
P (hy)

K, (2) = ,Z2E€ S8y hy € (0,1),

onde

Po(hy) = 2m+1)(m+1)" 2Zkh

Pela simetria da distribui¢do de Z em relac@o a x temos que E(Z) = x.

Tendo em consideracio que o suporte S, possui 2m + 1 pontos, analisemos agora a varidncia de Z.
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Temos que

ZZ) = Z ZZKXJLL (2)

ZE€S8x

=p,! [m—l—l Yy Z- Zzzlz—x\h"}

zESy ZESy

= R;l(hn) [(m+ 1)””( (2m+1)x 242 Z k2> -2 ixzkh" ) i khn+2]
k=1 k=1

m
=2 By ) (3 @ 1) (o 1 2 Y ).
k=1
Consequentemente,

Var(Z) = P, ' (h,) (3_1m(2m+ D(m+1)m =2 Z khn+2).
k=1

Como ¢ = exp (h,Inc), para ¢ > 0, temos'
(m+1)" =14, In(m+1) + 0,,(h?) (2.10)
(&
k' =1+ h,Ink+ Oy (h2), k=1,...,m. (2.11)
Entao,
m
Py(hy) = (2m+1) (14 hyIn(m+ 1)+ O (h Z (1+hyInk+ Oy (R2))
— 1+ ((2m+ 1)In(m+1) —ZZlnk)thrOm(hﬁ)
k=1
=1+ Euhn + O ().
Analogamente,

m
37 m2m 4 1) (m+ 1) =2 ) K2 =
k=1

=3""m2m+1)(m+1) (1 +hyIn(m+ 1)+ Op(hy)) — 2 i K (1+hyInk+ Ok(h}))
k=1

= (3—1m(2m+ D(m+1)In(m+1) -2 i kzlnk)hn + O (h2)
k=1
= émhn + Om(hrzz)'

'Em Sedgewick e Flajolet [35] sdo definidas as expansdes assintéticas da série exponencial e da série geométrica,
derivadas do desenvolvimento em série de Taylor. Além disso, também sdo definidas as aproximagdes o(-) e O(+).
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Obtemos, deste modo,’

Var(Z) = Smhn + Om(h’%)

— —0,,(h,).
1+ Guhy + O (h2) (he)

Na Figura 2.1 podemos ver duas representacdes gréficas deste nucleo, fixando m =6, x =4 ¢
considerando diferentes valores da janela £,,.

05 06 07 08
i
=

05 06 07 08
|
27
oo ®

K
03 04

K
03 04

02
02

1
00 01
1 1

00 01

Figura 2.1 Configuragdes graficas do nicleo apresentado no Exemplo 3.

Exemplo 4. Considerando S = 7, Wang e Van Ryzin [43] propuseram a seguinte extensdo do niicleo
definido em (2.9):

1 _
Kin (2) = (1= ha)Lfemgy + 5 (1 = )BT sy 2 € Se By € (0,1),
com Sy = 7.
Como E (|Z|) < oo, entdo E(Z) = x, pela simetria da distribui¢do de Z em relagdo a x.

Para verificar a condigio (2.3) da Definicdo 1, basta determinar a expressio de E(Z2).

Para tal, comecemos por notar que
- d -
Y Rn = hy YR = (Y kHt™)

keN keN keN
d k
—hndhn<hn <Zhn>>

keN
~ hy(1+hy,)
(1 =h,)3

d
dh,
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Entao,

E(Z*) =Y 2K, (2)
ZE€S8x

1
:x2(1—hn)+§(1—hn) Y Znf
{z€Z:|z—x|>1}

1 (r—
_ 201 2 2717—x 2, —(z—x)
=x"(1 hn)—|-2(1 hn)< E hy 4+ E Z“hy >
{z€Z:z—x>1} {z€Z:z—x<—1}

=x*(1—hy,)+ %(1 —hy) < Y x+i)?m+ Y (x—k)%ﬁ)

keN keN
=x*(1—hy)+ (1 —hy) <x2 Y i+ k%ﬁ)
keN keN
2 hu (14 hy)
(1—h,)?"
Portanto, vem
hu(1+ hy)
Var(Z) = ———.
ar(Z) (=)

Na Figura 2.2 apresentamos duas representacdes graficas deste nicleo, fixando x = 4 e considerando
diferentes valores da janela h,.

Em alternativa, podemos sempre definir uma versao truncada do nicleo de Wang e Van Ryzin. Com
efeito, para m € N previamente fixado, basta considerar Sy = {x,x+ 1,...,.xtm},x€ S, e

_ 1,
Kep, (2) = (1= hy) (1 — R 1[]1{Z:x}+§h|,f Ty, o] 2€ Sk by € (0,1).

De modo andlogo, somos conduzidos a E(Z) = x e Var(Z) = Oy (hy).

08
08

x=4
h=0.2

b}
o A

05 06 07
|

05 068 07
|

K
03 04

K
03 04

02
|
02

0
0

00
1
00
1

Figura 2.2 Configuragdes gréficas do nicleo apresentado no Exemplo 4.
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Por fim, referimos a classe de niicleos recentemente proposta por Huang et al.” [18], construida a
partir da distribui¢do de Conway-Maxwell-Poisson. Esta lei de probabilidade, que constitui uma
generalizacdo da lei de Poisson, tem suporte Ny e funcio de probabilidade dada por

1 AY

o) oy N =1

onde

AY

Cv= 4 Y
yeNy V-
é a constante de normaliza¢do e A e v s3o dois parAmetros tais que (1,v) € Rt x RTUJ0, 1[x{0}.
Encontramos em Daly e Gaunt [10] uma compilacdo das suas propriedades fundamentais. O facto
de ndo ser conhecida uma forma fechada de C(A, v) impossibilita a obten¢do de expressdes exatas
para os seus momentos simples, por exemplo, e, consequentemente, as relacdes exatas entre tais
momentos e os parimetros A e v. Ainda assim, é possivel, cf. Sellers et al. [36], interpretar v como
um parametro de dispersao, por comparacao com a dispersao da lei de Poisson (que corresponde a
v = 1), sendo que valores de v superiores (inferiores) a 1 traduzem subdispersdo (sobredispersao)
relativamente a lei de Poisson. A utilizagdo deste modelo no presente contexto é conseguida através
de uma reparametrizacdo em que a média da distribuicdo intervém diretamente como parametro e
é funcionalmente independente de v. Denotando esse valor médio por tt, Huang [17], introduz a
distribuicdo de Conway-Maxwell-Poisson com média u > 0 e dispersdo v > 0, que denotamos por
CMP(u, V), substituindo na expressédo (2.12) a constante A pela fun¢do de u e v, A(u, v), que satisfaz
a igualdade

Z M(MV)]y

= (y,)v (y—‘ll):()

Deste modo, se Y ~ CMP(u, V), entdo E(Y) = u. Por outro lado, a proposi¢@o 3.1 de Huang et al.
[18] estabelece, sem demonstragdo, que

Vu € Ng, lim Var(Y)=0.
V—+oo
A defini¢do de um nicleo associado discreto a partir desta construcdo €, agora, evidente.

Exemplo 5. A seguinte classe de niicleos foi introduzida por Huang [17], e é baseada na distribuicdo

de Conway-Maxwell-Poisson. Sejam S =Sy =Ny e

1 [A(x,m, D]

K)C - —1 ’ S)C’ hl’l 071 Y
"= Gt eSO
com
—1\]2
Oy = ¥ AL
ZGNO (Z!)hn

2E também abordada em Esstafa et al. [12]
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onde A(x,h; ") satisfaz a equagéo

-1 (y - x) =0.
yENo (y !)hn

Na Figura 2.3 podemos ver duas representacdes graficas deste nicleo, fixando x = 4 e considerando

dois valores da janela /,,. Notemos que os diferentes valores da constante C decorrem dos diferentes

valores de h,, pois x estd fixo, ndo sendo portanto escolhidos.

Concluimos esta sec¢do com as seguintes observagoes:

1. Em rigor, um nicleo associado discreto diz-se de segunda ordem quando nETwB(X’ hy) =0
e de primeira ordem no caso contrdrio; veja-se, por exemplo, Kokonendji e Kiessé [24] e
Senga Kiessé [37]. Exemplos desta tltima classe sdo os nucleos construidos a partir das leis
de probabilidade usuais de Poisson, binomial e binomial-negativa. Tal como argumentam os
autores, os estimadores construidos com base em nicleos de primeira ordem, apesar de nao
serem consistentes, apresentam bons comportamentos na pratica, em estudos de simulacao
envolvendo amostras de pequena ou média dimensao, quando comparados com os estimadores
definidos a partir dos nticleos de segunda ordem, o que pode justificar a sua utilizagao;

2. Tanto quanto € do nosso conhecimento, ndo existe um método geral que permita construir
nucleos associados discretos, pelo que a sua construgdo € efetuada caso a caso. Notemos ainda
que, apesar de as condi¢des (2.2) e (2.3) aparentarem ser bastante simples, sdo escassos 0s
exemplos de niicleos que as verificam. Por outro lado, a condigdo (2.1) obriga a que S C [J,cgSx
e, portanto, a escolha do niicleo deve ter em conta o suporte da lei de probabilidade subjacente a
amostra. Quando S C [J,cg Sy, 0 desempenho do estimador a distancia finita fica comprometido
devido aos denominados efeitos de fronteira®. Tal acontece, por exemplo, se S for limitado
(inferiormente ou superiormente) e o estimador for construido com base num ntcleo do tipo
triangular. Com efeito, como o suporte do nicleo é da forma S, = {x,x+1,....xtm}, m € N,
ele atribui probabilidade positiva a pontos que nao pertencem a S, o que conduz a subestimacio
de f(xp) para xo préximo dos limites inferior ou superior de S. Este problema é discutido e
solucionado por Kokonendji € Zocchi [26], que propdem a utilizagdo de versdes assimétricas
ou simétricas do nicleo triangular consoante a distincia entre x¢ e os limites inferior e superior
de S.

2.3 Definicao de estimador do nicleo

Definicdo 2. Seja (X1, ...,X,) uma amostra aleatdria da varidvel aleatdria real X. Dado um niicleo
associado discreto {Kx,hn ,neN } o estimador do niicleo da funcdo de probabilidade desconhecida f,
baseado na amostra (X1, ...,X,), € definido por

Vx €S, fo(x) = . in,hn (X)) (2.13)
i=1

3Também sobejamente conhecidos no contexto da estimagdo nio paramétrica de uma funcdo densidade, cf. Karunamuni
e Alberts [21].
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Figura 2.3 Configuragdes graficas do nicleo apresentado no Exemplo 5.

E de salientar que as condi¢des impostas ao niicleo ndo garantem que fn(x) seja uma fun¢do de
probabilidade sobre S. Com efeito, tem-se f,(x) € [0,1], x€ S, e

N 1
Y hx) ==Y Y, =G, (2.14)
xes ni=3
com
Yip, = Y, K, (X0) (2.15)

xes

e C, uma varidvel aleatdria (g.c.) finita se

Yy € S, Z Ky p, (y) < Hoo.

xes

Notemos que G, € (g.c.) positiva uma vez que

Vy €S, ZKlen(y) = Z Kx,hn(y)

xes xeSNSy

VY ES 0< K1) < Y Kep, ()
xESNSy

Para os niicleos apresentados nos Exemplos 1, 2 e 4 verifica-se que C, = 1 g.c.. Em relacdo ao nicleo
apresentado no Exemplo 3 verifica-se que C, € finito (g.c.) se S € finito e, em particular, C, =1 gq.c.
se S = S,. Mais geralmente, dada uma familia de nicleos associados discretos simétricos em relacio

axetal que S = S, = Z, facilmente verificamos que C,, = 1 g.c..
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Contudo, quando C,, # 1, podemos normalizar o estimador, considerando

£ix) = f”c(x),x es. (2.16)

Mas, de um modo geral, (C,),en € uma sucessdo de varidveis aleatérias e ha que estudar o seu
comportamento assintdtico, bem como o do estimador normalizado. Esse estudo serd abordado na
seccdo 3.2.

Salientamos ainda que no caso do nucleo referido no Exemplo 5 ndo foi possivel tirar conclusdes
sobre a constante C,, pois a fungdo A ndo é definida explicitamente.



Capitulo 3

Propriedades locais de convergéncia

Dedicar-nos-emos, neste capitulo, ao estudo dos comportamentos assintéticos pontuais dos estima-
dores. Comecaremos por estudar o viés, a varidncia e o erro quadratico médio do estimador nao
normalizado, terminando com as propriedades do estimador normalizado. Os resultados apresentados
foram obtidos por [1] e [25].

3.1 Estimador nao normalizado

Lema 1. Para todo o x € S en € N tem-se

onde Z é uma varidvel aleatdria discreta com fungdo de probabilidade K, .

Demonstracdo. Basta ter em conta que

WG&ﬂﬁ@yd{ii&m%O

=E (K, (X1))

=Y K, 0)P(X1 =)
yeSs

=Y PZ=yf0

yESNSy

=E(f(2)),

uma vez que kyp, (y)f(y) =0 paray € SNS,.

O teorema que se segue permite afirmar que o estimador € assintoticamente céntrico.

Teorema 1. Sob as condicoes (2.1)-(2.3) da Definicdo 1, tem-se

vxes, lim E(f,(x)) = f(x).

n—y+oo

13



14 Propriedades locais de convergéncia

Demonstragdo. Sejax € S fixo.

E(fax)) —fx)="Y, fOP(Z=y)—f(x) ) P(Z=y)

yESNS, yES,

= Y fWPZ=y)-fx)| Y PZ=y+ Y PZ=y)
yeSNS, YESNS,y yESNS,

= Y O -f@lPZ=y)-fx) Y PZ=y)
yeSNS\{x} yeSNS,

=B+ By,

Como S e Sy s@o subconjuntos de Z, existe &, > 0 tal que [y —x| > J, paratodo oy € SNS, \ {x}.
Logo

Bial< Y, (IfOI+If@)PZ=y)

yeSNS\{x}
<2 Y PZ=y)
yesSnS\{x}
=2P(Z € SNS,\ {x})

—2P(Z e SNS\ {x},|Z—x] > &)
< 2P(’Z_x| > 8x)7

donde se deduz, usando (2.6), que
lim [B;,|=0.

n—y+oo

No que diz respeito a B, ,, vem

|Boul < f(x) ), P(Z=Y)

yESNS,
= f(x)P(Z€ SNS,)
= f(X)P(Z € SNS:\ {x})
< f(X)P(Z € Sx\{x})
< fFRP(Z x> &),

para algum &, > 0.
Consequentemente, um raciocinio andlogo ao anterior permite concluir que HIE |B2n| = 0.
n——oo ’

Analisemos agora o comportamento assintdtico da variancia do estimador.

Teorema 2. Sob as condicoes (2.1)-(2.3) da Definicdo 1, tem-se

Vx € S, nVar(fu(x)) —— f(x)(1 - f(x)).

n——+oo
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Demonstragdo. Para x arbitrariamente fixo, escrevamos

|nVar(fu(x)) = £(x)(1 = £(x))| = [Var (Kep, (X1)) — f() (1= £(x)]
= |E(K2, (X)) = [E(fa(0)]” = F() + 2 (%)

<| X K070 -S|+ [EG@)] - s )
<FEKZ, -1+ Y K2, 00/0)+|E(H®)] - £E)|

yeSNS\{x}

Ora,

* VneN, ¥y e SNS\{x}, K2, 0)f () < f(3),com Y fO) <1
yesnS\{x}

« VyeSnS,\ {x}, nETwKihn () < Jim Kyp, () =0.

Assim, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, vem

Jim YK, 0)f0)= ) lim K3, (0)f(0) =0,
yeSNS,\{x} yeSNS,\{x}

pelo que o segundo termo da desigualdade anterior converge para zero.
Como a convergéncia para zero do terceiro termo decorre diretamente do Teorema 1 e

lim K?, (x)=1,

Nn—r+oo Jn

a demonstragdo fica concluida.

Corolario 1. Sob as condicoes (2.1)-(2.3) da Definicdo 1, tem-se
Vx €S, nngrrlear(fn(x)) =0.

A qualidade de um estimador ndo paramétrico num ponto x € frequentemente medida através do
erro quadrético médio, definido por

> > 2
EOM{f,(0)} =E [(() - 1)?]
que admite a decomposicao
—~ —~ -~ 2
EQM{fn(x)} = Var(f,,(x)) + {Viés(fn(x))} .
O proximo resultado €, assim, uma consequéncia da decomposicdo anterior e dos Teoremas 1 e 2.

Corolario 2. Sob as condicoes (2.1)-(2.3) da Definicdo 1, tem-se

vxeS, lim EQM{f,(x)} =0.



16 Propriedades locais de convergéncia

Como ¢ sabido, da relagc@o entre as convergéncias em média quadrética e em probabilidade,
concluimos também a seguinte propriedade.

Corolario 3. Sob as condicoes (2.1)-(2.3) da Definicdo 1, tem-se

Vx €S, fulx) —— F(x).
n—oo
Um outro critério usado para avaliar a qualidade de um estimador € baseado na noc¢do de conver-
géncia quase certa. No contexto da estimacdo ndo paramétrica, a obteng@o de resultados deste tipo é
conseguida a partir das denominadas desigualdades exponenciais.
O lema seguinte recorda a que usaremos no presente trabalho (cf. Hoeffding [16]).

Lema 2. Sejam Y1,...,Y, varidveis aleatorias reais independentes e identicamente distribuidas com

momento de segunda ordem finito. Se existem niimeros reais a e b tais que P(Y,- € [a,b] ) =1, entdo

= 8) < 2exp {_8(b—a)nj22Var(Y1) } '

Teorema 3. Sob as condicoes (2.1)-(2.3) da Defini¢do 1, tem-se

1 n
V8>O,P<’nZYi

i=1

Vxes, ]/‘;l(x) Lu‘(x).

n—r+o0

Demonstragdo. Sejam x € S e n € N arbitrariamente fixos. Atendendo a que

Ja0) = ) = |12 = E(Fu(x)) | + Vies (7u(x)

e ao resultado obtido no Teorema 1, basta mostrar que

)~ E(0)] -0

n—+-oo

Para tal, notemos que
n
Y%, 3.1)

com Y; = Ky, (Xi) — E (K, (Xi)), i = 1,...,n, varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas.
Ora, paratodooi € {I,...,n},

P(Kesy (%) € [0,1]) = 1,

que implica
P(Y;e[-1,1])=1

Var(Y;) = Var (K., (X:)) <E (K2, (X)) <1,
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0 que mostra que tais varidveis satisfazem as condi¢des do lema anterior.

> 8> < 2exp{ —ne’ }
- )~ 2e+2)°

Entio, aplicando o Lema 2, vem

n

Ve >0,P(\ﬁ(x)—E(fn(x))| > e) :P(‘IZYi

ni3

Portanto,

Ve > 0, ZP(}ﬁ(x)—E(fn(x))\ > e) gzZexp{ e’ } < oo,

=1 =1 2e+2

O resultado pretendido decorre, pois, do lema de Borel-Cantelli (cf. [7], Lema 3.14).

Apresentamos agora uma propriedade relativa a normalidade assintética do estimador. Antes,
porém, convém recordar o seguinte resultado auxiliar, que podemos encontrar em Breiman ([7],
Teorema 9.2).

Lema 3. Seja (X,),cy uma sucessdo de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribui-

n
das, centradas e com momento de terceira ordem. Seja ainda si = Z E (sz ), neN.

k=1
Se .
lim 5,2 Y E(|x) =0,
Jim s, Y E(1Xl) =0,
entdo ;
-1 Z
Sy k;le mN(O,I)
Teorema 4. Sob as condigdes (2.1)-(2.3) da Defini¢do 1, tem-se
20N p(F
Vxes, fn(x) (fn(x)) Z N(O, 1)‘

i n—y+-oo
Var ( I (x))
Demonstragdo. Seja x € S arbitrariamente fixo.

Comecemos por escrever

comZ;=n"'Y;,i=1,...,n,onde Y; sdo as varidveis definidas em (3.1), e provemos que a sucessio
(Zn) e satisfaz as condigdes do Lema 3.
Tais varidveis s@o claramente independentes e identicamente distribuidas, centradas, e verificam

1 1 23
E(|zf’) = ,735(|Y1|3) = 3E [\Kx,hn(xl) —E(Kxﬁn(xl))ﬂ S 3 <t

'Note-se que lim u, =0= lim u, = lim u, =0.
n—r+oo n—s—+oo Nn—r—+o0
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uma vez que
K, (X1) = E (K, (X1)) | < | K, (X0)| + |E (K, (X1)) | £ 2, gec..

Logo,
23
E(1z]) =nE(|z1]) < —neN.

-

i=1

Além disso, |
52 = Var(ﬁ,(x)) fVar( i (X1)), n €N,

Consequentemente,

1
S

3
E(17f) < > neN,

! v [Var (Ko, (X1)) ]

donde se obtém o resultado enunciado, invocando o Teorema 2.

1=
[SI[%)

i

A proxima propriedade, inspirada em Esstafa et al. ([12], Teorema 2.4), € uma consequéncia
direta do teorema anterior.

Corolario 4. Suponhamos que, nas condig¢des (2.1)-(2.3) da Defini¢do 1, se tem A(x,h,) = Ox(hy) e
B(x,h,) = Ox(hy). Se a sucessdo (hy)nen € tal que lirf /nh, =0, entdo
n—s—+oo

cES- - Ja®) = f(x) Rz
e S W) < b Vi I S N,

Demonstracdo. Para x nas condi¢des dadas, temos

B 1@ ) —E () _
S =) FOI=F@) VIR —7@)

Reescrevendo U , na forma

fn x) — (fn( )) nVar(fAn(x))
\/ Var f,, \/f 7

concluimos, pelos Teoremas 2 e 4, que

Uy —2— N(0,1).

n—soo

Relativamente a U, ,, basta analisar o comportamento assintético de v/n(E (fn (x) = f(x)).
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Para tal, notemos que

VAE (R ) = 0] = V| T Ku 0)6) ~ £05)

€SNy

<Vnf)(1=Kep,(x)+vn Y K (0)f0)

yeSNSy\{x}
<2\/nP(Z # x).
Pela desigualdade de Markov, e atendento a (2.4) e (2.5), vem
P(Z#x)=P(|Z—x|>8,) < 82 (Var(z) +(EZ —x))z) = 0u(hy).

Logo, a condi¢do imposta a sucessao (h,),cn assegura que

VnP(Z # x) < \/nOx(hy) —— 0,

n——+eo

o que conclui a demonstracdo, pelo teorema de Slutsky.

3.2 Estimador normalizado

Nesta sec¢do, que tem por base o artigo de Kokonendji e Varron [25], iremos analisar o comportamento
assintético do estimador definido em (2.16), sob a perspetiva das convergéncias em probabilidade e
quase certa. Para isso, comegaremos por estudar o comportamento assintético da sucessdo (Cy)nen
(cf. (2.14) e (2.15)), impondo as seguintes condi¢des adicionais ao nicleo associado discreto:

* HKy(!) : Existem uma familia de fun¢bes de probabilidade {gy,,y € S} e uma fungéo real
mensurével 1 tais que E (n'(X)) < +o0 e K5, () < n(y)gy(x), para todos (x,y) € S* en € N.

* HK, : Para alguma constante C > 0, tem-se sup sup Z K., (y) <C.
yeS neN xes§

3.2.1 Convergéncia em probabilidade

O nosso primeiro resultado diz respeito a convergéncia em média de ordem / da sucessao (¥ s, )nen.

Teorema 5. Se o niicleo associado discreto satisfaz a hipotese HKy(l), para algum | € N, entdo

lim E(Y{,) =1

n—y—+oo
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Demonstracdo. Sejal € N arbitrariamente fixo. Pelo teorema da convergéncia monétona, vem

VneN, E(Y., ) <(ZKM )> ( Y E(]L[le.,hn(x)>

xXeS X1,. )C[)ESI i=1

- X z[nKx,,n )5, (v ]f<y>

(x1,.... x) €S/ YES

<Y X Ju Hlen

YES (X|, ,X])GS/

Ora, sob a hipdtese HKy(!), cada termo da (dupla) soma anterior ¢ majorado por

F(y,X1,. .- axl) = f()’)nl()’)ngy(xi)a

com

l
Y Y Fox..x)=Yrome ¥ [lew

yES(Xl,..‘,xl)GS[ YES (x|,...,x1)GS/ i=1

=Y ro)m' )

yeS
=E(n'(X)) < +e.

Assim, dado o resultado estabelecido em (2.8), obtemos

nLITME Vi)=Y 0 Y nngHKx () Ls, ()

YES (x.,‘..,xl)GS/

= Z f(y) Z H 6{)@ II‘SX,

yGS (X|,..., ) S’l

=Y 1)

yeS
=1,

pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.
|

Deste teorema, deduzimos facilmente a convergéncia em média quadratica da sucessdo (Cp)en.

Corolario 5. Sob as condicdes da hipdtese do teorema anterior, tem-se

C, —2 1.
n—r—+oo
Demonstragcdo. Observemos que, pelas propriedades dos momentos, se a hipotese HK((2) se verificar,

o raciocinio efectuado no teorema anterior permite afirmar que
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lim E(Y{,)=1,j=12,

n— oo

o que implica que

lim Var(C,—1)= lim n 'Var(¥,, ) =0.

n—r+-o0 n—y—+oo

Deste modo, a férmula de Kéenig conduz a

E((C,—1)?) =Var(C,— 1)+ [E(Y4,) —1]° —— 0.

n—r+-o0
[

Estamos agora em condi¢des de apresentar a propriedade relativa & convergéncia em probabilidade
do estimador normalizado.

Corolario 6. Sob as condicées da hipdtese do Teorema 5, tem-se

Vx €S, f,(x) L>f()c).

n—r+-oo

Demonstragdo. Como a convergéncia em média quadritica implica a convergéncia em probabilidade,
concluimos que (C,),en converge em probabilidade para 1, quando n — +eo, pelo Coroldrio 5. Para
concluir a demonstragdo, resta relembrar o resultado obtido no Coroldrio 3 e aplicar as propriedades
operatérias da convergéncia em probabilidade.

|

3.2.2 Convergéncia quase certa

O préoximo objetivo é estabelecer a convergéncia quase certa de (Cp ) en. Para o efeito, serd usado o
seguinte resultado auxiliar, que podemos encontrar em Pollard [31].

Lema 4 (Desigualdade de Bennett). Sejam X1, ..., X, varidveis aleatorias independentes, centradas e
tais que |X;| < b g.c., i=1,...,n, para algum b > 0. Sejam ainda

S =

n n
X; e veR:Y Var(X;) <v.
i=1 i=1

Entdo,
\% _
Vi >0, P(|S| >1) < Zexp{—ﬁ(p(btv 1)} ,
onde (L) = (1+A)log(14+1)—A, A >0.
Teorema 6. Se o niicleo associado discreto satisfaz as hipoteses HK(2) e HK,, tem-se

c, 1= 1.
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Demonstracdo. Atendendo a que
C,—1= {Cn _E(Ylﬁn)} +E(Yl7hn) —1
e ao resultado obtido no Teorema 5, basta provar que
{C —E(YI/ )} L)O
" Hn n——+oo

Para tal, escrevamos

Wi,

S| =

Cn _E(Ylvhn) =
1

1

com W; =Y;, —E(Y;p,), i = 1,...,n, varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas.
Ora, pela hipétese HK, vem

Yip, <Cgq.c,i=1,...,n,
que implica
|W;| <2Cgq.c.,i=1,...,n,

0 que mostra que tais varidveis satisfazem as condi¢cdes do Lema 4.
Por outro lado,

n
ZVar ZVar i hy) Z (Yl I ) = nvy,

com v, = E(Yl hn) ——>_+—_> 1.

Consequentemente, tomando v = nv, no Lema 4, somos conduzidos a

Ve >0, ZP(}C,,—E(YL,%)\ > s) = ZP(‘ : f >ns)

neN neN
<2 Z exp {—%(]) (2C8v;1)}
neN
_ZZexp{ nb;"}<+c>o7
neN 4C

pois u, = ¢ (2Cev, ) —a>0
n——~too
Novamente, a aplicagdo do lema de Borel-Cantelli conclui a demonstracéo.
[ |

Usando este teorema e o Teorema 3 obtém-se a convergéncia quase certa do estimador normalizado,
tal como afirma o préximo resultado.

Corolario 7. Sob as condicoes da hipdtese do teorema anterior, tem-se

Vx €S, frlx) = f(x).

n—-oo



Capitulo 4

Propriedades globais de convergéncia

A avaliacdo da qualidade de um estimador ndo paramétrico passa também por estudar o comportamento
assintético de medidas globais da discrepancia entre esse estimador e a fungdo a estimar. No contexto
em que se insere o presente trabalho, as medidas mais usadas sdo, em geral, traduzidas a custa das
distancias £, 1 < k < . Com efeito, dado o estimador f;, (ﬁ, ou f,) da fungao de probabilidade

desconhecida f, consideramos'

1

=1le= (A sl ) 1<k <o

x€S

1= fllw= sgg\fn(m — f(x)].

Repare-se que, em ambos os casos, as desigualdades

q.c.
Vn eN, ||fn_fH°° < an_f”l

.C.

q
V> 1, Ve N, | fi—fIF < If.— £,

permitem que nos restrinjamos ao estudo das convergéncias no sentido da distancia ¢;.

Assim, na primeira parte deste capitulo, apresentaremos as principais propriedades de convergéncia
da sucessdo (|| f, — f|| 1)n < tendo por base os trabalhos de Kokonendji e Varron [25] e Jankowski e
Wellner [19]. Por outro lado, a forma mais popular de medir a qualidade global de um estimador ndo
paramétrico € através do erro quadratico médio integrado. Entre outras razdes para essa popularidade,
estd o facto de ele estar na base de um dos critérios fundamentais para a escolha da janela (k,) em
termos praticos. H4, pois, todo o interesse em obter a sua expressdo (exata ou assintética), que
constitui o objetivo da segunda parte do capitulo, focada no estimador ndo normalizado.

IRelembremos que £ é uma funcio de probabilidade; no caso de ﬁ, estas normas estéo igualmente bem definidas uma
vez que, paratodo o n € N, tem-se 0 < f;,(x) <1 g.c.,x €S, e || fullx < oo, g.c., k > 1, sob as nossas hipéteses de trabalho.

23
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4.1 Convergéncia /|

4.1.1 Estimador nao normalizado

Comegamos por apresentar, para o estimador nao normalizado, dois resultados relativos a convergéncia
em média da distancia ¢;.

Teorema 7. Se o niicleo associado discreto satisfaz a hipotese HKy(1), tem-se
E(1fa—11h) ——o.
n——+oo

Além disso, se HK(2) € verificada e Z NV f(y) < +oo, entdo
yeSs

E(|Ifu = E(K.,())1) = O(n 7). @1

Demonstracdo. Somando e subtraindo a esperancga do estimador e efetuando a decomposi¢ao usual,
iremos provar que

Jgim E(Ifa—EG)I) = Jim_ (1EG) — 7l1) =

Para estabelecer a segunda igualdade, vejamos que, sob a hipétese HKy(1), temos

E(Ke,(X) = f(0)| < Y, Ken,0)F )+ f(x)

yeSNSy

<Y 1) x)+ f(x) == H(y,x),

yeS

com

Y H,x) =Y fon0) Y g(x) +1=E(N(X)) +1 < +oo.

xeS yeS xes

Assim, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e usando o Teorema 1, vem

lim_[[E (K., (X)) = ]l :nETNZ‘E(Kx,hn(X))_f<x>‘
=Y lim |E( Fax)) = f(x))|
xeS

=0.

Provemos agora que lirf E(||fn —E(K j,(X)) ”1) =0.
Nn—r—oo

O teorema da convergéncia monétona permite escrever

Jim (1 ~E (0 00)11) = Jim £( L) ~£Gco) )
= Jim Y (|00 ~E()]).
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O nosso objetivo €, novamente, aplicar o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. Para tal,
notemos que, para toda a varidvel aleatéria positiva Z, tal que £ ( |Z \2) < +oo, € vdlida a seguinte

desigualdade
E(|Z—E(2)]) < min {2E(z), Var(Z)} .

Fazendo Z := f,(x) e atendendo a que

Var(7,(9) < (K3, 000) = F [PE=9]50)
<Y )
yeSNSy
< 17

obtemos

~

vneN, Ve S, 0<E (£, E(h)) Smin{ZE( Ken, (X ))7\}}

-

Além disso, E (}fn(x) —E(ﬁ(x)){) < 2E(Kyp, (X)), com

2Y E(Kip, (X)) <2E(N(X)) < oo,

xS

pela hipétese HKo(1).
Nestas condi¢des, o referido teorema conduz a

tim E(||7— E(K.s,(6)]),) = anrme(!ﬁ(X)*E(ﬁ(X))D

n—r—+o0

< lim — =0,
);L’gn%-‘rw\[

Por fim, para demonstrar (4.1), comecamos por escrever

(I~ £ (s, 00),) = LE (170~ £G0)]) < B yar o).

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

vneN, E([|fi—E(K., (X)) )g\[Z\/ﬁ

Logo,
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Tendo em conta HK((2), obtemos ainda

IN

Sl -

BBk )], nzg T n2<y>gg<x>f<y>]
g,Z e )

yeSNSy
Z n(y
yeS
_1
2),

A IA
EiUn

I
o)
3

(

uma vez que Y 1(y)\/ f(y) < +oe, por hipétese.

yeSs
|

Mais uma vez, da relacdo entre as convergéncias em média e em probabilidade decorre também
=~ P - . o .
que ||f» — f|[1 —— 0, sob as condi¢des da hipétese da primeira parte do teorema anterior.
n—y+-o0

O préximo teorema diz respeito a convergéncia quase certa da mesma norma. A dedugdo deste
resultado usa uma desigualdade exponencial enunciada no lema seguinte, que pode ser encontrada em
McDiarmid [27].

Lema 5 (Desigualdade de McDiarmid). Sejam Xi,...,X, varidveis aleatorias independentes, com
P(X;€L)=1,parai=1,...,n. Seja f: Ly x -+ x L, — R uma fungdo tal que

’f(-xlv"'rxn) _f(-xllw")-x:l)‘ < Ci,

para todos os vetores (x1,...,xp), (x],...,x},) € L; X --+ X L,, que difiram apenas na i-ésima coorde-
nada.”

Entdo

Vi >0, P<|f(X1, X)) —E(f(Xi, . X)) | > r) < 2exp{ [Zc }_1}

i=1

Teorema 8. Se o niicleo associado discreto satisfaz as hipoteses HK(1) e HK, tem-se
1Al 20,
Demonstracdo. Escrevendo
o= £l = 1= £l = E(Ifu = £I) +E (I = f1h)s n €N,

e, tendo em conta o Teorema 7, basta provar que

Vo= £ = E(1u = £11) =2 0.

2Também conhecida como propriedade das diferencas (c1,...,cn)-limitadas.
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ora || f, — fl = g1(X1,....,X,), com

g1 s — R

(Z1yeeey2n) Z

xes

ZKxh,, Zt )

uma funcdo que verifica as condi¢des do Lema 5.
De facto, para todos os vetores (z1,...,z,) € (2, -..,z,) que difiram apenas na i-ésima componente,
vem

‘gl(Zla-u,Zrz) g] Zl? 7Zn ‘ Z

] 3 Kona) =109 [ £ Ko~

xeS
<1 /
Xl Zl ZKx,hn (Zj)
anS i= Jj=1
l
Z ‘Kxh Zl (Z;)‘
N xes
<2cn7!,

usando a hipétese HK].
Portanto, a aplicacdo do Lema 5 conduz a

. R 2
ve >0, vne N, P([Ifi— £l ~E(If—fh)| 2 €) < 2exp{ = 25 }.

donde se deduz o resultado pretendido, pelo lema de Borel-Cantelli (cf. [7], Lema 3.14), uma vez que

2

né
b <o

ve >0, Y P(|Ifi—flli—E(1 - f\|l)}>e)<22exp{ .

n>1

4.1.2 Estimador normalizado

No que diz respeito ao estimador normalizado, as convergéncias em probabilidade e quase certa
da distancia ¢; decorrem das propriedades estabelecidas na secc¢do anterior, usando argumentos
semelhantes aos que foram referidos no Capitulo 3, a propdsito dos Coroldrios 6 e 7. Contudo, tirando
partido do facto de f,',n € N, ser uma funcéo de probabilidade, € possivel obter os mesmos resultados
como consequéncia direta da convergéncia pontual do estimador, o que nos parece ser uma abordagem
interessante. Por esta razio, apresentamos seguidamente a demonstracdo baseada nesta abordagem. O
lema que se segue, consultado em Jankowski e Wellner [19], é fundamental para tal objetivo.

Lema 6. Sejam g,, n € N e g fungées de probabilidade sobre 7 tais que liT gn(x) = g(x), para
n—s-+oo
todo o x € Z. Entdo,

lim g, —gll;, =0

n—-o0
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Demonstracdo. Seja € > 0 fixo. Sendo g uma fungdo de probabilidade sobre Z, existe a > 0, tal que

Y g(x)>1- g. 42)

x<a
Por outro lado, como lirJrrl gn(x) = g(x), para todo o x € Z, é garantida a existéncia de N € N tal que
n— o0

£

Vn >N, sup |ga(x) —g(x)| < 42t 1)

[x|[<o

Portanto, para todo o n > N e x tal que |x| < ¢, vem

E
x)—gx)| < su xX)—gx)| £ <.
|gn(x) — g(x)] _‘x‘gr;}gn( )—8(x)| < Gy
Desta desigualdade deduzimos que, paran > N,
£ £
_ <__ = N=2
L I8 80| < g Ty et D=5

x|<er

o que implica

||Z (80) ~8u(@) < ¥ |gale) —g(0)] < %.
Entio, vem
€ €
IRACEDY 8()6)—121—5,

[ <a [<a

de acordo com (4.2).

Consequentemente,

Y lg(¥) =)= X [ga(0) —g(x)|+ X [ga(x) —5(x)]|

XEZL x| <a |x|>a
< Y [gn®@—g@[+ X g+ ¥ s(x)
< Y It -+ (1= ¥ gut))+(1 —HZ 8()
< 8; 7 7

o que estabelece o resultado pretendido.

O lema anterior juntamente com o Coroldrio 7 conduzem ao seguinte teorema.>

3Evidentemente, consideramos f (x) = f(x) = 0, parax € Z\ S.
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Teorema 9. Se o niicleo associado discreto verifica as hipoteses HKy(2) e HK|, tem-se

Observemos que apesar de a estimacdo da fungdo de reparticdo estar fora do dmbito desta
dissertacdo, é de referir que as hipéteses do Lema 6 garantem ainda que

lim sup |G,(x)—G(x)| =0
lim_supG,(x) — G()| =0
onde G, n € N, e G denotam as funcdes de reparticdo de g,, n € N, e g, respetivamente. Com efeito,
denotando por [x] o maior ndmero inteiro inferior ou igual a x € R, pela defini¢do de fungéo de
reparticdo de uma varidvel discreta, tem-se

VneN, Vx € R, |G,(x) - G(x)| = Z{‘,}gn(y)— Y ey < X[‘,]\gn(y)—g(y)\
y<[x y<[x

y<[x]

<|lgn—gll; -

Assim,
Vn €N, sup|G,(x) — G(x)| < |lgn—gll; —— 0.
xeR n—reo
Consequentemente, sob as condi¢des da hipétese do teorema anterior, € védlido para a fungdo de
reparticdo definida a partir de £, um resultado do tipo Glivenko-Cantelli.

4.2 Desenvolvimento assintético do erro quadratico médio integrado

O erro quadratico médio integrado (EQM]1) nao € mais do que a extensdo do EQM a todos os pontos
de S, isto é, 0 EQMI de f, é definido por*

EQMI{f,} = Y Var(fu(x)) + Y Viés (fu(x)). 4.3)
xeS xeS

Nao sendo facil deduzir a sua expressio exata na grande maioria dos casos, limitamo-nos habitualmente
em obter o correspondente desenvolvimento assintético, o que constitui o objetivo desta seccao.
Contudo, em nossa opinido, as demonstracdes apresentadas na literatura (cf. Kokonendji e Kiessé
[24]) sobre este topico carecem de rigor, o que nos levou a analisar apenas os casos particulares
considerados nos quatro exemplos iniciais apresentados no Capitulo 2.
Para caso o nicleo trivial referido no Exemplo 1, como S, = {x}, a expressdo (4.3) reduz-se apenas a

EQMI{fz} = Y Var(f(x)) = %(1 -Y £W):

xeS xeS

4Trata-se da versdo discreta do EQMI definido no contexto da estimacdo de uma fungo densidade de probabilidade (cf.
Tenreiro [40]).
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Relativamente ao nicleo definido no Exemplo 2, verificamos que, para todososn € Ne x € S,
nVar(fn (x)) = Var(Kep, (X1))

=Y K, 0)f0) -

YESK

2
Y Ko O)f (y)]
YES,

2
= (1—hy)2f(x) + —' Y f(y)—[(l—hn)f(xH }fl Y f(y)]
(=1 i €7 L yesax
2 h2

s (1= 1) = (1= )0 = s (1= /(0

= (1—hy)*f(x) +

hy(1—hy)
c—1

(
-2 fE(A—=f(x))

logo

ZVar(fn(x)) _1 (

xes

No que diz respeito ao viés, tem-se

VneN, Vxe S, Vies(fa(x)) = ¥ Kon, 0)f () — f(x)
yES

- (1 _hn)f(x)+

:—hnf(x)Jr
e

c—1 "~

pelo que
2

Y Vi (7)) = — 1 ¥ (1= 26f(x) + ()
1)

x€S (C x€S

2

(@ hnl) (+@ L 10 -2)

xes

i (L)

xes

ch2

= Oc(h%)7
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donde se conclui que (4.3) € assintoticamente igual a
1 _
. (1 . Zfz(x)> +O(han™ )+ O(h).
xeS

No caso dos Exemplos 3 e 4, o desenvolvimento assintético de (4.3), por nds obtido, baseia-se na
expansdo de Newton, enunciada no proximo lema (cf. [4]). Admitimos que S, C S, para todo o x € S

e tiramos partido da simetria do nticleo em relag@o a x, assim como da igualdade Var(Z) = O(h,).

Lema 7. Dada uma qualquer fungdo limitada h : Z. — R, tem-se

: : A : .
Wia ez n(i+0) = X ({8004 R G Loy +R () Loy

s=0
com
0 1=0,1,2
RT(j,1)=q'3 /151 (4.4)
() Z( > )A3h(j—|—s) >3
s=0 2
e

1 .
R(j,l):—Z(l“ 1>A3h(j—s), (4.5)

com as seguintes convengoes:

n
. <>:0ser<00ur>n,n€No,
r

. (‘”) L A S S | (-1)’(”“_1) neN,

r r! r

s Af(x)=f(x+1)—f(x), A"f(x) :A(A”*If(x)), n €N, onde A’f(x) = f(x).

Em relacdo ao Exemplo 3, o resultado decorre da proposi¢cao seguinte, de indole mais geral.

Proposicao 1. Seja {Kx,hn ,ne N} um niicleo associado discreto simétrico em relagdo a x, de suporte
Sy={xxx1,...xtm}, meN, comS, CS. SeVar(Z) = O(h,), a expressdo assintdtica de (4.3) é
dada por

1

n

EOMI{f,} = (1= ¥ £2()) + Olhn™ ") +0().

xes

Demonstragdo. Primeiramente, a simetria do nuicleo associado discreto em relacdo a x permite
escrever: Ky, (y) := K, (y —x), (x,y) € S x Sy, onde {Kj,,n € N} é uma familia de fun¢des de
probabilidade com suporte {0,+1,...,+m}, m € N.
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Atendendo a esta relag@o, vem, para n € N e x € § arbitrariamente fixos,

x) =Y Ki(y—x)f()

YESK

=K, (0)f(x)+ Y K, (y—x)f()
{yeSuy#£x}
—i—ZKhn fx+i)+ f(x—1)).
Aplicando a expansdo de Newton a f(x+i) e f(x— i), obtemos
E(fu(x)) = K, (0)£(x) + ZKhn x) + A f(x) + R (x,) + Ry (x, =)
K, <o>f<x>+2f<x>f i)+ &2 zm ()
i=1

= F(0) + 582 F(0)Var(Z) + An(x),

com

2>
S
Na¥
I
N
2
=
—~

3 R,T(x,i)—&—R;(x,—i)),

onde R (x,i) e R, (x,—i) sdo dados, respetivamente, por (4.4) e (4.5).
Consequentemente,

Viés (f(x)) = %AZ f(x)Var(Z) +An(x).

Resta estudar o comportamento assintético do tltimo termo.
Ora, para todos os i € {1,...,m}, temos

R} (x,i) + Ry, (x,—i)| < |Ry (x,0)| + |R,, (x,—1)|
<3 E-s-1li=s-2) |8 c+)
;Z s—i—1)(s—i—2)||Af(x—5)]
< 6+ 178(0),

com

i—-3 i
gi(x) = Z }A3f(x+s)} + ; ’ASf(x—s) ,

s=0

o que, majorando (i + 1)2, conduz a

40| < 5(m+ 17 Y. K (D). @6

i=1
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Deste modo,

Y vies (o) = ¥ GAZ Fx)Var(2) +A,,(x))2

xes xes
— e @) X (850 + var(z) E 8%
xes xes
Mas, de (4.6), vem
A2(x) < %(m—i—l) (ﬁ‘{l%(i)gf(ﬂ)2
< s (YR 0) (L),

Il
—
Il
_

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Atendendo a que

Kh (0) = Kx,hn (x) = P(Z = x),

n

de (2.4) e (2.5), juntamente com a desigualdade de Markov, vem

1-K;, (0) =P(|1Z—x| > 8,) < 8, *Var(Z) = O(hy),

com 6, > 0.
Assim, para todo 1 <i < m, vem

pelo que
K, (i) < O(hy)
Logo,
m
) K, (i) < O(hy)
i=1
Portanto,

uma vez que

n’’

(x)+ Y An(x)

xes
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Logo,
~ 1
-5 2 2 2f 2
Z Viés® (fu(x)) = ZVar (z )Z (A% f(x +Var ZA x)+O(hy).
x€S xeS xeS
Por um raciocinio anédlogo ao anterior, temos
Y Ki (v=0)f() =K, 0 f)+ ), Kp(y—x)f0)
yES, {veSyiy#£x}

+ZKh flx+i)+ flx— 1))
i=1

m

= Kj,, (0)f(x) + ; in (D) (2f () + 222 f (x) + Ry (x,0) + Ry, (x, 1))

m m
=K;, (0)f(x) +2f(x) Y Ki (i) + A f(x) Y i* Ky, (i) + Bu(),
i=1 i=1
com m
By(x) =Y K7 (i)(R} (x,i)+R, (x,—i)), n€N, x €.
i=1
Entao,

nZVar fn —Z

ZKh y—x)f <Viés(ﬁ(x))_'_f(x)>2] _

x€S xeS | yeSk
m m
=K} (0)+2 Z K, (i) + Z Ky, (1) Y A2 f(x)+ Y Bu(x)
i=1 i=1 xeSs xeSs
—Zf ZVles fn ZZf Vles fn )
xXeS x€S xXeS
Notemos agora que
a K2 2
Y Bu(x m+1) Y Ki (i) ) &i(x) = O(hy),
x€S i=1 x€S
pois
|B,(x)| < Z }RJ“ x,0) + R, (x, 1)’ 2(m—|— 1) ZKhn(i)gi(x).

i=1 i=1

Além disso,

1-Kj (0) = (1+Ky,)(1—Kp,) <2(1—Kj,) = O(hy)

Y F(x)Vies(fulx fVar )Y A f () + Y F(x)Au(x),

xS xes xes
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com

< X @] < 4+ 1Y K () i) = O(h).

xes i=1 x€S

Y F(x)An(x)

x€S

de acordo com a majoracao (4.6).
Conjugando estes resultados, somos conduzidos a

nZVar(]/‘;l(x)) =1- Zfz(x) - %Varz(Z) ) [A%f(x)] —Var ZAzf

xes xes xes xes
~Var(Z) Y, f)A*f(x) + O(hy)
xes
=1- Zfz(x) —Var(Z ZA2 [ Var(Z)A*f(x) + f(x) +An(x)} +O(hy,),
xeS xes

ou ainda

Z Var(ﬁl (x))

xes

I—Zf —Var(Z) ) A’ f(x (Var< )Azf(X)+f(X)+An(X)>]

xeS xeS
+O(hyn™").

Em conclusio,

xes xes

EQMI{f,,}_ll—Zf —Var(Z) Y A f(x < Var(Z )A2f(x)+f(x)+An(x)>]

+%Var2(Z)Z[A2f ]+Var )Y A% f(x)An(x) + O(h) + O(hun™")

xes xS

Para estabelecer o resultado enunciado, basta notar que Var(Z) = O(hy,) e efetuar a seguinte majoragéo

Var(Z) Y A*f(x <Var(Z) Y |Nf(x)] |An(x)]
xeSs xes
<2Var(Z)(m+1) Z Zg,
i=

xes

=0(hy),

tendo em conta que Z gi(x) < +oo.
x€S

Por fim, analisemos a constru¢do do desenvolvimento assintético de (4.3) para o estimador de
Wang e Van Ryzin. Como o raciocinio é muito semelhante ao da demonstracao da proposi¢do anterior,
destacaremos apenas os passos que permitem contornar o facto de agora trabalharmos com um suporte
infinito.



36 Propriedades globais de convergéncia

Pois bem, temos que

VneN, VxeZ, E(ﬁ,(x)) = f(x)+ lAzf(x)Var(Z) +An(x),

2
onde
Ap(x) Zh (x,i) + R, (x, ))
ieN
X:iz’R+ x,i) Zh
ieN ieN

- A;(x) +A; (x).

Vejamos agora que

A () ) Y P 2 (i—s=2)(i—s—1)A f(x+s)
i>3  s=0
—1 Jj+3 . 3
*4( ng)h Yz: —s+1)(j—s+2)Af(x+s)
:i“—hn>h22A3f<x+s>Zh-f;<j—s+1><j—s+2>
520 jzs

_ %(1 —ha)ly Y A f(x+s) Y B (m+1) (m+2)

5s>0 m>0

1
_ 5(1 —h) k) Y N f(x+ )R,

s>0
e
1 i
Ay (@) =—(1=h) Y B Y (i—s+1)(i—s+2)A f(x—s)
4 >l s=1
1
=——(1=h) Y BEA f(x—ys)
2 s>1
pelo que
1
+ —2,3 3
¥ 45 ] < 50— ) 2 X X (87t )
XEZ s>0  xeZ
4 2h3zh3
5>0
O(hy)
e

Y |A, ()] <4(1—ha) 2 Y By =0(

XEZ s>1
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Desta forma, vem

Y |Au(x)| =O(h
XEZL
Mais ainda,
1 2
\A;(x)\ (1—h)4h2(Z\A3f(x+s)\h;>
4 s>0
% 4h6(ZhS> (Zh;}A3f(x+s)}2>
s>0 s>0
< %(1 —h) RS Y B A f(x4s) |
s>0
c
A7 @) < (=) L&)
s>1

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Logo,
Yl < - K LB Y At
XE€Z s>0 x€Z
< 16(1 —hy,) " ns
= O(hy)
(&
Y Ay (0] < 162(1—hy) ™0 = O(2).
XEZ
Ora,

A, < 2|4} ()] +2[4, ()]

implica que

Y A0 = or).

XEZ

Assim,

) Viés* (ﬁ(x)) = %Varz( )Y, [A%f(x)] +Var )Y, A (

XEZ XEZ XEZ

x)+0(h2).
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Analisemos agora o0 momento de segunda ordem. Para todos osn € Ne x € Z,

Y K2, 0)f() =

YEZ

2 2
= (=) 0 b )+ 0= P20 4,

2
= FWA ) + 38 Va(0) + B,

com
Bu(x) = —(1=hy)* Y ' (R (x,i) + Ry, (x,—1))
n
ieN
ieN ieN

- B,f(x) By ().

Uma vez que

1
B, (x) 1(1—hn)“(l+hn)‘3hSZA3f(X+S)hﬁs
5s>0
© 1
B (x) = ——(1— -3 3 2s
w () == (1=hy) Y1 4hy) ;A s)h>
obtemos
Y B ()] <21 —ha) ' (A +hy) RS 1 =
X€EZL s>0
e
Y B, (x)] <2(1—ha)~ )Y b =0(
XEZ s>1
pelo que
Z ‘Bn(x)‘ = 0(h2)
XEZ
Deste modo,
1 e
n Z Var fn =y (hy) + 4‘l’2 Z A% f(x) Z fz(x) - Z Viés* (fn(x))
XEZ XEZ XEZ XEZ
—ZZf x) Viés fulx )—l—O(hﬁ).
XEZ
Como 1
Wl(hn) = (1 - Ehi)(l _hn)(l +hn)71 =1+ O(hn)
e

Y A () =), (fx+2) = 2f(x+ 1)+ f(x)) =0,

XEZ XEZ
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concluimos que, também neste caso, o desenvolvimento assintético do EQMI é dado por

%(1 - Zfz(x)> +O0(hun™ ") +0(hy),

xeS

uma vez que Var(Z) = O(hy,).






Capitulo 5

O estimador de Aitchison e Aitken

Neste capitulo € feito um breve estudo de simulagdo que compara o desempenho do estimador de
Aitchison e Aitken (Exemplo 2), com o estimador empirico. Para tal, € feita a escolha pratica da janela
hy, com base no EQMI do estimador e simulados conjuntos de amostras de diferentes tamanhos,
tendo por base quatro cendrios distintos. Por fim, terminamos com uma andlise aos resultados obtidos.

O cédigo R usado nesta simulag@o pode ser consultado no Apéndice A.

5.1 Janela otima do estimador

Tendo em conta as expressdes obtidas na secc¢do 4.2, relativamente ao estimador de Aitchison e Aitken,
¢ possivel obter um desenvolvimento exato do seu EQM]I a partir do qual se pode exibir a janela 6tima

(exata) de tal estimador. Vejamos o seguinte resultado.

Teorema 10. O EQMI do estimador de Aitchison e Aitken é dado por

EQMI{ fy:h,} = (1—Zsf )——Bf+h Cf+h Dy, (5.1)
xe
onde
5= 7 (1- L),
Cr = <c§§f ~1)
e
e )

Além disso, a janela étima no sentido do EQMI é dada por

opt __ 1 By

= —— 5.2
" 2nCr+Dy (5-2)

41
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Demonstracdo. De facto, para obtermos a expressio apresentada em (5.1), basta ter em consideracio

que
~ 1
Var( f, =—(1-
Lvar() = (1- ) L
1 2c c \%2, )
—n(l—c_lhﬁ(c_ )hn)(l—ng )
Y 5 hy, 2c R/ oc _
=L (-5 rw) S (- )+ (5) (- B rw)
_1 2 n hy
=, (=17 <’“>>—;Bf+;’)f
e
Y. vies? (f(x)) = k2 (ch )= 1) =K.
x€S x€S
Logo, a janela que minimiza (5.1) é dada por
por =L Br
" 2an+Df.
|
Uma vez que
EQMI{Jr} =~ <1—Zf ) (5.3)

x€S

podemos concluir que o estimador em estudo exibird melhores resultados que o estimador empirico,
mediante uma escolha adequada da janela, conforme a proposi¢do seguinte.

By

Proposicao 2. Quando 0 < h, < nCr+D;

, tem-se

EQMI{ f,;h, } < EOMI{ fz}.
Demonstracdo. Atendendo a (5.1) e (5.3), € suficiente mostrar que
Vh, € (0,207, G(h,) > 0,
onde
h h2

G(hy) = ;”Bf —h2Cr— LDy

Como G é uma fungdo quadratica com maximizante no ponto 4" e G(0) = 0, o resultado é imediato.
[
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5.2 Escolha pratica da janela

Tal como na estimagdo de uma fun¢do densidade pelo método do ntcleo, a escolha da janela 4, é
também, no nosso contexto, uma questdo fundamental na contrugdo prética dos estimadores. Nos
trabalhos de Kiessé [22] e Kokonendji e Kiessé [24] é sugerido o método clédssico da validagdo cruzada.
Outras propostas que encontramos na literatura sdo a abordagem Bayesiana (cf. Zougab et al. [45])
e, mais recentemente, um método baseado na minimizacdo da distancia em variagdo total entre o
estimador e a fun¢do a estimar (cf. Kokonendji e Varron [25]). Dada a sua popularidade, descrevemos
brevemente o método da validagao cruzada, que apesar de tudo ndo serd usado no presente trabalho.
Neste método, a janela é dada por

hey = arg}rlnircl) CV(hy),

com
CV(h) =Y fr(x)—
xXeS i=1

onde

~

1
Jo—i (Xi) = 1 §,~KXI-J1" (X))
JFi

é o estimador de f construido com base nas observacdes Xi,...,X;—1,Xit1,...,X,. Na base deste
método estd o facto de a fungdo CV ser um estimador centrico de

EQMI{fu:hy} = Y £*(x).

xS

De facto, basta ter em consideragdo que

E(G X ot 00 ) = E (3, 00) = T T Kt (0070

xeSyes

=Y E(fu®) f(x)

xes

=E( ¥ A0fw)

xes

e que Z f,?(x) ¢, evidentemente, um estimador céntrico da sua esperanca.
xes

Além de computacionalmente pesado, o método da validagcdo cruzada apresenta a grande desvantagem
de ndo ser garantida a existéncia de um Unico minimo local. Em contrapartida, o método plug-in para
a escolha da janela € baseado na ideia de substituir as quantidades desconhecidas, que surgem na
expressio da janela assintoticamente 6tima', por estimadores convergentes.

No nosso caso, uma vez que conseguimos exibir uma expressdo exata para a janela Gtima hy”", apre-
sentada em (5.2), usaremos a ideia deste método para a construcao do estimador, considerando a

10btida através da minimizacdo do erro quadrdtico médio integrado assint6tico.
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janela da forma

Aoptzl Bf
" 2an+Df’
com
Br= 2 (1-Y ). G = S (X ) —1) e Dy = 2 B
Toe U BT 2 T e R T 7 2e—17"

5.3 Alguns resultados de simulacao

Nesta secc¢do faremos um breve estudo de simulacdo, comec¢ando por comparar a eficiéncia dos
estimadores através da distribui¢do do erro quadratico integrado (EQI) para diferentes tamanhos de
amostra e quatro cendrios gerados por misturas de distribui¢des binomiais com suportes {0, 1,...,m},
com m fixo tal que ¢ = m+ 1, conforme o suporte S, do nicleo de Aitchison e Aitken. Por Gltimo, para
uma anéalise mais global do comportamento dos estimadores usaremos, como medida de qualidade do
estimador, a norma-L, do EQI {ﬁ, h,} dada por

\/Var(EQl{f,,;hn}) +EQMI{ fy;h, )}

Esta medida tem em conta ndo sé o centro da distribuicdo do EQI { s hn} mas também a variabilidade
dessa distribuicdo. Na prética, para cada um dos cendrios em estudo usaremos uma aproximacao para

1ME 12 (i
M; Q (l)a

onde M € o nimero de replicacdes de amostras de tamanho n e EQI(i) denota o EQI empirico do

esta norma da forma

estimador com base nas janelas em estudo.

Os cendrios considerados neste estudo sdo denotados por 1, 2, 3 e 4. O cendrio 1 € gerado por uma
distribui¢do binomial assimétrica de pardmetros 50 e 0.2; o cenéario 2 é gerado por uma distribuicao
binomial simétrica de tamanho 50; o cendrio 3 deriva de uma mistura de distribui¢des binomiais da

2 , , _
2 (50 g 470.6% +E 39Y0.6%0.4% Y0 <y<50;
5\y 5\y

e o cendrio 4 vem de uma mistura de distribui¢des binomiais dada por

2 (50 3 (50 ,
- ( )0.3y0.75°—y += < >0.7>’0.35°—>, 0 <y <50.
S5\y S5\y

forma

Na Figura 5.1 podemos ver as representacdes graficas dos quatro cendrios descritos.

Nos diagramas de extremos de quartis apresentados nas Figuras 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5, encontramos
a distribuicdo do EQI dos estimadores para os cendrios 1, 2, 3 e 4, respetivamente; construidos a
partir de 500 amostras de tamanho # indicado. Comecemos por observar que, independentemente
do tamanho da amostra e do cendrio considerado, a distruicdo do EQI do estimador de Aitchison e
Aitken com a janela Eﬁp " apresenta sempre melhores resultados relativamente ao estimador empirico.
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E também visivel os bons resultados obtidos pela janela nar! quando comparada com os resultados
(de controlo) dados pelo estimador 6timo de Aitchison e Aitken. Logo, concluimos que o estimador
com a janela 2,01” " se comporta de forma semelhante ao estimador 6timo de Aitchison e Aitken. Claro
que, a medida que o tamanho da amostra vai aumentando, melhor serd a precisdo do estimador em
causa, sendo mais visivel essa evolucao nos cendrios 3 e 4.

Relativamente a Figura 5.6, temos uma andlise mais global do comportamento do estimador e, tal
como acontecia nos graficos das Figuras 5.2-5.5, o comportamento do estimador em estudo é sempre
melhor que o estimador empirico, para todos os cendrios e todos os tamanhos de amostra. Para
amostras de tamanho superior a 100, o estimador de Aitchison e Aitken com a janela HSP" tem um bom
comportamento assintético, ndo havendo diferencas significativas com o estimador 6timo. No entanto,
para amostras de tamanho inferior a 100, notamos uma maior diferenga perante os dois cendrios com
mistura de binomiais, relativamente ao estimador 6timo. Desta forma, é de salientar a qualidade da
janela EZ” ' Novamente, a construgdo destes tltimos quatro graficos foram baseados em 500 amostras
de tamanho 7.
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Figura 5.1 Representagdes gréficas das fun¢des de probabilidade usadas nos cendrios em estudo.
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Figura 5.2 Diagramas de extremos e quartis das distribui¢cdes dos £QI com base em amostras com
distribuicao no cendrio 1.
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Figura 5.3 Diagramas de extremos e quartis das distribui¢cdes dos £QI com base em amostras com
distribuicao no cendrio 2.
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Figura 5.4 Diagramas de extremos e quartis das distribui¢cdes dos £QI com base em amostras com
distribuicao no cendrio 3.
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Figura 5.5 Diagramas de extremos e quartis das distribui¢cdes dos £QI com base em amostras com
distribuicao no cendrio 4.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

O tema do presente trabalho, sendo relativamente recente, permanece ainda objeto de investigacao
para muitos autores e tem sido essencialmente focado em dois tépicos: a generalizacdo do método
do niicleo ao caso multidimensional e a aplicacdo de métodos Bayesianos para a determinagdo da
janela (cf. Belaid et al. [5], Zougab et al. [44]). Mesmo no caso unidimensional, sdo varios os aspetos
que, em nossa opinido, permanecem em aberto, de entre os quais salientamos: desenvolver o estudo
do ntcleo apresentado no Exemplo 5, ja iniciado por Huang et al. [18], pois a defini¢do implicita (e
complexa) do pardmetro A nele interveniente ndo permitiu aprofundar as propriedades do estimador
correspondente, em particular no que diz respeito ao EQMI; procurar, a semelhanca de Esstafa et al.
[12], condigdes menos restritivas que assegurem a convergéncia de (Cy),ecn €, consequentemente,
as propriedades de consisténcia do estimador normalizado; procurar hipdteses adequadas sobre o
ntcleo ou a fungdo a estimar de modo a obter o desenvolvimento assintético do EQM1I no caso geral;
comparar, através de estudos de simulagdo, os métodos de escolha da janela 4, propostos na literatura,
com énfase para o método da validag¢do cruzada; comparar, em termos praticos, o desempenho dos
estimadores construidos a partir dos diferentes niicleos perante dados reais.

Finalmente, ndo podemos deixar de lamentar o facto de encontrarmos publicados ou pré-publicados
resultados que nos parecem manifestamente incorretos, como € o caso do desenvolvimento assintético
do EQMI apresentado por Kokonendji e Kiessé [24], assim como as demonstragdes das proposicdes

2.1 e 2.5 que figuram em Esstafa [12].

51






Bibliografia

[1] Abdous, B. and Kokonendji, C. C. (2009). Consistency and asymptotic normality for discrete
associated-kernel estimator. African Diaspora Journal of Mathematics, 8(2):63-70.

[2] Ahmad, I. A. and Cerrito, P. B. (1994). Nonparametric estimation of joint discrete-continuous
probability densities with applications. Journal of Statistical Planning and Inference, 41(3):349—
364.

[3] Aitchison, J. and Aitken, C. G. (1976). Multivariate binary discrimination by the kernel method.
Biometrika, 63(3):413-420.

[4] Barbour, A. D. and Cekanaviéius, V. (2002). Total variation asymptotics for sums of independent
integer random variables. The Annals of Probability, 30(2):509-545.

[5] Belaid, N., Adjabi, S., Zougab, N., and Kokonendji, C. C. (2016). Bayesian bandwidth selection
in discrete multivariate associated kernel estimators for probability mass functions. Journal of the
Korean Statistical Society, 45(4):557-567.

[6] Bosq, D. and Lecoutre, J.-P. (1987). Théorie de I’estimation fonctionnelle. Collection economie
et statistiques avancées. Economica, Paris.

[7] Breiman, L. P. (1992). Probability, Classics Appl. Math. 7, Philadelphia. Society for Industrial
and Applied Mathematics.

[8] Burman, P. (1987). Smoothing sparse contingency tables. Sankhya: The Indian Journal of
Statistics, Series A, pages 24-36.

[9] Chu, C.-Y., Henderson, D. J., and Parmeter, C. F. (2017). On discrete epanechnikov kernel
functions. Computational statistics & data analysis, 116:79-105.

[10] Daly, F. and Gaunt, R. E. (2015). The conway-maxwell-poisson distribution: distributional
theory and approximation. Preprint arXiv:1503.07012.

[11] Dong, J. and Simonoff, J. S. (1994). The construction and properties of boundary kernels for
smoothing sparse multinomials. Journal of Computational and Graphical Statistics, 3(1):57-66.

[12] Esstafa, Y., Kokonendji, C. C., and Somé, S. M. (2022). Asymptotic properties of the normalized
discrete associated-kernel estimator for probability mass function. Preprint arXiv:2202.10078.

[13] Gramacki, A. (2018). Nonparametric kernel density estimation and its computational aspects.
Cham Springer International Publishing, Springer.

[14] Hall, P. and Titterington, D. M. (1987). On smoothing sparse multinomial data. Australian
Journal of Statistics, 29(1):19-37.

[15] Harfouche, L., Adjabi, S., Zougab, N., and Funke, B. (2018). Multiplicative bias correction for
discrete kernels. Statistical Methods & Applications, 27(2):253-276.

53



54 Bibliografia

[16] Hoeffding, W. (1963). Probability inequalities for sums of bounded random variables. Journal
of the American Statistical Association, 58(301):13-30.

[17] Huang, A. (2017). Mean-parametrized conway—maxwell-poisson regression models for disper-
sed counts. Statistical Modelling, 17(6):359-380.

[18] Huang, A., Sippel, L., and Fung, T. (2022). Consistent second-order discrete kernel smoothing
using dispersed conway—maxwell—-poisson kernels. Computational Statistics, 37(2):551-563.

[19] Jankowski, H. K. and Wellner, J. A. (2009). Estimation of a discrete monotone distribution.
Electronic journal of statistics, 3:1567.

[20] Jones, W. M. (1995). Kernel Smoothing. Monographs on Statistics and Applied, Probability,
Chapman & hall.

[21] Karunamuni, R. J. and Alberts, T. (2005). On boundary correction in kernel density estimation.
Statistical Methodology, 2(3):191-212.

[22] Kiessé, T. S. (2008). Approche non-paramétrique par noyaux associés discrets des données de
dénombrement. PhD thesis, Université de Pau et des Pays de I’ Adour.

[23] Kokonendji, C., Senga Kiessé, T., and Zocchi, S. S. (2007). Discrete triangular distributions
and non-parametric estimation for probability mass function. Journal of Nonparametric Statistics,
19(6-8):241-254.

[24] Kokonendji, C. C. and Kiessé, T. S. (2011). Discrete associated kernels method and extensions.
Statistical Methodology, 8(6):497-516.

[25] Kokonendji, C. C. and Varron, D. (2016). Performance of discrete associated kernel estimators
through the total variation distance. Statistics & Probability Letters, 110:225-235.

[26] Kokonendji, C. C. and Zocchi, S. S. (2010). Extensions of discrete triangular distributions
and boundary bias in kernel estimation for discrete functions. Statistics & Probability Letters,
80(21-22):1655-1662.

[27] McDiarmid, C. (1998). Concentration. In Probabilistic methods for algorithmic discrete
mathematics, pages 195-248. Springer.

[28] Ouyang, D., Li, Q., and Racine, J. (2006). Cross-validation and the estimation of probability
distributions with categorical data. Journal of Nonparametric Statistics, 18(1):69—100.

[29] O’Neill, B. (2022). Smallest covering regions and highest density regions for discrete distributi-
ons. Computational Statistics, pages 1-26.

[30] Parzen, E. (1962). On estimation of a probability density function and mode. The Annals of
Mathematical Statistics, 33(3):1065-1076.

[31] Pollard, D. (2012). Convergence of stochastic processes. Springer Science & Business Media.

[32] Racine, J. S., Li, Q., and Yan, K. X. (2020). Kernel smoothed probability mass functions for
ordered datatypes. Journal of Nonparametric Statistics, 32(3):563-586.

[33] Rajagopalan, B. and Lall, U. (1995). A kernel estimator for discrete distributions. Journaltitle of
Nonparametric Statistics, 4(4):409-426.

[34] Rosenblatt, M. (1956). Remarks on Some Nonparametric Estimates of a Density Function. The
Annals of Mathematical Statistics, 27:832-837.

[35] Sedgewick, R. and Flajolet, P. (2013). An introduction to the analysis of algorithms. Pearson
Education India.



Bibliografia 55

[36] Sellers, K. F., Swift, A. W., and Weems, K. S. (2017). A flexible distribution class for count data.
Journal of Statistical Distributions and Applications, 4(1):1-21.

[37] Senga Kiessé, T. (2017). On finite sample properties of nonparametric discrete asymmetric
kernel estimators. Statistics, 51(5):1046-1060.

[38] Silverman, B. W. (1986). Density Estimation for Statistics and Data Analysis. Chapman & Hall.
[39] Simonoff, J. S. (2012). Smoothing methods in statistics. Springer Science & Business Media.

[40] Tenreiro, C. (2010). Uma introducdo a estimacdo ndo-paramétrica de densidade. In XVIII
Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatistica.

[41] Titterington, D. (1980). A comparative study of kernel-based density estimates for categorical
data. Technometrics, 22(2):259-268.

[42] Titterington, D. and Bowman, A. (1985). A comparative study of smoothing procedures for
ordered categorical data. Journal of Statistical Computation and Simulation, 21(3-4):291-312.

[43] Wang, M.-C. and Van Ryzin, J. (1981). A class of smooth estimators for discrete distributions.
Biometrika, 68(1):301-309.

[44] Zougab, N., Adjabi, S., and Kokonendji, C. (2013a). Adaptive smoothing in associated kernel
discrete functions estimation using bayesian approach. Journal of Statistical Computation and
Simulation, 83(12):2219-2231.

[45] Zougab, N., Adjabi, S., and Kokonendji, C. C. (2013b). A bayesian approach to bandwidth
selection in univariate associate kernel estimation. Journal of Statistical Theory and Practice,
7(1):8-23.






Apéndice A

Codigos R

m=50
c <—- m+l

# Cenario 1

pfl = function (x)
{

dbinom(x, size=m, prob=0.2)

}

rl = function(n)

{

rbinom(n, size=m, prob=0.2)

}

# Cenario 2

pf2 = function (x)
{

dbinom(x, size=m, prob=0.5)

}
r2 = function(n)

rbinom (n, size=m, prob=0.5)

}

# Cenario 3

pf3 = function (x)

{
w <—- 2/5

wxdbinom (x, size=m, prob=0.4)+(1-w)=xdbinom(x, size=m, prob=0.6)

}

r3 = function(n)

{
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u <— runif(n)
w <— 2/5
(u<w)#rbinom(n, size=m, prob=0.4)+(u>=w)=rbinom(n, size=m, prob=0.6)

}

# Cenario 4

pf4 = function (x)

{

w <— 2/5

wsxdbinom (x, size=m, prob=0.3)+(1-w)sxdbinom(x, size=m, prob=0.7)

}

r4 = function(n)

{

u <— runif(n)

w <— 2/5

(u<w)#rbinom(n, size=m, prob=0.3)+(u>=w)=*rbinom(n, size=m, prob=0.7)

}

# Guarda os graficos dos cenarios em pdf

graph.ps = function(d)

{
if (d==1) {pfd <- function(x){return(pfl(x))}}
if (d==2) {pfd <- function(x){return(pf2(x))}}
if (d==3) {pfd <— function(x){return(pf3(x))}}
if (d==4) {pfd <- function(x){return (pfd(x))}}

pdf(paste("graf",d,".pdf" ,sep=""),width=5.5,height=5)
par (mar=c(4,4,3,1))

t <- Om

y <= pfd(t)

plot(t,y,type="h’,lwd=1.5,xaxt ="n’,ylim=c(0,0.15) ,xlab="x",ylab="Funcao de
probabilidade" ,main=paste (" Cenario #",d,sep=""),cex.main=1.3,cex.lab=1.3)

box ()

dev.off ()

}

# Nucleo do Exemplo 2
K = function(x,z,h,c=m+1)
{

((I1=h)*(z==x)+(h/(c=1))*(z!=x))*(z>=0)*(z<=(c—-1))
}

# Estimador fn

fn_K = function(s,x,h,c=m+1)
{

n <— length(s)

kk <- NULL



59

}

for (i in 1:n)
kk[i] <- K(x=x,z=s[i],h=h,c=c)
mean (kk)

Estimador empirico

fn_E = function(s,x)

{

}

n <— length(s)

kk <- NULL

for (i in 1:n)

Kk[i] <= 1=(s[i]==x)
mean (kk)

EQI

ISE = function(n,rep,d,m)

{

if (d==1) {pfd <- function(x){return(pfl(x))};

)1

if (d==2) {pfd <- function(x){return(pf2(x))};

)1

if (d==3) {pfd <- function(x){return(pf3(x))};

)1

if (d==4) {pfd <— function(x){return (pfd(x))};

)1}

ises <— array (dim=c(rep.,3))
set.seed(346762)

Bf <— (2xc/(c=1))*(1—sum(pfd (0:m)~"2))
Cf <- (c¢/(c=1)"2)*(c*sum(pfd (0:m)"2)-1)
Df <- (c¢/(c-1))=Bf/2

estE <— array (dim=m+1)

for (j in l:rep)
{

s <— rd(n)

for (i in 1:(m+1))
estE[i] <— fn_E(s,i)

hat .Bf <— (2#c/(c—=1))*(1—sum(estE~"2))
hat.Cf <— (c/(c—=1)"2)x(cxsum(estE"2)—1)
hat.Df <— (c/(c-1))=«hat.Bf/2

# Empirico
soma <— 0
for (i in 0:m)

rd

rd

<— function(n){return(rl(n)

<— function(n){return(r2(n)

<— function(n){return(r3(n)

<— function(n){return (r4(n)
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Codigos R

soma <— soma + (estE[i+1]-pfd(i))"2
ises[j,1] <— soma

hat.h.opt <- hat.Bf/(2«(n=hat.Cf+hat.Df))

soma <- 0

for (i in 0:m)

soma <— soma + (fn_K(s,i,h=hat.h.opt,c=m+1)—pfd(i))"2
ises[j,2] <— soma

# Controlo

h.opt <— Bf/(2+(nxCf+Df))

soma <— 0

for (i in 0:m)

soma <— soma + (fn_K(s,i,h=h.opt,c=m+1)-pfd(i))~"2
ises[j,3] <— soma

"o

if (n<100) ni <— paste("0",n,sep="") else ni <— n
write . table (ises , file=paste ("ISEd" ,d,"n" ,ni,".tex",sep=""))

}
BoxPlot’s

grafico.boxplot <— function(d,n)

{

if (n<100) ni <- paste("0",n,sep=

ises <— read.table(paste("ISEd".d,"n" ,ni,".tex",sep=""))
pdf(paste("boxplotsd",d,"n" ,ni,".pdf" ,sep=""),width=6,height=5)
par(mar=c(3,4.1,3,1)) #baixo, esquerda, cima, direita

"o

) else ni <— n

boxplot(ises ,

main=paste ("Cenario #",d,"; n = ",n,sep=""),

ylab=expression (Diss*txrsisbsuxixcxaxo~d«0o~ExQ«1) ,names=c(expression(E),
expression (hat(h)[opt]) ,expression(h[opt])))

points (x=c(1,2,3), y=colMeans(ises), pch=19,col="blue" ,cex=1.4)

box ()

dev.off ()

Graficos da norma L2

grafico.ns <— function (d)

{

ises025 <- read.table(paste("ISEd".,d,"n025.tex" ,sep=""))
ises050 <— read.table(paste("ISEd",d,"n050.tex",sep=""))
ises100 <- read.table(paste("ISEd",d,"nl100.tex" ,sep=""))
ises200 <— read.table(paste("ISEd",d, "n200.tex",sep=""))
L2.ises025 <- sqrt(colMeans(ises02572))

L2.ises050 <- sqrt(colMeans(ises05072))

L2.ises100 <- sqrt(colMeans(ises10072))

L2.ises200 <- sqrt(colMeans(ises200"2))

n
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L2 .Emp <— c(L2.ises025[1],L2.ises050[1],L2.ises100[1],L2.ises200[1])
L2.hat.h.opt <— c(L2.ises025[2],L2.ises050[2],L2.ises100[2],L2.1ises200([2])
L2.h.opt <— c(L2.ises025[3],L2.ises050[3],L2.ises100[3],L2.ises200[3])

maximo <- max(c(L2.Emp,L2.h.opt,L2.hat.h.opt))
n <- ¢(25,50,100,200)

pdf(paste("grafnsd" ,d,".pdf" ,sep=""),width=5.5,height=5)
par(mar=c(4,5,4,0.5)) #baixo, esquerda, cima, direita
plot(l:length(n),L2.Emp, type="b",lwd=1.5,1ty=1, #log="y",

"nn

main=paste (" Cenario #",d,sep=""),cex.main=1.5,

xlab="n",ylab=expression (Nxoxrsm«a~L[2]~d*0~ExQ«1) ,axes=FALSE,

cex.lab=1.5,cex.axis=1.5,ylim=c(0,maximo) )

axis(l,at=1:length(n),labels=n,cex.axis=1.5)

axis (2,cex.axis=1.5)

lines (1:length(n),L2.h.opt,type="b",lwd=1.5,1ty=5,col="blue")

lines (1:length(n),L2.hat.h.opt,type="b",lwd=1.5,1ty=2,col="red")

legend ("topright" ,leg=c(expression (E),expression(h[opt]),expression(hat(h)[
opt])),

Ity=c(1,5,2),cex=1.5,lwd=1.5,bty="n",col=c("black","blue","red"))

box ()

dev.off ()

}
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