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Resumo

O modelo de Black-Scholes foi um dos primeiros modelos a sugerir uma abordagem para calcular
o prego tedrico de opgdes. Num mercado sem custos de transacdo podemos usar o modelo de
Black-Scholes para avaliar uma op¢ao Europeia e criar uma estratégia de cobertura sobre um ativo.
No entanto, no mercado real, os custos de tal estratégia tendem cada vez a ser maiores pois as
sucessivas compras e vendas do ativo acumulam custos de transacao. Outra limitacdo do modelo de
Black-Scholes € a suposicao de que a volatilidade é constante, algo que néo se reflete nos mercados
financeiros onde tende a ser aleatéria. Por isso, € necessério explorar modelos que considerem custos
de transacdo e volatilidade estocdstica.

Neste trabalho abordamos o estudo de trés modelos distintos: o modelo de Black-Scholes, o
modelo com custos de transagdo e o modelo com custos de transacio e volatilidade estocdstica. Para a
deducdo das equacdes de derivadas parciais de cada modelo serdo usados conceitos como 0 processo
de Wiener, o lema de Itd e o teorema de Taylor.

Descrevemos ainda métodos numéricos para determinar solu¢des aproximadas destes modelos,
mais concretamente o método-0 que ¢ um método de diferencas finitas. Consoante o valor de
6 escolhido poderemos encontrar solugdes para os modelos através do método explicito, método
implicito ou método de Crank-Nicolson. Por tltimo, serdo apresentados os resultados numéricos
obtidos com a implementagdo dos métodos numéricos para os dois primeiros modelos para que
possamos fazer um estudo comparativo do preco das opgdes.

Palavras-chave: Modelo de Black-Scholes, custos de transacao, volatilidade estocdstica, método
de diferencas finitas






Abstract

The Black-Scholes model was one of the first models to suggest an approach to calculate the theoretical
price of options. In a market with no transaction costs we can use the Black-Scholes model to evaluate
an European-style option and create a hedging strategy over an asset. However, in a realistic market, the
costs of such strategy tend to get bigger because buying and selling the asset successively accumulates
transaction costs. Another limitation of the Black-Scholes model is the assumption that volatility is
constant, something that isn’t reflected in the financial markets where the volatility is random. So it’s
necessary to explore models that take into account transaction costs and a stochastic volatility.

In this work we discuss three models to evaluate options: the Black-Scholes, the model with
transaction costs and the model with transaction costs and stochastic volatility. Concepts like the
Wiener process, [t6’s lemma and the Taylor theorem will be used to deduce the partial differential
equations of each model.

We describe numerical methods to determine approximated solutions to these models, more
precisely the 0-method which is a finite difference method. Depending on the 6 value we can find
solutions to the models with an explicit method, implicit method or the Crank-Nicolson method. In
the end we present numerical results obtained with the implementation of the numerical methods for
the first two models in order to compare the price of options given by both models.

Keywords: Black-Scholes model, transaction costs, stochastic volatility, finite difference method
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Capitulo 1

Introducao

Nos mercados financeiros, a existéncia de derivados financeiros como as opg¢des, permite aos in-
vestidores usar estes instrumentos financeiros como coberturas contra flutuagdes de preco de um
determinado ativo, variando o seu valor com o preco do ativo subjacente. Por isso é importante
procurar e estudar modelos que avaliem corretamente as opgdes.

Uma opc¢do é um instrumento financeiro no qual o seu detentor poderd comprar ou vender um
ativo subjacente por um preco pré-determinado chamado prego de exercicio aquando da celebracdo do
contrato, denotado por preco de exercicio. Numa opg¢ao Call, o detentor paga inicialmente um prémio
e tem o direito, ndo a obrigacdo, de comprar o ativo subjacente pelo preco de exercicio, enquanto
que o emissor deverd vender o ativo se o detentor assim o desejar. Numa opcdo Put, o detentor paga
na mesma um prémio mas garante o direito de vender o ativo subjacente ao emissor pelo preco de
exercicio.

Outro fator importante nas opgdes é a maturidade, ou seja, o tempo que o detentor tem para
exercer a op¢do. Existem vdrios tipos de opg¢des, das quais se destacam duas: as op¢des europeias que
s6 podem ser exercidas na maturidade e as op¢des americanas que podem ser exercidas em qualquer
momento até a maturidade.

Um dos principais modelos para determinar o valor do preco de opgdes é o modelo de Black-
Scholes [2]. Este modelo € usado para determinar o preco de op¢des europeias tendo em conta o preco
do ativo subjacente que segue um movimento geométrico Browniano e vai depender da volatilidade
do ativo e da taxa de juro sem risco. A equacdo de Black-Scholes é uma equacio de derivadas parciais,
dada por

AV 1 ,,0°V oV
=+ -0 +rS== —1V =0
8t+265882+r58S r

onde o representa a volatilidade, r é a taxa de juro sem risco, S é o preco do ativo subjacente e V (S,¢)
o valor da op¢do. No entanto, o modelo de Black-Scholes ndo considera ativos que paguem dividendos
nem os custos de transagao e é deduzido para a volatilidade constante.

Num mercado sem custos de transacdo ¢ possivel usar o modelo de Black-Scholes para criar uma
posicdo de cobertura constituida por uma posi¢do longa na ac¢do e uma posi¢do curta na op¢ao, cujo
valor ndo depende da a¢do mas apenas do tempo e do valor das constantes conhecidas. No entanto, no

mercado real, os custos de tal estratégia tendem cada vez a ser maiores pois as sucessivas compras e
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vendas do ativo acumulam custos de transacdo. Na verdade, a melhor estratégia de cobertura com base
no modelo de Black-Scholes seria comprar o ativo e manté-lo durante toda a maturidade da opcao,
como mostrado por Soner [15]. Deste modo, € necessario explorar um modelo de Black-Scholes com
custos de transag¢do que possa potencialmente oferecer uma melhor estratégia de cobertura. Um dos
primeiros a sugerir este modelo foi Leland [11] (mais tarde continuado por [3, 18]) onde considera
que o portofdlio € reequilibrado em tempo discreto, com intervalo At, e os custos de transacao sao
proporcionais ao valor do ativo subjacente. Assim, os custos de transa¢do sdo dados por kS|Aa|, onde
k representa um parametro de custo, S o valor do ativo e |Ac| a quantidade de ativos transacionados.
A equacdo de derivadas parciais referente a este modelo € a seguinte,

/2
—
TTAt

onde o ultimo termo corresponde aos custos de transacdo. Outras aproximagdes a este modelo [4, 9]

0%V

d5?

oV 1 5 ,0%V oV 5
4202825 + 1S — 1V — koS
ar 2% e TP T

consideram que o método de reequilibrar constantemente o portofélio ndo € prético e preferem adotar

outro tipo de estratégias otimizadas.

O modelo original de Black-Scholes mostra outra limitacdo ao supdr que a volatilidade é constante
onde, como ja referimos, o ativo subjacente ¢ modelado através de um movimento geométrico
Browniano que depende dessa volatilidade. No entanto, como no mercado real a volatilidade tende
a ser aleatdria, parece ser mais adequado considerar modelos com volatilidade estocdstica. Alguns
dos primeiros a sugerir tais modelos foram Hull e White [10] onde a volatilidade é definida como
um processo de Hull-White e Heston [8] que introduz um modelo que ndo é baseado na férmula de
Black-Scholes. Um fator importante no modelo que vamos apresentar € a necessidade de considerar
um instrumento financeiro que represente a volatilidade e que seja transacionado como um ativo. Um
exemplo € o indice de volatilidade VIX que representa a expectativa de volatilidade do mercado com
base no indide S&P 500.

+ Comparison D . Display. Swdies. #*. £ -+ B

25.00

20.00

Fig. 1.1 Indice de volatilidade VIX do CBOE

A equacio do modelo com custos de transacdo e volatilidade estocdstica que iremos ver é



_ av 1 228V 1 , ,0% %V oV oV
0 = 8t o°S 8S2 (pGa—+S<pG p78586+r5ﬁ+m%—rv

02V 02V 902V 0%V
_ = 2Q2( 7" \2 2- - - " 2 ~2 2
kS\/m\/" S (552 T2P959° 563 5506 T 2% (5505)

52V FETAERY 2y
_ 2 2 2 - 222" \2
1"\/ \/ (Fogs) T2P950° 55 aor T 970 (5535)

onde os dois dltimos termos correspondem aos custos de transacdo do ativo e aos custos de transagdo

do indice de volatilidade, respetivamente.

Neste trabalho apresentamos a deducg@o dos trés modelos distintos para avaliar opcdes europeias:
o modelo de Black-Scholes cldssico [2], o0 modelo com custos de transacio e 0 modelo com custos de
transagdo e volatilidade estocéstica [6, 16].

Para determinar as solu¢des destes modelos vamos desenvolver métodos numéricos, mais concre-
tamente, métodos de diferencas finitas unidimensionais para os dois primeiros modelos ¢ um método
de diferencas finitas bidimensional para o modelo com custos de transacdo e volatilidade estocastica.

Por dltimo apresentaremos os resultados numéricos para os dois primeiros modelos, o que permitird
fazer um estudo comparativo do preco das opcdes determinadas por estes modelos.






Capitulo 2

Modelos de opcoes

Neste capitulo iremos abordar trés modelos diferentes para determinar o preco de opgdes europeias.
Comecaremos por mostrar defini¢cdes e teoremas, como o processo de Wiener, o teorema de Taylor e
o lema de Itd, para chegar a equacdo do modelo de Black-Scholes [2].

Em seguida descrevemos como surgem os modelos com custos de transag@o e com volatilidade
estocastica [0, 16].

2.1 Conceitos fundamentais

Comecamos por definir um processo de Wiener. Este processo surgiu inicialmente como um modelo
matemadtico para descrever o movimento Browniano, movimento este que ja tinha sido usado para
prever o preco de acdes.

Para o compreendermos, comecamos por definir um processo estocdstico. A defini¢do seguinte
encontra-se em [14].

Definicao 2.1 Um processo estocdstico é uma familia de varidveis aleatorias X;, que sdo definidas

para um conjunto de pardmetros t, com t a variar continuamente num intervalo de tempo 0 <t < T.

Um processo estocdstico é geralmente denotado como {X;,z € [0,T]} ou (X;)o<;<7. A seguir
definimos um processo de Wiener [5].

Definicao 2.2 Um processo de Wiener W, (ou movimento Browniano) é um processo em tempo

continuo parat > 0 com as seguinte propriedades:
* Wo =0, g.c
e W, =W, ~N(0,t—5), para¥t > s >0

o Eum processo de acréscimos independentes, isto é, Vt|,tp,....1,,0 <t} <tp <...<ty, Wy, , W;, —

Wi, ..., Wi, — W, _, sdo independentes.

Particularmente, parat > 0,
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De seguida introduzimos a defini¢ao de equacio diferencial estocéstica [5].

Definicdo 2.3 (i) Denotamos por 1.>(0,T) o espago de todos os processos estocdsticos progressiva-

E</OTG2dt> <

(ii) Da mesma maneira, 1. (0,T) é o espago de todos os processos progressivamente mensurdveis F

E(/OT\F]dt> < o,

Definicao 2.4 Suponhamos que X é um processo estocdstico que satisfaz

mente mensurdveis G tal que

tal que

X(r) :X(s)+/erdt—i—/erdW,

para algum F € .1(0,T),G € L>(0,T), tal que 0 < s < r < T. Dizemos que a equagdo diferencial
estocdstica de X é
dX = Fdt+ Gdw,

paratodoo (<t <T.

O lema de It6 é uma férmula usada para diferenciar uma funcio dependente do tempo de um
processo estocdstico. E usado durante o processo de encontrar a equagdo do modelo de Black-Scholes.

Teorema 2.1 Suponhamos que a equagdo diferencial estocdstica de X é
dX = Fdt+ Gdw,

para F € L'(0,T),G € L*(0,T).

Assumimos u : R x [0,T] — R ¢ continuo e que 2,9 9u

St 9y 937 existem e sdo continuos.

Entdo a equacdo diferencial estocdstica de Y é

814 du 10%u

du du 19%u _, du
= <at+axF+282G>dt Z-GdW.

De seguida apresentamos o lema de It geral.

Teorema 2.2 Suponhamos
dX'=F'dt+ G'dW,

com F' € LY(0,T), G' € L*(0,T) parai=1,...,n
Se u:R" x [0,T] — R é continuo, com derivadas parciais continuas uy, Uy, para i,j =1,...n
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entdo

1 ¢ -
3 2wy GGt

n
du(X',...,X",t)) = udt + Zuxl.dXi +
i=1 i,j=1

d d 92
tal que uy = G, Uy = G €y, = ax,-auxj'

Usaremos ainda o teorema de Taylor nas dedu¢des dos modelos das sec¢des que se seguem.

Seja f uma fungao de classe C", ou seja, com derivadas continuas de ordem n num intervalo
[a, D], o teorema de Taylor permite-nos obter uma aproximagdo para f(x). De seguida apresentamos o
teorema de Taylor [1].

Teorema 2.3 Se x € [p1,p2] CRe f:[p1,p2] = R € uma funcdo, a férmula de Taylor num ponto

c€[p1,p] €
f(x) = P(x) +R(x),

onde P(x) é o polinomio de Taylor de ordem n— 1, dado por

e R(x) representa o resto e é dado por
R(x) = _ /xf(”)(t)(x—t)”_ldt
(n—1)!Je ’
desde que "V seja absolutamente continua para n € N.

Para fun¢des com duas varidveis, necessitamos de um teorema de Taylor bivariado. Para isso,
comegamos por mostrar o teorema do valor médio bivariado. Os teoremas enunciados encontram-se
em [7].

Teorema 2.4 Seja D um subconjunto de R* convexo, e seja f : D — R uma fungdo diferencidvel.
Dados quaisquer pontos distintos (xy,yo) e (x1,y1) em D, existe (c,d) € D num segmento entre (xo,o)
e (x1,y1), com (c,d) # (x;,y:), i = 0,1, tal que
Fx,y) = f(xo,50) = (x1 —x0)Fx(c,d) + (y1 —yo) fy(c,d)
= (x1—x0,51 —y0)Vf(c,d).

Corolario 2.1 Seja D C R? um subconjunto de R* aberto, convexo e ndo vazio, com f : D — R.

Entdo f é uma funcdo constante em D se e s6 se f ¢é diferencidvel em D.
Por dltimo, temos o teorema de Taylor bivariado.

Teorema 2.5 Seja D um subconjunto de R> convexo e aberto, e n um inteiro ndo negativo. Se

f 1D — R étal que as derivadas parciais de f de ordem < n+ 1 existem e sdo continuas em D, entdo
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para quaisquer pontos distintos (xo,yo) e (x1,y1) em D, existe (c,d) € D num segmento entre xy,yo e
x1,y1, com (¢,d) # (xi,yi), i = 0,1, tal que

n ) 0 i 0 ) n+1
e = 5 (g5 ) o+ ot (g ) e

1

onde h:= x; —xy e k := y| —yo. Alternadamente,

n+1 _ 1 _ m
Fryn) = Pa(xi, +Zza f c,d (x x0) (y—30) J+m=n+1,

5050 x@ym /! m!
onde 8” )
" (x—x0)" (y—yo)"
nxy 07)’0) 7l+m§n7
E)mgfoa lgym Al m!

para¥(x,y) € R2,

2.2 Preco de opcoes

Nesta seccdo comecamos por descrever o modelo de Black-Scholes cldssico e depois apresentamos
um modelo com custos de transacao.

2.2.1 Modelo de Black-Scholes

O modelo de Black-Scholes surgiu no inicio da década de 70 como uma forma de determinar o prego
de op¢des europeias tendo em conta o preco do ativo subjacente [2]. No entanto, este modelo nao
inclui o pagamento de dividendos por parte do ativo nem os custos de transacao e € deduzido para a
volatilidade constante.

Nesta seccio iremos mostrar como podemos chegar ao modelo de Black-Scholes definido por
uma equacgdo de derivadas parciais. Comecamos por considerar que o ativo subjacente segue um
movimento geométrico Browniano,

onde S; representa o preco do ativo ao longo do tempo, i € a taxa de retorno esperada, o é a
volatilidade e W; € um processo de Wiener.

Consideramos uma carteira IT =V — S com V(S,¢) a representar o valor da op¢do ¢ o a
quantidade de unidades do ativo.

Assim, temos
dIl=dV — adS.

Podemos usar o lema de Itd na fun¢do V (S,¢) onde S verifica (2.1). Temos que

oV 9V 19%V , v
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coma = US; e b= 0cS,;. Assim,

aV. v 1 2%V oV
dv, = (“Sfas +5+ 2625fzas2> di+ 08,5 <dW,, (2.2)

Logo, de (2.1) e (2.2) temos

dll = dV—adS

oV v 1 0%V oV
— <uS,aS+8t+262St2852)dH—GS,anWt—ocuS,dt—aGS,th,

Juntanto os termos em dt e dW,

ov. adv 1 o’V oV

oV V. oV 1 , ,0%
<GS,(aS—oc>>th+ <”Sfas+az+26 St 5gz — OMS: )dr. (2.3)

dll =

De maneira a removermos a aleatoriedade no portefélio eliminamos o termo dW;, o que nos
leva a uma estratégia de delta hedging, ou seja, o valor da carteira mantém-se inalterado apesar das
alteracdes que possam ocorrer no pre¢o do ativo. Assim,

L
v

Substituindo & em (2.3), obtemos

_ oV 9V 1 ,,0°V 9V oV oV
(V1 ,,0%
= <at+20' S, asz)dl‘. (2.4)

Como o portefélio ndo contém incerteza, entdo passa a ndo ter risco e portanto a sua taxa de
retorno deve ser igual a taxa de retorno de um ativo sem risco.

Considerando o principio de ndo arbitragem, temos
E(dIT) = rIldt,
onde r representa uma taxa de juro sem risco. Dada a carteira inicialmente considerada, vamos ter

E(dIT) = r(V — aS)dt

oV (2.5)
= r(V — 8SS) drt.

Por (2.4) temos

ov 1 9’V
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e igualando a (2.5), passamos tudo para 0 mesmo membro e obtemos

oV 1 ,,0%V oV _

oV 1 ,,0%V oV
o282l sV )dr =0
(aﬁz“S’asﬁrSas ’

Isto permite-nos obter a equacdo de derivadas parciais de Black-Scholes, dada por

oV 1 ,,0%V A%
CAGNIEDY - SIS LSS V)
or T2 g e T

2.2.2 Preco de opcoes com custos de transacio

Apesar do modelo de Black-Scholes ser eficiente num mercado sem custos de transacdo, a verdade é
que no mercado real estes custos existem e ao adoptar a estratégia deste modelo, tendem cada vez a
ser maiores pelas sucessivas compras e vendas do ativo.

Assim, é necessdrio ter um modelo que incorpore os custos de transagao [6, 16].

Para isso vamos novamente considerar, tal como no modelo de Black-Scholes, que o ativo
subjacente segue um movimento geométrico Browniano, ou seja, verifica a equacdo diferencial
estocdstica

dS; = uSidt + oS;dw;, (2.6)

Como sé queremos adicionar os custos de transacdo a equacdo de Black-Scholes devemos
considerar a mesma carteira, ou seja, [I =V — aS.

O que nos permite obter
dIl=dV —ads.

Novamente pelo lema de It6, temos

ov. 9V 19% , A%

Com a = uS; e b= 0S;, chegamos a seguinte equacao,

oV a9V 1 0’V A%
dv, = (”Sfas +5 -+ 26253352> dt+ 05, ~dW,. 2.7)

Assim, de (2.6) e (2.7) chegamos & mesma equagéo de (2.3), dada por

dll = dV—adS

B oV oV IV 1 , ,0°V

Vamos agora juntar o termo dos custos de transacdo. Leland [11] considera que o portefdlio é
reequilibrado em tempo discreto, com intervalo Az, e que os custos de transa¢do sdo proporcionais ao
valor do ativo subjacente. Por isso consideremos primeiro (2.6), (2.7) e (2.8) em tempo discreto,
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AS = USAt + 6 SAW,

_ oV oV 1 2282V oV
_ oV ov. v 1 2282v
AH—(GS<8S—OC)>AW—I—< Sﬁ+$+f SaSz—ocuS)At.

Seja a taxa de custo de transag@o proporcional ao volume de transacdo vS. Entdo a transacgdo de v
ativos custa kS|Aa| com um pardmetro de custo k.

Subtraindo os custos de transacao da carteira, ficamos com

ov 1 22V 9V ov
All= (oS — —a | |AW 0282 —— + = 4+ uS— —aus |Ar —kS|Aa.
( (as >> +< o5z Vo THgs “) [
Podemos determinar & eliminando a variavel aleatéria AW, tal como fizemos no modelo anterior.

Assim,
ov

Para determinar Ac, que € a variagao de quando S et variam AS e At, respetivamente, recorre-
mos ao teorema de Taylor,

A% v 2%V v
aS(SJrAS t+A) = aS(S t)+a—S2(S )ASJra 35

Como A = a—S(S+AS,t+At) - a—S(S,t) entao

(S,t)At+R(S,t).

2%V 2%V 2%V
Ao = uS—— 352 At+0oS 352 AW + ataSAt +R(S,1)
0%V 0%V 82

(2.9)

Agora aproximamos AW por E(|AW|). Em tempo discreto

AW W/I‘+At (0 At)
A funcio densidade de AW ¢
1 —w?
w) = ex .
fAW( ) \/27”\/& p ( At )

O valor esperado de |AW| é entdo

E(aW) = [ pelfaw)an

Yoo 0
= / WfAW (W)dW+/ _WfAW (W)dW
0 —oo

2

2At

xp ( )dw.

oo 1 —w? J 0 1
w ex w+/ —w e
/0 V21V Ar p( 2At ) w27V
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Depois de substituida a funcdo densidade, trocamos o integral e obtemos

2 2

oo 1 —w too 1 —w
(1aw]) | e P (53, ) |w Tﬂfexmm) w
1 +eo _W2 —W2
S N Y exp (Y Vaw — ——
VA ey Jaw w/ ‘ﬁ A p<2At)dW
2 teo gy —w?
= = va | Yexp(Za
\/2n\ﬁ/o A XP (G )dw
\/Ef —W2 e
= —/ZVA -
P t[eXp (on )]0
2
= /=VAr.
T

Tendo em conta que E(|AW|) = \/% /At podemos aproximar (2.9), tal que

22V \/7 %V 9V
A = o0S—51/—VAt S—— 4+ ——)Ar+R(S,t
a5\ Z VA (855 +8I8S) TR
55V \f
= oSoo VAt +o
552V \/‘
8S2 var,
pois v/Ar > At para valores inferiores a 1. Assim, o custo de transacdo esperado é

waNEN

Atualizando « e os custos de transacdo, obtemos o valor esperado da variacio do portefdlio, dado

Q

E(kS|Aa|) ~ kos?|2

£

por
_ 1 o2 20V 87V _ 2 \/>
E(All) = ( Sog+ 5, | M koS asz VAL
_[(oV 1 52 5,02 S|02V| [ 2
B (at 2 SaSZ)A’ koS 952 7&
OV 1 5,0 5| 0%V 2
= (at+265 S5 koS’ |5 \/)At. (2.10)

Como AW desapareceu entao o portef6lio passou a ndo ter risco. Assim, a taxa de retorno deste
deve ser igual a taxa de retorno de um ativo sem risco, caso contrario haveria oportunidades de
arbitragem.

Seguindo o principio de ndo arbitragem, e sendo r a taxa de juro sem risco, o retorno esperado do
portefélio serd
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E(AIT) = rTIAs

=r(V—alS)At @2.11)

De (2.10) e (2.11) vem que

oV 1 5 ,0%V 5
(at+zcsasz—kos

2%V

d5?

[ 2 oV
2
,/nAt>Az:0.

Isto permite obter a equagdo de derivadas parciais para o pre¢o com custos de transacdo, dada por

Simplificando a equacdo anterior, temos

v

—+ = = 4+ rS— — 1V — koS>
+ +r r 952

oV 1 ,,0%V A%
<az 295 95 T

v

25?

oV 1 ,,0%V A% )
— =02 4 rS— — 1V —k
8t+26s o5 +rS8S rV —koS

2

At

Podemos facilmente notar que sem os custos de transacdo, a equag@o acima € equivalente a
equacdo do modelo de Black-Scholes.

2.3 Preco de opcoes com custos de transacio e volatilidade estocastica

O preco do ativo verifica,
dsS; = uSdt + 0;8,dW; 1, (2.12)

onde o; representa a volatilidade estocéstica e W; 1 denota um processo de Wiener.
A volatilidade, que definimos como um processo de Hull-White modificado [10, 17], verifica a

equacdo diferencial estocdstica
do; = eo;dt + 9o;dW; », (2.13)

onde W; » denota um processo de Wiener, com W; ; e W; » correlacionados tal que E(dW; 1dW; ») = pdt.
Temos ainda u a depender de S e . No entanto, € e @ ndo dependem de S mas apenas de o e t.
De acordo com Hull e White, a volatilidade deverd na verdade seguir um processo estocdstico mais
complexo do que o definido em (2.13).

Para conseguirmos aplicar os resultados nesta seccido devemos ter algo que represente a volatilidade
e que seja transacionado da mesma maneira que um ativo. Para isso, podemos usar o indice de
volatilidade VIX transacionado pela CBOE e que representa a expectativa de volatilidade do mercado
com base no indice S&P 500.

Comecemos por definir a carteira [I =V — oS — Bo onde V (S, 0,7) representa o valor da op¢éo,
o a quantidade de unidades do ativo e 8 a quantidade de unidades do indice de volatilidade. Daqui
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obtemos
dll=dV —adS— Bdo.
Pelo lema de Itd geral para V (S, 0,7), obtemos
av v v 10%v 10%V 9%V
dV, = ——dt+—=<dS+-—do+ - —=0"S2dt + = = @*0°dt + ==—Spc’pdt
= Gt SIS Gado 3 S S S oy S Spo
AV 1 5,0V 1, 28 %V oV oV
= o°S —+S dt —dS -——do. (2.14
(8t 957 TP 0 5o TSRO D s Jdi+ GgdS 5 do. (214)

Por (2.12), (2.13) e (2.14), a carteira fica

IV 1 5,0V 1, ,9°V 0%v oV oV
dll = <8t oS 8SZ+ Q°c 5 +S<p6 paSa dt+ﬁd5+%dc—adS
[0V 1 52 20V 1, ,9% , 0%V oV
—ﬁd6—<8+ Sa—+§(pca—G2+S<pG P5soe dt + o5 ¢ ds
+<§V—[3>d6

Depois de juntarmos os termos dS e do, substituimos por (2.12) e (2.13) e obtemos

[0V oV ov 1, 282V 1 , ,0%
dit = <az+“5<as_“>”6<ac_ﬁ> oS 95 299 952
82 A% oV

Sejam os custos de transagdo de v ativos S igual a kS|Act| e de v; unidades do indice de volatilidade
o igual a k| 6|AB| num intervalo de tempo Ar.

Para determinar o e 3 eliminamos as varidveis aleatérias dW; ; e dW; », fazendo
oV
— —a]oS=0
(%

Vv
<86_ ><p6_0.

Isto permite-nos obter o = % e = v
Para determinar |[Ao| e

|AB|, comecamos por ver o caso discreto de (2.12), (2.13), (2.14) e
(2.15).

AS = USAt + oSAW,,
AG = ACAt + 9O AW;,

(V1 5,0V , 0%V %V oV oV
AV-(at oS 8Sz+ (pO' 56 2+S<p0 paSa >At+aSAS+aAG,

_[oV oV 1 L%V 1, 282 %V
AH_<a “S(aS a>+lo<ac—[3) 5852+ ¢ oo +S<popaSa At

Vv Vv
+ <8S —oc) OSAW, + <8G —B)(pGAWz.
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Subtraindo os custos de transacao do ativo e do indice de volatilidade, a carteira fica

_[oV v av 1 52 , 0%V 1 ) 282V

azv v av
+Spo?p aSag)ArJr (as — oc> OSAW, + (aa — >(p6AW2 —kS|Aa| — k1o |AB|.

Podemos agora determinar A, recorrendo ao teorema de Taylor.

oV oV PR 0%V
35 (S+AS,0+A0c,t+Ar) = TS(S’G’I)+W(S J)AS + ——— 3590 (S,0,t)Ac
+82—V(S o,t)At+R(S,0,1).
dSot
Temos que
v A%
Ao = TS(S—FAS,G—FAG,Z—FAt)—ﬁ(S,G,I)
92V 2 2y
= 5@ (S,0,1)AS+ ——— 3596 (S,0,1)Ac+ 3597 (S,0,t)At+R(S,0,1).
Substituindo os termos AS e Ac
P % a2v %V
9’V 0’V 9%V 9’V 0%V
= (,USaSz‘i'l 3590 aS&I)At+GS&S AWl—I—(PGa 90 AW, +R(S,0,1)
PR % 2 A
= S&S AW, Jr(pcaSa AW, + o(V Ar).
Pelo que
%V %V
Ao~ GSa AWlJrq)craa AW;.

Anteriormente j tinhamos visto que

AW = Wa—W, ~N(0,Ar)
= Wz+At—WzN (0,1)\/7-

Assim podemos definir as varidveis

AW, = wi VA
AW, = pwiVAL +/1— p2wyV/Ar,

onde w; e w; sdo varidveis aleatdrias independentes identicamente distribuidas tal que wi,w, ~ N(0, 1).
Logo vem

Ao = 8Szwl\ﬁ—l-(p()'g&9 pwnﬁ+\/1—pwz\r

= apwi +a2W2,
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com

2%V
aSZ \ﬁerqxraSa VAL

%V
— _p2 V
=+/1 p(pGaSaG At

Vamos determinar E (|Aa|). Comecemos por determinar E(Aa) e V(A«).

ay =

E(AOC) = alE(wl) +a2E(W2) =0
V(Aa) =V (aywy) +V(ayws) = a? +a3.
Assim, temos a fun¢io densidade de A

—w?

1
exp (
Vara AT

O valor esperado de |Aa| é dado por

faa(w) = ).

oo
E(jAa]) = /_ Il faa(w)dw
= /()+oonAa(w)dW+/_i —Wfaa(w)dw
:—/+m —wfaa(w)dw — /0+°° —wfaa(w)dw

0 vzm /al +a2 2(ay +az)

Resolvendo o integral, obtemos

=2

Ydw.

—+oo . . 2
ar —I—a2 w

exp(

a2 +a2 2(a?+a3)
\[V N
a—|—a €ex
2[ p( +a2))}
_ 2 2 2
—\/n\/al—kaz.

Logo, o valor esperado dos custos de transacio do ativo é

2
E(kS|Act|) :ks\/;/a%ﬂ@.

De modo anédlogo, vamos determinar AB. Comegamos por recorrer ao teorema de Taylor

E(|Aal) =~

)dw

oV oV *v v
%(S—FAS,G—I-AG,I—{—AZ‘) = 35 (S,0,t)+ Is 8S(S c t)AS+a (S,0,t)Ac +
0’V
+——(8,0,t)At+R(S,0,1).

doot
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Temos que
av v
AB = %(S—l-AS,G-i-AG,t-i-At)—%(S,G,t)
R% %V %
= 55 aS( )AS+a (S,0 t)AG+a 3 (S,0,t)At+R(S,0,1).
Substituindo AS e Ac
2 2y 2y
AB = m(uSAtJrchAwl) P 2(16At+(pGAW2) S50 ———At+R(S,0,1t)
%V v 9V 9? 2V
%V 2y
= OS5 AW +po- —— AW +o(VA).

Aproximando, temos
2 2

-V 0°V
AB = cfS8 aSAW1+(pGa 5 AW,

Fazendo de forma semelhante ao que fizemos anteriormente, vem

8
AB = 8 aSwl\/>—i-(p6 pwl\/>+\/1—p2wz\/>

~  biwi+bawy,

com

22V
b =055 as‘ﬁﬂ"pc VAL

by =+/1 —p%pcjc:;\/&.

De seguida determinamos E(|AB|). Analogamente a |Aa|, sabemos que

E(a8) =2 bt 13

Portanto, o valor esperado dos custos de transagdo do indice de volatilidade é dado por

12/
E(k16|Aﬁ|):k16 E b%+b%
Atualizando «, B e os custos de transagio, obtemos o valor esperado da variag¢do do portefélio
av 1 02 V 1 , 0%V
E(ATl) = 252 —— At —k ,/ \/
(AIT) <8t oS 8S2 q) o’ 35 +Sq)o paSa > \) a3 +aj
2
—klo\/;\ /b2 +b3.
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Substituindo ay, as, b1 € by ficamos com

E(AIl) = [a\/+1 2528‘/ P

7 557 270 57 TS0 G asa }
2 02V 02V S oW 2
2 (o508 s poo o )+ (VT )

/2 oxa'% oxa'% 2% 2
_ z Z ./ 1= 0200 —-+/
ko n\/(Gsacn?S At+p(p6862 At) +< 1—-p (pcy()c;2 At) .

0’V
62— At

Ao desenvolver os calculos dentro das raizes dos custos de transa¢do obtemos

v 1 %V 1 , ,9% %V
E(AIl) = [a 2S2852 (p26 557 +S¢pc? Psse }At
92V 92V 92V \?
_ 2¢2( 2 ° 2 IR 2~2
kS\/>\/ S a At+2p(pSc7 I aSadAtJr(p o (858(7) At
92V 92V 92V \?

_ 2Q2 2 2~2
klo[\/c S < At+2p(pSG 3590 90 5At+ @0 <802) At.

Assim podemos por todos os membros a multiplicar por A¢

ov 1 2282V 1, 2av 0’V
E(AIl) = |:+ Sasz+ p°c a—+S(p pasa(y

92V 92V v \?
_ 2¢Q2 2 2~2
S\ aar \/ S asz " 2ppso 952 asac 9 (asac>
[ 92V 92V 92V \ 2
—kio \/ 262 8 8S +2p(p562858 553 (P262<8c72> ]At. (2.16)

Como AW, e AW, desapareceram, entdo o portefolio ja ndo contém incerteza e portanto o retorno
esperado deve ser igual a uma taxa de juro sem risco, tal que

E(AIT) = rTIA¢.
Fazemos a substitui¢@o pela carteira definida, ou seja, 1=V — aS— o
E(All) = r(V—aS—Bo)At

v av
= (rV—rSaS—rO'ao_>At. 2.17)
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De (2.16) e (2.17) obtemos a equagdo diferencial

_ av 1 228V 1, 282V %V oV oV
0 = 205 og T2 o 2S00 St S s T 06 Y

/ %V 92V 92V \?
_ 242 o2 252
kS At\/ S 852 +2p(pS +¢-c ( >

082 9Sdo dSdo
2V v 92V
_ 2 2 2 _ 2 2
Mo\ oA \/ a as +2p050 9sdcaaz  9°° (a 2)‘

Os tltimos dois termos correspondem aos custos de transac¢do do ativo e do indice de volatilidade,

respetivamente. Sem esses termos e as derivadas parciais ¢, ficamos com a equacio do modelo de
Black-Scholes.






Capitulo 3

Métodos numeéricos

Neste capitulo vamos comegar por apresentar o método numérico para obter solugdes aproximadas
dos modelos apresentados no capitulo anterior. O método usado serd o método das diferencas finitas.
Numa primeira parte iremos desenvolver o método numérico para os modelos unidimensionais, ou
seja, o modelo de Black-Scholes com e sem custos de transa¢do. No final o método serd desenvolvido

para o modelo com custos de transagdo e volatilidade estocéstica.

3.1 Método das diferencas finitas para os modelos unidimensionais

O método das diferencas finitas consiste em substituir as derivadas parciais da equagdo por aproxi-
macodes obtidas com o teorema de Taylor. Precisamos para isso de definir um dominio discreto para

obter aproximacdes nesse dominio.

Para obter as solugdes aproximadas das trés equagdes de derivadas parciais escolheu-se o método
da média ponderada, ou método-0 [13]. Este método para 8 = 0 d4d-nos o método explicito, 8 = % o

método de Crank-Nicolson e 8 = 1 o método implicito.

3.1.1 Modelo de Black-Scholes

Vamos usar o método-0 para aproximar a equagdo de Black-Scholes definidaem ¢ >0e S > 0, ou

seja, queremos resolver a equagao

oV 1 ,,0%V oV
LAGNIE DY KA LM |
9r 7290 g e =0

sujeita a uma condic@o terminal V(S,7) = ¥(S) onde T € o tempo de maturidade.

Comecamos por fazer a seguinte mudanga de varidveis,

S=e, t=T—1, V(St)=u(x,1),
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ou seja,
N 9SS 98t s
at
= T—t, —=-1
T ) at b

Temos entdo que

A% Judx 1du

EXS 9x S Sox’
PR dud®x  J%u [ dx\? 10u 1%
E 3852+ax2<as> TS ox Ts o
A% B 8u(9‘t_ du
2 Jtor ot

Substituindo as derivadas na equacgdo de Black-Scholes, obtemos

du 1 5 5, 1 du 1 d%u 1 du
2ty e U e — = _u=0.
gt 29¢ < Zox  eox) Ceox
Podemos simplificar esta equagao obtendo
du 1 ,(d°u du du
—— = — = | —r=— =0. 3.1
9t 2° <ax2 ax> Tox T G-1)

A condicao terminal com a mudanga de varidvel T =T —t passa a ser uma condi¢do inicial, ou seja,

temos agora u(x,0) = ¥(x).

Vamos entdo descrever o método numérico para determinar a solugdo numérica de (3.1). Come-
cemos para isso a descrever o dominio discreto. Temos agora que 0 < T < T e —oo < x < +oo. Para
implementarmos numericamente esta equacgao necessitamos de limitar o dominio —eo < x < oo por

Xmin < X < Xmax-

Sejax; =xg+ihcomi=0,1,...,M onde h é o passo espacial tal que xo = Xmin € X = Xmax ©
T, =nAt,n=0,1,...,N onde Az € o passo temporal e n € Ny. Denotamos ainda u} as aproximagdes

da solugdo exata u(x;, T,).

n+l _ n

u u.
ivrl’l ~ lil?
e (X, Tn) At
uly+l_ur}+1 Wt —
e (Xi, Ty) A e%ﬂl—e)%, (3.2)
1 1 1
e (31, T) A Gu?il —2u} " +(1_9)”?+1_2”?+”?—1
xXx\ANy Yn ~ .
’ h2 h2

Ao substituirmos estas derivadas em (3.1) obtemos
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0 u?+l o u:‘l 1 2 0 u;’ljll Zun+l + unJrl | o M?Jrl . 214:’ + u?,l
B At 2° h? +(1-6) h?
ul_’l"rl - u’_l-‘rl ut o — oyt n—H ul_’l-‘r] ut o —ut
-0 t+12h i—1 —(1—9) t+12h ll) 0 Uity 5 i—1 +(1_9) t+12h i—1 —|—Fulr-l
1 wlt = 2u ] ul | —2ul 4+ ul!
— M?+l—u?—fAt62 <9 i+1 7 _|_(1_9) i+1 h21 i—1
W'l — ] ut  —ul Wl — ] ut  —ul
) i+1 i-1 1—6 i+1 -1\ A0 i+1 i—-1 A1 — 0 i+1 i—1
2h T " 2h rar(1-6)=,
+rAtu; .
Podemos reescrever esta equacao na forma
e 1 Aro26 <u;’ir11 2 it - Wil — u?+11> e Wil =t iy
! 2 h? 2h 2h -
1 u?  —2u +ul ul  —u? ' —ul
+2At0'2(1—9)( i+1 hzl i-1 z+12h ll)—i—rAl(l—G) z+12h i—1 —FAZ‘M?.

De modo a simplificar a equacao, isolamos os pontos, o que nos da
At o’ o2 r At At o> o r
n+1 o - — - — o n+1 1 = 0 n+1 ~ol - — =~
“is <2h ( h 2+h>>+” (145207 )+’+1<2h K2 T h
At o> o% r At
=u? | =(1- — - 1—A—— 1-—
M’_1<2h( 9)( ; + > h>> ( rAt el 2( 9))
At o’ o’ r
"l =(1—-6 — -] .

Seja A = %. Definimos,

. azl(‘f—i—c;—r),

0 que nos leva a equagio
u! ' (—0a) +ult (1—0b) +ul (—=0c) = ul | ((1—0)a)+ul (1 —rAt+(1—0)b) +ul ., ((1—6)c).
Para resolver esta equagdo, vamos reescrevé-la na sua forma matricial, ou seja

AU 4 v =BU" +v,

onde
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0S

[1-6b —6c 0 0 |
—0a 1—-6b —0c 0
A— 0 —6a 1—60b —6c
0
: 0 —0a 1-6b —0Oc
0 0 —0a 1-6b
e
[1—rAt+(1—0)b (1-6)c 0 0 ]
(1—06)a l—rAt+(1—-6)b (1—06)c
B: 0 . . 0
: . (1—6)a 1—rAt+(1-0)b (1—6)c
0 0 (1—06)a 1—rAt+(1-6)b
Os vetores vy, v e U” vio ser
[—60a] [(1—86)a] [ up ]
0 0 uy
V1= ) V2 = . ; Un: .
0 0 Uy o
| —Oc]| [ (1—6)c] Ly ]

Assim, as aproximacdes nos pontos discretos do dominio vdo ser obtidas através da seguinte
equacdo
U™ = A1 (BU" +v; —v2)
Falta-nos apenas definir as condic¢des iniciais e de fronteira para cada opgao.

Para a condi¢ao inicial temos, para uma op¢ao call Europeia

u(x,0) = max(e* — K,0),

e para uma opgao put Europeia

u(x,0) = max(K —¢",0),
onde K é o preco de exercicio da opcao.

Como condi¢des de fronteira temos, para uma opg¢ao call

U(Xmin, T) =0, U(Xmax, T) = €™ — Kexp(—r7),
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€ para uma op¢ao put

U(Xmin, T) = Kexp(—rt7) — e, U(Xmax, T) = 0.

3.1.2 Modelo com custos de transacao

Vamos agora usar o método-0 para aproximar a equagdo com custos de transacdo, definida parat > 0

[ 2
7:07

sujeita a uma condigdo terminal V (S,7) = W¥(S) onde T € o tempo de maturidade.

e S > 0. A equagdo a resolver é dada por,

v
982

oV 12282V A% )
W'i‘* STSZ‘FI’Sa —rV —koS

Usamos a mesma mudancga de varidveis usada na equacdo de Black-Scholes e assim obtemos

g2
At
2
— =0 3.3
Voo =0 (3.3)

com o dltimo termo a representar os custos de transagao, depois de feita a mudanca de varidvel.

0*u Jdu

i i)

du 1 5, 1 du 1 d%u
at 2

—=-+z0"¢ — 5= 1T 52 +rezx——u—ru—k6e2
€2 dx | € ox? e* dx

Como —; > 0, podemos simplificar a equagdo anterior

du 102 ’u  du du ’u  du
at 2

o2 ox) ox trutko ox2  ox

Novamente, a condi¢do terminal com a mudanca de varidvel T = T — ¢ passa a ser uma condi¢io
inicial, ou seja, temos u(x,0) = ¥(x).

Vamos entdo descrever o método numérico para determinar a solu¢do numérica de (3.3). O
dominio discreto serd 0 < 7 < T e —oo < x < 4-c0. Para implementarmos numericamente esta equacao
necessitamos de limitar o dominio —oo < x < 00 POr Xpin < X < Xmax-

Seja x; = x9+ih com i =0,1,...,M onde h é o passo espacial tal que xg = Xmin, Xy = Xmax ©
T, = nAt, n=20,1,...,N onde Ar € o passo temporal e n € Ny. Denotamos u/ as aproximacdes da
solucdo exata u(x;, T,).

Vamos ver como aproximar |uy, — u,|. Com base em [12], vamos fazer a seguinte aproximacao

’uxx - l/tx‘ ~ 9Sgn<u§clx - uﬁ)(uﬁjl - uva_l) + (1 - G)Sgl’l(l/t;lx - uﬁ)(”ﬁx - uﬁ)?

onde
n n
noo._ Wi Uy
Uy = —on
n n
S u+1—2ui +up
e = 2 )

Substituimos as aproximagdes em (3.3) e obtemos

un+1 2un+1+un+l

1 ; —2u +u?
_n+l 2 i+1 i i—1
0=u —u?—EAIO' <9 2

hZ

+ (1 _ 6)ui+l
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n+1 n+1 n+1 n+1 n n
— —u W1 — Ui

Uipy — Uiy Wi — Uy Uity i1
S B 20 S ) W N S22 B S5 B YV oS Bt £ S VTG (R ) o E2 i 5
2] T (1-6) 7 rAt@ o rAt(1—0) 5

2 l/t'.1+11 —2u ! U, 11 ”"Hll —u 11
+rAtul! +Atk6\/;<9sgn(u§x —uy) ( i+ };2 i-1 Uiy - i >

o (Wi = 2w ) ul —ul
+(1_9)Sgn(u)rclx_ux)( = hzl l - 2h l :

Assim, temos

1 Wi =20 W,y — 2ul! 4 ul!
_ n+l 2 i+1 i i—1 i+1 i i—1
0=u! —u;‘—EAtG (9 7 +(1-9) %
ur_H—l o ur_z+1 Wt — u(z-&-l o M{H—l Ul —
-0 i+1 i-1 1—06 i+1 -1y A0 i+1 i—-1 At(1—0 i+1 i—1
2h (1-6)—", " 2h rar(1-0)=—5,

[ 2 Wi =20t
+rAtu! + Atko Esgn(uﬁx —uf}) <9< : };2 — 5 d

u' | —2ut +u? ul  —ul
1—6 i+1 i i—1  "itl i—1 )
+ )< h? 2h

Como a cada instante do tempo conhecemos a solugio U" mas nio conhecemos a solugio U,

[ 2
s =ko Esg”(uﬁx—”ﬁ)a

que serd atualizada a cada passo do tempo.

vamos definir a seguinte varidvel

Isto permite-nos obter a seguinte equacio

1 M(Z-H _2u(t+l +ur_1+] ur}-&-l _M(l+l ur}-&-l _u(l+1
n+1 At n—*AtGZ 0 i+1 i i-1 Tt i-1 ) A0 i+1 i—1
“i ( $ 72 72 2h 4 2h
[ Wipg —2ui +up o —ug
:u?+<—Ats"+2AtG>(l—9)< 5 - T
wl o —ul
+rAt(1— Q)HTZ —rAtuf.

Podemos reescrever esta equagao na forma

At 2 2 n n 2At At
l/t’-1+1+ <9(_6_G+;+S +S>) —i—u?“ <1—]/129Sn+}12629>

i1 h 2h 4 h 2

At o> o> r s At o> o r
nil (S -2 42 Iyt T ) o (Sa-e) (k-
+”’+1<h < w a2ty 2)) ”’1<h( )<2h+4 2

Seja A = %’. Se definirmos
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a nossa equacao fica da forma

n+1
Ui

(=8(a+d))+u" (1 —0(b+b))

Ui

(=8 +c)

=i ((1=0)(a+ay)) +uf(1 —rAr+ (1= 0)(b+b5)) +uiy (1 - 6)(c+c)).

Assim, jd a podemos reescrever na sua forma matricial, ou seja

0
—0(c+cl)
1—6(b+b")

com

[1-0(b+b") —6(c+c")

—O(a+a") 1—0(b+Db")
A 0 —0(a+d})

0

€

1 —rAt+(1—0)(b+b") (1—6)(c+c")
B (1-6)(a+a")

Os vetores vy, v € U” vio ser

[—0(a+a)]
0

V1= : ;

0
[ —6(c+cy) ]

Os valores a?, b’

[(1-0)(a+ad")] uf

0 7

V) = , U" =
0 Uy, »
[(1-6)(c+e)] [

AU 4 v =BU" +v,

0
0
—0(c+cl)
' 0
—0(a+dl) 1-6(b+b}) —0(c+ch)
0 —O(atd) 1—@(b+b
0

(1—=06)(c+ch)

(1—-0)(a+a?) 1—rAt+(1—06)(b+b")

e ¢ devem ser atualizados a cada instante de tempo.

)
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Por fim as aproximagdes nos pontos discretos do dominio vao ser obtidas através da seguinte
equagdo

U = ATV (BU" +v1 —v2)

Falta-nos apenas definir as condi¢des iniciais e de fronteira para cada op¢ao que vao ser as mesmas
do modelo de Black-Scholes, ou seja, para a condi¢do inicial temos, para uma opg¢ao call Europeia

u(x,0) = max(e — K,0),

e para uma opgao put Europeia

u(x,0) = max(K —¢*,0),
onde K é o preco de exercicio da opcao.

Como condi¢des de fronteira temos, para uma opg¢ao call

U(Xmin, T) =0, U(Xmax, T) = €™ — Kexp(—r1),

€ para uma opg¢ao put

U(Xmin, T) = Kexp(—rt) — "™, u(Xmax, T) = 0.

3.2 Método das diferencas finitas para o modelo bidimensional

Por dltimo, vamos usar o método-60 para aproximar a equagdo com custos de transagdo e volatilidade
estocdstica, definida parat > 0, S > 0e o > 0. A equagdo a resolver € dada por
oV 1 ,,0°V 1 , ,0°V , 0%V oV oV
0 = —+-08S=5+-00°=—+5Sp0°p=———+rS=—+roc=——rV
o 1297 95 299 502 TP Pasas T a5 T %%

2 92V 2V o2V 2V
_ = 2Q2(7 " \2 27 0 7 2~2(_" " 2
kS\/nAt \/G $ (552 +2P959° 3 5506 T 970 (5556

3 92V 2V o2y 92V
_ - 2Q2(_ 7 " 2 2 - - - 2~2(__ " \2
k“’\/m\/" $(5as) TP 5eac 962 TP (553)%

sujeita a uma condic@o terminal V(S,0,T) = ¥(S, o), onde T é o tempo de maturidade.

Comecamos por fazer a seguinte mudanga de varidveis,

S=e', o=¢, t=T—1, V(S,0,0)=u(xy1),
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e portanto,
Ins ox 1 9%x 1

x = In — =

9SS 08?2 S2’

dy 1 9%y 1
- 1 o _1 97
Y ne; do o Jdo? o2’
ot
T = T-— — =1
) at bl

Temos entdo que

av Judt  du
o dradr It
av Judx 1du
EQ 9xdS ~ Sox’
%V du 9%x 32u<8x>2_ 1du 1 3d%

9 T x0T o \3s) T Sox o
odV.  dudy 1du

96 dydo ody

oV du dy d%u/dy\* 1ou 1 9%
do? ayw*ayz<ac> T 20y orae
0%V ox dy *u 11 J°u

PEER 0S906 dxdy S o Ixdy
Substituindo as derivadas na equagdo, obtemos

1 1 2 1 1 2 11 92
oz—a”+e2ye2x(M—a”)+2<p2e2»V<a"’ a”>+ <p2ypf o

at 2 e\ ox2  ox e \do? Jdy ¥ oY 9xdy
+rx1@+r)’l@_r — ke* i
“eo ody N am
u  du\\’ 1 (u du\11 9 11 9%\’
2y2x [ - Xp2y e 2,2y (
\/e e <€2 <8x2 8x>> +2p(pee}ezx<8x2 ax>exe> ax8y+(p ey(e"ey axay)
2
ke
ke At

oy 11 92u \ 2 20 0eted 11 0% 1 (d%u du gy 1 /02 du\\>
eeX | ———— e’y —— e - = .

eX e dxdy pe e e dxdy e \ do2  dy e\ o\ 02 dy
Podemos simplificar a equacao anterior e obtemos

du 12y<82 8u>_1 2(82 8u> o %u 8u du

“or 2 \02 ox ENZ p oxdy "ox raiy o

82 814 2%u  du\ J%u 0%u
Sk / au ou_ou 2
At\/ dx +2p(pey<ax2 (9x) (9x8y+(p <8x8y> S
k] 2 e (PPN L opger 2 (Pu_du) (PP du’
Wozar\¢ axay PO S\ oy "oy ) TP\ 52 oy )
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com os ultimos dois termos a representarem os custos de transacio do ativo e do indice de volatilidade,
respetivamente, depois da mudancga das varidveis.

Com a mudanga de varidvel T =T — ¢ a condicdo terminal passa a ser uma condi¢do inicial, ou
seja, temos u(x,y,0) = ¥(x,y).

Vamos agora descrever o método numérico para determinar a solu¢do numérica de (3.4). Para isso
comecamos a descrever o dominio discreto. Temos que 0 < 7 < T, —oo < x < o0 —oo <y < o0,
Precisamos entdo de limitar 0 dominio de —oo < x < o0 € —oo <y < 00 para Xpip < X < Xmax €
Ymin <Y < Ymax de maneira a implementar numericamente a equacao.

Seja x; = xo+ihparai=0,1,...,M tal que Xo = Xmin € Xps = Xmax, ¥; = Yo+ jl para j=0,1,....J
tal que Yo = Ymin € Y7 = Xmax onde & e [ s@o0 os passos espaciais e 7, = nAt,n=0,1,...,N onde Ar é o
passo temporal e n € No. Definimos ainda u; as aproximagdes da solugdo exata u(Xi, ¥, Tn)-

n+1 n
L Wi T
uf(xivijrl’l> Al 9
n+1 n+1 n n
u. . — U . u. . — U .
_ i+1,j i—1,j i+1,j i—1,j
U(Xi,yj, ) = GT‘F(I—Q) o )
n+1 n+1 n n
u. . —Uu,; u . —Uu. .
—_ i,j+1 i,j—1 i,j+1 i,j—1
uy(xivijrn) ~ 6 2] +(1_9) ] )
n+1 n+1 n-+1 n n n
IO e Y B W AR So W Sl Vst W
uxx(xivijrl’l> ~ /’l2 +( - ) h2 )
n+1 n+1 n+1 n n n
o gl T2y Huy o e 2
”)’Y(xivijrn) ~ 2 +(1-9) 2 )
n+1 n+1 n+1 n+1
~ 0 Wit jr1l —Wimgj+1 Wimyj—1 — Yip1j—1
uxy(xivijrn) ~ 4hl + 4hl ’
n n n n
1—0 Wit 1,jr1 —Wimyjr1 | Wim1j—1— Yig1,j—1
+H(1-6) 4hl + 4hl ‘

Comegamos por aproximar os dois dltimos termos de (3.4), fazendo um processo semelhante a
[12]. Parap =1,

\/ezy(”xx —1tx)? + 20 Qe Uy — 1)Uy + O (Uyy)? R €7 (1t — ) + Pl |
~ Osgn(e’ (uh —ut) + @uily) (€ (Wi — ™) + pui™)

(1= 0)sgn(e’ (uy, — ) + uiyy ) (€ (1 — 13) + Qi)

\/ezy(”xy)z +2p Qe (uyy — tty) + Q2 (ttyy — uy)? = |1ty + @ (1tyy — 11y)|
~ Osgn(e’uly, + @(uh, — ) (@l + @ —ui ™))

+(1 = 0)sgn(e’uy, + @ (uy, —uy)) (e’ uy, + @ (ufy, —uy)).
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Para p = —1, temos

\/ezy(“xx — 1tx)? +2p Qe (1 — Uy ) Uy + (Pz(“xy)2 ~ [ Uy — ty) — (Puxy‘
~ Osgn(e” (i, —ull) — ol ) (€ (Wi — ™) — oulf)

+(1 = 0)sgn(e” (uy — 1) — Quiy ) (e (i — 1) — Quiyy),

\/62}’(%@)2 + 2P Q& Uy (ttyy — tty) + Q% (ttyy — tty)? = |ty — @ (1ayy — uty)|
~ ngn(e) xy (p(uyy uy))(eyuZ;l - (p(u;l;rl - u;l+l))

n n

+(1 = 0)sgn(e’uy, — @(uy, —uy)) (€'utyy — @(uty, — ),

com
n n
e i i
*o 2h ’
n
n o Ui 2u +ul 1)
MXX Dt h2 b
n n
yo 21 ’
n
. Wiy —2ui jHup
oo 12 )
n n n n
. ui+1,j+1_ui71,j+1+ui71,j71_ui+l,j71
o 4hl 4hl ’

Aproximando as derivadas de (3.4) desta forma, para p = 1, ficamos com

1 1 1 1
0= u:l;r _u;ij 7le2y eu?-:rl-,j_z up +u:l+1] +(176)14?-!-1] 2” +uz 1,j
At h2 h2
1 1 n 1 1 1
_Gu?il,j_u?jl,j —a _9)”i+1,j_”?1,j> _1 2<9”?,}r+1 2u n+ +u77 1
2h 2h 2 l2
up o —2uf;+ul Wl gl ut. o — oyt
1—-0 i,j+1 i,j—1 0 l]+l i,j—1 _(1—-06 i,j+1 i,j—1
+( ) 12 21 ( ) 21

n+1 Mn+1 Mn+1 _Mn+1 u’ 1_Mn |
i+1,j+1 —1,j+1 i—1,j—1 — Yit1,j—1 +1,j+ i—1,j+
_(Peyp<0( i1yt i—1j+ 4= itl,j )+(1_6)( i+1,j 4hll J

4hl 4hl

1 1 1
+“?71,j71 — Uy o ., Guﬁ_l,j_”?jl,j + _e)uﬁl,j_”?fl,j _, 9”73‘;1_ i j—
4hl 2h 2h
uﬁjJrl _u?y.ifl 2 y v, n+l n+1
+(1—9)271 +ru i+ k At(@sgn(e (U, — ) + Quiy, ) (€ (uy )

(1 n n 2 n n
+ (1 - 9)sgn(ey(u;’x - M)’cl) + (pu;y)(e) (uxx - Mx) + (puxy)) +k1 E(gsgn(eyuxy + (p(uyy —u

x ('l + @ — ) + (1 8)sgn(e’ulyy + @ (uy, —uy)) ('ufy + @y, —u

y

n+1)
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Podemos reorganizar a equacio anterior da seguinte forma,

At
unJrl 2y9

n+1 n+l n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
<Mi+l,j_2 +Ml 1,j ui+lj_uz 1]> Atq)29<ui,j+l 2u +Mz] 1

bJ 2 h? 2h 2 12
u?{rl _ ! Wil _ Ay Ay yrtlo gt
,J+1 i,j—1 ) i+1,j+1 i—1,j+1 u;_ 1,j—1 " z+l,] 1 i+1,j i—1,j
_ BT N ) L Areedp6 —Atr | ———=
2 ) pep ( 4nl * 4nl ) d ( 2h
ur_t-i_—l o ur_z-&.-l 2 M’-H_l _zun-H +Mn+1
J+1 J—1 ) +1,j 1
+ ’121‘1> + Atky | Eesgn(ey(u;’)C —uy) + Quy,) <e) ( o h2 =L

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Wi T Wi +o Wity j+1 — U1 jt1 " Wi qj—1—Uiy1j—1
2h 4hl 4hl

5 n+]1 : M”+11 | l/tn+11 1 n+]1 1
i+1,j+ i—1,j+ i—1,j- Mitt,j—
+ Atk \/;ngn(eyuﬁy + (P(u;ly - u;l)) (e < 4hl + 4hl >

1 1 1 1 1
+ u?v;'l —2u n+ _H't:lj 1 u?.,j'—-i-l _u:l—]i_ 1 = u’.“—i—ggZy(l —0) i, yi 2“ ‘|‘”z 1,j
(p 12 21 - ", 2 ]’l2

Uipp ;= Wi, At iy —2ui jtup 1 Ui — Ui
- — 1-6 ’ : : Atpe’p(1—06

)
Uiy o — Wi | Wi T Wi Uy = Wijoy | Wiy U
X i ) ) ) Al, 1 _ 0 5] »J ! »J l 5]
( 4hl * 4hl +4r(1-6) A T o
— Atruj ; — Atky | ﬂ(l —0)sgn(e (uf, —u}) + (pu;’y) <ey< 1) h2 - S ’12h il
u't. 21,{ —|— u” ut. o —ul. 2
+<p< h 2 L ”"“21 = 1)) — Arky\ [ (1= 0)sgn(e'ucy, + (uy, — 1))

(o Wi —2up g 1_”?,j+1_“?,j—1 +o Wiy =27 ul 1_”;'1,j+1_”?,j—1 .
12 21 12 21

Definimos

’il:kv A )+(pux)>

gn(ey, + @(uy, —uy)),

com c'f e ¢ a serem atualizados a cada passo temporal.

Desse modo, conseguimos simplificar a equagdo anterior, e temos

A2 e A A
. A ke Lk
’11<9AI< 2 4 +2h+1h+12>>

AL )L 7L
! Ay e A2 L

MA 2 M
n+1 12p 2
+ui17j1(6At<_ 1 et 4>>
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+ ”“( +9At<)Ll +l22—01221—022?2)>
n )LlAZP 2«2 )Ll
- ‘(9At< AT 241))
n A'IAZP 12 A,l
I <6A < s 24l>>
l Med or A WA
n+1 M 17 r - 1
+Ml+l J <9At< 2 4 2]’1 + h 1 3 >)
A3 /l ro A A
n+1 ne 2 2
+”’J“<9AI< 2 e Tateyr _022)>
n lllzp A2 M
+u:11‘]+]< At< 14h+ 221
12 )“13 r WM WM
( ) 2h C] h Cl?
)' Azq) r nﬂ’2 n)LZ
+u; Ui j—1 ((I_Q)At< +4_21_021—C22)>

2
u Mhp A A
+Mi—1,j—l((1_9)At< 1 14h C241>>

L2 24
Jru,'fj(lJr(lG)A <1127b22+ 71+6‘2 lz>>
) ) o A
+”i+l,j1((1_e)At<_ 142p+ 14,21“‘ 24;>>
n AAZP 12 )L]
+”i—1,j+1((1—9)Al< 4 ¢ 14h+ 241))
i 2,12 lle r l M
i 2 Top Ay Ty
A A A
-2 )

n Mbp A A
+”i+l,j+1<(1_9)At< 1 14h 24l>>

Por tltimo definimos a condicdo inicial e as condi¢des de fronteira. Como condig¢do inicial, para

uma opgao call temos

u(x,y,0) = max(e* — K,0),
e para uma opg¢ao put Europeia

u(x,y,0) = max(K — ¢*,0),
onde K é o preco de exercicio da opcao.

Como condi¢des de fronteira temos, para uma opg¢ao call

M(-xminvya T) = 07 u(xmaX7y7 T) =em — KCXp(—

rT),
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u(X, Ymin, T) = U(X, Ymax, T) = €* — Kexp(—rT),
e para uma opgdo put
u(Xmin,y, T) = Kexp(—rt) — €™, U(Xmax, Y, T) = 0,

u(X, Ymin, T) = (X, Ymax, T) = Kexp(—r1) — €".



Capitulo 4

Resultados numeéricos

Neste capitulo vamos apresentar as solu¢cdes do modelo com e sem custos de transag@o. Para isso
implementaram-se métodos numéricos em MATLAB referentes ao modelo de Black-Scholes e ao
modelo com custos de transacdo descritos na secg¢do 3.1.

4.1 Modelo de Black-Scholes

Relembramos que o modelo que estamos a considerar consiste na equagdo de derivadas parciais

1
Ur — Ecz(uxx—ux) —ruy+ru= f(x,1).

Para testar o método numérico, ou seja, verificar que estd bem implementado consideramos um
problema teste.
O dominio considerado ¢ definido por x € [0,1] e 7 € [0, 1]. A condi¢do inicial € dada por

u(x,0) = x*,

e 0 termo

flx,t) = e "X} (—x* — 662 +20%x — drx +rx?),
com as condicdes de fronteira
—t

M(xminvt) =0, M(xmaxat) =e

A solugio exata deste problema teste € dada por
u(x,t) = e 'x*,
ou mais concretamente, em ¢ = T, € dada por
u(x,T)=e Tx*.

Escolhendo os valores r = 0.25, 0 = 0.6 e 6 = 0.7, o resultado obtido é

35
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04 04
035 A o35t
oal /1 o3}
025" /o {oa2s)
02} / 1 o2t /
//’/ //
015 | / {045+ /
01} 1 o1t
005 | P {005t P
~ -~ "
0 . . . 0 L . .
0 02 04 06 038 10 02 0.4 06 08 1
(a) Resultado obtido (b) Resultado a azul e solucdo pretendida a vermelho

Fig. 4.1 Teste para modelo de Black-Scholes

Como podemos ver na figura 4.1b, o resultado obtido sobrepde-se por completo a solugdo

pretendida, com o método a mostrar ser estdvel. Estamos entdo em condi¢des de aplicar o método

numérico a equacdo de Black-Scholes. Agora

e para uma opc¢ao call,

€ para uma op¢ao put,

f(xvt) :Ov

u(x,0) = max(e* — K,0),
U(Xmin, T) =0,

U(Xmax, T) = €™ — Kexp(—r1),

u(x,0) = max(K — ¢*,0),
exmin

U(Xmin, T) = Kexp(—rt) —

u(Xmax, T) = 0.

Consideramos ainda x € [—co,In(100)], o que significa que S; € [0,100]. As restantes varidveis

sao0 definidas da seguinte forma,

Volatilidade o = 0.25

Preco de exercicio K = 80

Maturidade da op¢do T =1

Taxa de juro sem risco r =0.15

Parametro do método 6 = 0.7
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Os resultados obtidos para op¢des Europeias encontram-se a seguir,

35

30

25

20 -

/

70\
60

50

1 a0t
30}

20

) AN
/ N
51 // 1 o1of .
0 . : . — 0 . : ! e
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
(a) Opcao call Europeia (b) Opcao put Europeia

Fig. 4.2 Preco de op¢des com modelo Black-Scholes

De modo a compararmos o preco de diferentes op¢des Europeias, fixdmos o intervalo de valores
do ativo em S; € [0, 100], o prego de exercicio em K = 80, a maturidade da op¢doem 7'=1 e o
parametro 6 = 0.7.

Na Tabela 4.1 encontram-se os preg¢os das op¢des caso no instante inicial o valor do ativo seja
igual ao do prego de exercicio,

Tabela 4.1 Precos de opc¢des para diferentes valores de ¢ e r

r=0.05 r=0.1 r=0.15

Precode opedes 1 5-025 6=01 6=025 6=0.1 =025

Call 1.35 2.25 2.02 2.7 275 3.17
Put 0.42 1.86 0.15 1.35 0.04 0.95

4.2 Modelo com custos de transacao

Vamos novamente comecar por mostrar o teste numérico realizado ao método-6 que aproxima a
equagdo com custos de transacdo. Assim, queremos testar a equacio

1 2
Up — iaz(um —Uy) — ruy + ru+ ko |uy — uy| P v fx,1).

O dominio considerado é x € [0,1] e 7 € [0, 1]. A condi¢@o inicial é dada por

u(x,0) = x*,
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e o termo fonte

flx,t) =e'x? ( —x* — 662 +26°x — 4rx + rx* + 4kc|3 — x|

As condicdes de fronteira sdo definidas por

u<xminat) =0,

U(Xmax, 1) = €.

A solucdo em r = T é a mesma do teste anterior, ou seja,

u(x,T)=e Tx*.

2z
At )

Escolhemos os valores r = 0.2, 6 = 0.4, k = 0.9 e 0 = 0.7, obtivemos o seguinte resultado,

04 . 04 .
035 A o35t
03} 03f
025 /{25t /
02t { o2t
/’/ //I
/ /
015 / {045+ /
01} 01}
005} e 1 005} e
7 -
0 L . . 0 LT . .
0 0.2 0.4 06 0.8 10 02 0.4 06 08 1

(a) Resultado obtido

Fig. 4.3 Teste para modelo com custos de transa¢do

Tal como no primeiro modelo, o resultado obtido sobrepds-se por completo a solu¢do numérica.

(b) Resultado a azul e solugdo pretendida a vermelho

Podemos entdo prosseguir para a equacao com custos de transacao, com as condi¢des iniciais e de

fronteiras definidas no capitulo anterior. Novamente, f(x,#) = 0 e para uma opgo call,

u(x,0) = max(e* — K,0),
U(Xmin, T) =0,

U(Xmax, T) = €™ — Kexp(—r1),
€ para uma op¢ao put,

u(x,0) = max(K —¢",0),

U(Xmin, T) = Kexp(—rt) — ™,

u(Xmax, T) = 0.
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Com x € [—eo,In(100)], ou seja, S; € [0,100], temos ainda as varidveis definidas da seguinte
forma,

* Preco de exercicio K = 80
* Maturidade daopcdo 7' =1

» Taxa de juro sem risco r = 0.15

Volatilidade o = 0.25

L]

Parametro de custo k = 0.02

e Pardmetro do método 6 = 0.7

Opcao Opcao
35 P 70 P
30| 60
251 501
20| 1 40}
15+ 30} AN
10t 20} AN
/ .
5¢ / 1 10t .
0 L L L _— 1 O L L 1 L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
(a) Opgdo call Europeia (b) Opcao put Europeia

Fig. 4.4 Preco de opcdes para modelo com custos de transacao

Os resultados obtidos encontram-se na figura 4.4. Por dltimo, fixdmos o intervalo de valores do
ativo em S; € [0, 100], o preco de exercicio em K = 80, a maturidade da op¢ioem 7' =1,r=0.15¢
o parametro 6 = 0.7.

Tabela 4.2 Precos de opcdes para diferentes valores de ke &

k=0 k=0.01 k=0.02

Precode opedes 1 5-025 6=01 6=025 6=0.1 =025

Call 2.75 3.17 2.98 3.54 3.37 3.89
Put 0.04 0.95 0.32 1.57 0.60 2.13

Pelos resultados obtidos que se encontram na Tabela 4.2, podemos ver que com o parametro
de custos k = 0, os valores obtidos para o preco das opgdes sdo 0os mesmos que para o modelo de
Black-Scholes, como seria de esperar. Para os restantes valores, a existéncia de custos de transacao
fez com que os pregos das opgdes fossem ligeiramente superiores.






Capitulo 5

Conclusao

O modelo de Black-Scholes foi um modelo de grande importancia por ser um dos primeiros que
sugeria uma abordagem para avaliar op¢des Europeias e por isso a um dos seus autores foi atribuido o
prémio Nobel de Economia em 1997. No entanto, devido as suas limitacdes, modelos mais complexos
e que consideram outras hipéteses t€m sido desenvolvidos de modo a tentar avaliar com uma maior
precisdo o preco destes instrumentos financeiros.

Depois de ter apresentado e deduzido as equagdes para trés modelos, desenvolveram-se métodos
de diferencas finitas para aproximar solugdes destes modelos. Posteriormente foram obtidos os
resultados numéricos necessdrios para um estudo comparativo.

Dos dois métodos implementados, podemos ver que o modelo com custos de transag¢do apresenta
resultados diferentes dos do modelo de Black-Scholes, o que mostra que a existéncia de custos de
transacdo, que estdo presentes nos mercados reais, constitui uma parte significativa na avaliacao
correta de uma opc¢ao Europeia.

Por ultimo gostariamos de ter estudado os resultados numéricos do modelo com custos de transacio
e volatilidade estocdstica, onde se teria analisado a importancia de uma volatilidade aleatéria em
relagdo a uma volatilidade constante no preco de opcdes. No entanto a sua implementagdo nao foi
possivel uma vez que a implementacdo do modelo com custos de transagdo e volatilidade estocéstica
¢ um modelo bidimensional, que envolve uma abordagem significativamente diferente da que é feita

para um modelo unidimensional.
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