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Resumo

A curva ROC é um instrumento muito ttil para a avaliacdo e compara-
¢ao de diagnosticos médicos. Nesta dissertagdo, definimos formalmente o
conceito de curva ROC, deduzindo as suas propriedades e abordamos a
questao da estimacao da curva ROC utilizando métodos paramétricos e
nao-paramétricos. Relativamente aos métodos paramétricos, comecamos
por estudar o estimador padrao da curva ROC, baseado no modelo binor-
mal. Com o intuito de contornar as suas limitacoes, estudamos a trans-
formacao de Box-Cox, ajustando o modelo binormal aos dados transfor-
mados. No que diz respeito a estimacdo nao-paramétrica da curva ROC,
consideramos o estimador empirico e o estimador do niicleo, estabele-
cendo as suas convergéncias locais e uniformes quase certas. A escolha
das janelas para o estimador do nidcleo é também abordada. Finalmente,
concluimos a dissertacao apresentando um estudo de simulacao onde o
desempenho global dos estimadores da curva ROC considerados é com-
parado utilizando dados simulados em seis cenérios distintos.

Palavras Chave: Curva ROC, modelo binormal, estimador empirico, estimador

do nucleo.

Abstract

The ROC curve is a very useful instrument for the evaluation and
comparison of medical diagnostics. In this dissertation, we define for-
mally the concept of ROC curve, deducing its properties and we address
the estimation of the ROC curve by using parametric and nonparametric
methods. Regarding the parametric methods, we start by studying the
standard ROC curve estimator based on the binormal model. In order to
circumvent its limitations, we study the Box-Cox transformation, fitting
the transformed data to the binormal model. Concerning the nonpara-
metric estimation of the ROC curve we consider the empirical and the
kernel estimators and we establish their local and uniform almost sure
consistency. The selection of the bandwidths for the kernel estimator is
also addressed. We conclude the dissertation by presenting a simulation
study where the global performance of the considered ROC curve esti-
mators is compared by using simulated data from six different scenarios.

Keywords: ROC curve, binormal model, empirical estimator, kernel estimator.
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Capitulo 1

Introducao

A capacidade de poder diagnosticar uma determinada doen¢a num individuo é uma
ferramenta extremamente importante, ndo s6 para poder tratd-lo apropriadade-
mente, como também para poder controlar a propagacao da doenca pela populacao,
no caso de esta ser uma doenca contagiosa. Um diagnoéstico pode ser algo tao sim-
ples como diagnosticar uma constipagdo ao observar-se que o individuo tem o nariz
congestionado, ou algo um pouco mais complicado, como diagnosticar uma, infec¢ao
ao observar-se a contagem de glébulos brancos numa recolha de sangue ou apés uma
biopsia. Ressonancias magnéticas ou raios-X sao também conhecidas ferramentas
utilizadas na deteccao de doencas, pois permitem revelar sinais fisicos anémalas no
paciente, que seriam invisiveis a olho nu.

Por outro lado, a prevencdo também é um aspecto importante, tendo em conta
o facto de que para a grande maioria das doencas, estas podem ser facilmente con-
troladas e até curadas, se a sua deteccao for feita nos estagios iniciais. Para esse
efeito, tais testes tém de ser realizados regularmente o que pode ser um inconve-
niente, tanto a nivel pessoal como econémico. Um tal teste para diagnostico sera,
idealmente, nao-invasivo para o individuo, rapido e com baixos custos. Tendo em
conta o facto de que o teste é utilizado na prevencao da doenca, este serd, na pratica,
aplicado a uma populacdo maioritariamente saudavel e para além disso, um diag-
noéstico positivo implicara, usualmente, a realizacdo de mais testes para confirmar
o primeiro diagnostico. Assim, & toleravel um teste que ndo tenha uma exactidao
perfeita.

Outra situacao que pode também ocorrer, é a descoberta de um novo método para
diagnostico de uma determinada doenca, diferente dos métodos conhecidos anterior-
mente. A primeira coisa que se pretendera fazer, certamente, é avaliar a qualidade
deste novo diagnoéstico. A questao que se levanta portanto é a seguinte: de que forma

podemos avaliar a qualidade global de um determinado diagnostico?



Em primeiro lugar, é necessario definir de que forma se procede ao diagnoéstico
de uma determinada doenca. Neste caso, o que o diagnéstico faz é classificar os
individuos testados em duas classes distintas: saudavel ou doente. Para efeitos de
avaliacao, os individuos vao ser provenientes de duas populagoes, uma populacao
de controlo, onde todos os individuos sdao saudaveis e uma segunda populacao de
individuos, dos quais ja se sabe previamente estarem infectados com a doenca. De
seguida, procede-se a uma recolha de dados sobre os pacientes, dados estes que irdo
ter diferentes tipos de medida; nominal, em que os dados provém de categorias (p.e.
cor dos olhos), ordinal, em que existe uma ordem nas categorias (p.e. intensidade
da dor); discreta, uma medigao numeérica que toma uma quantidade finita de valores
(p.e. horas de sono diarias); medigbes continuas, que podem tomar qualquer valor
real, num conjunto limitado ou infinito (p.e. peso de um paciente). Neste tltimo
caso, o instrumento de medicao tera limites de precisao, mas a medicao é aceite como
proveniente de uma escala continua.

No final da recolha, o que se obtém é um vector de medi¢des que sdo necessarias
para o diagnéstico da doenca. Essas medicoes vao ser todas reduzidas, através de uma
transformacao apropriada, a uma tnica variavel X. Idealmente, esta transformagao
ird devolver valores substancialmente diferentes para individuos de classes diferentes,
permitindo uma clara distin¢ao entre pacientes doentes e saudaveis. Por convencao,
valores mais elevados de X sao indicativos da presenca da doenga no paciente.

De seguida, fixa-se um valor de corte, ¢, que vai fazer a classificacdo dos pa-
cientes. Um individuo é classificado como doente caso o valor da variavel X ob-
servado nesse individuo seja igual ou superior ao valor de corte. Caso contrario,
considera-se saudavel.

Representando por Fj a distribuicdo de X em individuos saudéveis e por Fj a
distribuicao de X em individuos doentes, na figura seguinte encontra-se representada

uma situagao tipica em que sdo cometidos erros de diagndstico.



Figura 1.1: Linha - X numa populagao saudéavel. Tracejado - X numa populacao doente. ¢

- Valor de corte.

Como se pode observar, as distribuicoes Fy e Iy sobrepoem-se, pelo que serdo
cometido erros no diagndstico, independentemente da escolha do valor de corte. De
facto, é extremamente comum para diagnésticos desta natureza eles ndo serem per-
feitos, sendo cometido erros. Fixando o valor de ¢ e procedendo a realizacdo do

diagnostico, os resultados que podemos obter sao:

e Positivo num paciente doente, isto ¢, um verdadeiro positivo (VP).
e Negativo num paciente doente, isto ¢, um falso negativo (FN).
e Positivo num paciente saudavel, isto é, um falso positivo (FP).

e Negativo num paciente saudével, isto ¢, um verdadeiro negativo (VN).

De forma a podermos caracterizar o diagnostico consoante a escolha do valor de
corte fixado, temos de introduzir duas nocoes: a sensibilidade e a especificidade do
diagnostico. A sensibilidade define-se como sendo a probabilidade do diagnostico
devolver um resultado positivo quando é aplicado a um paciente doente. A especi-
ficidade define-se como sendo a probabilidade do diagnéstico devolver um resultado

negativo quando é aplicado a um paciente saudével:

e Sensibilidade: P(X > c¢| Paciente é doente) = 1 — Fi(c).

e Especificidade: P(X < c| Paciente é saudavel) = Fy(c).



As duas medidas anteriores estao relacionadas com a escolha do valor de corte.
Um valor de corte muito alto, por exemplo, conduz a um diagndstico muito especifico,
mas pouco sensivel e um valor de corte baixo conduz a um diagnéstico muito sensivel,
mas pouco especifico.

A sensibilidade pode ser estimada calculando a fraccdo de verdadeiros resultados

positivos (FVP) devolvidos pelo diagnostico:

FVP — nimero de verdadeiros positivos VP

namero de pacientes doentes VP +FN’

A especificidade pode ser estimada calculando a fraccao de verdadeiros resultados

negativos (FVN) devolvidos pelo diagnostico:

FVN — niumero de verdadeiros negativos VN
~ namero de pacientes sauddveis =~ VN + FP’

Na préatica, o diagnoéstico ndo é mais do que uma dicotomia, feita utilizando o valor
de X e comparando-o com o valor de corte. Esse valor de corte terd de ser escolhido
tendo em conta as necessidades de cada situacao. As circunstincias nas quais o
diagnostico é feito podem variar dependendo da disponibilidade de recursos ou da
gravidade da doencga, em que um diagnéstico mais conservador, baixando o valor de
corte por exemplo, serd mais razoavel.

A curva ROC (Receiver Operating Characteristic) é uma ferramenta grafica que
permite descrever as caracteristicas do diagnéstico para todo o conjunto de pos-
sfveis valores de corte, isto é, representa todos os possiveis valores de sensibili-
dade/especificidade do diagnostico. A curva define-se parametricamente com as
ordenadas a tomarem os valores da sensibilidade e as abcissas a tomarem o valor

de 1—especificidade.

ROC(c) = {(1 — Fy(c),1 — Fi(c)),c € R} (1.1)

Utilizando os dados da Figura 1.1, podemos tracar a curva ROC para aquele caso

hipotético.
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Figura 1.2: Exemplo de uma curva ROC

Um diagnéstico inttil acontece quando o parametro X nao estd relacionado de
algum modo com a doencga, ou seja, se tem a mesma distribuicdo na populagao
saudéavel e na populacao doente. Nesse caso, a sensibilidade e a especificidade tomam
sempre o mesmo valor, independentemente do valor de corte escolhido, o que equivale
portanto a termos ROC(p) = p. Por outro lado, um teste perfeito consegue separar
perfeitamente os individuos saudéveis dos individuos doentes e entdo, existird um
valor de corte para o qual a sensibilidade e a especificidade tomam simultaneamente
o valor maximo. A maioria dos diagnosticos ird produzir uma curva que se encontra
entre esses dois casos especiais. Visualmente, diagnésticos com melhor qualidade

tém uma curva que se aproxima do canto superior esquerdo do grafico.
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Figura 1.3: Representagdo de curvas ROC de diferentes diagnosticos

Neste caso, o diagnostico representado pela curva ROC a tracejado é um diagnés-
tico claramente superior ao diagndstico representado pela curva ROC representada
pela curva preta, pois nenhuma escolha de valor de corte ir4 favorecer o diagnéstico

preto com maior sensibilidade ou especificidade.



Nos proximos capitulos iremos aprofundar o estudo da curva ROC. Comegaremos
por reparametrizar a expressdao obtida em (1.1) de forma a obtermos uma defini¢do

formal da curva ROC, dada por:
ROC(p) =1—F (F;'(1-p)), para0<p<1.

A partir desta definicdo, 0 nosso objectivo serd o de deduzir propriedades da curva
ROC. Para isso, necessitaremos de estabelecer algumas propriedades da fungdo de
distribuicdo F' e da sua inversa generalizada, F'~!. Tal sera feito no capitulo 2.

No capitulo 3 estudamos o modelo central da teoria da curva ROC: o modelo
binormal. Daremos assim os primeiros passos na estimagao paramétrica de ROC(p).
Também iremos apresentar a transformacido de Box-Cox, uma transformacio que
nos permitird aplicar a estimacao paramétrica a dados que, a partida, nao se en-
quadrariam no modelo binormal.

No capitulo 4 iremos abordar dois métodos nao-paramétricos para a estimacao
da curva ROC. Iniciaremos com o estudo do estimador empirico, R@C(p), da curva
ROC. Definido o estimador, apresentaremos resultados de convergéncia, provando
que ROC(p) converge pontualmente e uniformemente para ROC(p). Apos isso,
prosseguiremos com o estudo do estimador do nicleo, ROC(p) da curva ROC, apre-
sentando resultados de convergéncia pontual e uniforme para este estimador. Para
além disso, serd analisada a escolha das janelas éptima necessarias na construcao do
estimador do nucleo.

Finalmente, apresentamos no capitulo 5 um estudo de simulacao, onde iremos
comparar a eficicia de cada um dos estimadores estudados.

No decorrer desta dissertacdo, denotaremos por X, 2% X uma sucessdo de
varidveis aleatérias X, convergentes para X com probabilidade 1, quando n — oo.
Denotaremos também por o(1) uma sucessao de variaveis aleatorias que converge

para 0 e por O(1) se for limitada em probabilidade.



Capitulo 2

A Curva ROC e algumas das suas
propriedades

2.1. Definigao de curva ROC

Neste capitulo, iremos definir formalmente a curva ROC e pegando nessa definigao,
iremos também estabelecer as propriedades da curva ROC. A partir deste ponto,
vamos denotar por Xg e X7 as observacoes da variavel X provenientes de populacoes
saudaveis e doentes, respectivamente, onde Xy tem distribuicao Fy e, por seu lado, X3
terd distribuicao Fj. No capitulo anterior, introduzimos a curva ROC através de uma
representacao paramétrica. Se pegarmos nessa representacao e lhe aplicarmos uma
reparametrizacao, obtemos uma expressao que nos permite formalizar uma defini¢ao

para a curva ROC:

Definicao 2.1. A curva ROC associada ao diagnéstico de uma determinada doenga

€ dada pela expressao
ROC(p) =1—F (F;'(1—-p)),0<p< 1.

onde Fgl € a inversa generalizada da funcdo de distribuicao Fy, também conhecida

como funcao quantil, definida por
Fyl(y) =inf{z e R: Fy(z) >y}, 0<y <1

Repare-se que a definicdo da curva ROC utiliza a funcdo quantil de Fy e por
isso € necessario conhecer algumas das propriedades de Fi” ! para podermos deduzir

propriedades da curva ROC e, mais a frente, propriedades do seu estimador.

2.2. Algumas propriedades de F e F'~!

As propriedades que apresentamos a seguir sdo demonstradas em Shorack e Wellner

[10] (p. 5-8).



Proposicao 2.2. Seja F uma funcio de distribuicdo. A fungio F~1(t), 0 <t <1,

€ nado-decrescente, continua a esquerda e satisfaz
F(z) >t seesésex>F Lt).

Proposicao 2.3. Para toda a funcao de distribuicao F' e a sua inversa generalizada
F~1 werifica-se que:

a) F"Y(F(z)) <z, Vo: —oo <z < +00

b) P (F’l(F(X)) #* X) =0

onde X € uma v.a.r. com distribuicio F'.

Propriedade 2.4. Se F' ¢é uma funcao de distribui¢do, entdo
a) F ¢ continua se e s6 se F~ for estritamente crescente,

b) F ¢ estritamente crescente se e s6 se F~1 for continua.

Propriedade 2.5. Seja Y wma wvaridvel aleatoria com funcao de distribuicao F

continua. Entio, U = F(Y) possui uma distribuicdo uniforme sobre o intervalo

[0, 1], isto é, U ~ UJ[0,1].
Demonstracdao. Pela Proposicao 2.3, para ¢ € R, temos

P(U < t) = P(F(

=
A
&

Assim, concluimos que U ~ UJ0, 1]. O

Proposicao 2.6. Seja U uma varidvel uniforme sobre o intervalo 10,1[ e F' uma
fungdo de distribuicao fiza a partida. Entdo a varidvel X = F~1(U) tem funcdo de

distribuicdo F.

Demonstracio. Pela Proposicao 2.2, para x € R, temos

i)

P(X <) = P(F~\(U) < x)
(U < F()

(),

I
o

0 que prova o pretendido. O



2.3. Algumas propriedades de ROC(p)

Agora que vimos algumas das propriedades da fun¢do quantil, podemos prosseguir o

nosso estudo e demonstrar algumas propriedades da curva ROC.

Proposicao 2.7. A curva ROC é uma func¢ao nao decrescente definida em |0,1] e

com valores no intervalo [0, 1].

Demonstracdo. Suponhamos que temos dois quaisquer pontos, p e ¢, pertencentes a

10,1 com p < gq.
ROC(q) —ROC(p) = (1 - Fi(Fy '(1—¢q)) — (1 - Fu(Fy ' (1 —p)))
= Fi(Fy (1 —p)) — Fi(Fy ' (1—q))

Da Proposicéo 2.2 e como por hipétese p < g, deduz-se que F(fl(l —p) > Fgl(l —q).
Como F; é uma funcgao de distribuicao, e portanto nao-decrescente, deduz-se assim

que ROC(q) > ROC(p). O

Proposigao 2.8. A curva ROC é invariante para transformacgdes estritamente cres-

centes dos dados.

Demonstracao. Suponhamos entao que h : R — R é uma transformacao estritamente
crescente e denotemos por Gy a funcao de distribuicdo dos dados transformados
provenientes de uma populagao saudavel e por G a fungao de distribui¢ao dos dados
provenientes da populagdo doente. As expressoes das curvas ROC, antes e apoés

transformacdo, sdo dadas, respectivamente, por
ROCx (p) = 1 — Fi(Fy ' (1 = p)) e ROCh(xy(p) = 1 — G1(Gy' (1 —p))

Comecemos por provar que, para todo p €]0,1[, se x = Fo_l(l — p) entdo h(z) =
Gal(l — p). Suponhamos entao que, para um p fixo, r = F(fl(l — p). Da definicao

de inversa generalizada temos que,
r=inf{u e R: Fy(u) >1—p}.
Daqui deduzimos que,
Go (h(z)) = P(h(Xo) < h(x)) = P(Xo < z) > (1 - p).
Suponhamos que existe z # x tal que Gal(l —p) = h(z2), isto &,

h(z) =inf{u € R: Gp(u) > 1 —p}.
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Repetindo a mesmo deducao,
(1—p) < Go (h(2)) = P(h(Xo) < h(z)) = P(Xo < 2) = Fo(2).

Portanto, temos por um lado que x < z e por outro que h(z) < h(z), o que nos leva
a uma contradicdo pois por hip6tese, h é uma transformacao estritamente crescente.
Demonstramos assim que se x = Fo_l(l — p) entao h(z) = Ggl(l — p), para todo
p €]0,1[. Pegando na conclusdao que acabamos de fazer, procedemos & seguinte

deducao

G1 (G5 (1= p)) = Gy (h(Fy (1 = p)))
= P (h(X1) < h(Fy '(1-p)))
= P (X1 < b7 R(Fy (1 - p)))
=P (X1 <Fy'(1-p)

=F (Fy'(1-p).
Assim, fica provado que ROCx (p) = ROCj,(x)(p)- O

Como foi ja referido anteriormente, a curva ROC é uma ferramenta muito util
na comparacao de diferentes diagnoésticos. De facto, a curva ROC proporciona uma
referéncia visual relativamente facil de interpretar. No entanto, na pratica nem
sempre é facil conseguir comparar a qualidade global de um diagnéstico relativamente
a outro, olhando para as suas respectivas curvas. Para esse efeito, seria conveniente
termos uma medida de avaliacdo que nos desse uma ideia da qualidade global do

diagnostico.

2.4. Area sob a curva ROC

O calculo da Area sob a Curva (AUC) proporciona-nos uma medida que permite

avaliar globalmente a qualidade de um diagnoéstico e é dada pela seguinte expressao:
1
AUC = / ROC(p) dp
0

O facto de termos uma medida numérica permite-nos comparar mais facilmente os di-

agnosticos. Intuitivamente, na presenca de varios diagnoésticos, o melhor diagnéstico,

em termos globais, serd o diagnéstico com o valor da 4rea sob a curva superior.
Um diagnéstico perfeito, com uma curva ROC perfeita, terda AUC = 1. Do

lado oposto, um diagnoéstico irrelevante, isto ¢, ROC(p) = p, tera AUC = 0.5. Na
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pratica, os diagnésticos terdo valores entre 0 e 1. No caso de termos dois diagnésticos
diferentes, A e B, por exemplo, e se souber previamente que o diagnostico A é

uniformemente superior ao diagnéstico B, ou seja,
ROCa(p) > ROCp(p), Vp €]0,1],

entao

AUCy4 > AUCgB.

No entanto, o reciproco nao é necessariamente verdade.

A éarea sob a curva tem uma segunda interpretacio bastante interessante. De
facto, escolhendo-se aleatériamente um individuo da populacao saudavel e um indi-
viduo da populagdo doente, o valor de AUC exprime-se como sendo a probabilidade

do parametro X ser superior no individuo doente. Mais simplesmente:

Teorema 2.9. A drea sob a curva pode ser dada pela sequinte erpressao
AUC = P(X; > X)),

Demonstra¢ao. Representando por U uma variavel uniforme sobre o intervalo |0, 1],

temos
1
AUC —/ ROC(p) dp
0
! 1
= /0 (1 — F1(F0_ (1 —p))) dp
—1- B[R (F1(U)].
Usando agora a Proposicao 2.6, podemos escrever:

AUC =1 - E[F1(Xo)]
—1— E[Pl (- oo,XO])}
= E[P1(]Xo,+oo[)]

_ / Py (Jz, +o0])dFp(x)

- / /]x,ﬂo[dFl(y)dF‘)(”
— / [ anine)

= P(Xo < Xl).






Capitulo 3

O Modelo Binormal e Estimacao
da Curva ROC

3.1. Modelo Binormal

Neste capitulo, o nosso estudo vai concentrar-se no estudo do modelo binormal da
curva ROC e, mais adiante, iniciaremos o estudo da estimacao da curva ROC, intro-
duzindo a estimacao paramétrica. Da mesma forma que a distribuicdo normal é um
modelo classico na Estatistica Inferéncial, a curva ROC derivada a partir de dados
que seguem distribuicées normais é o modelo central no estudo da curva ROC a que
chamamos modelo binormal. Como veremos mais a frente, este modelo d4 uma boa
aproximacao para uma grande variedade de distribuigoes de dados, para além da

distribuicao normal.

Suponhamos entdao que na populacao de individuos saudéaveis a variavel X segue
uma distribuigio normal, isto ¢, Xo ~ N(ugp,03) e que na populacgio de indi-
viduos doentes, a variavel X segue também uma distribuicdo normal, digamos,
X1 ~ N(u1,0%). Denotemos por ® a fungdo de distribuigao da lei normal centrada

e reduzida e por @71 a sua inversa generalizada.

Da Definicao 2.1 a curva ROC é neste caso dada por

ROC(p) =1 — Fi (Fy *(1 — p))
S <H1 — (po — Uo‘b_l(p))>

o1
_ g (P Ho+ 0@ (p)
01
:¢(M+(UO>@—1@>), 0<p<l.
01 01

Também podemos deduzir uma nova expressao para a féormula da area sob a

curva se assumirmos a binormalidade dos dados. De acordo com o Teorema 2.9 e

13
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tendo em conta que X1 — Xo ~ N(u1 — po, 0% + 03) temos

AUC:l—P(Xl—XO<o):1—<I><_’“+“0>

Voi+ 08
—p | M + 1o ‘
Voi+ 0(2)
Se soubermos que os dados provém de populacoes normais, a estimacao da curva
ROC é relativamente simples, bastando estimar a média e a varidncia de cada uma
das populacdes. Tendo uma amostra de tamanho ng, de uma populagdo de individuos

saudaveis e uma amostra de tamanho nq, de uma populagao de individuos doentes,

temos que

Xoi ~ N(MO,U%),Z' € {17 "'7n0}7

e da mesma forma,

le ~ N(ul,O'%),j S {1, ...,nl}.

Como estimadores das médias e variancia das duas populacoes, vamos utilizar a mé-
dia amostral e a varidncia amostral que sdo os estimadores da maxima verosimilhanca
da média e da variancia (ver Gongalves e Mendes-Lopes [3] (p. 161-162)). Supondo
entao que temos uma amostra proveniente de uma populacdo saudavel de tamanho

no, a média amostral e o desvio padrao amostral sao entao dados por

1 1
fio=—> Xoi e 6Go=,|— ) (Xoi— fu)*

Da mesma forma, supondo que temos uma amostra proveniente de uma populagao

doente de tamanho n1, a média amostral e o desvio padrao amostral sdo dados por

/l1=iZX1i e 01= iZ(X1z‘—,&1)2~

n
i1 L

Podemos finalmente dar uma expressao para o estimador da curva ROC segundo o

modelo binormal:

ROCy(p) = ® (‘“_’“‘0 + (‘“’) qu(p)) L 0<p<l.

00 01

A valor da area sob a curva, por sua vez, é estimada por

ATCy = & (M) |

V0% + 62
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3.2. Transformacao de Box-Cox

Ja foi estabelecido anteriormente que a curva ROC ¢é invariante para transformacgoes
estritamente crescentes dos dados. No entanto, apesar de poderem existir transfor-
magoes estritamente crescentes que conservam a normalidade dos dados, nem todas o
fazem. Seguindo este raciocinio, se aplicarmos uma transformacao estritamente cres-
cente a dados normais, o resultado dessa transformacado podem ser dados que nio
seguem distribui¢cdes normais, mas que no entanto, possuem a mesma curva ROC
que os dados normais iniciais. O que daqui se conclui, é facto de dados normais
partilharem a mesma curva ROC com dados que ndo o sdo. Esta propriedade torna-
se particularmente interessante se fizermos o raciocinio contrario, isto &, aplicarmos
uma transformacgao adequada a dados ndo-normais de modo a que resultem dados
normais ou aproximadamente normais, para podermos usar o modelo binormal para
estimar a curva ROC.

A transformagdo de Box-Cox [2] é uma transformacao paramétrica na qual se
ajustam as varidveis a um modelo normal. O pardmetro, A, que define a trans-
formacao serd estimado a partir dos dados. A transformacao define-se da seguinte

forma,

= A
YW log(y), A=0.

Esta transformacao é mondtona crescente para dados estritamente positivos. As-
sim, vamos ter de admitir que os dados X sao estritamente positivos, mas tal nao
constitui uma restricdo importante na aplicacdo da transformacgao visto ser um facto
que habitualmente ocorre em stiuacoes praticas. Se ainda assim estivermos na pre-
senca de um conjunto de dados em que as varidveis nao sdao todas estritamente
positivas, podemos resolver o problema adicionando um valor constante adequado a
cada uma das variaveis, de modo a que todas tenham um valor estritamente positivo.

Denotemos por X{,;, ¢ € {1,...,n0} as observa¢des provenientes de uma amostra

/

de uma populacao saudavel apos transformacio e por le, j€{1,...,n1} as obser-

vagoes provenientes de uma amostra de uma populacao doente apés transformacao,
isto &,
A
Xgi — 1

X0 = Y(Xoi) = —— e Xy; =9¢(Xyy) =

Xg—l
. N

A

Apos a transformacdo, passaremos a assumir que as varidveis seguem uma dis-
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tribuigdo normal, ou seja, X{; ~ N(po,08) e Xi; ~ N(m, 0?). A estimagao é
entao feita segundo o modelo binormal, utilizando os dados transformados.

Agora que vimos de que forma a transformacao sera utilizada para a estimagao
da curva ROC, é necessario deduzirmos um método que nos permita determinar qual
é a transformacdo adequada a utilizar para cada amostra. De facto, tratando-se de
uma transformacao paramétrica, em cada caso serd preciso calcular o A que melhor
ajuste os dados a uma distribuicdo normal. Nao s6 isso, mas também é necessario
termos em conta que os dados sao provenientes de duas populagoes diferentes e que
a transformacao serd aplicada a cada uma das amostras das populagoes. Portanto o
parametro A que procuramos terd de ser o que melhor ajusta os dados a distribuicoes
normais, de forma simultanea.

O método que foi escolhido para resolver o nosso problema é o método da méaxima
verosimilhanga, proposto por Zou e Hall [13]. Para tal, vamos necessitar de calcular
uma funcao de verosimilhanga, cujo maximo nos daréd o valor do parimetro A a uti-
lizar na transformacdo. A funcio de verosimilhanca que utilizamos é a do conjunto
de dados provenientes de duas amostras de Xo € X1, (Zo1, ...y Zong, L11s s L1ny ), NA
hipotese dos dados transformados (2, ..., o, s L1, -+ L1, ) Serem normais. Deno-
tando a densidade das varidveis transformadas por fX(/) e por fx, a densidade das

variaveis originais, temos entao

X(M‘I‘é)l’ "'7$67L0ax/117 "'vl‘llnl) = f(-TE)h ...,$6n0,$,11, axllnlp‘)

Como as amostras de cada uma das populacdes sdo independentes, temos que

g()“xélﬂ ...,$6n0,$/11, "'7x/1n1) = fX(’)(Iéle "'7l‘6n0|)‘) ’ fX{(xlllv 71‘/1n1|)‘)

= Z(NXg) - Z1(AX7).
Logaritmizando obtemos,
log Z (A Xg, X1) = log Z(A Xg) + log £1 (N X7),

e portanto, podemos construir uma funcao de verosimilhanca correspondente a uma
amostra de cada uma das populacdes e somé-las de seguida. Como vimos anteri-
ormente, X/, exprime-se através de uma fungao de . Este facto, associado & as-
sumpgao de que a variavel X/, segue uma distribuicdo normal, permite-nos construir

uma funcdo de verosimilhanca, através da qual estimaremos \. Assim,

X) -1
(Xoi) = 0# = X} - Xo;
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onde g é uma transformacao. Assim,

fxo(@) = (fx; 097 ") (@) - |det Ty ()|
= Ixy((x)) - [det Jy ()]

onde v denota a transformacao de Box-Cox. Esta expressao que acabdmos de deduzir
proporciona uma funcdo de verosimilhanca que depende do parametro A. Supon-
hamos entdo que temos uma amostra de tamanho ng de X{, onde X} ~ N (uf), o).

A funcao de verosimilhanca é dada por
2o ng
1 2 1 9
Lo\ up, o | XP) = <27T0’62> exp (_2062 Z (xf]z - ,u&) )
i=1
< 1 > 1 i(:péi—l ,)2 o (xél-—1>/
=== ep|-—55% — Ho
2mo 20( P A pale A
1 2 1 & J:())‘Z —1 , 2\ o (A1)
- <27r062> P (_ 208 Z < A MO) p (in ) )

i=1

Esta funcao depende de trés parametros: A, u e oy. No entanto, se utilizarmos
estimativas para p, e o(, é possivel exprimir esses parametros como funcoes de \.
De facto, utilizando as férmulas da média e da varidncia amostrais, apos logarit-
mizarmos, obtemos entdo:

n 2 ng
ng 1 1 o= () —1
i=1 i=1

d r 1 no 5’331_1 22 1 no xéi_l / 2 S d d
onde pp = =330 (75— ) e of = 7-222 (=%~ — o) - Se procedermos da

forma analoga para a populagdo doente, obtemos a funcao de verosimilhanga:

1 1 1O (2 —1 ? i
log Z1(A\[X]) = ?1055 (27m’12> —ﬁz J)\ — 1 +()\—1)210g($1j)~
j=1

j=1
Finalmente, a funcdo de verosimilhanca utilizada na estimacdo do parametro A é
dada por
log £ (A X0, X1) = log Zo(A|Xp) + log Z1(AX7).

Agora que possuimos todas as ferramentas de que necessitamos, podemos reca-
pitular enunciado os passos da estimacao. Primeiro, estima-se o valor do parametro
A. De seguida, aplicamos a transformacao aos dados. Finalmente, calculam-se os val-
ores das médias e varidncias amostrais e aplicamos esses valores ao modelo binormal,

obtendo assim, uma estimativa da curva ROC.
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3.3. Sobre o valor de corte ¢

Apesar de este ndo ser o objectivo do nosso estudo, vale a pena fazer uma referén-
cia quanto & escolha do valor de corte. Na realizacao do diagnoéstico, a escolha do
valor de corte pode ser feita ndo s6 com base na sensibilidade e na especificidade
que se pretende obter no diagnostico, mas também utilizando duas outras medidas:
o valor preditivo positivo (VPP), que determina a propor¢ao de resultados positivos
correctos e o valor preditivo negativo (VPN), que determina a propor¢ao de resulta-
dos negativos correctos, e que na pratica sdo escolhidos consoante a prevaléncia da

doenca que se estd a diagnosticar na populagdo. Estas medidas sdo definidas por:
e VPP= P(Paciente ser doente| X > c)
e VPN= P(Paciente ser saudavel| X < c)

Peguemos na definicio de VPP. Denotando por D o acontecimento ’o paciente ser

doente’ e procedendo a uma aplicacao directa do teorema de Bayes, obtemos

VPP =P (D|X > ¢)
P(X > ¢|D)P(D)
P(X > ¢|D)P(D) + P(X > ¢|D)P(D)
(sensibilidade) (prevaléncia)

(sensibilidade)(prevaléncia) + (1-sensibilidade)(1-prevaléncia)
Usando o mesmo raciocinio para VPN, obtemos

VPP — (especificidade)(1-prevaléncia)

(especificidade)(1-prevaléncia) + (1-especificidade)(prevaléncia)

Como se pode observar, os valores preditivos dependem nao sé da sensibilidade e
da especificidade, mas também da prevaléncia da doenca na populacdo. De facto, um
valor preditivo positivo muito baixo pode ser resultado de o diagnostico nao qualificar
convenientemente o doente, mas pode também ser o resultado de uma prevaléncia
baixa da doenca na populacdo em causa. A sensibilidade e a especificidade sdo
medidas mais eficazes na avaliacao do diagndstico, mas na pratica, pode ser mais
interessante saber o quao provéavel a doenca esté de facto presente, quando o resultado
do diagnéstico é positivo.

Suponhamos que temos dois diagndsticos para a mesma doenca. Em ambos os
casos, a variavel X segue distribui¢oes normais na populagdo saudével e na populagao

doente e cujas densidades sdo as seguintes, em cada diagnéstico:
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20 25 30 35 4.0 20 25 30 35 4.0

Figura 3.1: Densidades de X e X; para o primeiro (esquerda) e segundo (direita) diagnos-

ticos.

Sendo as distribuicoes em cada uma das populagoes conhecidas, para os dois
diagnosticos, podemos tragar as suas respectivas curvas ROC e sobrepd-las, para

comparagao.

1.0

0.8

06

sensibilidade
o4

0.0

T T T T T T
00 02 04 06 08 10
1-especiticidade

Figura 3.2: Curvas ROC do primeiro (linha continua) e segundo (tracejado) diagnésticos.

Como podemos ver, nenhum dos diagnosticos é claramente superior ao outro.
De facto, se pretendermos escolher um valor de corte de modo a ter um diagnéstico
mais sensivel, entdo o segundo diagnéstico serd o mais adequado. Por outro lado,
se pretendermos escolher um valor de corte de modo a ter um diagnéstico mais
especifico, entdo o primeiro serd o mais adequado. Suponhamos agora que estes
diagnosticos servem para detectar uma doenca que tem uma prevaléncia de 30%.
Podemos tracar as curvas ROC de cada um dos diagndsticos e respectivos valores

preditivos.
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Figura 3.3: Esquerda: Diagnostico 1. Direita: Diagnoéstico 2

Observando a figura, para tal prevaléncia da doenca, se pretendermos fazer a
escolha do valor de corte, de modo a obter o maior valor preditivo positivo, entdo o
primeiro dignoéstico serd claramente superior ao segundo, apesar de qualitativamente
isso nao ser o caso. Este exemplo serviu para mostrar que a escolha do valor de
corte que define o diagnéstico na prética, ndo é de maneira alguma trivial e que nem

sempre ¢ feita tendo em conta a qualidade do diagnostico.



Capitulo 4

Estimacao nao-paramétrica da
curva ROC

Uma segunda abordagem que podemos tomar no ambito da estimacao da curva ROC
é a abordagem nao-paramétrica. No caso estudado no capitulo anterior, o objectivo
era adequar o modelo binormal aos dados, aplicando uma transformacdo adequada
e, se necessario, estimando os parametros necessarios. Neste capitulo, ndo iremos
fazer assumpcoes nenhumas quanto as distribuicoes dos dados, utilizando métodos

nao-paramétricos para podermos estimar a curva ROC.

4.1. O estimador empirico

O estimador empirico aplica simplesmente a definicdo da curva ROC aos dados da
situacdo em estudo. Assim, para todos os valores de corte do diagnostico, as fun¢ées
de distribuicdo das populacoes sdo substituidas pelas funcbes de distribuicdo em-
piricas das amostras. Suponhamos entdo que temos duas amostras provenientes de
populacoes saudaveis e doentes, com tamanhos ng e ny, respectivamente. As funcoes

de distribuicao empiricas sao dadas por,

R 1 no . 1 1
Fy(z) = - Y I(Xpi <) e Fi(z) = - Y I(Xy <), R
i=1 j=1

O estimador empirico da curva ROC é assim definido por
ROC(p) =1 — Iy (Fgl(l —p)) L 0<p<l.

Esta funcao é na verdade uma funcao discreta pois as funcgdes empiricas tomam
apenas valores no conjunto {0,1/ng,2/ng, ..., 1}. Se ndo existirem resultados repeti-
dos nos dados, a curva ROC apresentar-se-a4 como sendo uma fungdo em escada com
saltos horizontais de amplitude 1/ng, correspondentes aos resultados das observagoes
em individuos saudaveis e saltos verticais de amplitude 1/n;, correspondentes aos
resultados das observagdes em individuos doentes. Caso existam igualdades para re-

sultados dos individuos saudéaveis, isso vai-se traduzir em maiores saltos horizontais

21
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e maiores saltos verticais caso se verifiquem igualdades nos resultados da populagao
doente. Resultados iguais nos casos saudaveis e doentes, em simultineo, resultam

em segmentos de recta diagonais.

o

08
|

06
1

04

02
|

0.0
1

T T T T T T
00 02 04 06 08 10

Figura 4.1: Exemplo de uma curva ROC empirica

4.1.1. Convergéncia pontual

Agora que definimos o estimador empirico, é necesséario verificar se estamos na pre-
senga de um estimador consistente, isto €, temos de provar que ROC converge pon-
tualmente para ROC. O primeiro resultado que vamos provar é o da convergéncia

pontual do estimador empirico da inversa generalizada da funcao de distribuicao.

Teorema 4.1. Seja 0 < p < 1. Se & = F~L(p) for a tinica solucio de F(x—) <
p < F(x), onde F(x—) = limy, F(y) = P(X < x), entao

Demonstracao. Vamos comecar por provar que
Ve>0, F(& —¢€) <p<F(&+e).
Peguemos na primeira desigualdade, F'(§, — €) < p. Por hipétese,

& =F'(p) = mb{F(x) = p},

pela definicao de funcao quantil. Suponhamos por absurdo que, para algum e > 0,

temos F'(§, —€) > p. Visto que &, — € > &, entao

& — €= inf{F(z) > p}.
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No entanto, isto vai contra a nossa hipotese e portanto F'(§, —€) < p.
Demonstremos agora a segunda desigualdade. Por hipotese, F'({,—) < p < F§,).

Suponhamos por absurdo que, p > F(§, +¢€), para algum € >0. Nesse caso,
F((fp"i'e)_) SF(gp"‘e) Sng(gp) SF(fp—FG),

ou seja, & + € é também solugao de F'(z—) < p < F(x), o que contraria a hipotese.
Para provarmos a convergéncia pontual da funcao quantil empirica, vamos ter de

demonstrar que
Ve > 0, P(|Fn;1(p)—gpy <6,Vm2n> — 1,n — oo, (4.2)
ou equivalentemente,
Ve > 0, P(fp—e<ﬁn;1(p) §§p+e,Vm2n> — 1,n — .
Peguemos na primeira desigualdade. Aplicando a Proposicdo 2.2, temos:

P (& —e< Byl (p),vm = n)
:P(Fm(gp—e)<p, ‘v’mZn)
= P (Fun(&— ) = F(& — ) <p— F(&— ), ¥m=n)
> P(—~ (0= F(& — ) < Ful& — ©)
—F(g =) <p—F(§—¢), Ym>n)

> P(|Fn(gy— )~ F(& — Ol <p— F(& —€), Ym>n).
Sabendo que F L% F (ver Serfling [9], p. 57), temos, para algum ¢ > 0:

P (\Fm(gp — €)= F(& —€)] < 6,¥m > n) I S
Para além disso, ja vimos que F'(§, — €) < p. Assim,

P(IBn(§ — ) = F(§ — 9l <p—F(§—c), m2n) —1, n— oo,

e consequentemente,

Ve > 0, P(fp—e<ﬁ};1(p), Vm>n) — 1, n— o0. (4.3)
Agora provemos de forma semelhante que

Ve > 0, P(Fgl(p) <& +e, Vm>n) — 1.
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Uma vez mais, aplicando a Proposicao 2.2 temos:

P(F‘l(p)gprre, Vm>n>

P(Fm(§p+€)2pa m > n)

=P (Fn(§p+e)—F(&+e)2p—F(&+e), Ym=n)
P

([Fm(&p +€) = F(§p+€)| < F(§p+¢€) —p, Ym >n)
Argumentos andlogos aos anteriores permitem concluir
P(|Fm(§p+e)fF(§p+e)| < F(& +¢€) —p, m2n> — 1, n— o

e consequentemente,

Ve >0, P (F,;l(p) <& +e Vm> n) 1L (4.4)
De (4.3) e (4.4) obtemos o pretendido. O

Repare-se que, no teorema que acabamos de demonstrar, ndo podemos ignorar a
hipétese de que &, = F~1(p) ¢ a tnica solugdo de F(z—) < p < F(z). De facto, se
tal ndo se verificasse, terfamos, para algum € > 0, p > F(§, + €), o que nos levaria a
um absurdo na demonstragao de (4.4).

Com este resultado, estamos em condic¢bes de estabelecer a convergéncia pontual

de ROC.

Teorema 4.5. Seja 0 < p < 1. Se §—p = Fo_l(l — p) for a tnica solugdo de

Fy(z—) <1—p < Fy(2) e Fy for continua em Fy ' (1 — p), entdo
ROC(p) L% ROC(p).

Demonstracdo. Consideremos a seguinte majoracao:

ROC(p) - ROC()| < |F (Bt (1 =) - 1 (B5 (1))
+ ‘Fl (Fo’l(l —p)) ~- R (Fy' —p))‘

<swp|Fi(@) = Fi@)| + |7 (B (1-) = B (0= )|

A primeira parcela converge para zero quase certamente, segundo o teorema
de Glivenko-Cantelli (ver Serfling [9] (p.61)). Verificando-se a continuidade de F}
em F~ 1(1 — p), podemos aplicar o Teorema 4.1 & segunda parcela, concluindo que
também converge para zero. Fica assim provada a convergéncia pontual do esti-

mador. O
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4.1.2. Convergéncia uniforme

De seguida, vamos obter a convergéncia uniforme do estimador empirico. Tal como
no caso da convergéncia pontual, a convergéncia do estimador da curva ROC vai ser
consequéncia da convergéncia do estimador empirico da fungdo quantil, tratando-se

neste caso da convergéncia uniforme. Comecemos entao por estebelecer tal resultado.

Teorema 4.6. Suponhamos que F' € uma fungdo de distribuicdo continua. FEntdo,
para todo € > 0,

sup |[F7Ht)—F ()| 5 0.
tele,1—¢]

Demonstra¢do. Suponhamos que temos uma amostra Y7, ..., Y,, de varidveis com dis-
tribui¢ao F' e defina-se U; = F(Y;). Pela Proposigao 2.5 sabemos que as variaveis Uj;
seguem a lei uniforme no intervalo [0, 1]. Aplicando agora a Proposi¢ao 2.3 ao nosso

caso, obtemos,
P(FYF(Y;)=Y;) =1 eportanto Y;=F YFY;)=F'U;) aqec.
Conclui-se que,

A~ 1 —

F7l(t) =Y;, se

1
<t< —
n

= F_l(U,L-), pois F~1 é nao decrescente
~r (&),
onde K1 representa o estimador empirico da fun¢ao quantil associada a Uy, ..., Uy.

A deducgdo que foi feita leva-nos & seguinte igualdade:

sup |[F7L(t) — F_l(t)’ = sup
t€le,1—¢] tele,1—¢]

Fl (f(—l(t)) - F‘l(t)‘ L @)

Analisemos a convergéncia de [A(*l(t). Ja sabemos que cada uma das varidveis U;
segue uma distribuicao uniforme, donde se deduz que K (t) =t < ¢t = K~1(t). Onde
K representa a fungdo de distribui¢do empirica associada a Uy, ..., U,. Assim,

sup K(t) —t‘.

tele,1—¢]

K(t) - t’ = sup
tele,1—¢]

Pelo Teorema de Glivenko-Cantelli, temos:

sup ‘R(t) - t‘ 2% 0,
te(0,1]

e por maioria de razdo, para € > 0,

A~

K(t) —t‘ 2% 0.

sup
tele,1—¢]
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Aplicando esta dedugao a (4.7), concluimos que

sup |F7Ht) - FL(t)| £5 0.
tele,1—¢]

O

Teorema 4.8. Seja Fy uma distribuicdo com densidade f1 limitada. Suponhamos
também que Fy é uma distribuicdo continua e estritamente crescente em [e,1 — €,

€ > 0. Nestas condigoes,

sup
pEle,1—¢]

ROC(p) — ROC(p)‘ 9% ),
Demonstragio. Consideremos a seguinte majoracio:
ROC(p) — ROC(p ‘ ‘Fl ( 11— )) o (Fo—la —p))‘
+ ’Fl -p) - R (F_l(l—p)>’
< sup|Fi (x) - B (z ]+]F1 Fl(l—p) - B (F0—1(1—p))].

zeR

A primeira parcela do lado direito da desigualdade converge uniformemente para
zero, segundo o Teorema de Glivenko-Cantelli. Visto que F} tem densidade limitada,
entao é uniformemente continua em Fo_l(p). Como Fj tem densidade limitada, entao
¢ uma funcao uniformemente continua e portanto podemos assim aplicar o Teorema

4.6 a segunda parcela, obtendo o pretendido. O
4.1.3. Area Sob a Curva

O célculo da area sob a curva leva-nos a uma expressao interessante, quando ta

Proposicao 4.9. A drea sob a curva ROC ¢ dada pela U-estatistica de Mann-

Whitney:
ng mni
ROC (X1 > Xo,
Demonstracao.
1
AUC = [ ROC(p)dp
0
1
:/ 1-F (Fo_l(l—p)> dp
0

no ni
1

= H(XM > XOj)' ]
oM ST
j=1i=
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A demonstracio deste teorema pode ser feita de uma forma intuitiva e visual uti-
lizando a figura 4.1 como referéncia. Suponhamos que nao existem igualdades entre
observagoes na populagdo doente e na populacao saudavel. Nesse caso, cada passo
horizontal de ROC correspondente a um ponto Xo; adiciona uma éarea rectangular
de valor (1/ng) x FO(XOJ-) = (1/no) x 3252, I[X1; > Xos]/n1. Este resultado segue
do facto da AUC ser na verdade a soma em 4 dos ng rectangulos, como o da figura.
No caso de se verificarem igualdades, entre Xo; e X1; por exemplo, isso adiciona uma
area triangular com a face horizontal de comprimentol/ng e comprimento 1/n; na

I(X1; = Xoj).

face vertical, isto é, uma area de =———
? ? 2(n0n1)

4.2. O estimador do ntucleo

Do ponto de vista pratico, os dois métodos de estimacao que foram estudados nos
capitulos anteriores encontram-se, do ponto de vista ideolégico, em poélos opostos.
A abordagem paramétrica, devolve-nos uma estimativa suave da curva ROC, mas
forga-nos a assumir que as amostras (ou as respectivas transformagdes) possuem
distribuicbes normais, o que pode levar a cometermos um erro de especificacdo. Por
outro lado, a estimacao nao-paramétrica nao nos obriga a fazer tais assumpcoes, mas
a curva estimada é, na verdade, uma funcio em escada, que ndo da realmente uma
boa representacao visual da curva ROC verdadeira, quando esta é continua.

Assim, com o intuito de encontrar um método que permita estimar a curva ROC
sem os inconvenientes das duas estimacoes referidas, Zou et al. [12] e Lloyd [6] foram
os primeiros a propor uma estimativa da curva ROC usando o estimador do nucleo.
A partir de duas amostras de populagoes saudéveis e doentes, com tamanho ng e nq,
respectivamente, as estimacoes de Fy e Fi sao dadas por:

ni

~ 1 0 I’—Xol' ~ 1 :L‘—le
1=1 j=

onde L(z) = [*  K(u)du e K ¢ uma funcdo densidade de probabilidade continua e
ho = ho(ng), h1 = (n1) sdo niumeros reais estritamente positivos, a que chamamos
janelas dos estimadores e que convergem para zero quando ng e np tendem para
infinito. Os nucleos utilizados para cada uma das estimagoes sdo os mesmos, apesar
de isso nao ser algo obrigatério. Ficamos entdao com o seguinte expressdo para o

estimador da curva ROC:

ROC=1-F (Fglu - p)) .
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Um problema subjacente a este tipo de estimador é o problema da escolha da
janela. Lloyd [7] e Zhou e Harezlak [11], foram os primeiros a apresentar métodos
empiricos para a escolha das janelas hg e h1. No entanto, ambos os métodos trataram
o problema da estimacao como se estando a estimar Fy e F} separadamente e nao no
contexto da curva ROC, o que se verificou poder gerar erros de estimagdo no caso das
distribui¢oes das populagoes serem significativamente diferentes. Hall e Hyndman [4]
apresentaram uma abordagem na qual a escolha das janelas utilizadas na estimagao
nao é feita de forma independente de cada uma das distribuicdes das respectivas
populagoes.

Antes de abordarmos tal problema, o nosso primeiro passo serd o de obter resul-

tados de convergéncia para este estimador da curva ROC.

4.2.1. Convergéncia pontual

A demonstragdo da convergéncia pontual do estimador do ntucleo segue os mesmo
passos da demonstragdo para a convergéncia pontual do estimador empirico, mas
para tal, iremos necessitar de um resultado que nos garante que o Teorema de
Glivenko-Cantelli também se pode aplicar para o estimador do ntdcleo da funcao
de distribuicdo. A demonstracdo que se apresentamos é da autoria de Horvath e

Zhou [5].

Teorema 4.10. Seja F' uma funcdo de distribuicdo continua em R e

F(z) = ISt L (i_hXi) o estimador de F' com nicleo L e janela h = h(n) — 0,

n — o0o. Entao:

sup |F(z) — F(z)| L5 0.
zeR

Demonstracao. Visto que F' é continua em R, é uniformemente continua em R. Seja

F(z) =n~'Y"  I(X; < x). Temos,

sup |F(z) — F(CL‘)‘

g:égg /L (5” . t) dF(t) — F(z) + /L (“’”;t> dF(t) — /L <$}:t> dF(t)‘
<sup /L (“” - t> d(E(t) — F(t))‘ +sup /L (“” - t> dF(t) — F(z)|  (4.11)
= O+ Co.

Comecemos por estimar C,. Se fizermos n — oo, temos pelo Teorema de Glivenko-
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Cantelli:

1 = sup ;/(F(t) _F)K (f’“’ - t> dt‘

zeR

= sup / (F(z — uh) — F(z — uh))K (u)du

< sup |F(z) fF(x)‘ %0.
zeR

Analisemos agora o caso de (' ,,. Procedendo a uma mudanca de varidveis, obtemos

Cop = sup lll/F(t)K (f" - t) it — F(z)
= sup / (F(z — uh) — F(2)K (u)du

_A 00
< ilelg /_OO |F(x —uh) — F(x)|K(u)du + 22£A |F(x —uh) — F(x)|K(u)du

A
+ sup / Pz — uh) — F()|K (u)du
zeRJ—A

< L(—A) +1— L(A) + sup |F(z + AR) — F(z — Ah)].
zeR

Se A for suficientemente grande, L(—A) e 1 — L(A) serdo pequenos. A continuidade
uniforme de F' implica que, para qualquer A, sup,cg |F(x + Ah) — F(z — Ah)| — 0
quando h tende para zero. Assim, Cs ), serd arbitrariamente pequeno se fizermos n
tender para infinito. Atendendo & desigualdade (4.11) o teorema esta demonstrado.

O

Tal como no caso do estimador empirico, para que se possa estabelecer a con-
vergéncia pontual do estimador da curva ROC pelo método do niicleo, é necessario
demonstrar a convergéncia pontual do estimador da funcao quantil por este método.
Repare-se que a demonstracao do Teorema 4.1 é valida para qualquer estimador da
funcao de distribuicdo que verifique o Teorema de Glivenko-Cantelli e que o préprio
estimador seja uma funcdo de distribuicao. De facto, na demonstracao, um dos pas-
sos utiliza a convergéncia do estimador. Por outro lado, a necessidade de aplicar a
Proposicao 2.2 requer a assumpcao de que o estimador é uma funcdo de distribuicao.

Assim, a demonstragdo do resultado que apresentamos de seguida é omitida, visto

ser andloga & demonstracao do Teorema 4.1.

Teorema 4.12. Seja 0 < 1 < p, se & = F~1(p) for a tnica solugio de F(z—) <
p < F(z), entao

F ) 25 F(a).
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A partir deste resultado obtemos a convergéncia pontual do estimador ROC
da curva ROC e cuja a demonstracdo também serd omitida, por ser aniloga a do

Teorema 4.5.

Teorema 4.13. Seja 0 < p < 1. Se &, = Fy *(1 — p) for a tinica solucio de
Fy(z—) <1—p < Fy(z) e Fy for continua em F, ' (1 — p), entdo

ROC(p) X% ROC(p).

4.2.2. Convergéncia uniforme

A convergéncia uniforme do estimador da curva ROC pode ser facilmente deduzida
com a ajuda do Teorema 4.10 apresentado anteriormente e com a ajuda de um
segundo resultado demonstrado também em Horvath e Zhou [5] e que garante a

convergéncia uniforme do estimador da funcio quantil:

Teorema 4.14. Seja F uma fungio de distribuicio com densidade f e sejam F

1

Fo_ n x—X; . . . .
e f = EZi=1K< 7 1) 0s seus respectivos estimadores pelo método do naicleo.

Suponhamos que o nicleo do estimador f, K, € suave, de variac¢do limitada e cujo

conjunto de descontinuidades tem medida de Lebesque zero. Suponhamos também

nh
log(n)

= sup{x : F(x) < 1}. Suponhamos que f é uniformemente continua em R e

que, h — 0 e — 00 quando n — oo. Defina-se tp = inf{x : F(x) > 0} e

oF
f(z) >0, x€ltp, tF'[. Nestas condigdes, para todo o € > 0, temos

SUP¢ele,1—¢] Fﬁl(t) - Fﬁl(t) & 0
quando n — 0.

Demonstracao. Esta demonstracdo faz uso da convergéncia uniforme do estimador

da densidade nas condi¢oes do teorema, isto é:

sup f(x)—f(x)‘ %0, n— oco.

zeR
Esta propriedade foi demonstrada por Bertrand-Retali [1]. Deste resultado e tendo

em conta que f(z) > 0, para = €]tr, t!'[, podemos assumir que

inf f 0 >
Aglrxlng(x)> , sen >ny(w),

sendo ng(w) uma variavel aleatéria e onde [A, B] Cltp,t"[. Daqui vem que F(z) é

estritamente crescente em [A, B| e assim,

Fl (F@)) —t, se A= FY(a) <t < F~l(b) = B.
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Pelo Teorema 4.10 podemos assumir que € > a e 1 —e < b, se n > ny(w), para alguma

varigvel aleatoria n;(w). Temos entdo F (F‘l(t)) =t,se e <t <1-—e€e portanto,
0=F (F—l(t)) —F(FY ) + F (F7\(t)) — F (F7\(¢)). (4.15)
Pelo Teorema 4.10, temos

sup
te(0,1]

F(F®0) = F (F' )] “o, (4.16)

e portanto, terd de se verificar que,

P (F*l(t)) _F (F’l(t))‘ 940,

sup
tele,1—¢€]

Pelo Teorema de valor médio, existe uma variavel aleatoria & = & tal que

sup  f(£(1)) 1) — FH(t)].

tele,1—¢]

PR )~ P70 = inf (e®) sup
tele,1—¢] tele,1—¢]

Provamos que se n > nj(w),

inf  f(&(t) > inf  f(x).

tele,1—€] T A<z<B

Pela convergéncia do estimador da densidade, obtemos

W T B T 20

Assim, de (4.15) e (4.16), conclui-se que

sup |[F7Ht)— F ()| 5 0.
t€le,1—¢]

Com este resultado, facilmente se obtém a continuidade uniforme para o esti-
mador da curva ROC. Os passos a seguir na demonstracdo sao analogos & demon-

stragao da convergéncia uniforme, pelo que a demonstracao sera omitida.

Teorema 4.17. Seja F uma fungdo de distribuicdo continua com densidade limitada

e Fo uma funcao de distribuicao nas condi¢ées do Teorema 4.14. Para qualquer e > 0,

sup  |[ROC(p) — ROC(p)| L5 0.
pEle,1—¢]
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4.2.3. A escolha da janela

A escolha da janela para o estimador do nicleo tem uma grande influéncia na esti-
macao resultante. Essa escolha é feita consoante um determinado critério, segundo
o qual a janela escolhida serd assintoticamente éptima. Usualmente, o critério uti-
lizado é o da minimizacao do erro quadratico médio integrado, o que no caso da

curva ROC se traduziria na seguinte expressao:

QM1 = [ E[R(F () - F(F 0)] db

<z
para um conjunto .Z C [0, 1]. No entanto, se estivermos perante uma situagio na qual
as caudas da distribuicao Fj sdo muito mais leves do que as caudas da distribuicao
F, os erros cometidos por um estimador de Fj nas suas caudas irao contribuir em
grande parte para os erros cometidos pelo estimador correspondente de F;(Fjy L(p)),
0 < p < 1. Por outras palavras, podemos ter uma estimacao muito boa da curva
ROC, excepto num pequeno intervalo em cada uma das extremidades, o que vai
inflacionar o valor do erro quadrético médio, transmitindo uma ideia errada acerca do
desempenho do estimador. Por essa razao, a minimizagao do erro quadratico médio
integrado pode nao ser um critério adequado para a escolha de uma janela 6ptima.
A sugestao feita por Hall [4] é a de considerar outro o critério de optimalidade, dado

pela seguinte expressao:

o2) = | B[BE o) - RE )] b E =) )

Para além disso, é possivel provar que
o(2)~8(2) = | ) VBIR@) ~ Ba@)P20) + BLR @)~ B A @) o

onde Fy; '(.£) é o conjunto de pontos Fy, *(p) com p € .Z.
De facto, suponhamos que fg e f1 tém derivadas continuas e tém limite inferior
maior que zero em .Z. Defina-se A = Fy — Fy, B=F, — F}, C = Fal — Fal e

defina-se por I a funcdo identidade. Da expansdo de Taylor temos,
I=Fy(Fy ' +0) =1+ A(Fg ) + Cfi(Fg ) +o|A(fy DI +1C)),

de onde segue que C = —[A(Fy 1)/ f(Fy )] + o(JA(Fy 1)) Assim,

-1
fl(FOiA(Fo‘l) +o(|A(F M| + [B(F; ).

Ry - R(F ) = B(Fy ') —

(4.19)
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Repare-se na razio f1(Fy 1)/ fo(Fy *). Visto que a variancia de A é igual a (1—Fp) Fp,
entdo o critério a; definido anteriormente é definido maioritariamente pelo valor de
(f1/f0)*(1 — Fy)Fy nas caudas, se esta quantidade ndo for limitada. No entanto,
utilizando em vez disso o critério «, deduz-se a partir de (4.19) e da independéncia

das amostras que

o) = (o] [ | (BE+ B

0 que é equivalente a 5(.Z).
Peguemos no critério 3(.Z) e tomemos Fy, ' (.£) como sendo a recta real. Obtemos

entao o critério
v(ho, h1) = 0(ho) + 71 (h1),
onde
= [ B[ - B@)] f@ds o = [ E[A@ - RE@)] .
R R
(4.20)

O nosso objectivo seguinte é o de obter um desenvolvimento assintdtico para g

e 71, resultado esse que se apresenta de seguida.

Teorema 4.21. Suponhamos que K €é uma densidade de probabilidade simétrica.
Suponhamos também que Fy e Fy admitem derivada de sequnda ordem limitada e
continua em R e que fo e f1 sdo de quadrado integrdvel. Nestas condigoes, vy admite

o sequinte desenvolvimento assintdtico:
_ 4 ho | 14
Yo = —A0h0+Boh0+Co—|—O ;+h0
0

onde

A= [ 1) (- L@) s [ Ao fi(e)da,

By = % ( / u2K<u>du>2 / fo(@)? f1(x)?da,

Co= — /Fo(x) (1 = Fo()) fi(x)2de.

no

Por seu lado, o desenvolvimento assintético de 1 é dado por:

h
v = —A1hy + Bihi +C1 + o <7”L1 + h‘f)
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onde

A= [ 1) - L@y [ A,

ny

By (f u2K<u>du>2 [ i para,

Cr = — / Fy(2) (1 Fy(2) folx)?de.

ny
Demonstra¢ao. Analisemos em primeiro lugar o caso de 7g, mais especificamente na

. 2
parcela E |:F0(l‘) - Fo(x)} . Temos que,

B [Fo(a) - Fo(a)| " Var (Folw)) + (ElFo(x) - Fo(x)})2
Yo = /Var (Fo(ac)> f2(z)dx + / (E[Fo(:c) - Fg(x)]>2 f2(z)dx.

Comecemos por calcular a esperanca de Fy (z). Utilizando o facto de Fy ser diferen-

cidvel duas vezes e integrando por partes, temos:
~ ':U —_—
E | fyfw)| = /L< h0y> dFo(y)

1
= Fy(z) + hofo(x) /uK(u)du + h%/u2K(u) /0 (1 — ) fo(x — suhg)dsdu.

Como K é simétrica, temos [ uK (u)du = 0 e assim
1 2
/ (E[Fo(a:) — Fo(x)]>2 fi(z)dx = hé/ {/ u2K(u)/U (1 — ) fi(x — suho)dsdu| fi(zx)dx

=hg /// /01 /01 K (u)v? K (v)(1 — s)(1 —t)

X fo(x — suhg) f(z — tohg) f2(x)dudvdsdtdz
(4.22)

As condigbes do teorema dizem-nos que Fj é continua e portanto,
- 2
(E[Fo(a:) - F()(CL‘)]) f2(z) converge pontualmente para 0, quando ng — oo. Majo-

rando a parcela 4.22 por

9(z) = w?|K (w)[o*[K (v)|(1 = 8)(1 = ) (sup,epl fi(@)]) £7 (),

e sendo g(x) integravel, estamos nas condigoes do Teorema de Convergéncia Domi-

nada de Lebesgue (ver Serfling [9] (p.11)), o que nos permite concluir que

b / / / /O 1 /O PR (0P K (0)(1— 8)(1— ) f1 (e — suho) fi( — tuho) f2dudvdsdids
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também & integravel. Para além disso, temos também [ u?|K (u)|du < oo e daqui

obtemos que

[ (Blfuta) - Fo@))” o)z = b [( / u2K<u>du)2 3 [ f0P R+ o).
(4.23)

Calculemos agora a variancia:

) v 551 (52

no
_ Tjo L <xh_()y>2fo(y)dy
B nlo {(E[F0($) ~ Fo(a)])” = 2E[fo(x) - Fo(a))Fo(w) + Fi 0(”3)2}

Analisemos por partes a segunda parcela. Aplicando o que deduzimos & defini¢ao

de 7o, de (4.23), temos que

/ (E[Fo(x) - Fo(x)]>2 F1(x)2du = O(hd) (4.24)

Temos também que,

/Fo(x)2f1 (z)%dz < oo (4.25)

Resta ver o que acontece para [ E[Fy(z) — Fo(z))Fo(x) f1(x)dz. Facamos a seguinte

deducao

[ Blfuta) - Fa@) Fo(e) i (@)7de < \ [ Blfuta) - Fa@)) i) Foa) fa(w)i

< < [ (Blfuta) - Fu@) " £ <:c>%z:c)é

X ( / Fo(z)2fy (m)2dm>§ .

Mais uma vez, do resultado (4.23), conclui-se que

/ Elfy(z) — Fo(x)]Fo(a) fi(z)dz = O(h2) (4.26)
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Vejamos agora o que acontece para —ff < ) fo(y)dy f1(x)?, comecando por
calcular o que temos no interior do primeiro integral:

/L (ﬂfh—(]y>2fo(y)dy: Foly)L <xh_0y>2] +:
Jrom () () ()
hlo Fo(y )B( h—0y> a
:/B@{%@%w%hmﬂﬁ%?[u_w
X f(x — tzho)dt} dz

= Fo(x)/B(z)dz— hofo(:v)/zB(z)dz

+ hi / 2?B(z) /1(1 —t) fi(z — tzhg)dtdz,
0

onde B(u) = 2L(u) K (u). Observe-se que

/B(z)dz _ 2/L(z)K(z) _ 2/L’(2)L(z)dz ! L(QZ)Q]M 1

Assim,

/ Var (Fofa)) fi(e)de = / [Fo ~ hofo(x) / 2B(2)dz
+ B2 / 2B(2) /0 (1-1) f(’)(:z:—tzho)dtdz} fu(2)2da

L /Fo(a;>2f1(a;>2da; +0 (”Z)
=1{/%UM)M—%/£ )iz [ foo) (o)
+ B2 /// V(1= ) fi(x — t2ho) f1 () dzdtdx}

- /Fo(x)2f1(ac)2dac +0 (ZZ)

Peguemos na ultima parcela calculada. Repare-se que
2B(2)(1 =) fo(x — tzho) fi(a)? < 22 [B(2)| (1 — t)supyer | fo(2)] fi(z)”

Para além disso, da continuidade de Fp, sabemos que Var (Fo(x)) f1(z)? converge

pontualmente para Var (Fy(z)) f1(z)?, quando ng — oco. Estamos nas condigdes de
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aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluindo que o integral

/// (1 —t) f5(x — tzho) f1(z)*dzdtds

existe e é finito, obtendo-se assim um desenvolvimento assintético para a variancia:

/ Var <F0(m)) Fi(x)2da = nlo / Fo(z) (1 — Fy(x)) fi(e)?dz
_R /fo )fi(2)2de + O (hz). (4.27)

no no

Juntando os resultados (4.23) e (4.27), obtemos ja um desenvolvimento assintotico

para vo:

o = / B[ Fy) - Fo(x>]2 fi(2)2dz

/Fo (1 - Fo(@)) (s d:c—/zB dz/fo ) fi(2)2da
+40</ V2K (u du) /fo 21 (a )de+o<zo>+o(h4) (4.28)

Concentremo-nos na parcela [ zB(z)dz. Para podermos efectuar a minimizacao,
é necessario conhecer o seu sinal em todo R. Sejam a e b dois reais tais que a < b.

Suponhamos que K é uma densidade tal que:

/:L“K(:c)dx =0 e /J:QK(x)dx < +oo

Sabemos que,

/a " B(2)dz = / ! DK(2)L(2)d
= /abz (L(2)?) d=
— 2L(2)" - / (2%
=bL(b)? — aL(a)?® — /abL(z)2dz.

Para prosseguirmos a nossa deducdo, vamos fazer uso de um pequeno artificio.

Repare-se que,
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e portanto, f; 2K (z)dz — bL(b) + aL(a) + ff L(z)dz = 0. Assim,
/b 2B(z)dz = /b 2B(z)dz + /b 2K(z)dz — bL(b) + aL(a) + /b L(2)dz
—bL(B) (L(B) — 1) — aL(a) (L(a) — 1)
b b
- / 2K (z)dz + / L(z) (1 —L(2)) d=.

Se fizermos a = —oc0 € b = 400 entao

/zB(z)dz = /L(z) (1 - L(2))dz > 0.

Aplicando esta ultima deducao a (4.28), chegamos ao resultado pretendido para
o desenvolvimento assintotico de 9. A demonstracdo para o caso de v, é feita de

forma andloga, pelo que serd omitida. ]

A partir das expressoes que obtivemos para o desenvolvimento assintotico de 7y
e 71, facilmente conseguimos calcular as janelas hg e h assintoticamente 6ptimas de

Yo € 71, respectivamente:

[

m:<f“@U—L@Dwfﬁuvm¥m>3
no ([ w2K (w)du)® [ f3(2)2 fi(x)2dz

1
m:(fuwu—L@»wfﬁ@mm¥w>f
m (J u2K (u)du)” [ f{ ()2 fo(w)2da

Como se pode observar, estas expressoes ndo podem ser usadas directamente no
momento da estimacdo, pois dependem de quantidades que sdo desconhecidas. Uma
possivel solugdo para cotornar este problema, seré o de adoptar um modelo de refer-
éncia para o célculo das janelas. Este método tem as suas raizes no método das
distribuictes de referéncia para a escolha da janela no estimador do ntcleo da densi-
dade. No nosso caso, iremos utilizar o modelo binormal como modelo de referéncia,
0 que, consequentemente, leva a que as janelas sejam calculadas tomando para fy e

f1 densidades normais. Obtemos entao

ho = no1/3 4y [ L(u) (1 = L(w)) du o (af + U%)E)/Q
0 [ w?K (u)du (02 +202)1/2[0} + 0202 + 202 (0 — p1)?]
X exp [ (po — p)*ap })1/3
(0 +01)(205 + o)
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b s (AVE S L) (0 L) du oo} + o)
tTh Ju?K (u)du (02 4+ 209)1/2[08 + 0d0? + 203 (111 — 10)?]

(11— po)20? >Dl/3’

o} +03)(20% + o}

<o |-

onde ug e u1, 08 e 02 representam a média e a variancia das respectivas populagdes.
Na pratica, estes valores serao substituidos pelas médias e varidncias amostrais de
cada uma das populacoes. Tal como no caso da estimacao da densidade, serd de
esperar que este método funcione bem desde que as populagdes consideradas nao

tenham distribui¢des muito distantes da distribui¢do normal.






Capitulo 5

Estudo de simulacao

Os capitulos anteriores incidiram sobre as nogoes tedricas da curva ROC e sobre
as propriedades assint6ticas dos diversos estimadores considerados. Neste capitulo,
pretendemos estudar o comportamento dos estimadores a distancia finita. Para esse
efeito, iremos realizar diversas simulacoes de situagdes praticas, com o intuito de
comparar o desempenho dos métodos de estimacdo que possuimos para a aproxi-
macao da curva ROC, a partir de uma determinada amostra. O desempenho de
cada um dos estimadores ird ser avaliado através da diferenca entre a area sob a
curva verdadeira e a area sob a curva estimada e de uma medida de erro, que neste
caso serd baseada na medida do critério de optimalidade visto no capitulo anterior,
para a escolha das janelas do estimador do nicleo (ver (4.18)), & qual chamaremos

erro quadrdtico integrado ponderado e serd dada por:

1
EQIP = /0 (ROC(p) — ROC(p))® fo (Fy (1 - p)) dp,

onde ROC(p) representa um estimador da curva ROC.

As simulagoes vao ser realizadas com a ajuda do software informatico R [8], uma
ferramenta muito 1til, desenvolvida precisamente para a computacao estatistica. As
simulagoes irao todas seguir a mesma estrutura; em primeiro lugar, ir4 ser calculada
a verdadeira curva ROC e a sua respectiva area sob a curva. Seguidamente, o pro-
grama ir4 gerar duas amostras, uma de individuos saudéveis e outra de individuos
doentes, ambas de tamanho 200, segundo as distribuicoes que foram atribuidas a
cada uma das populagoes no caso em simulagao. O préximo passo é o da estimagéao,
onde vao ser utilizados os quatro métodos que foram estudados até agora: estimagao
paramétrica, estimagao paramétrica com transformagao de Box-Cox (se necesséria)
e estimagado ndo-paramétrica, empirica e pelo método do niicleo. Refira-se que neste
altimo caso, o ntucleo utilizado na estimacgao da curva serd o nicleo de Epanech-
nikov, definido por: K(z) = %(1 - x)QH[_M](ac). Apos serem obtidas as estimacoes,
proceder-se-a ao calculo do erro e da area sob as curvas estimadas. Este processo

ird ser repetido mil vezes. No final, apresentaremos os boxplots onde estardo repre-
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sentados os resultados dessas repeticoes, para a comparacio dos diferentes métodos
de estimacdo. Apresentaremos também tabelas com as médias e desvios padrao das

medidas calculadas.

5.1. Populacoes consideradas

No nosso estudo irdo ser realizadas seis simulacoes diferentes, sendo as amostras
geradas segundo as seguintes distribuicoes, cujas densidades sdo apresentadas na

Figura 5.1 e na Figura 5.2 em conjunto com as suas respectivas curvas ROC.
e Cenario 1: Xy ~ N(4.5,0.09) e X; ~ N(5.5,0.25);

e Cenario 2: Xy ~ SN(4.5,0.09,15) e X1 ~ SN(5.5,0.25,15), onde SN (u, 0, o)
representa a lei normal assimétrica e « € o parametro de forma. A densidade

desta lei & dada por f(x;u,0,a) = %¢ (=4) @ (a (%)), onde ¢ e @ repre-

lea

sentam a densidade e a distribuicdo normal centrada e reduzida;

e Cenario 3: Xy ~ LN(0,0.5) e X1 ~ LN(1,0.5), onde LN(log —pu,log—o)
representa a lei log-normal, log —p e log —o representam a média e o desvio

padrao na escala logaritmica;

e Cenario 4: X ~I'(2,2) e X; ~T'(3,1), onde I'(r, 3 ) representa a distribui¢io

gamma, « o parametro de forma e 6 o pardmetro de escala;

e Cenario 5: Xy ~ N(5,1) e X7 segue mistura de duas distribui¢oes normais tal
que, X1 ~ NorMiz(u, o), onde u = (6,8) é o vector das médias e 0 = (0.75,1)

é o vector das varidncias da mistura;

e Cenario 6: Xo ~ NorMiz(uo,00), onde po = (5,8) e o9 = (1,1) e X1 ~
NorMix(pi,01), onde up = (9,13) e o1 = (1, 3).
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5.2. Resultados

5.2.1. Cenario 1

AUC-AUC EQIP
Métodos de Estimacgao Meédia Desvio-padrao Meédia Desvio-padrao
Paramétrico 8.74x1074 9.15x1073 9.70x107° 1.42x107%
Empirico 5.91x1074 9.97x1073 1.81x107*4 1.81x107*
Niicleo 7.13x1074 9.98x1073 1.80x107* 1.85%x1074
0 § g
8 ]
o B
- —— ——
1 2 3

Figura 5.3: Valores de AUC: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Empirica, 3-Estimador

do Nucleo
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Figura 5.4: Valores do erro: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Empirica, 3-Estimador

do Nicleo
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5.2.2. Cenario 2

AUC-AUC EQIP
Métodos de Estimacgao Meédia Desvio-padrao Meédia Desvio-padrao
Paramétrico 1.25%x1072 6.31x1073 9.94x10~4 3.79%x1074
Box-Cox -5.74x107° 4.91x1073 1.05%x107* 7.42%x107°
Empirico -4.47x1076 5.45%x1073 1.18x107* 1.27x107*
Nicleo 9.06x107° 5.47x1073 1.26x107% 1.45x107%
§1 &
§ ] o [}
] b
g |
1 2 3 4

Figura 5.5: Valores de AUC: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador

Empirica, 4-Estimador do Ntucleo.
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Figura 5.6: Valores do erro: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador

Empirica, 4-Estimador do Ntcleo.



5.2.3.

Cenario 3
AUC-AUC EQIP
Métodos de Estimacao Meédia Desvio-padrao Meédia Desvio-padrao
Paramétrico 5.32x1072 1.68x1072 1.16x1073 2.35x107*
Box-Cox 6.31x107* 1.23%x1072 1.31x107* 1.67x107*
Empirico 4.16x1074 1.28%x1072 2.14x107* 1.80x107*
Niicleo 2.93x1073 1.33x1072 2.01x107* 1.85x107*
oL
e E : o :
’ . 8 e

0.00
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Figura 5.7: Valores de AUC: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador

Empirica, 4-Estimador do Nucleo
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Figura 5.8: Valores do erro: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador

Empirica, 4-Estimador do Ntcleo
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5.2.4. Cenario 4

AUC-AUC EQIP
Métodos de Estimacgao Meédia Desvio-padrao Meédia Desvio-padrao
Paramétrico 3.06x1072 1.55%x1072 1.88x1073 7.17x1074
Box-Cox -1.10x1073 1.53%x1072 1.21x1074 1.44x1074
Empirico -3.85x107* 1.57x1072 1.90x107* 1.60x1074
Niicleo 3.06x1073 1.62x1072 1.70x107* 1.70x107*

Figura 5.9: Valores de AUC: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador
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Figura 5.10: Valores do erro: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador
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oo

o

Empirica, 4-Estimador do Ntucleo




5.2.5. Cenario 5
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AUC-AUC EQIP
Métodos de Estimacao Meédia Desvio-padrao Meédia Desvio-padrao
Paramétrico -1.49x1073 1.54x1072 1.51x107* 1.35x107*
Box-Cox -2.13x1073 1.54x1072 1.39x107* 1.40x1074
Empirico -2.69x107° 1.65%x1072 1.77x1074 1.72x107%
Niicleo 3.49x107° 1.67x1072 1.56x107* 1.80x107*
] 8 g
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Figura 5.11: Valores de AUC: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador

Empirica, 4-Estimador do Nucleo
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Figura 5.12: Valores do erro: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador

Empirica, 4-Estimador do Ntcleo
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5.2.6. Cenario 6

AUC-AUC EQIP
Métodos de Estimacgao Meédia Desvio-padrao Meédia Desvio-padrao
Paramétrico 8.11x1073 9.44x1073 9.19%x107° 3.45%x107°
Box-Cox 5.51x1073 9.27x1073 5.83%x107° 3.66x107°
Empirico 5.59%x1074 1.06x1072 6.25%x107° 6.08x107°
Nicleo 2.38x1072 1.84x1072 2.14x1074 1.84x107%
o =]
2 1 8

002
1

|

-0.02

Figura 5.13: Valores de AUC: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador

Empirica, 4-Estimador do Nucleo

--%—oumo om o000

A e

é
T
2

00000 00002 00004 00006 00008 00010 00012

o
e
s
3

Figura 5.14: Valores do erro: 1-Estimador Paramétrica, 2-Estimador Box-Cox, 3-Estimador

Empirica, 4-Estimador do Ntucleo
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5.3. Discussao dos resultados e conclusao

Observando os resultados que foram obtidos, constatamos que, como seria de esperar,
o desempenho do estimador paramétrico sem transformacao vai piorando a medida
que as distribuicoes de cada uma das populactes se afasta da distribuicdo normal,
o que faz todo o sentido, pois na pratica é imposto o modelo binormal a dados que
podem nao se adequar a esse modelo. Ainda assim, este estimador ndo se comporta
muito mal quando se esta na presenca de misturas de distribui¢oes normais.

Apesar da janela 6ptima do estimador ndo-paramétrico pelo método do nucleo ser
obtida tendo como referéncia distribuicGes normais, este estimador tem na maioria
dos casos um bom desempenho, sendo o seu pior desempenho registado no tltimo
cendrio. De facto, o desempenho do estimador ndo é muito afectado nos cenérios de
distribuicdes ndao normais, sendo a quebra de desempenho apenas notavel no cenario
das distribuicoes bimodais.

Os métodos de estimacido paramétrica com transformacao de Box-Cox e os méto-
dos empiricos revelam-se como sendo os mais eficazes na estimagao da curva ROC.
De facto, podemos observar que ambos proporcionam bons resultados em todos os
cenérios feitos neste estudo, tanto no céalculo da area sob a curva ROC como no erro
da estimacao.

Concluindo, a estimacao paramétrica, pela sua simplicidade, ¢ uma boa solucao,
caso congigamos garantir a normalidade dos dados. Como vimos, o estimador em-
pirico tem um bom desempenho e ndo necessita de assumpc¢oes acerca das dis-
tribuicoes dos dados e é particularmente tutil para o caso de apenas necessitarmos
de estimacao o valor da area sob a curva, visto que a estatistica de Mann-Whitney
é realtivamente simples de calcular a partir da amostra. O facto de nao devolver
estimagoes suaves da curva ROC e de poder falhar no caso das amostras a disposigao
serem demasiado pequenas, sao os dois notaveis inconvenientes da estimacao em-
pirica. No caso do estimador do nucleo, apesar de este permitir estimar uma curva
ROC suave, este método de estimacao é também o que tem a implementacao para a
pratica mais complexa, sobretudo tendo em conta o problema da escolha das janelas.
Assim, a estimagdo paramétrica com transformacio de Box-Cox parece ser a es-
colha acertada para a estimagdo da curva ROC em casos praticos, pois combina a
simplicidade da estimacao paramétrica com a vantagem de devolver uma estimagao
suave da curva ROC, o que é possibilitado pelo bom ajuste dos dados & normalidade

proporcionado pela transformacao de Box-Cox.
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Apéndice A

Codigos para simulacoes em R

library(sn)
library(norimix)

library(KernSmooth)

#t S
#kernels for the distribution function

HERBERBEREHHHR R R R R R AR AR H

bnucleo.unif<-function(x)

{punif(x,-1,1)}

bnucleo.trian<-function(x)

{(1/2) * ((1+2xx+x72) * (-1<x) * (x<=0) + (1+2%x-x72)*(0<x) *(x<=1)) + 1x(x>1)}

bnucleo.epane<-function(x)

{(1/4)*%(2 + 3*x - x~3)*(-1<x)*(x<1) + 1*(x>1)}

bnucleo.biwei<-function(x)

{(1/16)*(8 + 1b6*x - 10%x~3 + 3*x~5)*(-1<x)*(x<1) + 1*(x>1)}

bnucleo.triwei<-function(x)

{(1/32)*(16 + 35*x - 35*x~3 + 21*x~5 - B*x~7)*x(-1<x)*(x<1) + 1*x(x>1)}

HEFHHB R H R R R
#Distribution function kernel estimador

HEHHHRHEEREHEHHHA RSB SHH HH R R R R R R R A AR AR AR

xx - pontos onde se pretende calcular o estimador

X - amostra

[a,b] - suporte de f; neste caso o estimador produzido & o estimador

com correcgdo de fronteira baseado nos niicleos de fronteira K(u/alpha)/alpha

Os casos a=-Inf e b=Inf correspondem ao estimador sem correcgdo de fronteira

O = O H O R

Os casos a=-Inf ou b=Inf correspondem a correcgbes a direita ou a esquerda
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dfke <- function(xx,x,h,a=-Inf,b=Inf,kernel="epane")
{

if (kernel=="unif") bK <- bnucleo.unif else

if (kernel=="trian") bK <- bnucleo.trian else

if (kernel=="epane") bK <- bnucleo.epane else

if (kernel=="biwei") bK <- bnucleo.biwei else

if (kernel=="triwei") bK <- bnucleo.triwei

#estimador com correcgdo de fronteira
xxl <- xx[xx<=a]

yyl <- rep(0,times=length(xx1))

xx1f <- xx[(xx>a)&(xx<a+h)]

difl <- t(outer(xxlf, x, "-")/(xx1lf-a))
yylf <- colMeans(bK(difl))

xxi <- xx[(xx>=a+h)§&(xx<=b-h)]

difi <- t(outer(xxi, x, "-")/h)

yyi <- colMeans (bK(difi))

xxrf <- xx[(xx>b-h)&(xx<b)]

difr <- t(outer(xxrf, x, "-")/(b-xxrf))
yyrf <- colMeans(bK(difr))

xxr <- xx[xx>=b]

yyr <- rep(l,times=length(xxr))

est <- list(x=c(xxl,xx1lf,xxi,xxrf,xxr),y=c(yyl,yylf,yyi,yyrf,yyr))

return(est)

}

#####ttInversa Nucleo#####it#it#t######H S #HEHHHAHHH RIS
invFOn<-function (FOn,p){

s<-0

pl<-which(0==FOn$y, arr.ind=TRUE)
p2<-which(1==FOn$y, arr.ind=TRUE)

p3<-0

for(i in 1:length(p)){

if (p[i]==0) s[i]<-FOn$x[length(pl)] else
if (p[il==1) s[i]<-FOn$x[p2[1]1] else{
p3<-which(p[i]<FOn$y, arr.ind=TRUE)
s[i]1<-FOn$x[p3[1]]

}

}

return(s)

}



HHER R R R
#Calcula o integral de inf a sup de yy utilizando a formula

#de Simpson composta

#ordenadas calculadas num conjunto de num (impar) pontos

#igualmente espagados sendo inf e sup o primeiro e ultimo

#desses pontos

HERBHERBEREHEHHHE R R R R R R R B BRI R R R R R R R R RS

integravector<-function(yy,inf=0,sup=1) #length(yy)=impar
{

num<-length (yy)

passo<-(sup-inf)/(num-1)

yyl<-yy[1: (num-1)]

0ol<-rep(c(0,1) ,times=(num-1)/2)
s4<-sum(ool*yyl)

yy2<-yy[2: (num-2)]

002<-rep(c(0,1) ,times=(num-1)/2-1)
s2<-sum(002*yy2)

return(passo* (yy[1]+4*s4+2*s2+yy [num] ) /3)
}

xx <- seq(0,1,by=0.01)

yy <- sin(xx)

integravector(sin(xx))

##########%E Funcao Distribuicao Empirica#############Hidaat#Htfaan#

fde<-function(X,p) {sum(X<=p)/length(X)}

HiHHH R E RS EREEE R R R R S R AR AR 4
###Transformacao Box-Cox
BHABBHERBERBEHBRH RS HERBEHBEH R H AR B AR BREHBRH AR B AR BEH RS H B HERREH B H RS HH
BoxCoxT<-function(X0,X1){
m<-length(X1)
n<-length (X0)
logVer<-function(1){
y<-(m/2)*Llog(1/ (2#pi*sd (((X171)-1)/1)"2))+(n/2) *Llog(1/(2*pi*sd (((X0~1)-1)/1)"2))
-((1/(2*%sd (((X171)-1)/1)~2) ) *sum((((X1~1)-1) /1) -mean (((X1~1)-1) /1)) ~2)
- ((1/(2%sd (((X071)-1)/1)~2)) *sum((((X0~1)-1) /1) -mean (((X0~1)-1) /1)) ~2)
+((1-1)*sum(log(X1)))+((1-1) *sum(log(X0)))}
lambda<-optimize (logVer, interval = c(-10,10), maximum=TRUE) $maximum

return(lambda)}

HAE# R AR R HHFH###AUC-Estimativa Mann-Whitney###########H#HRRH#HAHH
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AUCMW<-function(X0,X1){
5<-0
for(j in 1:length(X0)){for(i in 1:length(X1))
{s<-s+(X1[1]1>X0[j1)+(0.5*%(X1[i]1==X0[j1)) }}
return(s/(length (X0) *length(X1)))}

FHHEHEHHEHEHHEHEEHEHEEHEHHEHEHHEHEHHEHEEEHEHEEHHEHEEHEEEEEEEEHEEEE
HHHHR AR HHRS Rotina de estimagéo #H##H
#H#########Neste caso encontra-se exemplificado caso da lei normal #####
#H##########tassimétrica. Para os restantes casos basta adaptar com #####
###########as leis de probabilidade desejadas #HH#H
R

xx<-seq(0,10,1length=10001)

p<-seq(0,1,length=10001)
ROC<-function(p){1-(psn(qsn(1l-p,4.5,sqrt(0.09),15),5,sqrt(0.25),15))}
ROCV<-ROC (p)

plot(p,ROCV,type="1",1wd=2,col="black")

AUC<-integrate(ROC,0,1)

Estimar2<-function(xx,p,AUC,ROCV){
p<-seq(0,1,length=10001)
A<-0
B<-0
C<-0
D<-0
Erroi<-0
Erro2<-0
Erro3<-0
Erro4<-0
for(i in 1:1000){

X0<-rsn(200,4.5,sqrt(0.09),15)

X1<-rsn(200,5,sqrt(0.25),15)

###Estimacao da curva usando modelo normal
m0<-mean (X0)
mi<-mean(X1)
s0<-sd (X0)
s1<-sd(X1)
ROCN<-function(p){(pnorm((s0/s1)*gnorm(p)+((m1-m0)/s1)))}
ROCEN<-ROCN (p)
Errol[il<-integravector (( (ROCEN-ROCV)~2)
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*dsn(gsn(1-p,4.5,sqrt (0.09),15) ,4.5,sqrt(0.09),15))
AUCN<-pnorm((m1-m0) /sqrt (s1~2+s072))

AUCMW1<-AUCMW (X0,X1)

A[i]l<-(AUC$value - AUCN)

C[il<-(AUC$value - AUCMW1)

###Normalizacao dos dados e estimacao da curva usando modelo normal
lambda<-BoxCoxT (X0,X1)

B0<- (X0~ (lambda)-1) /lambda

B1<- (X1~ (lambda)-1)/lambda

muuO<-mean (BO)

muul<-mean(B1)

sigmaa0<-sd(BO)

sigmaal<-sd(B1)
ROCB<-function(p){(pnorm((sigmaa0/sigmaal) *qnorm(p)
+((muul-muu0) /sigmaal)))}

ROCEB<-ROCB (p)
Erro2[i]<-integravector ( ((ROCEB-ROCV) ~2)
*dsn(gsn(1-p,4.5,sqrt(0.09),15) ,4.5,sqrt(0.09),15))
AUCNB1<-pnorm( (muul-muu0)/sqrt (sigmaal~2+sigmaa0-2))
B[i]<-(AUC$value - AUCNB1)

###Estimacao nao parametrica da curva

ROCNP<-0

for(j in 1:length(p)){

ROCNP[jl<- 1-(fde(X1,quantile(X0,1-p[j1)))}
Erro3[i]l<-integravector (((ROCNP-ROCV) ~2)
*dsn(qsn(1-p,4.5,sqrt(0.09),15),4.5,sqrt(0.09),15))

###Estimacao do nucleo

a<-((4*sqrt (pi)*(0.2571429))/(1/25))

b0<-((5073) *(((s072)*(s1~2))~(5/2))) / ((((s1~2)+(2%(50"2)))~(1/2))
*((s174) +(s172%s072) + (2% (s0~2) * ((m0-m1) ~2))))

c0<-exp (((m0-m1) ~2% (s072)) / ((s072+s172) *(2%s0"2+s1"2)))
b1<-((5173) *(((s12)*(s072))~(5/2))) / ((((s0~2)+(2*(s12)))~(1/2))
*((s074)+(s0"2%s172) + (2% (s1~2) * ((m1-m0)~2))))

c1<-exp(((m1-m0) ~2*(s1°2))/((s1~2+s0~2) * (2*¥s1~2+s0~2)))

d0<- (a*xb0*c0) ~ (1/3)

h0<-d0* (length (X0)~(-1/3))

FOn<-dfke (xx,X0,h0,a=-Inf,b=Inf,,kernel="epane")
di<-(axbl*c1)~(1/3)

hi1<-d1*(length(X1)~(-1/3))
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Fin<-dfke(xx,X1,h1,a=-Inf,b=Inf,kernel="epane")
FO00<-invFOn(FOn,1-p)
F11<-dfke(F00,X1,h1,a=-Inf,b=Inf ,kernel="epane")
ROCk<-1-F11$y

AUCk<-integravector (ROCk)
Erro4[i]<-integravector (((ROCk-ROCV)~2)
*dsn(gsn(1-p,4.5,sqrt (0.09),15) ,4.5,sqrt (0.09),15))
D[i]<-(AUC$value - AUCk)

}

png ("AUC.png")

boxplot(4,B,C,D)

dev.off ()

png ("Erros.png")
boxplot (Errol,Erro2,Erro3,Erro4)

dev.off ()

medidasAUC<-c(mean(A),sd(A) ,mean(B),sd(B) ,mean(C) ,sd(C) ,mean(D),sd(D))
medidasErro<-c(mean(Errol),sd(Errol) ,mean(Erro2) ,sd(Erro2) ,mean(Erro3)

,8d(Erro3) ,mean(Erro4),sd(Erro4))

tabelal<-matrix(medidasAUC,nrow=4,ncol=2,byrow=TRUE)

tabela2<-matrix(medidasErro,nrow=4,ncol=2,byrow=TRUE)

write.table(tabelal, file="AUCNorA.txt")
write.table(tabela2, file="ErrosNorA.txt")
}

Estimar (xx,p,AUC,ROCV)



